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Vorwort

Eine m-dimensionale Hyperfliche einer riemannschen Mannigfaltigkeit heifst
sphirisch, wenn sie zu einer Sphire des E™*! isometrisch ist. Wie wir in 5.2
zeigen werden, sind Beispiele hierfiir m-dimensionale regulédre riemannsche Un-
termannigfaltigkeiten von MZ*! ! die Abstands-Sphiren sind, d.h. genau die
Punkte enthalten, die von einem ¢y € Mg”“ konstanten Abstand haben. Mdchte
man den Nachweis erbringen, daf eine Hyperfliche in Mg”“ sphérisch ist, geniigt
es daher zu zeigen, dal sie eine solche m-dimensionale Abstands-Sphére ist.

Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Ver6ffentlichung |5 von Fontenele und
Silva, in der die Autoren beweisen (|5, Theorem A]), daf eine kompakte und
zusammenhingende Hyperfliche im E™*!, die in einem abgeschlossenen Ball vom
Radius r € R, enthalten und deren Skalarkriimmung stets kleiner oder gleich
dem konstanten Wert der Skalarkriimmung der Sphire vom Radius r in E™!
ist, bereits die Sphére ist.

Sie fithren dies auf das folgende allgemeinere Resultat zuriick (|5, Theorem
BJ):

Eine kompakte und zusammenhingende Hyperfliche im E™!, deren qua-
drierte Stiitzfunktion multipliziert mit der Skalarkriimmung stets kleiner oder
gleich Fins ist, ist eine Sphére.

Wie sich herausstellte, funktionieren die von Fontenele und Silva angegebenen
Beweise nicht nur im E™*! = M"*! sondern auch fiir analoge Ergebnisse iiber
Hyperflichen der Standard-Réume konstanter Kriimmung C' kleiner Null, (siehe
Abschnitt 5.3).

Da die Voraussetzung C' < 0 fiir die Beweisfithrung entscheidend ist, stellte
sich die Frage, ob ein dhnliches Resultat wie [5, Theorem A] auch fiir die Standard-
Raume konstanter Kriimmung grofer Null gilt.

Dies fiihrte zur Betrachtung der Arbeit [15] von Veeravalli, der nachweist
([15, Theorem 1|, Hauptsatz 5.4.2), daf eine kompakte und zusammenhéngende
Hyperfliche von Mg“rl mit m > 3 und C' > 0, die in einem abgeschlossenen
normalen Ball vom Radius 7 €]0, ;7=[ enthalten und deren Ricci-Kriimmung
stets kleiner oder gleich dem konstanten Wert der Ricci-Kriimmung der Abstands-
Sphéire vom Radius r in Mg”l ist, bereits die Sphére ist.

Dies folgt aus einem erheblich allgemeineren hinreichenden Kriterium

'd.i. der (m + 1)-dimensionale Standard-Raum konstanter Kriimmung C, vgl. Satz 1.2.1

il
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(|15, Theorem 2|, Hauptsatz 5.4.1) fiir spharische Hyperflichen in vollstandigen
und zusammenhadngenden riemannschen Mannigfaltigkeiten mit nach oben durch
eine Zahl grofer oder gleich Null beschrinkter Kriimmung.

Die Veroffentlichung [11] von Markvorsen wurde in die Betrachtung mit ein-
bezogen, da sie ein von Fontenele und Silva formuliertes Korollar verallgemeinert.
Markvorsen beweist (|11, Theorem 2|, Hauptsatz 5.5.1), dak eine kompakte und
zusammenhéngende Hyperflache in einer vollstdndigen und zusammenhangenden
riemannschen Mannigfaltigkeit mit durch C' € R nach oben beschrankter Kriim-
mung sphérisch ist, wenn sie in einem abgeschlossenen normalen Abstands-Ball
vom Radius € Ry (bzw. r €]0, %[, falls C' > 0) enthalten und ihre mittlere
Kriimmung betraglich kleiner oder gleich kg (r) ist, wobei ko(r) der konstan-
te Wert des Betrages der mittleren Kriimmung einer Sphire vom Radius r im
Standard-Raum konstanter Kriimmung C' ist.

Die o.g. Resultate werden im fiinften Kapitel bewiesen, die vorherigen vier
haben iiberwiegend vorbereitenden Charakter.

Der Beweis der Sitze von Fontenele und Silva ist sehr rechnerisch. Neben
einer Einfiihrung der Objekte, die in den Hauptséitzen in Kapitel 5 als Voraus-
setzungen zugrunde gelegt sind, enthilt das erste Kapitel einen Grofteil der fiir
den Nachweis dieser Sitze notwendigen Uberlegungen.

Kapitel 2 stellt bekannte Resultate zusammen, wie z.B. das Index-Lemma, die
Satze von Sard, Rauch und Omori sowie das Hopf-Lemma. Die hier aufgefiihrten
Ergebnisse werden im weiteren Verlauf der Arbeit als Hilfsmittel benotigt.

Die Beweise von [15, Theorem 1] und [11, Theorem 2| werden auf dieselbe Art
und Weise gefiihrt:

Unter gewissen Voraussetzungen sind die Abstands-Sphéren einer vollstén-
digen und zusammenhingenden riemannschen Mannigfaltigkeit mit nach oben
beschrinkter Kriimmung isometrisch zu einer Sphire des E™1. Ist dies der Fall,
so geniigt es wieder zu zeigen, dals eine Hyperfliche eine Abstands-Sphére ist,
um zu beweisen, daf sie sphérisch ist. Beim Nachweis hiervon kann es niitzlich
sein, zundchst mittels des Hopf-Lemmas zu begriinden, daf das Quadrat der Ab-
standsfunktion konstant ist. Hierfiir benotigt man allerdings Differenzierbarkeit.

Daher beschéftigen wir uns in Kapitel 3 mit der Abstandsfunktion in rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten nach oben beschrinkter Kriimmung. In solchen
Mannigfaltigkeiten bestimmen wir Umgebungen, auf denen das Quadrat der Ab-
standsfunktion differenzierbar ist, und betrachten den Gradienten bzw. die Hesse-
form. Fiir letztere weisen wir eine Ungleichung nach, die u.a. bei der Uberpriifung
der Voraussetzungen des Hopf-Lemmas dienlich ist.

Im vierten Kapitel betrachten wir eine Hyperfliche in einer vollstdndigen und
zusammenhéingenden riemannschen Mannigfaltigkeit M, deren Kriimmung klei-
ner oder gleich C' € R ist. Wir weisen (in Satz 4.5) zunichst Mindestgrofen der
Betrage der Hauptkriimmungen in Punkten, in denen die Abstandsfunktion ma-
ximal wird, nach. Hieraus folgern wir (in Satz 4.9), daf eine Abstands-Sphére
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in M , deren mittlere Kriimmung betraglich gleich einer gewissen Konstante ist,
isometrisch zu einer Sphire des E™*1 ist.

Im Gegensatz zu den vorangegangenen Kapiteln ist das vierte keine reine
Vorbereitung der Beweise der oben genannten Hauptsitze. Ist eine Hyperflache
M kompakt, so existiert ein minimales r € R, derart, daf M in einem Ball vom
Radius r enthalten ist. Ist dieser Ball normal, so lafst sich mit dem oben erwéhnten
Satz 4.5 zeigen, dalt das Supremum des Betrages der mittleren Kriimmung auf
M grofer oder gleich ko (r) ist, wobei ko (7) der konstante Wert des Betrages der
mittleren Kriimmung der Sphére vom Radius r im Standard-Raum konstanter

™

Kriimmung C' ist. (Im Falle C' > 0, muf man zusétzlich fordern, daf r < oW/
gilt.) Markvorsen erwdhnt in [11, Theorem 1|, dak diese Aussage richtig bleibt,
wenn M lediglich vollstdndig anstatt kompakt ist und nach unten beschrankte
Skalarkriimmung hat. Diesen Beweis werden wir in Kapitel 4 (Hauptsatz 4.7)
ebenfalls darstellen.
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VORWORT



Kapitel 1

Vorbereitungen

Generalvoraussetzungen

Seien stets m, m € N mit m,m > 2.

Ist im folgenden von Differenzierbarkeit die Rede, so ist damit immer C-
Differenzierbarkeit gemeint.

Wir setzen die Ergebnisse aus [7] und [8] als bekannt voraus und verwenden
— soweit nicht ausdriicklich anders erwdhnt — zu einer riemannschen Mannigfal-
tigkeit die dort eingefiihrten Symbole. Reden wir von einer kovarianten Ableitung
V, so meinen wir damit stets die Levi-Civita kovariante Ableitung. (Eine Aufli-
stung der in dieser Arbeit verwendeten Symbole findet sich im Anhang.) Wenn in
einem Zusammenhang zwei oder drei riemannsche Mannigfaltigkeiten auftreten,
so verwenden wir dieselben Symbole, versehen mit ~ bzw. .

1.1  Krimmungsgrofien

Abweichend von [7] definieren wir die Ricci- und die Skalarkriimmung einer rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M:

Definition 1.1.1 (Ricci- und Skalarkriimmung). Sei M eine m-dimensionale
riemannsche Mannigfaltigkeit.

(i) Durch
Vx vey, Ric(X,Y) := Spur(R(..., X)Y)

wird ein differenzierbares Tensorfeld vom Typ (2,0) auf M definiert. Dann
existiert offenbar genau ein differenzierbares Tensorfeld Ric vom Typ (1,1)
mit Vx yey,, (Ric(X),Y) = Ric(X,Y). Ric bzw. Ric heikt das Ricci- Tensor-
feld vom Typ (2,0) bzw. vom Typ (1,1) auf M. Ric ist offenbar symmetrisch,
also ist Ric selbstadjungiert.



2 KAPITEL 1. VORBEREITUNGEN

(ii) Die Ricci-Krimmung von M ist per definitionem die Abbildung
v T'M — R,
definiert durch

Ric v,V nl R Vi, V)V, U5
vpenyeTle t(v) = p( ): Zz-l( p( ) >

m—1 m— 1
> _ieg K(Spann{v, v;})
N m—1 ’
falls vy, ..., vy, eine Orthonormalbasis von 7, M mit v = v; ist.

(iii) Die Skalarkrimmung von M ist per definitionem die Abbildung
s: M — R,

definiert durch

Voear s(p) = SPWRIC) _ 35, Ricy(vi,v0) 2z K(Spanniv, vj})
peM 8P - m(m — 1) m(m — 1) m(m — 1) ’

falls v, ..., v, eine Orthonormalbasis von 1), M ist.

Definition 1.1.2. Sei f: M — M eine isometrische Immersion einer m-dimen-
sionalen riemannschen Mannigfaltigkeit M in eine m-dimensionale riemannsche
Mannigfaltigkeit M.

(i) a: By x Uy — %J% bezeichne die vektorwertige zweite Fundamentalform
von f, und fiir £ € Uy mit [|£]| = 1 beliebig seien

Ag: %M—)%M bzw. hg: ‘BMX%M—>C§/[°

der zweite Fundamentaltensor bzw. die zweite Fundamentalform von f bzgl.
&.

Fernerseien ¢$ < ... < ¢t : GE =R die (stetigen) Haupthriimmungen
von f bzgl. €.

(ii) Fiir jedes j € {1,...,m} und jedes & € Uy mit [|£]| = 1 definieren wir die

j-te mittlere Krimmung als die stetige Funktion

3 3

E’i1<...<ij (pl'l N (pij
()

Fiir 7 = 1 erhdlt man die wohlbekannte differenzierbare mittlere Krimmung

He = He 1 von f bzgl. € und fiir j = m die Gauf$-Kroneckersche Krimmung
von f bzgl. €.

He ;= : G¢E— R.
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Bemerkung.

1.) Statt <pf,H5,j bzw. H¢ schreiben wir im folgenden, sofern keine Verwechs-
lungen auftreten konnen, auch ¢;, H; bzw. H.

2.) Bekanntlich gilt fiir jedes p € M und jede Orthonormalbasis wy, ..., w,
von T,M:  He(p) = £ S (Ae(w;), w;).

3.) Es gilt fiir allei € {1,...,m} ¢ = —gpgf_iﬂ. Dabher ist im Falle m =m+1
fir j € {1,...,m} N2N und p € M obige Definition von He ;(p) und HZ(p)
unabhingig von der speziellen Wahl von & € U (p) mit [|£]| = 1, und fiir
diese j sind

Hj: M —R, H>:>M-—R und [H: M —R
auf ganz M wohldefinierte Funktionen.

4.) Firallep e M, v,w € T,M und &, ...,&m—m € ‘B]%(p) mit (§;,&;) = d;; fiir
i,7€{l,...,m—m} gilt

a(v,w) =Y (a(v,w), &&= Zhgszmp Z<A@<v>,w>5i|p-
i=1 =1

Als néchstes wollen wir im Falle m = m + 1 eine Lingenfunktion der vek-
torwertigen zweiten Fundamentalform |ja||: M — R definieren. (Beachte,
dafs « eine Abbildung U, x By, — ‘BJ% ist.) Dazu bendtigen wir das folgende
Lemma:

Lemma 1.1.3. Es seien V' ein m-dimensionaler euklidischer Vektorraum und
A € End(V) beliebig. Fiir eine Basis B von V bezeichne

AP = (a?j-)m € M(m, m;R)

die Matriz von A bzgl. B. ~
Dann gilt fiir je zwei orthonormale Basen €, ¢ Z” 1 (aj )2 =>" (afj)2

i,j=1

und durch ¥ acpna)l|All == /2275—1(af;)?, wobei € eine beliebige Orthonor-

malbasis von V' ist, wird eine Norm auf End(V') definiert.

Beweis: Seien €, € zwei Orthonormalbasen von V und A € End(V). Dann
existiert nach linearer Algebra 7' = (T;;);; € O(m) mit

A€ — pAST—1 T p gepr
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also gilt fir alle i,7 € {1,...,m}:

_ m
¢ _ E ¢
azy - Cri/fa’klirjl

k,l=1
Es folgt
m _ m
Z(a$>2 - Z frlka’klfr]l Z T aklirjl
i,j=1 J=1 k=1 kl 1

m m

= 2 ZTmTk ZTaz Daag
klkl=1 (=1

' ﬁ/—/
- 5% =05

Damit ist gezeigt, dak /> ", (q] 5;)? unabhingig von der Wahl der Ortho-

normalbasis € von V ist.
Dafk die Abbildung || .. .|| wie im Lemma die ersten beiden Axiome einer Norm
erfiillt, ist trivial, und das dritte Axiom folgt aus der Minkowski-Ungleichung. [J

Definition 1.1.4. Seien M eine m-dimensionale, M eine (m + 1)-dimensionale

riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — M eine isometrische Immersion.
Wir definieren ||o||: M — R durch

Vpen o)l =1 Ae, |, wobei & €L, (f) beliebig.

€End(Tp, M)
N—_— ——’
vgl. 1.1.3

Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl von & €L, (f) wegen

1.1.3
[A-gll = Il = Aeo |l "= | Ago -
Nach Lemma 1.1.3 gilt fiir jedes p € M und jede Orthonormalbasis vy, ..., v,
von T, M sowie § € Uy (p) mit |[£]| =1

o)l = | 3 (A 02 = || 3 helwnvy)?, (1)

insbesondere

(1.2)
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Lemma 1.1.5. Seien M eine m-dimensionale, M eine (m + 1)-dimensionale

riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — M eine isometrische Immersion.
Dann gilt:
]|

m

H, < H* <

Beachte, dafi Hy und H? nach 1.1.2 Bemerkung 3.) auf ganz M wohldefinierte
Funktionen sind.

Beweis: Zunichst gilt

VineNy Vay,...oneR Z x5 < an? (1.3)
ij=1 i=1
[ Denn aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt:

1 T

Z Ty = (Z w)?={ || ?
ij=1 i=1 1 T,
1 T n
< (s fIf s [P =nd_af]
1 Ty, i=1

Die Aussage des Lemmas kann nun auf (1.3) zuriickgefiihrt werden.
Wegen

Zi<j wip; 2 Zi<j PiPj Zi;ﬁj Pi¥j

H = = =
? B mm—1)  m(m—1)
2 Zz Pio . Zi,j PiPy
H - ( ) - 2 ’
m m
ol ¢
m m
ergibt sich H? < HO;LHQ & (1.3) und
H, <H® < mZ%%’ < (m— 1)2%‘%’ = (m— 1)(2%2 + Z%‘Pj)
i#] 1,J i i#]
= ) i < (m=1) @
i#j i
— Z%’%’ < mz ¢
irj i
<~ (1.3).
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Lemma 1.1.6. Seien M,M m- bzw. (m + 1)-dimensionale riemannsche Man-
nigfaltigkeiten und f: M — M eine isometrische Immersion. Ferner set M von

konstanter Krimmung C' € R.
Dann folgt:

(i) s = C + Hy
(it) Fir allep € M, & € Uy(p) mit [|§]| =1 und v € T,M gilt
Ric(v,v) = (m = 1)ClJv[* + mHe(p)(A¢g(v), v) = [Ac()[* (1.4)
M (p) = ()2 + m(m — 1)Hs(p). (1.5)

Beweis: Seien p € M, £ € Uy (p) mit [|£]] = 1 beliebig und vy, ..., v, eine
Orthonormalbasis von Hauptkriimmungsrichtungen zu den Hauptkrimmungen
©1(p), - - m(p) vou f bzgl. &,

Zu (i):

Aus der Gauk-Gleichung |7, 8.6(2) incl. Zusitze| folgt fiir 4,7 € {1,...,m} mit
1 F ]

K(Spann{vi, v;}) = C + he(vi, vi)he(vj, v5) — he(vi,v))* = C + i(p)p;(p) — 0
und daher

s(p) L1.4(ii) D izj I;i?iainl{)w,vj}) _ o4 ZZZ(Z(J?%(Z?)
B 2> i 0ip)ei(p) > i Pi(P)ei(p)
=C+ =) =C+ o)

1

1.2(id
200+ 1y (p),
d.h. es gilt (i).
Zu (ii):
Sei v € T,M beliebig. Ist v = 0, so steht auf beiden Seiten von (1.4) Null, und

es ist nichts zu zeigen. Daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf v # 0 gilt
und eine Orthonormalbasis wy, ..., w,, mit ”—;’H = w; finden. Dann folgt aus der

Gauf-Gleichung [7, 8.6(1) incl.Zusétze| fiir i # 1

R(w;, wy)w;
= C(<w1, w1>wi - <’(UZ', U)1>U)1) + h&(wl, wl)Ag(wl) - hg(wi,wl)Ag(wl)
= CJwr||* w; + he(wy, wy) Ag(w;) — he(wi, wy) Ag(wr)
-1
also nach Definition 1.1.1(i)

m

Ric(wq,wy) = Z(R(wi, wy)wy, W;)

=2
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= Z (C (wy, w;) +h§(w17w1)<A£(wi)vwi> - hf(wi7w1)<A£(w1)a wz))

= (m—-1)C+ Z ((Ae(wn), wi) (Ae(ws), wi) — (Ag(wr), wi)?)
= (m=1)C+ 3 ((Aclwn), wn) (Ae(wi), wi) — (A(wn), wi)?)
=(m—-1)C+ (Ag(wl),w1>(Z<A5(wi),wl (Ae(wy ,Z Ae(wy), wi)w;)

= (m = 1)C + (A¢(wr), wi) m He(p) = (Ae(wr), Ag(wn)).

Wir multiplizieren beide Seiten mit ||v||? und erhalten wegen v = w ||v| die
Giiltigkeit von Formel (1.4).
Weiterhin gilt, da die vy, ..., v, Hauptkrimmungsrichtungen sind,

B E;n:1 Ric(v;,v)
s(p) = m(m — 1)
() 2o ((m = 1C + mH(p)(Ae(v;), vj) — (Ae(v)), Ae(v;)))
m(m — 1)
m(m — 1)C' + m*H%(p) — > e ©3(p)
m(m — 1)
(1:2) m? e

Ct DO~ Ly

Daher folgt aus (i)

olp)l[2
C+ H2(p> =C+ m(m i) Hz( ) Tlr‘b(ffﬂ‘l)a

m*H?(p) = [la(p)||* + m(m — 1)Ha(p),

d.h. es gilt auch (1.5). O

1.2 Die Standard-Raume konstanter Kriimmung
und die Abstandsfunktion

Satz 1.2.1 (Die Standard-Réume konstanter Kriimmung). Fir jedes C € R
existiert eine (bis auf Isometrie) eindeutig bestimmte einfach-zusammenhingende
vollstindige m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit M7 von konstanter

Krimmung C, der sog. m-dimensionale Standard-Raum konstanter Kriimmung
C, ndmlich
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(i) M& (= Sg) ={q€ E"{q,q) = 5} — E™, falls C > 0,
(11) M& = E™, falls C =0,
(iii) M@ (= HZ ) ={q€ L™ [(g,q) = £ A > 0} — L™, falls C <0,

wobei die Einbettung v in (i) und (iii) jeweils eine isometrische Einbettung ist.
Ferner existiert im Falle C' > 0 ein raum- und im Falle C' < 0 ein zeitartiges

Einheitsnormalenfeld N € G- (M) mit N = \/|C| ¢, insbesondere gilt

ﬂ — L
Voerp Lq (1) =Ru(q) N T ME = (R L(CI)) : (1.6)
Beweis: Siehe |7, 8.8, 12.20 und 8.5]. O

Da der Standard-Raum konstanter Kriimmung Null als euklidischer Vektor-
raum eine metrische Struktur besitzt, ist klar, was z.B. unter einer Sphare vom
Radius » € R, zu verstehen ist. Um dies auch in allgemeineren riemannschen
Mannigfaltigkeiten zu ermoglichen, benotigt man auch dort eine Metrik, die der
folgende Satz zumindest fiir eine zusammenhdngende riemannsche Mannigfaltig-
keit bereitstellt.

Satz 1.2.2 (Riemannsche Mannigfaltigkeiten als metrische Raume). Sei M eine
zusammenhdngende riemannsche Mannigfaltigkeit.

(i) Durch

d(qo, q) := inf{Lénge(v) | ~ stickweise differenzierbarer Weg
in M von qy nach q }

wird eine Metrik 6: M x M — [0,00[ auf M definiert.

(ii) Die kanonische Topologie des metrischen Raumes (|M],0) stimmt mit der
Topologie der riemannschen Mannigfaltigkeit M diberein.

Beweis: Siehe [7, 10.22]. O

Definition 1.2.3 (Abstandsfunktion und Abstands-Sphéren). Sei M eine zu-
sammenhéingende riemannsche Mannigfaltigkeit.

(i) Fiir jedes qo € M wird die Abstandsfunktion von qy  d4: M — R
definiert durch

Voen 6%((1) = 0(qo, q) € [0, 00].
Jdqo ist stetig (s.u.) und die Menge der Punkte, in denen §,, sogar differen-
zierbar ist, bezeichnen wir mit Gdg,.
|Beweis der Stetigkeit von ¢,,: Es geniigt offenbar zu zeigen, dak fiir alle
r,s € Ry mit r < s die Mengen 5_%1([0, r[) und 6_[101(]7’, s[) offen in M sind,
und dies ist nach 1.2.2(ii) klar. |
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(i)

(iii)

Fir go € M und r € R, setzen wir:

B, (q0) = {q € M|d,(q) <r} den (abgeschlossenen) Ball um qo
vom Radius r

+(q0) ={q€ Mlé,(q) <r} die (offene) r-Umgebung von qo

Sr(qo) ={q€ M|oy,(q) =1} die (abgeschlossene) r-Sphdre um qo

J

Fiir jede Teilmenge V' von M definieren wir den (topologischen) Rand OV
von V durch 9V :=V\ V.

Bemerkung.

1)

Sr(qo) ist i.a. nicht kompakt.

Denn z.B. fiir die regulire riemannsche Untermannigfaltigkeit £2\ {(1,0)}
von E? gilt S1(0g2) = {z € E*\ {(1,0)}| (z,z) = 1}, und diese Menge ist
nicht kompakt.

La. gilt nicht 0B,(q0) = S;(qo)-

Denn ist C' € Ry, so gilt fiir die riemannsche Mannigfaltigkeit M2 (d.i. die
Sphire vom Radius —= im E™*') fiir jedes gy € M

o

B%(QO) =M, B (q)=B=(q)= Mg und 83%(%) = 0.

% 0) =B

Man beachte, daf im Falle M = E™! fiir C € R, \ {1} die Menge
Sc(0gm+1) wie in (ii) nicht mit der der riemannschen Mannigfaltigkeit
M@ = S zugrundeliegenden Menge (vgl. 1.2.1(i)) iibereinstimmt. Letztere
ist namlich gleich S% (Ogm+1), und es gilt offenbar S¢(0gm+1) # S\% (Ogm+1).
Um Verwechslungen zu vermeiden, werden wir statt S¢ im folgenden nur
noch M@ schreiben.

Das folgende Beispiel zeigt unter anderem, dafs die Metrik der riemannschen
Mannigfaltigkeit £ mit der durch den euklidischen Vektorraum R™ induzierten
Metrik iibereinstimmt.

Beispiel 1.2.4 (Die Abstandsfunktion in den Standard-R&umen). Fir je zwei
Punkte q,q0 € M7 gilt

arccos(C (¢(q),t(q0))) .
e : C>0

) = lla — qol| P O=05, b
a0(4) arcosh(O(l(@)u(@0))) . 7 - ()

N

wobet v wie in Satz 1.2.1 sei.
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Im Falle C <0 ist 6, auf MF\{qo} und im Falle C > 0 auf MZ#\{q0, —qo}
differenzierbar, d.h. Gé,0 = M \{qo} fiir C <0 bzw. Gog = MZF\{qo, —qo} fir
C>0.

Ferner gilt fir C <0 bzw. C' >0 VYyeqs,, C(t(q),t(q)) €]1,00[ bzw. | — 1, 1].

Beweis: 1.) Sei zunéchst C' = 0.
Dann gilt 7, = oo, wobei 14, den Injektivitdtsradius in gy bezeichne.
Sei ¢ # qo und v € T, E™ mit T = =% Dann ist

0 llg—aoll~

v: [0,lg — l] — E™
t l—)CJQ—i—t?

nach [7, U 85] eine Geodétische von gy nach ¢ und es folgt aus [7, 10.14(ii)]

) llg—qoll ' lla—qol|
5,0(q) = Liinge(y) = / 1K) dt = / dt = llg - qoll
0 0

Im Falle ¢ = ¢ gilt ferner d,(¢) =0 = |lg — qol|-
Die Differenzierbarkeit von d,, auf E™ \ {qo} ist klar.
2.) Sei C' < 0, dann gilt ebenfalls r,, = oco.

Nach dem Beweis des Satzes von der freien Beweglichkeit |7, 8.9] existiert eine
Isometrie [: L™t — L™+ mit [(HZ) = HY sowie I(go) = (——, Ogm), und es

Vil

folgt fiir alle g € H¥

q)EHT

(g)eHy
Clan.a) = Clllan). 1)) = C=—=lla)s) = V[CTHa) R

mit Gleichheit genau dann, wenn [(q) = I(q), d.h. g0 = gq.

(1.8)

2a) Sei ¢ € H mit g # go. Dann existiert

= VICla+ |CF a0, )a0 |
\/|C] sinh(arcosh(C/(qo, q))) (1.9)

veTl, HY mit

[ Denn einerseits ist der Nenner wegen g # ¢go und (1.8) nicht Null, andererseits
. m J_ .
gilt nach 1.2.1(1.6) 0. T, HZ = (Rqp) ", und es ist

(@0, V/1Cla + |C1*"*(q0, 2)a0) = V/IC{q0, q) + |C**(g0,q) {q0:q0) =0.]

Es gilt
[oll = llew]] = —=- (1.10)
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[ Zu (1.10):

(VICla + |1CP"*{q0, 9)q0, \/ICla + |C1**(q0, 4) qo)
|C| sinhz( arcosh( C{qo, q) ))

(1C ¢ C.I> 4‘2\/|C|C|3/2 (0,9)* + |C*(q0, 2)* (g0, %))
——

:_L —02 =1
IC] € IC]

—1+[CP(a, 0)* _ L
ICI(IC (g0, 9> = 1) €

(140, LV) =

1
~1C1(C g0, 9)% — 1)

Nach |7, U 85] ist v: [0,arcosh(C{(qo,q))] — HZ definiert durch

—>

() = (cosh \/\?Hvﬂt +Slﬂh (VICT[v]l £) ¢ H I )

(110) qoeH

%

Q
@)
wn
=
—~

t) qo + sinh(t) 0,0

eine Geodétische von ¢y nach

7<arcosh(C(q0, ))) C{qo,q)qo + sinh (arcosh(C/(qo, g)) ) izt
C

(L9) 1 3/2
= (90, 9)q0 + \/ICq+|C| (90, 9)q0) = ¢,
—~— /

und es gilt nach |7, 10.14(ii)| (wegen r,, = 00)

) arcosh(C{qo,q)) '
b20(q) = Liinge() = / 1@l de
0

arcosh(C{qo,q)) e
= / ||(cosh(t)qo + sinh(t)@)” dt
0
1.2.1(1.6) arcosh(C{qo,q))
= / (sinh? () (qo, qo) + cosh?(t) (t,v, 1,0)) Y2 dt
0 —— ——

1 1

c1 ICT

B ; /arcosh(c q0,9 g — aI‘COSh(C<q07 Q>)
V1l Jo VIC]

2b) Im Falle ¢ = qo ist ferner nach (1.8) klar, daf gilt:

1

VIC]

b00(g) = 0 = ——(arcosh(1)) =

VIC]

Damit ist (1.7) im Falle C' < 0 gezeigt.

(arcosh(C{qo, q0)))



12 KAPITEL 1. VORBEREITUNGEN

Die Differenzierbarkeit von d,, auf H \ {qo} folgt schlieklich aus (1.7),(1.8)
und der Differenzierbarkeit von arcosh auf |1, col.

3.) Sei €' > 0, dann gilt rq, = J=.
Nach dem Beweis des Satzes von der freien Beweglichkeit |7, 8.9] existiert eine
Isometrie [: E™T — E™H mit [(MZ) = MZ sowie 1(qo) = (\%,ORm), und es
folgt fiir alle ¢ € M

m

I(q)eM
Clao, q) = Cllla), Uq)) = VT llg)y € ° [-1,1] (111)
und C{qo,q) = 1 genau dann, wenn I(qo) = £l(q), d.h. g = *gq.

3a) Sei ¢ € M mit ¢ # £qo. Dann existiert

VCq— C¥{q0,9)q0
/C'sin(arccos(C(qo, q)))

[ Denn einerseits ist der Nenner wegen g # +¢o und (1.11) nicht Null, andererseits
. A .
gilt nach 1.2.1(1.6) . T, MZ" = (Rqo)*, und es ist

(90, VCq — C**(q0,q)a0) = VC{q0,q) — C**(q0, q) (g0, q0) = 0. ]
——

1

veT,MS mit 0= (1.12)

Es gilt 1 )
[v]] = llev]| = Nk (1.13)
[ Zu (1.13):
(L0, 1) = (vVCq - CS/%<307 9)90, VCq = C**(q0, 4)a0)
C'sin*(arccos( C{qo, ) ) )
- 0(1_012@0»‘])2)(0@_2@@0’ ) + %40, 9)° @q@)

_ 1-C%g,9* 1 |
C(1—C*q,q)*) C
Nach |7, U 85| ist v: [0,arccos(C{(qo, q))] — M@ definiert durch
—

+sm(\/_||th) (H H))

. — cos(VC' [|v] ¢
" e (eos(VE ol )
(1-13). 20 €M cos(t) qo + sin(t) 50

eine Geodétische von ¢y nach

7( arccos (C/{(qo, q))) = C'(qo, q)qo + sin (arccos(C (go, q)))@
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(1.12

2 0o, @) o + —=(VCq — C*{qo, @) q0) = q,

1
VC

(1.11), qo#+q

und es gilt nach [7, 10.14(ii)| (wegen rq, = 7= > %\/@(qo,q)))

) arccos(C(qo,q)) '
b,0(g) = Liinge() = / o
0

arccos(C(qo,q)) e
= / ||(cos(t)qo + sin(t)m)ﬂ dt

[e=]

1.2.1(1.6) arccos(C({qo,q))
- / (Sln2<t) <QO, QO> + Cosz(t> <L*/U, L*’U>)1/2 dt
0 N—— NI

—1 =5
- L /arCCOS(C<q07q>) g — aI‘CCOS(C<q07 Q>)
7e )y Ve

3b) Da 4,4, nach 1.2.3(i) stetig ist, folgt aus dem in 3a) gezeigten auch

620 (1) = 0 = ——(arceos(1)) = —— (arccos(Cdo, o))

3
3

und
T 1 1

0g0(—qo) = —= = —=(arccos(—1)) = —=(arccos(C(qo, .
Damit ist (1.7) auch im Falle C' > 0 gezeigt.

Die Differenzierbarkeit von 4, auf M@ \ {£qo} ergibt sich schlieklich aus
(1.7),(1.11) und der Differenzierbarkeit von arccos auf | — 1, 1].

Die restliche Behauptung folgt aus (1.8) und (1.11). O

1.3 Richtungsvektorfeld und Stiitzfunktion

Definition 1.3.1. Wir definieren fiir jedes C' € R die differenzierbare Funktion
sc: [0,00[— R durch

sin(tv/C) .
NG : C>0
Vieos So(t) =1 h(tt &) o
=y Y C<0
VIC

Definition 1.3.2 (Richtungsvektorfeld und Stiitzfunktion). Seien M eine m-
dimensionale, M eine (m + 1)-dimensionale riemannsche Mannigfaltikeit kon-

stanter Kriimmung C' € R, ¢y € M und f: M — M eine isometrische Immersion
mit f(M) C Géy, (d.h. 0y ist in allen Punkten f(p) mit p € M differenzierbar).
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(i) Durch  Vpeny X, :=sc (5q0 (f(p)))gfr;laf(p)éqo wird ein differenzierba-

res Vektorfeld langs f auf M, das sog. Richtungsvektorfeld von f bzgl. qo,
definiert.

(ii) Sei & € Yy mit ||€]| = 1. Die Stiitzfunktion von f bzgl. qo in Richtung &
ist per definitionem die differenzierbare Funktion py, ¢: G§¢ — R, die durch
VpeM Paog(P) = (Xp, &) gegeben ist.

Bemerkung.

1.) Statt py, ¢ schreiben wir im folgenden, sofern keine Verwechslungen auftre-
ten konnen, auch pg,.

2.) ,0(2]075(39) ist offenbar fiir jedes p € M unabhingig von der speziellen Wahl
von & € Uy (p) mit [[£]| = 1. Daher ist

pa: M — R
eine auf ganz M wohldefinierte differenzierbare Funktion.

Beispiel 1.3.3 (Richtungsvektorfeld im Standard-Raum). Seien M eine m-
dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit, C € R, qo € MZ, f: M — MJZ!
eine isometrische Immersion mit

m+1 .
rancon, 2 TR T EZ0 )

und X das Richtungsvektorfeld von f bzgl. qq.
(i) Im Falle C =0 gilt X = f—qo-

Il o) - qnu/

fip).
P— amyc e

B
q‘," Il fp) = qoll

(ii) Und im Falle C # 0 gilt
LX = —(lgo) — (l). N o /) (No . No fyNo f)
= —(uao) = C(tlgo),eo freo f),

wobei v MZET — E™2 (im Falle C > 0) bzw. t: MZItH — L™+ (im
Falle C <0) und N € BH(MZIT) wie in 1.2.1 seien.
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(1i1) Fir aller € { ]O’W[ ¢>0

R, : Cgo}undpEMgzlt:

(15, = se(r) A () € { ]O’R%?[ } ) F() € Sila)

Beweis: Zu (i):
Sei C'= 0, also M7 = E™L. Dann gilt nach Beispiel 1.2.4

m—+1

8o = llid = qoll = | D (i = q0,)?

i=1

und folglich auf E™\ {q}

— 1
grad d,, =

($1 — 4o,y Tm+1 — C10,m+1) = 5—(id - QO) )

\/Z?:{l(ﬂ% — qo,i)? qo

P—
also folgt aus sgp = id (vgl. 1.3.1): X = (s00dg graddy,) o f = f — qo
Zu (ii):

p— m+2
Sei C' # 0. Wir bezeichnen mit grad den Gradienten in { €m+2 } und de-

finieren differenzierbare Funktionen Ao := #{ arccos: | —1,1[= R } und

Vel
m+2
gc :=C(. .. ;u(q)): { €m+2 ::]E } Dann gilt nach Beispiel 1.2.4 auf G,

arcosh: |1,00[— R

5[10 :Acogcob. (]_]_4)

Hieraus und aus [7, U 59| folgt auf G§,, gfraaéqo = Ay o0gco01 grad (gc o).
Fiir jeden differenzierbaren Weg v: | — ¢, e[— G4, gilt

(grad (ge 0 1),4) =4 - (9o 0 1) = 1.7 - go = (grad g, ) = (Tgrad go, %)

und folglich

g/r;déqo :A/CogCOLTLgr/;dgc. (1.15)
Wir berechnen Zgrad gc:

Zunichst gilt
—

@"/7;(190 = Cu(qo)- (1.16)
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m+2
| Denn ist pu: | —e,e[— { §m+2 } ein beliebiger differenzierbarer Weg, so folgt
- — - —
(grad go, 1) = (grad g, f1) = (g9c o 1)’ = C{uqo), ') = C{(qo), f)

also gilt (1.16). |

Nach Satz 1.2.1 ist N € T (MZH) ein { raumartiges

. ) Einheitsnormalen-
zeltartiges

feld mit N = V/|C| . Aus (1.16) ergibt sich daher weiter
———

v "grad go = C (u(go) F ((a0), VICT1) VIC[ ) = C (t(a0) = C (t(qo), 1) 1)
also nach (1.15) auf G,

- /
tgrad 0, = CAg o geou (u(go) — C{u(qo),t)¢)
Hieraus und aus s¢ o §,, = —=——— (Beweis s.u.) folgt wegen f(M) C Gd,,

e, A,cogcm

X = (50 0 0, tagrad 8,0) o f = —(u(q0) — C (t(qo) 0 f) 10 f) |
d.h. (ii) gilt.

Zum Nachweis von s¢ o d,, = ————— geniigt es wegen (1.14) zu zeigen
C Agogcot
1 |1 — 22|
W sco A = — - = ) 1.17
L[ 1-rap e A = mEarey = e (117
1, 00]
| Zu (1.17):
1.C>0:Firte Rund z €] — 1,1] gilt
so(t) = 300 Ap(z) = =) O A (x) = -,
; 1
A 2 _ sin? (arccos(z)) _ 1—z2 _(_ : 2
(50 Acla))? = Blmtel 1 = (— )
>0 N———
>0
2.C < 0: Firt e R und z €]1, 00 gilt
__sinh(4/|C]t) __ arcosh(z) ! _ C _ \/ﬁ
so(t) = v (z) = el CAg(z) = JICl@—1) = T Ve
2 _ sinh®(arcosh(z)) _ 22-1 __ . 1 2
(SCOAC(x)) = O] = 0] —< CAIC(JJ)> ]
>0 N————

>0
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Zu (iii):
Im Falle C' = 0 ist (iii) klar nach (i). Sei also C' # 0.

0, 7= C>0
Wir setzen J := { ] ﬁf[ O <0 } Dann gilt nach der Definiton von s¢
so: J —sc(J) st bijektiv und > 0. (1.18)

Seien r € J und p € M mit f(p) € S,(qo), also (wegen f(M) C Gi,,)

b0 (f(p)) =7
gﬁACogCoo(f(p)) =r @sCoACogCoe(f(p)) =sc(r) Ared
B 500 Ac(Clulao), l(f(p)) =se(r) A e

E2 2 0 Ac(Clilgo), t(f () =sB(r) AT €T

Hieraus folgt (iii) auch im Falle C' # 0, da nach (ii)

IX1* = [|e(qo) — C(ego), e o f)eo fI?
= | ((qo), t(q0)) —2C(e(qo), v © f)* + C*(u(qo), 0 f)* (Lo fro f) ]
f ~———

1

1 =1
C e

L Cllg), o 1Y

eln

1

_ mu — C*(u(qo), o [)?]

und somit nach (1.17) (wegen f(M) C Gy, = Cle(qo), Lo f) € { ]]1 i»ol[[ })

X511 = s¢: 0 A (Celao), (£ (p))))-
O

Bemerkung. Seien f: M — Mg”l eine isometrische Immersion einer m-di-
mensionalen riemannschen Mannigfaltigkeit in den Standard-Raum konstanter
Kriimmung C # 0 und ¢ € MZ*'. v: MZ™ — E™?2 (im Falle C' > 0) bzw.
ve METH — L™*2 (im Falle C < 0) und N € U-(MZ*!) seien wie im Beispiel.

Sei Y das eindeutig bestimmte globale Vektorfeld auf R™*2 mit 7 =1id — qo.
Dann ist X := (7(Y o)) o f ein globales differenzierbares Vektorfeld mit

X = () = C (lao). 0 ) eo f).

Daher ist die Voraussetzung f(M) C G6,, im Falle einer isometrischen Im-
mersion in MZ zur Definition des Richtungsvektorfeldes von f bzgl. gy nicht
notwendig.
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Unser néchstes Ziel ist es, fiir isometrische Immersionen f: M — Mg”l einer
m-dimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeit M in den (m+1)-dimensionalen
Standard-Raum konstanter Kriimmung C' € R, den Wert des Ricci-Tensorfeldes
vom Typ (2,0), angewandt auf die zuriickgeholte tangentiale Komponente des
Richtungsvektorfeldes von f, Ric(’X,7X) auszurechnen (siehe 1.3.6). Dessen
Kenntnis wird beim Beweis der Siatze von Fontenele und Silva entscheidend sein.
Fiir die Berechnung bendétigen wir die beiden folgenden Lemmata, die im weiteren
sonst keine Rolle mehr spielen werden.

Lemma 1.3.4. Seien M eine m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und
p € M.

Dann existiert ein auf einer Umgebung von p in M definiertes orthonormales
differenzierbares m-Beinfeld (Er, ..., Ey) mit ¥ jeq,..my Vi), E; = 0.

.....

Beweis: Sei ey, . . ., e, eine Orthonormalbasis von 7, M.
Fiir hinreichend kleines € € Ry ist nach [7, 9.4(iv)]

exp, |v.(0,): U:(0p) — U.(p) ein Diffeomorphismus. (1.19)

Die Abbildung

G: U.(0,) x[0,1] — U.(p)

1.20
(v, 1) — exp,(tv) (1.20)
ist dann offenbar differenzierbar. Folglich ist auch
g:=G(...,0): U.(0,) — U.(p) differenzierbar,
und fiir alle v € U,(0,) ist
Yo :=G(v,...): [0,1] — U.(p) ein differenzier- (1.21)
barer Weg in M mit 7,(0) = p und 4,(0) = v. '
Fiir i € {1,...,m} setzen wir
Y U0 TM
(0p) — T, (1.22)

v — e

also Voeu.0,)Ye =€ €T p Ucp), Y' € By(U(0,)). Nach [7, 6.17(L6)] exi-

stiert genau ein Y7 € Vg (U.(0,) x [0,1]) mit

Voeu. (0,) f”(v, ...) parallel lings v, mit 17"(11, 0) =Y/ (1.23)

V(o,ev. 0)x(0,1] Y (v, ) = Loy, (Y7) (1.24)
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wobei L die Parallelverschiebung bezeichne. Wegen (1.19) ist

-1

E; = ?i(expmop) ,1): U.(p) — T'M differenzierbar, (1.25)

-1 — -1

und es gilt ( wegen G o (exmeP) ,1) = exp, oexp, |U-(0,) = idu.(p) )
E; € Biay,,,, = Vu(Ue(p)).
Wir zeigen, dak fiir alle i, 57 € {1,...,m} gilt

Vi, E; =0 (1.26)
(E, Eg) = 0i5, (1.27)
d.h. (Ey,..., E,) erfillt die Behauptung.
[Zu (1.26):
Wir zeigen, daf fiir alle v € T,M V,E; =0 gilt. Hierfiir geniigt es (wegen der
Linearitdt von V__E;) Voev.(0,) Vo2 = 0 zu zeigen, und dies folgt aus

Voer. (0, Vecoa) Ej 0 1(t) = Y (v, 1) (1.28)

wegen

(1.23)

) (1.28)
V%(O)EJ = vDo(Ej © 'Vv) vDo ( v, .. ) = 0.

(1.21
vaUg (0p) Vij -

(1.28) wiederum folgt aus

Ve Loy, 1oy (Vi) = Lol (V7). (1.29)
tr-’
da fiir alle t € [0, 1] gilt
(125) &5, —— 1 (1.21),(1.20) &
Ejom(t) "= Y (exp,lu.o,) ©%(t),1) ' Vi(to, 1)
(1.24) (1.29) (1.24)
= L’th| 0,1] (Y]) = L“/v|[0,t] (Y ) Yj( )

Zum Nachweis von (1.26) bleibt (1.29) zu zeigen:
Sei t € [0, 1] beliebig. Nach Definition der Parallelverschiebung gilt
Ljon(Y7) = Zi, wobei Z € 0 2 parallel mit Zy = vi U2 e (1.30)
—’Yu\[o 1]
Dann ist offenbar auch

Z: [0,1]] —TM

(1.31)
T o L
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wohldefiniert (beachte, dafk ¢ € [0,1]) und differenzierbar. Da nach (1.21) und
(1.20) Yaeqon o (tz) = yw(x) gilt, ist Z, = Z;, € T, (2)M, also 7€ U.,,, . Ferner
hat man

(1.30)

VpZ =Vp(Zo(xtr)) = Viw.nZ = 0,

dh. 7 € 0, ist parallel mit Zo = Zo "= ¢; "2? v}, und somit gilt (erneut

nach Definition der Parallelverschiebung) L%U(Y] ) =74 (131 Zt (1:20) Lo (YD),

damit ist (1.29) bewiesen.
Zu (1.27):
— 1

Sei ¢ € Uc(p) beliebig und w := exp, [v.(0,) (). Dann gilt

(1.25) < (1.24) i j
(Bilg Bily) =" (Y(,1), Y7 (w, 1)) =" (L ( Y )i Laugon ( Y2))
(1.22) (1.22)

= (Z{', Z}") , wobei Z% € 0., parallel mit ng = e .

Da die Z parallel sind, gilt nach dem Satz von Levi-Civita D-(Z%, Z%) = 0, also
ist (Z¢, Z¢) konstant vom Wert (Z5', Zs?) = (e;, €;) = &ij, d.h. (Eily, Ejlq) = 04
Damit ist auch (1.27) bewiesen.| O

Lemma 1.3.5. Vor.: Seien f: M — Mg”l eine 1sometrische Immersion einer
m-dimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeit in den (m + 1)-dimensionalen
Standard-Raum konstanter Krimmung C € R, qq € Mg”“, es gelte

MEH {£q} : C>0
JM) € Gy, ‘{ 2 () Cgo}

(d.h. 0y, ist in allen Punkten f(p) mitp € M differenzierbar) und sei & € Q]J% mit
€] = 1 beliebig. X bezeichne das Richtungsvektorfeld von f, py, die Stitzfunktion
von f bzgl. qo in Richtung § und He die mittlere Krimmung von f bzgl. €.
Beh.: Dann gilt auf GE

grad [| X[ =2 (s 0 0y 0 f) X (1.32)
div X = m (s 084 © f + pgoHe) (1.33)
ANX|P = =2C|"X|* +2m (5o © gy 0 f) (S¢ © 0y © f + paHe)  (1.34)
grad pg, = —A¢("X) (1.35)
A pg :—m(SICO(SqOof)Hg—pq0||a||2—<gradH5,TX> ( )

Beweis: Die Beweisidee findet sich in |1, Lemmata 1 und 2].
Seien £ € Uy mit [|£]] = 1 und Ey, ..., E, ein auf einer Umgebung G von

M definiertes orthonormales differenzierbares m-Beinfeld. O.B.d.A. sei G = G€.
Wir zeigen zunéchst, daf auf G fiir alle 4,5 € {1,...,m} gilt

Ve X =sg0 0go © [ [+ B (1.37)
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E;i- (3¢ 0dq 0 f) = —C(X, [.E;) (1.38)
he(Ej, E)) = —(f.E;, V,€) (1.39)
6EJ‘€ = — >k he(Ej, Ex) fuEy (1.40)
(1.41)

(1.42)

6&6@52—EX;(Q@%E@%EﬁEp+@hthW&»ﬁE0 1.41
Vet (Vihe) (B, Br) — (Vi he)(Ei, By) = 0 1.42
| Zu (1.37):
1. Fall: C = 0

Dann gilt nach Definition 1.3.1 s, = 1, und es ergibt sich fiir jedes p € G und
jeden differenzierbaren Weg 7: | — ¢, e[— M mit 4(0) = E;|,

~ 5 1.3.331) .
Vo, X = El- X "2950) - (f — o) = £4(0) = 5 0 6,0 © F(0) f Bl
2. Fall: C #0

Es bezeichne ¢ die Einbettung aus Satz 1.2.1 und V die Levi-Civita kovariante
Ableitung von E™2 falls C > 0 bzw. L™2, falls C' < 0. Dann gilt fiir jedes
p € G und jeden differenzierbaren Weg v: | — ¢,e[— M mit §(0) = E;],

= 1.3.3(7%
VEi\pL*X = Ei‘p ’ L*_)g - :(ZZ) Ei‘p ' ( - (L(Qo) N C<L(Q0), Lo f>L ° f)>

—(t(q0) — << 0),c0for)io for)(0)
Clu(go), (0 F07) (0)) 1o f oy(0) + Clilg), o fo(0))(co for) (0)

T

= C (1(qo), L*f*Ez'|p> L(f(p) + C{ulqo), L(f(p))) L*f*Ei‘p-

Hieraus folgt wegen L, (L) = Ru(f(p)) nach (1.6) in Satz 1.2.1

(
(

Vi, X = ™ (Ve X) = C (a0, t(f(0)) fuFily.

Zum Nachweis von (1.37) bleibt daher zu zeigen

s¢ (00 (f(P)) = Clulao), L(f ()

und dies gilt wegen L.S. 121 { cos (\/adq(’(f(p))) ) } 124 . g

cosh (Méqo(f(p))

Zu (1.38):

Ei'(sl(,“oaqoof):SéodqoofEi'((S%of)
1.2.1

:Séoaqoof(f E"aqo) = _CSCO(SQOof((@(SQ())Ofaf*Ei)

Y20 00X, LB
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Zu (1.39):
Es gilt (f.E;, &) = 0, also

0 = B (fB.€) = (Vi fBi, &) + (f.Bi, Vi €)
= he(Bj, B) + (f.Ei, Vi,€)

und somit he(Ej, B;) = —(f.Ei, Vg,E) .

Zu (1.40):
VEé =S (Ve LB f B+ (ViE8) &
N—_——
=1B;(,6)=0
U2 S he(Ey, By LB,
Zu (1.41):
(1.40) “
Ve Vet = Vg, (- Zhs(Ejka>f*Ek)
k=1
= =" (nel By, ) Vi fo B+ (Ei - he(Ey, ) f2 )
k=1
Zu (1.42):

Laut der Codazzi-Gleichung [7, U68a)] ist
(R(fEi, fEj) foB) ™ = (V,0)(Ej, Ex) = (Vi,0)(Er, By,

Da ]\78”1 von konstanter Kriitmmung C' ist, gilt nach |7, 7.31] fiir die linke Seite
der Codazzi-Gleichung

LS. = (C(L.Ep £.B) §-By— (1.5 f.Ex) f.E)) " =0.

Nach Definition von V*, he und wegen «(Y,Z) = he(Y,2)€,

(V5,0)(Ej, Ey) = (Vp,a(Ej, By)™ — a(Vi,Ej, Ey) — a(E;, Vi, Ey)
=h ( B ) (Ve &)t + (Bi - he(Ej, Ey))E — he(Vi,Ej, Ep)é — he(Ej, Vg, By )€
= ((Vehe) (B}, Ey))E,

also ist ((Vg,he)(Ej, Ei)— (Vg he)(Ei, Ey,))€ gleich der rechten Seite der Codazzi-
Gleichung, womit (1.42) gezeigt ist.
Somit sind (1.37) bis (1.42) bewiesen. |
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Die Behauptungen des Lemmas kénnen nun auf (1.37) - (1.42) zuriickgefiihrt
werden:

Zu (1.32) und (1.35):

Seien p € G beliebig, i € {1,...,m} und v: | —€,e[— M ein differenzierbarer
Weg in M mit 4(0) = E;|,. Dann gilt:

(grad, | X||, Eil,) = (grad || X|)%, 4(0)) = 4(0) - | X[
= 5(0) - (X, X) =2 (V50X , Xp) "2 26000, (f(0) (fEily, XT)
= <Ei|pv 25/6‘(5(10(]0(17)) TX:D>

Wegen der Beliebigkeit von p € M und i € {1,...,m} folgt (1.32).
Aufserdem gilt

(erad, g, Eil,) = (grad pg, , 7(0)) = 4(0) - pgy "2 4(0) - (X, €)
=( Vg, X &)+ (X, Vi) = (X, Vi),

(1.37) 4

= sc(f(p)f+Eilp
und aus (£, &) = 1 folgt (V&)L = 0, also

(Xp, Va€) = (X, (Vs&)") = —(TX,, ~T(V40)))

= —("X,, Ac(3(0))) "= —(5(0), A¢(X,)
= <Ei|p> _Aﬁ(TXp»-

Wegen der Beliebigkeit von p € M und i € {1,...,m} folgt (1.35).
Zu (1.33):
Sei p € G beliebig.

(div"X) (p) = Spur(V.."X|T,M) = Y (V"X Eily)

=1
m

ZvE|,,X FBil) = (Ve (X = (X,08), f.El)

1=1

= > (¥, X) = (X%, 6) (Vi €) = (Bl (X,€)6,, JoEil)

— Z(sz|pX’ f*E | XIN&U Z E; |p£7 f*EZ‘PZ

=1 v =1
m

he(Eilp, Eily)

-
w
1=
—
w
L
wn
Q\
—
(&%)
(=}
o
—
~
A
; Ms

=pqq (p)
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— (50 (G £ D)) + P (D))
Zu (1.34):

1 1 .
S AIXIP) = 5 divgrad | X

"2 diy (s 0 6, 0 £)7X)

[7’U:87b)} (slc 0 dg 0 f)div X))+ Tx . (Slc 0 dg0 0 f)

(1.33) ’ ’ ’
= m(SCO(s%Of)(SCO(5(IOOf+p(J0H§)+TX'(SCO(5(IOOf)
Zum Nachweis von (1.34) geniigt es nun zu zeigen, daf gilt

X - (sc0dg 0 f) = —C "X

Beweis hiervon:

m

X - (sgodg 0 f) =D ("X, E) By (500040 f)

i=1

(1.38) —
=1

=—C("X,) ("X, B) E) = -C("X,"X) = —C|I"x|]
i=1
Zu (1.36):
Seien p € M und Ei, ..., E,, das orthonormale Basisfeld aus Lemma 1.3.4 mit
Vijett,...my Ve, Ej = 0. (1.43)

Wir bereiten den Beweis von (1.36) vor, indem wir die folgenden Formeln (1.44)
bis (1.47) beweisen:

Virietr..m) (Vg foBrs foEilp) =0 (1.44)

- et (1.45)
= >, ((he(Ej, Ex)(VE, f+Er, )€ + (Vi he) (Ej, Ex) f+Ex)(p)

- ZZ}:1 <TX:nv Ej|p> Ej‘p ) h&(Eia EZ) =—-m <grade5, TXP) (1~46)

m

— Z (Vi X, Ejlp) he(Eilp, Ejly) = —mse (64, (f (1)) He(p) — pgo (p) [l(p) |

(1.47)
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| (1.44) ist klar, da aus Vg, £ = 0 auch 0 = f, Vg, Ej = (ﬁE”pf*Ek)T folgt.
Zu (1.45):

141 -
Vi, Vit 2 - (hs (Ejlps Brlp) Vi, fo B + (Eily h&(EjaEk))f*Ek\p>
k=1
= =D el Bylp Belp) (D (Vi f-Ers fEy) By + (Vi £ B, €)6)
k=1 =1

(1.44)

= ((Vi,he) (B}, Ex) + he(V i, By, Exlp) + he(Ejly, Vi, Br)) foExl
—— ——

(1A43) (123)0

= 3" (he(Ejlp Bily) (Vi fo B &) &) — (Vi he) (B, Bi) f.Exl,
k=1

k=1
Zu (1.46)
B Z (<TXp>Ej|p>E| ) hf(E“E)
>, S B BB
= — Z(TX Z(grad (hg(Eh E; ))7 Eilp) Ejlp)
i=1 J=1
— Z(TXp,grad (he(Ei, Ey))) = <TXp,gradp(Zhg(E¢,Ei))>
i—1 =t
=mH¢
—m (grad, H, TXp>
Zu (1.47):
_ Z <VEZ-|,,TX> Ej|p> hg(Ez‘|p> Ej|p)
3 (e, X LB ) hel iy )

- Z 6Ei|p)(Tv f*E]|p> hf(EZ‘Ih Ej|il7>

i,j=1

m

(
(Vi (X = (X,)8), f.Ejlp) he(Eilp Ejlp)
Jj=1

%
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= Z he(Eilp, Ejlp)

i,j=1

(Vi X) = (Xp ) (V5,6 — (Eily - (X,6) &, fBjl,)
Z Vo, X s [ Ejlp) he(Eilp, Ejlp)

gp Z<VE\p§ fE|p> h€ E|p’E| ))

i,j=1

m

LY (ONT (5000 (F0) FoBilyp s F-Eyly) he(Eily, Ey,)
+<X:m fp) Z hS(Ei|p= Ej‘p) hﬁ(Ei|p= Ej‘p) )

= _SIC((Sqo(f(p)))ZhE(Ei‘va‘ vagp Z h§ (Eilp, Ejlp )

=1 z, =1
~ — _ =pg(p) ~

-~

=mH
m He (p) 1‘1.4:(141)”06(10)”2

Damit sind (1.44) bis (1.47) gezeigt. |.
Nun ergibt sich (1.36) wie folgt:

1.35
Apg,(p) = Spur (V__grad p|7, ) (155 Spur(V ( Ag( X) |z m ))

=3 Ve, (V)" LED)

zﬁTxé-v TX(£7£>:0

= Z(%Eﬁp ( Z(TXa EJ')%EJE)’ f<Eilp)
i=1 j=1

= > (X, Byl { Vi, Vi, L)
ij=1 —

(1.45)
= ---5p_zz-n:1(in\p he)(Ej,Ex) f«Eklp

+ 20 (Bl (X ED(T 6. £

,j=1
Z ("X, Ejly) (Ve he) (B, B:)

(1.42) (1 43)

(V| he) (B, Ei) Ejlp-he(Ei, ;) +0
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m

+ Y (Eilp - ("X, Ej)) ( V€ , [ Eilp)
=1 (1.40)
= —2?21 hé(Ej|p:Ek‘p)f*Ek|p P
= —he(Bslp Bily)
= Z <TXp= Ej‘p>Ej|p ’ h&(Eia Ey)
ij=1
- Z (<VEi\pTX> Ej|p> + <TXp> VEi\pEj>)h§(Ej|p> Ei|p)
) ——
(1.43)
(1.46),(1.47) /
=" —m(grad, He, "X ;) — msc (04, (f(p)) He(p) = pgo () la(p) |,
womit das Lemma vollstindig bewiesen ist. U

Satz 1.3.6 (|5, Proposition 2.1]). Vor.: Seien f: M — MZt" eine isometrische
Immersion einer m-dimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeit in den (m+1)-
dimensionalen Standard-Raum konstanter Krimmung C € R, qo € Mg”l, es

gelte
124 [ MEFP\{+q} : C>0
f(M)CG(Sqo - { Mgu—i—l\{qo} . CSO

(d.h. 04 ist in allen Punkten f(p), p € M, differenzierbar), und sei X € 8 ;(M)
das Richtungsvektorfeld von f bzgl. qo.

Ferner seien fir & € 0y mit ||€|| = 1 beliebig pgye, He baw. Hey die Stitz-
funktion von f bzgl. qo in Richtung &, die mittlere Krimmung von [ bzgl. £ bzw.
die zweite mittlere Kriimmung von f bzgl. €.

Beh.:

(i) Fir alle p € M sind p}, (p), Hea(p), pgoc(p)He(p) und Paoe(@)Ac(1X )
unabhéngig von der speziellen Wahl von & € Uy (p) mit ||| = 1. Daher
sind

pr: M — R, Hy: M — R, p,H: M —R

auf ganz M wohldefinierte Funktionen, und es ist py, A(TX) € By (M).

(ii) Das Vektorfeld Y := (m —1) (sg 00y 0 f)TX —m p,, HIX + py, A(TX) st
differenzierbar, d.h. Y € B (M).
(iii)
Ric("X,7X) =
2(m —1) CI'X|? + m(m — 1) (o3, Ha — (5¢)* 0 6y © f)
div((m — 1) (5 0 6y 0 ) TX — . py HTX + pyy ACTX)
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Beweis: (i) ist klar nach 1.1.2 Bem. 3), 1.3.2 Bem. 2) und wegen A_¢ = —A,.
Zu (ii):
Zu jedem p € M existiert ein £ € U (p) mit ||£]| = 1. Da nach (i) gilt

Y|G£ = (m - 1) (S,C © 5(10 © f) X - ™M Pqo ¢ H€ X + Pgog AE(TX) >

ist Y (lokal) differenzierbar, da jeder der drei Summanden differenzierbar ist.
Zu (iii):

Wir setzen zur Abkiirzung ¢ := s 06, o f. Sei € € Uy mit [|£]] = 1 beliebig.
Dann gilt

[7,087b)]
A(pzoé) = 2 Pqo.,& A(pqoé) + 2” gradpqo,i ||2

1.36),(1.35
UL g e (—m OcHe — pocllal> —=m  (grad(He),"X) )

(. J/

[7’0:87b)]div(H5TX)—H§ div(TX)
+2[| A ("X) |17,
also
L
5&(,0%75)
= —mOcpeeHe — pg, ellal®
—1 pye.¢ div(He "X) + mopg, eHediv("X)  +]A¢("X)|?
(1§3)m2pq0,5H59c+m2p§O,5H§
_ 2 2
= m(m—1)0cpgeHe — pg ¢ ||l
—1m pge. div(He "X) +m?pl HZ + [ Ac("X)|?
1.1.6(1.5)

= m(m — 1) Ocpge.cHe —m2p507£H§ +m(m — 1) pg()75H572

—————

—1n gy, div(He 'X) +m?pj, JHE +|Ae("X)|?
—————

+m(m — 1) 0% — m(m — 1) 62,

= m(m —1)0c(pg,eHe + 0c) +m(m — 1) (pg, He 2 — 02)
—1 gy, div(He "X) + || A ("X |
Daher folgt wegen

. (7,087b)] ..
Paoe div(H TX) =" div(pgyeHe "X) — (grad(pgy.¢), He 'X)

02 div(pg eHe X)) + He (A (7X), X)),
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dak gilt
1
§A(p§0,§)
= m(m—1)0c(pg.eHe + 0c) +m(m — 1) (p7, He o — 62)
—m div(pg ¢He "X) — mHe (A ("X), 7X) + | A ("X)|?
1.1.6(1.4
Y n(m — 1) 00 (paeHe + 0c) +m(m — 1) (92, Heo — 62)
-m div(pquHf TX) - RiC(TXa TX) + (m - 1) ¢ ||TX||2 )
also

Rie("X,"X) = (m—1)C "X +m(m — 1) (p2, Hes — 62)

+m(m — 1) 0c(pg eHe + ) — m div(pgy.eHe "X)
1

Hieraus und aus
(1.34) ,, T 19
m(m _1)90(pqo§H£+90) = nl (IIXII) (m—1) C7X]|
(1.32) ..
= dlv( ) 1) CPX?
sowlie
[7U87b (1.35) ..
A —div (pg,e8rad(pgee)) = div(2pg,eAe("X))

und der Beliebigkeit von ¢ folgt die Behauptung von (iii).

29
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Kapitel 2

Hilfsmittel (Die Satze von Sard,
Omori und Rauch, das Index- und
das Hopf-Lemma)

Wir werden fiir unsere Beweise im weiteren Verlauf dieser Arbeit bekannte Re-
sultate aus der Differentialtopologie und —geometrie sowie der linearen Algebra
benotigen, die wir in diesem Kapitel zusammmenstellen.

Lemma 2.1 (|14, Kapitel 11 Lemma 1]). Seien V.W euklidische Vektorriume,
Vi={veVl|v| =1} unda: VxV =W ecine symmetrische bilineare
Abbildung. Dann sind offenbar

g: V—R, g):=|al,v)|? und glyr: VI — R

differenzierbare Abbildungen. Ferner sei uy € V' ein kritischer Punkt von g|y:.
Dann gilt:

(i) Voev ( (u,v) =0 = (a(ug,u1),a(ug,v)) =0 )
(ii) Ist zusitzlich g(uy) = ||a(uy, ur)||* # 0, so gilt

VueV( a(u,u)=0 = (u,u)=0 ).

(iii) Besitzt gly1 in uy sogar ein relatives Minimum, so gilt fir jedes v € V1

(u,v)y =0
= (a(ur, wm), a(v,v)) + 2lla(us, v) 1P > [laluy, w)]?.

Beweis: Sei v € V! mit (u;,v) = 0. Dann ist offenbar v: R — V, definiert
durch ~(t) := cos(t) uy + sin(t) v, ein differenzierbarer Weg in V' mit

Y(R) € V2, 5(0) = u, 7/(0) = v und 4" (0) = —uy. (2.1)

31
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Da u; nach Voraussetzung ein kritischer Punkt von gy ist, folgt

0 = (907)(0) = (aly,7),a(3,7)) (0) = 2 (a(,7) (0), (7, 7)(0))
4(a(7(0).7(0)), a(1(0).7(0))) = 4 (a(v, ur), a(ur, u)).

’

Hieraus folgt offenbar (i) (auch fiir beliebiges v € V' mit (uy,v) = 0).
Zu (iii):
Besitzt g|y: in u; ein relatives Minimum, so gilt (iii) wegen
0 < (g09)"(0) =4{a(y, ), a(y,7))(0)
= 4((alv’ 7)) +alv ), a(r,7))0) +(alv, 1), 2a(v,7))(0)

(= Jatu, )P + (v, v), alu,w)) + 2lalo, w)]?).

Zu (ii):
Gelte ||a(uy,u1)||* # 0 und sei v € V mit a(uy,u) = 0. Dann existieren

veV,AeR mit w= Ay +7v und (uy,v) =0, (2.2)

nédmlich X := (u, u;) und v die zu u; normale Komponente von wu.
Aus (2.2) und (i) (dort v = v) folgt

(a(ur, ur), a(u,v)) =0, (2.3)

und aus der Bilinearitit von « ergibt sich

0 = (a(ug,ur), a(ur,uw)) 2 (g, wr), alur, Aug)y = Aau, w2

=0

Hieraus folgt (wegen |la(ui,up)|> # 0) A = 0, d.h. nach (2.2) v = ¥ und
(uy,u) = 0. O

2.2 Der Satz von Sard

Satz 2.2. Vor.: Seien M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit,
n € Ny und ®: M — R” eine differenzierbare Abbildung. Ferner bezeichnen wir
mit C .= {p € M |Rang®., < n} die Menge der nicht-reguliren Punkte von ®.
Beh.: Dann ist ®(C) C R" eine p,-Nullmenge.

Beweis: Fiir den Fall M = R™ siehe |12, S. 16-19|. Der allgemeine Fall folgt
dann sofort aus [7, 2.10]. O
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2.3 Eigenschaften kompakter Mannigfaltigkeiten

Satz 2.3.1. Seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und IC C M eine kom-
pakte Teilmenge von M.

Dann ist | J,cxc TlM eine kompakte Teilmenge von T'M .

Beweis: Bezeichne p: TM — M die (differenzierbare) Fufpunktabbildung.
Wir werden zeigen, dafs gilt:

Vperr 3o cUmapan P (Up) N T M ist kompakte Teilmenge von 7'M (2.4)

Dann ist (U,),ex eine Uberdeckung von K durch offene Mengen von M. Aus der
Kompaktheit von K folgt dann die Existenz einer endlichen Teilmenge Ko von K
mit K C U, cx, Up € Upex, Up » also gilt auch

Unym=sKnrmc | Jp(T,)nT" M.

pek PEKy

Da Ky endlich ist, folgt aus (2.4) die Kompaktheit von (J,¢x, p' (T,) NT'M.
Aufserdem ist I als kompakte Teilmenge von M abgeschlossen in M, also folgt
aus der Stetigkeit von p, dak p'(K) abgeschlossen in T'M ist. Da T'M (als Urbild
der Menge {1} unter der stetigen Funktion ||...|: TM — R) ebenfalls abge-
schlossen ist, ist Upe/c T le eine abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums in
dem Hausdorff-Raum 7'M, also kompakt.

Zu zeigen bleibt (2.4):

Seien py € M beliebig, m := dim M, (E1, ..., E,,) ein auf einer Umgebung G von
po definiertes orthonormales differenzierbares m-Beinfeld und u: Gu — R™ eine
Karte von M mit py € Gu C G, u(py) = Ogm sowie u(Gu) = R™. Wir setzen
Upy := T (U (Ogm) ) € Umg(po, M). Es geniigt zu zeigen, daR

P (Up)NT'M =p" (@ (Ui(Ogn))) NT'M =p" (@"( Bi(0gn) )) N T'M

eine kompakte Teilmenge von TM ist. Da u'( By(Ogm)) x S;(Ogm) offenbar eine
kompakte Teilmenge von Gu x R™ ist, geniigt es hierfiir zu zeigen, daf

g: GuxR"™ —TM,

(pvx) — inEi|p
i=1

eine stetige Funktion mit g(@'( By (Ogm) ) x S1(0pm)) = p' (@' (B1(Ogm) ) NT'M
ist.

Zur Stetigkeit von g:

Wir zeigen sogar, dak g differenzierbar ist. Sei @ : p' (Gu) — u(Gu) x R™ die zu u
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assoziierte Biindelkarte und (p, z) € Gu xR™ beliebig. Dann gilt g(p, ) € p' (Gu)
und

uog(p,x) = (uopog(p,x),g(p.x) ur, .., g(p, ) - Um)

m m

= ((u © p)(z ziEilp) in(Ei|p UL ZxZ(EZ|p : um))

i=1

= (U(p%zxi (E; - uq) (p),...,in (Ei - um) (p)),

differenzierbar differenzierbar

also ist wo g — und damit auch g — differenzierbar in (p, z).

Zu g(a'(Bi(Ogm)) x Si(Ogm)) = p' (T B1(0rm))) N T M:

Fiir jedes p € Gu ist g(p,...): R™ — T, M eine lineare Abbildung, die den i-ten
(i € {1,...,m}) Einheitsvektor der Standard-Orthonormalbasis von R™ auf das
i-te Element der Orthonormalbasis E|,, ..., E,|, von T,M abbildet, also folgt
g({p} x S1(0rm)) = g({p} x {z € R™|(z,x) = 1}) = Ty M und somit

g(@' (B1(0gm) ) x S1(0pm)) = U T)M =p' (@' ( B(0gn))) NT" M.
pET (B1(0am))
O

Satz 2.3.2. Seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und I C M kompakt.
Ky bezeichne die Schnittkrimmungsfunktion.

Dann ist {Ky(0)|q € K und o 2-dimensionaler Untervektorraum von T,M}
eine (nach oben und unten) beschrinkte Teilmenge von R.

Beweis: Siehe |8, Liegruppen und homogene Riume, 17.64]. U
Satz 2.3.3. Eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstindig.
Beweis: In den Ubungen zu |7| im Anschluf an Ubung 99 besprochen. U

2.4 Der Satz von Omori

Satz 2.4. Vor.: Seien M eine zusammenhdngende, vollstindige m-dimensiona-
le riemannsche Mannigfaltigkeit mit nach unten beschrinkter Schnittkrimmung
und V: M — R eine nach oben beschrinkte differenzierbare Funktion.

Beh.: Zu jedem py € M und jedem € € R existiert ein p € M derart, daf

U(p) = ¥(po),
|grad, V|| < e,
max{hess,¥(v,v)|lv € T)M} <e.
Beweis: Die hier angegebene Version des Satzes von Omori entspricht dem

Teil (i) inclusive Zusatz des zentralen Satzes von Kapitel 3 in [13, S. 30f]. Der
Beweis ist in derselben Arbeit (S. 42-116) angegeben. U
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2.5 Jacobifelder und Indexform

In diesem Abschnitt seien stets «, 5 € R mit a < f3.
Wir erinnern zunéchst an die folgenden Bezeichnungen und Resultate:

Definition 2.5.1 (Jacobifelder). Seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit,
v: [, B] = M eine Geodétische und Y € 5,

(i) Y heift Jacobifeld lings v (1.2. Y € J,)

= Y 4+R(Y,4)7=0

7.9. . . _ .
A B existiert eine Variation V: [, B]x] —€,e[— M von 7, die Y

als Variationsvektorfeld besitzt mit Vg _. [V, Geodétische.

(i) Y € W, =Y €U, A (Y,5) =0.

Satz 2.5.2. Seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und ~v: [, 5] — M eine
nicht-konstante Geoddtische. Ferner sei V: |a, B]x] — e,e|— M eine Variation
von v mit Lingenfunktion L. Y bezeichne das Variationsvektorfeld von V und
Y+ die zu & normale Komponente von 'Y .

Dann gilt:

B
O =gty ([ Vo0 = R V) d

Vo, VB ) A(8)) — (Voo V(e ), A)))
Beweis: Siehe [7, 9.15]. O

Es wird sich im folgenden als zweckmaifig erweisen, die Indexform einer Geo-
détischen abweichend von |7] folgendermafen zu definieren:

Definition 2.5.3 (Indexform). Seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und
v: [a, ] = M eine Geodétische. Wir definieren 1: U, x U, — R, die sog.
Indexform von ~, durch

B
Vyzen, 1Y, Z) = / (Y, Z) — (RO A)3, Z2)) (1) dt

B
= <Y>Z’>|§—/ (Y, Z" +R(Z,%)3)(t) dt.

=0, falls ZeJ,
I ist offenbar eine symmetrische Bilinearform.

Bemerkung. Der Unterschied zur Definition der Indexform in |7] besteht darin,
daf sie dort nur auf %/7 anstatt auf U, definiert war.
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Satz 2.5.4 (Index-Lemma; |2, Lemma 1.21|). Sei v: [, 8] — M eine nicht-
konstante Geoddtische ohne konjugierten Punkt in einer riemannschen Mannig-
faltigkeit M, und sei Z € J, mit Z, = 0.

Dann gilt fir alleY € By mit Y, = Z, =0 und Yg = Zg

IY,)Y)>1(Z,Z) mit Gleichheit genau dann, wenn Y = Z.

Bemerkung. In [7] wurde in 12.11 ein &hnliches Resultat fir Z € J, N ‘Bi/
(anstatt Z € J,) und Y € U, (anstatt Y € U,) bewiesen. In diesem spezielleren
Fall geniigte es Y, = Z, (anstatt Y, = Z, = 0) zu fordern.

Der obige Satz wird im folgenden mehrfach bendtigt, und z.B. beim Beweis des
Vergleichssatzes von Rauch (s.u.) geniigt die in |7] angegebene Version, aber beim
Beweis einer Abschitzung fiir die Hesseform des Quadrates der Abstandsfunktion
am Ende von Kapitel 3 ist dies nicht der Fall.

Beweis: Wir bereiten den Beweis durch das folgende Lemma vor:

Lemma. Sei g: [a, ] = R eine differenzierbare Funktion mit g(a)) = 0.
Dann ezistiert eine differenzierbare Funktion G: [a, 5] — R mit

Viela,51 9(t) = (£ — )G(2).
Beachte, daf$ eine differenzierbare Funktion fiir uns eine C*°-Funktion ist.

Beweis des Lemmas: O.B.d.A. konnen wir annehmen, daf o = 0 gilt. Da die
Differenzierbarkeit von

klar ist, haben wir zu zeigen, daft G in 0 differenzierbar fortsetzbar ist. Wir zeigen

zunéchst: ) (0)

Ven Jim GO(1) = T (2.5)
| Beweis hiervon:

Seien n € N und ¢ €]0, 5] beliebig. Dann gilt:

GOt = zn:(n)g(”_k)(t)(—l)k B Yo (e P (=1) ket

- Lk th+l n+l

k=0

Wegen ¢(0) = 0 streben sowohl der Zahler als auch der Nenner fiir ¢ — 0 ge-
gen Null, und wir kénnen zur Berechnung von lim,_,o, G (t) die Regel von de
L’Hospital anwenden. Die Ableitung des Zahlers nach t ist:

Sorso () (1)kE (g k4D )tk 4 gr=R) (£) (n — Ktk )
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9(0)=0 g () + S (Z)(_l)kk,!g(n—k—i-l)(t)tn—k
+ 305 () (DR = D@ (0 — o+ Dt
= g (Bt

+ > (k! = (k f 1) (n—k+1)(k— 1)) (=1)kgn=rD(g)¢n=*

-

g

(i

- RO

Die Ableitung des Nenners nach t ist (n + 1)¢", also folgt aus der Voraussetzung

_ g(n—i-l) (0)

1
lim G™(t) = lim g™V (¢) |
n

t—0+ n+ 1 t—0+

)

und (2.5) ist bewiesen.]
Wir behaupten:

_ g(n+1) (0)

Voen G [0, ] — R C™-Funktion mit G™(0) o

(2.6)
Beweis durch vollstdndige Induktion nach n € N:
Fiir n = 0 ist dies klar wegen der Differenzierbarkeit von ¢ in 0 mit g(0) = 0 und

. o 9@) —g(0)
lim G =t 2020 0) = 6(0)
Sei n € Ny und (2.6) klar fiir n — 1. Weiter sei (¢x)ren eine Folge in ]0, 5] mit
limy ooty = 0. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz von & €0, tg]
und (n-1) (n-1)
n=1) () — n—
L G (g) - GO (0)

k—oo tk

(n+1)(0)
— lim g™ @9 )
dm G =T

Daher ist GV auch in 0 differenzierbar mit Ableitung g<"n+i)1(o)7 und G™ ist

auch in 0 stetig wegen lim,_,o, G™(t) = ‘ﬁ%ﬂ(o) = GM(0).
Damit ist das Lemma bewiesen. U
Beweis des Satzes: Seien m := dim M und vy, ..., v, eine Basis von T, g) M.
Da « nach Voraussetzung keinen konjugierten Punkt besitzt, existieren nach [7,
10.2] (eindeutig bestimmte) Vi,...,V,, € J, mit Vieq1,. . .m} Vila = 0 A Vil = ;.
Dann gilt

-----

Vicla,d Viles - -+ Vinle  sind linear unabhéngig . (2.7)

| Denn andernfalls existierten ty €], B[ und i € {1,...,m} sowie A\; € R mit
Vilto = 227001 j2i N Vilto- Aus [7, 10.2] folgte dann V; = > 77, ., A;Vj, also insbes.
vi = Vilg =222, N Vils = D221 j2 Ajvj, im Widerspruch dazu, daf vy, ..., v,
eine Basis von T’z M ist. |
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Als nichstes beweisen wir die Existenz von differenzierbaren Funktionen

U1y U o, f] = R mit

Viclas) Ve = Y Vi) Vil (2.8)
i=1
| Zu (2.8):
Die Existenz von differenzierbaren Funktionen vy, ..., ¥,,: ]_a, p] — R mit (2.8)

folgt aus (2.7) und der Cramerschen Regel analog zu |7, 6.4a)|. Zu zeigen bleibt
die rechtsseitige Differenzierbarkeit in a:

Sei Ey, ..., E,, ein orthonormales differenzierbares m-Beinfeld langs +v. Dann
gilt fiir jedes i € {1,...,m}

V=20 BB,

und die g;; := (Vi, E;) sind differenzierbare Funktionen auf [, 5] fiir die wegen

-----

differenzierbaren Funktionen Gy;: [a, 8] = R mit Viepo 5 Gij (1) (t — o) = gi;(1),
also gilt

Vieqr,..my Vile = (t — @) ZGijEj [t (2.9)
=1
N
=:A; € Uy ([o,8])
Hieraus folgt V/|, = Aj|o. Aus (2.7) und [7, 9.10] ergibt sich dann weiter die
lineare Unabhéngigkeit von Ai|a, ..., Anla. Aus Stetigkeitsgriinden existiert eine
Zahl € €]o, f] mit
Viclae[ Ailts--., Am|e sind linear unabhéngig. (2.10)

Daher existieren erneut nach der Cramerschen Regel differenzierbare Funktionen
Qs Gm: o, e[— R mit

Y [oe] — Z%’Aiha,s[- (211)
i=1

Wegen Y, = 0 (nach Vor.) und (2.10) gilt dann auch V;ep
folgt wiederum aus dem Lemma

qi(z)

r—«

m} ¢i(a) = 0 und es

.....

o Ja, e[— R 14Kt sich in « (rechtsseitig) differenzierbar fortsetzen. (2.12)

Nun gilt fiir ¢ €]a, €|

(2.9) (2.11)

S i)t — o)Al Vil = Y1, "2 S a(t) Ai(h),
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Aus (2.10) folgt fiir alle i: Ve c90i (1) = %) ynd somit nach (2.12) die rechtssei-

t—a

tige Differenzierbarkeit von 1; in a. Damit ist (2.8) gezeigt. |

Nach |7, 9.10] ist {Z € J,Y|Zl = 0} ein m-dimensionaler R-Vektorraum,
also folgt aus Z,Vy,...,V,, € {Z € Jy|Za = 0} und (2.7) die Existenz von
Ay Am €ERmit Z =377 NV, Wegen Y = Zs (nach Vor.) folgt aus (2.8)

m

;wxﬁ)@:;&@,

=v; =v;

also, da vy, ..., v, eine Basis ist: Vier,. A = ¥:(5), d.h.

m

Z=3 @Vi und 2 =3 6BV, (2.13)

i=1
Aus 2.5.3 folgt wegen Z € J, und Z, =0

m
2.13)

1(2,2) = (25, 2) *% Z i B);(B)(Vils, Vi ls)- (2.14)

Ferner gilt wegen V;,V; € J, und |7, U 92b)] fiir alle i,j € {1,...,m}
(Vi,V;) — (V;, V;) = konst.

j
also wegen V|, = Vj|o =0
Vigertmy (Vi) Vi) = (Vi, Vj). (2.15)

----- Y Vi

Wir berechnen nun /(Y,Y):

DY eV =Y eVpVi+ Y (D )V

= D UV Y wY (2.16)
=:A =:B

y @&

B8
1VY) = / (YY) — (RO, )3, Y) ) (8) dt
s (2.17)
- / ((AA) +2(A, B) + (B, B) — (R(Y,$)3,Y) (1) dt

/6@4 Ayeyar 2 i/ﬁ(%w- (Vi, Vi) ()t
@ ’ ’ AZ 7/—’J

i7j:1 « ! / "
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m B
= Z wl¢j V; s ‘/; ?/)ﬂ/)g ) t)dt

B
-/ LN ,Vj))(t)dt)

(2_14)1(2 7)

Vjla=0
= Z V(B )(Vi |3, Vils)

i,j=1

—E/ () (Vi V) (1)

i,j=1

+/ <R(Zwiw,v)v,2¢jvj>(t>dt
a i=1 Jj=1
2:8)y, (2.8)y,
(21)(\/\/)
/—M
_ 1z2) Z/ Wy (V)Y 4+ (V) ) () de
i,j=1

B
n / (ROY,4)3. V) (¢) dt
- 1(Z,7)

(2.16) (2.16) (2.16) , (2.16)

A
—— —l—
m m m m

B

S OIS SEAARE) WA SAMIOL
B

+ [ R Y0 d

B
122~ [ (@AB) - RYR.)) 0 d
Aus (2.17) und der letzten Rechnung folgt
B
Iv,y) = / ((A, A) +2(A, B) — (R(Y,4)4.Y) + (B, BY) (1) dt

_ 1(Z.2) +/ﬁ (B, B)(1) dt,

- -

also gilt I(Y,Y) > I(Z, Z).
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Ist I(Y,Y) = [(Z,Z) , so folgt aus Stetigkeitsgriinden (B, B) = 0 und somit
ergibt sich (da v, stetig in « ist)

(2.16) mo
0=I1B] =" [ 2221 i Vil

(2.7) '
= Vie1,...,m} Viela,5 ¥i(t) = 0
= Vie(1,...m} Viela,g Yi(t) = i(B)

(2.13

2.8) —m
— Ve Ys 2wVl 2 z,

und der Satz ist vollstdandig bewiesen. L.

2.6 Der Vergleichssatz von Rauch

Satz 2.6. Vor.: Seien k € N, M eine m-dimensionale und M eine (m + k)-di-
mensionale riemannsche Mannigfaltigkeit. Ferner seien 5 € Ry, v: [0,5] = M
sowie y: [0, 5] — M nicht-konstante Geoddtische derselben Geschwindigkeit, also

I3l = |71l = konst. # 0 (2.18)

und seien Y € J,, Y e J5 mit

Yo=0 Yy=0 (2.19)
(¥5,%(0)) = <fo'ﬁ(0)> (2.20)
IYoll = 1Y (2.21)

Auferdem besitze ¥ keinen konjugierten Punkt, und es gelte fir alle t € [0, 5],
v e TypyM sowie v € TyuM:

v,%(t) linear unabhingig und T, () linear unabhingig

~ . 2.22
—  K(Spamn{v.5()) < R(Spann{7.50)) 22
Beh.: Yicpg) | Vill > ||V
Beweis: Die Beweisidee stammt aus [3].
Nach |7, U 92¢)| existieren a,a,b,b € R mit
Yie (Y, 9) () = at +b A (Y 7)(t) =at+b.
Wegen (2.19) folgt hieraus zum einen b = b = 0 und zum anderen (wegen

Vi =0, Vpy = 0): (YV,4) = (Y',4) =aund (Y',7) = @, d.h. nach (2.20)

a= <Y/,’}/> = 07/7:}7) = a, (2.23)



42 KAPITEL 2. HILFSMITTEL

also gilt insgesamt

Vieto,s1 (Yo ) () = (Yo, 7(0))t = (Y5, 7(0))t = (Y, 3)(t). (2.24)

Wir begriinden zunéchst, warum wir 0.B.d.A. a = 0, also

~

(V' 4) = (Y, 3) =0 (2.25)

annehmen diirfen.
|Hierzu: Seien Y7, Y+ € 0, die zu % tangentiale bzw. normale Komponente von
Y und Ei, ..., E, ein orthonormales paralleles Basisfeld langs v mit £} = IR

Dann gilt Y+ =>"" (Y, E;) E; und "
(Y, 4)=0
Vit = S0, (Yo, Eilo)Eil =7 0
()5, 4(0)) = (S0 (Yo, BV s, [15(0) | Ealo) = 0
1Y Dl = Sro(Ye, Eilo)? = 1Yy |12 — (Y, Ealo)? 27 VoI — =2

7O

)

Analog sieht man ein, daf auch gilt
(YL3)=0,  Yi=0, ((Y")7(0) =0,

e 9 2 (221),(2.23),(2.18) 9 2
IY)oll? = 1Y = =573 = 1%11” = o -

Da Y+, YL nach [7, U 92f)] ebenfalls Jacobifelder sind und wegen der letzten
Uberlegung auch die Voraussetzungen des Satzes und zusitzlich (2.25) (anstelle
von Y,Y) erfiillen, folgt (wenn wir den Satz unter der Voraussetzung, daf (2.25)
gilt, gezeigt haben) fiir alle t € [0, §]:

I > 17

({2}) 242 \'1H + (Y;L,YH > a2t2H E + <2¢7ZL>
2.23),(2.24 . ! Vb Y,
BRIy, 50 HYE Y 2 T A 0) o HTE T

( EE || \ FOI
(Y ~G )
— Y YY) > (VT VYT 8
— 1%l > (1Y

Damit ist dann die Behauptung gezeigt. |
Ferner konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafs gilt

(2:21)

Il “2 1% 1 #o. (2.26)
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(Denn andernfalls folgteNaus der Tatsache, dafs Y und Y Jacobifelder sind, |7,
9.10] und (2.19) Y =0, Y =0, und die Behauptung ist trivialerweise erfiillt.)
Wir definieren differenzierbare Funktionen

v= YR = Y] [0,8 — R. (2.27)

Da v nach Voraussetzung keinen konjugierten Punkt besitzt und wegen Y € J5
mit Yy = 0 (nach(2.19)) gilt

Vielo,g 0(t) # 0, (2.28)

also ist auch 2: ]0, 5] — R differenzierbar. Wir zeigen:

SRS

limy o1 2 = 1 (2.29)

ist auf ]0, 5] monoton wachsend (2.30)

SHIS]

Aus Stetigkeitsgriinden folgt hieraus dann offenbar V,cpo g ||Yz]| > 1Y;]|, d.h. zum
Nachweis des Satzes bleiben (2.29) und (2.30) zu zeigen.

Zu (2.29):
v und v sind auf [0, §] differenzierbar und es gilt nach (2.27) und (2.19):
v(0) =0(0) =
v'(0) = 2<Y07Yb> =0
7(0) = 2(Yy, Yo) =0
v (0) = 2((Yy, Yo) + (¥, Yp)) = 2[|¥5

2( )+
7(0) = 2((Yy, Yo) + (¥g, ¥p)) = 2| ¥ |1
Dabher folgt aus (2.26) durch zweimaliges Anwenden der Regel von de L'Hospital

R R )
1= 0"(0) tl—>0+ v'(t) tl—>o+ o(t)’

womit (2.29) gezeigt ist.
Zu (2.30):
Es geniigt zu zeigen, daf V)0 g (%)'(t) >0, d.h. genau

Vicp.s v ()T(t) > T (t)o(t). (2.31)

Sei tg €]0, ] beliebig. Wir zeigen (2.31) fiir ¢o:
1. Fall: v(ty) = 0
Nach (2.27) gilt dann auch Y;, = 0 und somit v'(t,) = 2(Y;

to? Yto> = 0, also steht
auf beiden Seiten von (2.31) Null, und (2.31) gilt.
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2. Fall: v(ty) £ 0 ~
Nach (2.28) ist auch v(ty) # 0, und folglich sind mit Y, Y auch

1 ~ 1 =
U:= Y und U := ———Y Jacobifelder, (2.32)
v(to) v(to)
fiir die wegen (2.25) gilt o
U, 5) = (.5 =0. (2.33)
Seien I: By, X Uy — R bzw. I: U510.00) X V50, — R die Indexformen
von |04 bzw. 7|[0 to]- Dann ergibt sich
L) G20 i) G 9 gy 24E g (v, 1)
) _ o [T
s =---=21(U,0).

Daher geniigt es zum Nachweis von (2.31) in ¢, zu zeigen, dak gilt
(U, U) > 1(U,0). (2.34)

Beweis hiervon:

Da v und 7 nicht konstante Geodétische sind und wegen (2.27),(2.32),(2.33) exi-
stieren ein differenzierbares paralleles orthonormales Basisfeld Fy, ..., E,, lings
~ und ein differenzierbares paralleles orthonormales Basisfeld Fj, ..., E,,  langs
~ derart, dafs gilt:

i, E2|t0 - Utm El - %, E2|t0 - ﬁto- (235)
1] 7]

Wir definieren Z € Us durch Z := YU, E))E; und zeigen (2.34) durch die
folgenden beiden Ungleichungen:

E1:

I(U,U)>1(Z,7) 2.36)
1(Z,Z) > 1(U,U) 2.37
[ Zu (2.36):
Es gilt:
(Z,7) P2 |7 S (U ENE, By P2 RN, ) P2 o

<Z> Z> = Zi:l<U> El> = <U7 U>
Dabher folgt fiir alle ¢ € [0, ¢o]

Uy, %(t) linear abhéngig @5y Uy, =0 <= Z, =0 <= Z,,7(t) lincar abhsingig
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und

RULAOWO, U = GIRIROIPKSpann{o))
S ZIPIR @ PR (Spann {3.)

(R(Ze, /() (1), Z2).

=

wobei oy bzw. 0, zweidimensionale Untervektorraume von T,y M bzw. T;(t)ﬂ
mit Uy, ¥(t) € oy und Z,y(t) € oy seien.
Aufserdem folgt aus der Parallelitdt der E; lings v und der E; lings ¥

Z/ = ZZ1<U/7Ei>Ei
<Zlvzl> = Z£1<U/7Ei>2 = <UI7U/>

und somit
to
U.0) = [ U0~ R 0)0). U d
0
to ~, — .
> [ (2.2 - REAOF . Z)
0
= 1(Z,2)
Zu (2.37): N o
Nach (2.32) ist U ein Jacobifeld ldngs ¥ mit Zy = Uy = 0 und es gilt wegen (2.35)
Zto = Z<Ut07Ei|to>Ei‘to = E2|t0 = ﬁto,
i=1

also folgt (2.37) aus dem Index-Lemma 2.5.4, da 5 nach Voraussetzung keinen
konjugierten Punkt besitzt. |
Damit ist der Vergleichssatz von Rauch vollstindig bewiesen. U

2.7 Das Hopf-Lemma

Satz 2.7. Seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und V: M — R eine
differenzierbare Funktion mit AV > 0. Dann gilt:
U hat bei p € M ein lokales Mazimum = 3ycumgp,m)¥|u = konst.

Beweis: Siehe |14, S. 181-190]. O
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Kapitel 3

Die Abstandsfunktion

Wir haben in Beispiel 1.2.4 gezeigt, daft die Abstandsfunktion von einem Punkt
in den Standard-Raumen konstanter Kriimmung in nur hochstens zwei Punkten
nicht differenzierbar ist. In diesem Kapitel wollen wir in allgemeineren Mannig-
faltigkeiten, ndmlich in solchen mit nach oben beschrankter Kriimmung, offene
Mengen angeben, auf denen die Differenzierbarkeit der Abstandsfunktion sicher-
gestellt werden kann. Im Anschluf beweisen wir eine Abschitzung fiir die Hes-
seform des Quadrates der Abstandsfunktion, die wir in den folgenden Kapiteln
mehrfach in Beweisen benétigen werden.

Satz 3.1. Sei M eine m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit derart, daf
0,%=[ : C>0
fiir ihre Schnittkrimmung K < C' € R gelte, und sei l € ) ‘@[ )
R+ . C S 0
Dann besitzt keine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddtische der Léin-
ge | einen konjugierten Punkt.

Bemerkung. Das Beispiel des Standard-Raumes konstanter Kriimmung C' > 0
zeigt, dak nach der Bogenliange parametrisierte Geodéatische der Lénge % in rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten mit nach oben durch C' beschriankter Kriimmung
konjugierte Punkte haben konnen.

Beweis: Im Falle C' < 0 ist 3.1 klar nach [7, 12.2], sei also C' > 0. Seien
1 €]0, 7=[, 7+ [0,1] = M eine nach der Bogenlénge parametrisierte Geodétische
und Y € J, \ {0} mit Yy = 0 beliebig. Zu zeigen ist Veoy||Y:|| > 0.

Sei 7: [0,]] — M/ eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodétische.
Dann existiert Y € J5 \ {0} derart, dak gilt:

Yo=0, (¥5,7(0)) = (Y5, %(0)), 1Y (0)] = Y (0)]- (3.1)

| Hierzu: .
Zundichst existiert w € ToyMZ mit (w,5(0)) = (Yp,%(0)) und ||w|| = ||Y;].

47
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Denn wegen |[7(0)|| = 1 und m > 2 existiert e € Ty0) Mg so, daf 7(0) und e
orthonormal zueinander sind, und es gilt fiir

w = (Y5, 4(0)) 3(0) + \/IlYo'II2 — (Y5,9(0))* e € Ty Mg
(beachte, daft der Ausdruck unter der Wurzel nach Cauchy-Schwarz > 0 ist):

(,7(0)) = (¥5,5(0))
lw]* = (w, w) = (Y5, %(0))* + ¥ [ — (Y5, (0))* = [[Yf?

Sodann existiert nach [7, 9.10] genau ein Y € J5 mit Yo =0 und Y] = w, und es
ist Y # 0 wegen 0 # ||Y;]| = ||Yy] (andernfalls folgte aus Yy = ¥, = 0 und |7,
9.10] Y =0, im Widerspruch zur Wahl von Y.)|

Wegen [7, 10.5] und Lange(y) = [ €]0, %[ besitzt 7 keinen konjugierten Punkt,

also folgt (aus Y e J5 mit Y, = 0) Vil ||§72|| > (. Da ferner nach Vor. K < C' =
K gilt, folgt aus Yo = 0, (3.1) und dem Vergleichssatz von Rauch 2.6

Viea [[Yill > [[Yl| > 0.

Bemerkung.

1.) Im Falle C' < 0 kann man den Beweis analog zum Fall C' > 0 fithren, indem
man ausnutzt, daf nicht konstante Geodétische in den Standard-Raumen
konstanter Kriimmung kleiner oder gleich Null keine konjugierten Punkte
besitzen.

2.) Sehr &hnlich zum obigen Beweis kann man zeigen, daf in einer riemann-
schen Mannigfaltigkeit mit durch C' € R nach unten beschrankter Kriim-
mung eine nach der Bogenlédnge parametrisierte Geodétische der Linge J5
mindestens einen konjugierten Punkt besitzt. Denn andernfalls folgte aus
dem Vergleichssatz von Rauch, dafs eine nach der Bogenldnge parametri-
sierte Geodatische der Lange % im Standard-Raum konstanter Kriimmung

C(> 0) keinen konjugierten Punkt besitzt, im Widerspruch zu |7, 10.5].

Korollar 3.2. Sei M eine vollstandige m-dimensionale riemannsche Mannigfal-
tigkeit derart, daf fir ihre Schnittkrimmung K < C € R gelte. Fiir alle ¢ € M
bezeichne

ig = sup{e € Ry| exp,|v.(o,) Gberall von maximalem Rang } € Ry U {oc}

den Immersionsradius von ¢ in M.
Dann gilt:

. 7
C>0 = vqu’LqZW

CSO — vqu'l.q:OO
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Beweis: Wir haben zu zeigen:

VyemV 10, \LFC[ L >0 P |v.(0,) Tiberall von maximalem Rang (3.2)
86{ R, : C<0 }

0, =

Angenommen (3.2) wére falsch. Dann existierten ¢ € M, € € { ] R\FC[ } und
+

v € T,M mit |[v|| < e derart, dak exp, in v nicht maximalen Rang hitte, also

nach |7, 9.4(iv)] v # 0,. Dann wére
v: [0,e] — M

t o exp, (t—)
xp,, (t—-
o

eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Geoditische der Linge ¢, die nach |7,
10.3(ii)] ||v]| €]0, £] als konjugierten Punkt besife, im Widerspruch zu Satz 3.1. O

Definition 3.3. Sei M eine vollstdndige riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir alle
q € M heifst

rq = sup{e € Ry| exp,|v.(o,) Diffeomorphismus } € R, U {oco}

der Injektivititsradius von q in M.
Offenbar gilt stets r, < i,,.

Satz 3.4. Sei M eine zusammenhdngende vollstindige m-dimensionale riemann-
sche Mannigfaltigkeit.
Dann sind fiir alle qo € M die Funktionen dg,

und 530‘%% : Uryy (q0) — R differenzierbar.

Urgy (@0} Urgy (@0) \ {20} — R

Beweis: Sei U := U,

rqy (0go)- Dann ist exp, v ein Diffeomorphismus und es gilt

[77Ui17a)} 1 I

Ol | (expy, [v)

Hieraus folgt offenbar die Behauptung. U

Der letzte Satz rechtfertigt, auf gewissen Umgebungen den Gradienten und
die Hesseform des Quadrates der Abstandfunktion zu betrachten. Ersterer er-
moglicht es nachzuweisen, dafk in einer vollstdndigen und zusammenhingenden
riemannschen Mannigfaltigkeit der Rand eines abgeschlossenen Balles vom Radi-
us r < gop um einen Punkt ¢q gleich der r-Sphire um diesen Punkt und kompakt
ist.

Satz 3.5. Seien M eine zusammenhdingende vollstindige m-dimensionale rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, qo € M und r < ry,. Dann gilt:
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(i) S;(qo) ist eine (m — 1)-dimensionale zusammenhdngende kompakte requldre
riemannsche Untermannigfaltigkeit von M mit 0B, (q0) = Sy (qo)-
Ist m > 3, so ist S,(qo) sogar einfach-zusammenhdingend.

(it) Ist ¥ = 302, q € Sp(qo) und v: [0,7] — M die nach [7, 10.24(i) und
10.14(ii)] eindeutig bestimmte nach der Bogenlinge parametrisierte Geodd-
tische mit v(0) = qo und y(r) = q, so ist Y nach Satz 3.4 in q differenzierbar
und es gilt

grad i = r(r) # 0 (3:3)
grad, v L i.7,5:(qo) ,

wobei i : S, (qo) — M die isometrische Einbettung bezeichne.

Bemerkung. Bemerkung 1.) zu 1.2.3 zeigt, daf S,(go) in einer nicht vollstéindi-
gen riemannschen Mannigfaltigkeit nicht kompakt sein muf. Bemerkung 2.) zu
1.2.3 zeigt, dak es vollstiandige und zusammenhéngende riemannsche Mannigfal-
tigkeiten mit durch C' > 0 nach oben beschriankter Kriimmung gibt, in denen der
Rand eines %—Balles nicht die %—Sphére ist.

Beweis: Seien v, ¢, v wie in (ii). Bekanntlich gilt Viepo,) 7(t) = exp,, (£5(0)).
¥ ist nach Satz 3.4 in y(r) differenzierbar, also folgt aus ||§] =1

3.2,[7,0117a)]

(grad v, 3(r)) = 5 (8, ©7)' (1) st () =r. (35

Daher ist 2¢),q = (67 )sq : TyM — T,2R eine surjektive lineare Abbildung und aus
der Beliebigkeit von ¢ € S,.(qo) ergibt sich, daf

Si(qo) = {q € M|8%(q) = r*} <> M

eine (m— 1)-dimensionale regulire riemannsche Untermannigfaltigkeit von M ist.
Sei U := U,, (04), d.h. insbesondere

exp,, |v : U — exp,, (U) Hom&omorphismus. (3.6)
Wegen 0B,(0,,) = 0{v € T,,M||v|| <r} = S,(0,) folgt hieraus

0B.(q0) = dexplu(Br(0g)) = exp (9B (0gy)) = Sr(q0)-

Auferdem ist S,(qo) = {v € T,, M| ||v|| = r} als Sphére des m-dimensionalen eu-
klidischen Vektorraumes 7T, M kompakt, zusammenhangend und — falls m > 3 —
sogar einfach-zusammenhéngend. Da nach (3.6) auch
XDy, [5,(049) * Sr(0ge) —> €XDyy (5:(0gy)) = S;(qo) ein Homdomorphismus ist, folgt
somit auch dak S,(qy) kompakt, zusammenhéngend und — falls m > 3 — sogar
einfach-zusammenhéngend ist. Damit ist (i) gezeigt.
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Zu (3.4):
Sei p: | —e,e[—= Sy(qo) ein differenzierbarer Weg. Dann gilt (3.4) wegen
: 1 , 1
voion=Leoion=1r

— (Yoiop) = {((grady)oiop,i.i) =0
= (grady)oiopu L i

und der Beliebigkeit von .

Zu (3.3):

Wegen der Voraussetzung an r und Satz 3.2 folgt aus [7, 10.14(i)], dak
v: [0,7] — M Kiirzeste von gy nach S,(qo) ist. Daher gilt wegen |7, U 130|
01,5 (q0) L 4(r). Aus dim L, (2) =1, ||7(r)|| = 1 und (3.4) ergibt sich folglich

erad, = (grad o, 4(r)¥(r) ) ri(r) £ 0.

O
Zum Abschlufs dieses Kapitels leiten wir eine Abschatzung fiir die Hesseform

des Quadrates der Abstandsfunktion her, benétigen jedoch die folgenden Vorbe-
reitungen.

Definition 3.6. Seien C € R und J := { ]Oi&?[ gzg } Wir definieren

die differenzierbare Funktion k¢ : J — R durch

/ VC cot(tv/O) : C>0

Vies kc(t) — SC(t) 131 1 - O=0
: ! :

sc(t) I coth(t\/[C) : C <0

Lemma 3.7.
(i) k¢ +C =zl
(ii) k¢ ist streng monoton fallend

(iii) C >0 = vte}(),%[tkc(t) <1 Ake(t) >0
(ZU) VteR+ tk’o(t) =1

(1) C <0 = Vyep, tke(t) >1 A ke(t) > /0]

Beweis: (i) im Falle C'= 0, (ii) und (iv) sind klar.
Zu (i) im Falle C' # 0:
Ist C' > 0, so gilt
cos(rv/C)? C 1

sin(rv/C)?2 o= sin(rv/C)2 N so(r)?’

kc(T’)2+C = C
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und ist C' < 0, so gilt

ke(r)’+C = |Cl%"0':smho‘n%>z:8c<17“>2'

Zu (iii):
Sei C' > 0. Dann gilt:

’

tan(0) = 0 = id(0), Vep,z( tan () = 1+ tan’(z) > 1 =1id
= Ve, tan(z) > id(z) =z
= Vaqo,z[ @ cot(x) <1
= vte[ovﬁ[tkc(t) <1

()

Vte}()’%[kc(t) > 0 ist klar.
Zu (v):
Sei C' < 0. Dann gilt
tanh(0) = 0 = id(0), VYaej.cof tanh (z) = 1 — tanh?(z) < 1 =id (z)
= Vae[o,00 tanh(z) <id(z) =2
= Vier, « coth(z) >1
= Vier, tke(t) > 1,

und man hat fiir jedes t € R

e B

also ist auch (v) gezeigt. O

1 + sinh?(t,/]C|)
sinh?(t/|C])

> [C,

Lemma 3.8. Es seien M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, U C M offen,
¢: U — R eine differenzierbare Funktion und v: | —e,e[— M eine Geodditische
mit v(] —e,e[) C U.

Dann gilt:  hess ¢(%,%) = (po7)".

Beweis: Man rechnet nach, daf gilt:

(o) = D-{(grad¢)o,7)
= (Vp((grad¢) o), 4) + ((grad ¢) o 7, y{,@

= (Vigrado, 3) = hess o(4, ).
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Satz 3.9. Vor.: Seien M eine zusammenhdngende vollstindige m-dimensionale
riemannsche Mannigfaltigkeit derart, daf fir thre Schnittkrimmung K < C € R
gelte, qo € M, ¢ := %520 und | €]0,74,]. Im Falle C > 0 gelte ferner | < %
Beh.: Ist ¢ € M mit 04(q) =1, v: [0,1] = M die nach [7, 10.24(i), 10.14(ii)]
eindeutig bestimmte nach der Bogenlange parametrisierte Geoddatische fir die gilt
¥(0) = qo und y(I) = q sowie v € T,M und Y € J, das nach 3.1 und [7, 10.2]
eindeutig bestimmte Jacobifeld lings v mit Yo =0 und Y, = v, so gilt

hess ¢ (v,v) =11(Y)Y) (3.7)

und

(3.3)
= % gradg v

1 TR 2 2
[YVY) > (7 —ke){v, A1) ) +ke(D]]
und Gleichheit impliziert
Viepa IV IPK(oy) = [YiH]2C

(3.8)

wober oy ein zweidimensionaler Untervektorraum von T,y M mit Y, A(t) € oy
und Y+ die zu 4 normale Komponente von'Y sei.

Umgekehrt folgt aus Viep R(Y:, 4(1))3(t) = C'YE, daf in der Ungleichung in
(3.8) Gleichheit gilt.

Beweis: Bezeichne Y7 die zu + tangentiale Komponente von Y.
Zum Nachweis von (3.7) geniigt es wegen v = Y; und der Bilinearitéit der Hesse-
und der Indexform offenbar zu zeigen:

hessy(Y,", V") = 1I(Y",Y") (3.9)
hessy (Y5, YY) = 1I(YH, YY) (3.10)
hesso(Y,",V;Y) = 1I(YT,Y") (3.11)
Zu (3.9):
Zunéichst gilt:
t .
Viewy i = 4511V 15(#) (3.12)

| Denn fiir X € U, definiert durch V,epo X¢ = 4|Y,"[|5(¢) gilt (da v Geodétische)

, 1 . . 1 .

X = jHYzTH(xVDV‘FV):jHY}THV
1" 1 .

X = vy =0

und somit Vyepo X, +R(X:, (1) 3(8) = LIYTIR((0),5(0)3(0) = 0, dh X € J,
mit Xy =0 =Yy und X; = ||Y;7]|4() = £Y;*. Nach |7, U 92f)] gilt auch Y7 € J,,
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und es folgt +Y7 = X aus |7, 10.2], da v nach Satz 3.1 keinen konjugierten Punkt
besitzt.|
Da Y7 ein Jacobifeld ist, ergibt sich:

hess ¢ (Y,",Y,") = 1Y, IPhess 1 (3(1), 5(1))
3.8 Tn2 "
= Y, o l
1Y, 117 ( Yoy ) ()
1262, ((expg (+4(0)))
3.2,[7,0117a)] 1,

V1P = 522" () = 1Y)

(3.12)

= I, I @) 4 T ol
2.5:.3 ZI(YT,YT)

Zu (3.10):

Die Beweisidee stammt aus |9, Lemma 2.5|.

Sei p: R — M die Geoditische mit 1(0) = ¢ und £(0) = Y;*. Bezeichne r,, den
Injektivitdtsradius von M in qq, welcher wegen der Voraussetzung an [ grofer als
[ =04 (q) ist. Aus Stetigkeitsgriinden gilt fiir hinreichend kleines € € R}

5(10 © :u|]—€,€[ < rqoa (313)

— -1

und expg, [v,, (0,,) © M ] — €[ TyyM ist wohldefiniert und differenzierbar.
Dann ist auch

v: J—ee] — Ty M
1 —_— —1
5 7Py U, 0g) O H(S)

differenzierbar, und es gilt

Vel e] €xXPg, (L1(5)) = u(s). (3.14)
Somit hat man eine differenzierbare Abbildung

Ve [0,lx]—¢ee] — M
(t,s) — Vi(t) := exp,, (tv(s))

— -1 — —1

mit Viepo,) Vo(t) = expy, (7 €XPg, [, 00)  01(0)) = expq, (§ XDy, 13,00 (9)-
.. — -1

Nach [7, U 117a)] gilt [lexpg, [u,, (04 (@)l = 64(q) = 1, also ist Vj eine nach

der Bogenlidnge parametrisierte Geodétische mit V5(0) = ¢o und V4(l) = ¢, also

folgt aus der Eindeutigkeit von v mit diesen Eigenschaften: V[, = . Daher gilt
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V' ist eine Variation von vy mit

Vel—eel Vs = expy, (- .. v(s)) Geoditische von V,(0) = qq (3.15)
nach V,(1) = exp,, (1v(s)) "2 u(s).
Wir zeigen als néchstes:

Y+ ist das Variationsvektorfeld von V (3.16)

| Sei X das Variationsvektorfeld von V. Dann gilt Vycpo ) X; = VE\)(O) Wegen
(3.15) und Satz 2.5.1(i) gilt X € J, und (wiederum wegen (3.15))

T T - Def
Xo=V(0,..)0)=0,  X;=V(,...)(0) = a(0) ="Y*
Nach [7, U 92f)| ist auch Y+ ein Jacobifeld lings . Da v wegen der Voraussetzung
an [ und Satz 3.1 keinen konjugierten Punkt besitzt, folgt aus |7, 10.2]: Y+ = X ]
Wir berechnen nun 7(Y+,Y):
Bezeichne L die Langenfunktion der Variation V. Fiir jedes s €] — ¢, ¢[ gilt nach

3.15) und (3.13) dv,(0)(Vs(l)) = 04 (11(s)) < 74,, also ist die Geodatische V; nach
6( ) q0 q0
|7, 10.14(i)] Kiirzeste von go nach p(s), und es gilt

3 L2(s) = 505, (u(s)) = (Yo p)(s).
Hieraus folgt zunichst wegen (3.3) in Satz 3.5 (dort 7 = 1) und £(0) = Y;*

1

0 = (G A0) = 7 ((0), grad,v) = 1 (W o) (0) = 7 LOL'(0) T L'(0)

o~ =

und sodann, da p Geodétische ist und wegen Lemma 3.8

hess (V% Vi) = (dop)’(0) = (L'(0))*+ L(0)L"(0) = L L"(0)
([ (vaE - R )5 0
0, VT AD) — (T, V0. 4(0))

@15, (315),

Damit ist (3.10) gezeigt.

Zu (3.11):

Wir zeigen, daf beide Seiten von (3.11) Null sind.

Aus (3.3) in Satz 3.5 und der Voraussetzung an [ folgt, dal in einer Umgebung
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von | grad, ¥ = ty(t) gilt. Weil v eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Geodatische ist, folgt hieraus

hess (V" V") = £V I(Vs@grad v, Y = £V, [(Vp,((grad ) 0 7), Vi)
= £V {Vy+40),Y) =0.

Andererseits sieht man, indem man Y nach einem orthonormalen parallelen Ba-
sisfeld Ey, ..., E,, lings v mit E; = ¥ entwickelt, dak (Y1) = (Y')* gilt, also
folgt (weil Y+ mit Y ein Jacobifeld ist)

YT, vty 2 T (vhH =T v hh =0,

und wir haben auch (3.11) und damit (3.7) gezeigt.

Zu (3.8):

Wir fithren den Beweis wie in |11, Lemma 2.1] und gehen dhnlich zu dem des
Vergleichssatzes von Rauch vor, indem wir die Indexform in M gegen die des
Standard-Raumes konstanter Kriimmung C' abschétzen, die wir besser beherr-
schen.

Sei 7: [0,1] — M eine von gy € M ausgehende nach der Bogenlidnge parame-
trisierte Geodatische. Aus der Voraussetzung an [ folgt:

v besitzt keinen konjugierten Punkt. (3.17)

Seien Ey, ..., B, bzw. El, . E orthonormale parallele Basisfelder langs v bzw.
¥ mit £y =5 und E, = - er setzen Y := Yo (Y, E; ) E;, also gilt mit Yy = 0
auch Yy = 0. Ferner sei Z € J5 das nach (3. 17) und [7, 10.2] eindeutig bestimmte
Jacobifeld lings ¥ mit Zy = Y, = 0 und Z; = ¥;. Aus (3.17) und dem Index-
Lemma 2.5.4 folgt dann

I(Y,Y)>1(Z,Z) mit Gleichheit genau dann, wenn Y = Z. (3.18)
Wir zeigen als néchstes

I(Y,Y) > I(Y,Y)
mit Gleichheit genau dann, wenn (3.19)
Viepou [V 17K (oe) = IY[1*C

wobei 0, ein zweidimensionaler Untervektorraum von 77, M mit Y3, §(t) € oy sei.
[ Hierzu:
Nach Definition von Y und wegen E; =7, £; = 7 gilt

-----

< Y,,7(t) linear abhanglg
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sowie

(V,Y) =30 (Y, E)? = (Y,Y) (3.20)
(Y,4) = (¥, 7). (3.21)

Daher folgt aus K < C' = K

=0, falls Y¢,%(t) La.

Viepy (RV:N)T.Y)(E) = (Vi = (Y5, 9(1))* )K(ov)
=0, falls Y¢,3(t) La.

< (V) = (Yo, 5(1)* ) K (52)
= (R(Y,7)7.Y)(1),

wobei o, bzw. 0, zweidimensionale Untervektorrdume von T,y M bzw. Ty Mg
mit Y3, y(t) € oy bzw. Yy, (1) € 0y seien.
Aus der Parallelitét der E; bzw. E; langs v bzw. 7 und der Definition von Y folgt

aukerdem (YY) = 52" (Y’ E))2 = (Y',Y'), also ergibt sich

1Y) = [ (Y- RO @ d

!
> [ () - REDII) @ @
0
= I(Y)Y)
und aus Stetigkeitsgriinden gilt hier genau dann Gleichheit, wenn

(R(Y,4)%, Y) = (R(Y,7)7,Y),
d.h. (da nach (3.20),(3.21) [[YL1]|2 = ||V ||2 — (Y, 4)2 = |V L] gilt):
Vie Y 1PK (o)) = [VH]2C.

Damit ist (3.19) gezeigt. |
Zum Nachweis der Ungleichung in (3.8) geniigt es nun wegen (3.18) und (3.19)
zu zeigen, dafs gilt:

1(2.2)= (% —ke(1) (v, 5(1)* + ke(D)|v]* (3.22)

| Hierzu:
Sei U € *U5 parallel mit
Ui = Z— (Zu A5 (0). (3.23)
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Dann folgt aus D - (U,7) =0 (da 7 cine Geoditische ist) und (U, ¥(1)) = 0
(U,7) =0. (3.24)

Wir definieren eine differenzierbare Funktion S: [0,1] — R durch

sin(tv/C) .
sin(lt\/é) 1 C>0
S(t) = i : C=0
sinh(t4/|C|) C <0
sinh(l4/|C|)

(beachte, dafs der Nenner wegen der Voraussetzung an [ nicht Null ist). Offenbar
gilt:

S(0)=0, SI)=1, S(1)=ke(), S =-CS. (3.25)
Wir zeigen als néchstes:
~ 1 ~ . . -
Vieo, Z; = 7 (Z1,7(1) ty(t) + S()Us (3.26)
=\

( Da Z ein Jacobifeld lings 3 mit Z, = 0 ist, geniigt es wegen (3.17) und |7, 10.2]

zum Nachweis hiervon zu zeigen, daf Z e U5, definiert durch

7= 7 GuA(0) (1) + ST,

—_———
=)

ein Jacobifeld mit Zo =0 und Z = Z ist. Dak Z und~2 in 0 und [ gleich sind,
gilt wegen (3.25) und (3.23). Aus der Parallelitdt von U und 7 langs 7 folgt:

/

Vietos Z, = AtV p, ¥ +7(t)) + Vp, (SU) = Ny(t) + S' ()T,

Z =AVpy+8'U=8"U
Wegen Vte[o,”f{()\w(t)%—S(t)ﬁt, Y(t))A(t) = R(S( VU, At ))7(t) ergibt sich hieraus

~1"

7 +R(ZA)F = ST+ R(ST, 7 [TrenEzce2n

S'U+0sT 2
d.h. Z ist Jacobifeld. ) N N
Schlieflich gilt nach Satz 2.5.3 (da Z Jacobifeld mit Z, = 0)

(3.26)

1(Z,2) = (70, 7y “27 (A ) + ST, (1) + S ()T
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Def. \,(3.24),(3.25)

%<Zﬁ(l))2 +ko(D)(U, Un)
(3.23) 1

Z, (1)) + kc@(@n Z) — <Zﬁ(l)>2)

)Y, 3(D)* + ke ()Y

7
Z1=Y7,(3.20),(3.21) (1

|
-

Wegen Y, = v ist damit (3.22) gezeigt. |
Zu zeigen bleiben die Gleichheitsaussagen in (3.8):
Gilt in (3.8) Gleichheit, so folgt aus (3.19),(3.18) und (3.22), dak auch in (3.19)
Gleichheit gelten muf, also V(o ||V |2K (o)) = | ViH]2C = ||V C.
Gelte nun
Vie R(Y, 7(0)3(t) = C Y/, (3.27)

also auch Vieo | V;"[’K(0v) = ||¥;"]|*C. Dann folgt aus (3.19) (YY) = I(Y,Y).

dh (R(YA)H,Y)(8) = [V 20
Um nachzuweisen, dak in (3.8) Gleichheit gilt, miissen wir wegen (3.22) zeigen,
daR gilt I(Y,Y) = I(Z, Z), also nach (3.18) Y = Z. Da Z das nach (3. 17) und
[7, 10.2] eindeutig bestimmte Jacobifeld lings 7 mit Zo=Yy=0und Z, = Y,
ist, geniigt es zum Nachweis hiervon zu zeigen, daf Y ein Jacobifeld ist. Beweis

hiervon: B B B .
Aus der Definition von Y, der Parallelitit der F;, F; und Fy = 4, By = 7 folgt

}"/’,// _ Z£1<Y”’ EZ>EZ
Y=Y (Y, B E; =Y (Y4, E)E;.
Da Y ein Jacobifeld lings v ist, gilt Y = —R(Y,4)% G20 _ ¢ Y+, und es ergibt
sich weiter

Y'Y+ = Z<—R<Y, N, E)(YE B = —(R(Y, )4, YY) = —|YH|*C
. (3.28)
Y",3) = (Y",4) = —(R(Y,9)7,4) = 0. (3.29)
1. Fall: Y- =0

Wegen der Voraussetzung an [ und 3.1 besitzt v keinen konjugierten Punkt, also
folgt aus Yy = 0 und [7, 10,2] (da mit ¥’ auch Y ein Jacobifeld ist) Y- = 0, also
auch Y+ = 0. Daher folgt aus (3.29) Y = 0 = —R(Y+,7)7 = —R(Y,7)7, d.h.
Y ist Jacobifeld.

2. Fall: ;1 #£0

In diesem Fall gilt V)0 Y/t # 0 (denn sonst besiife v einen konjugierten Punkt,
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im Widerspruch zu 3.1). Aus ||Y1]| = ||YL|| sowie (3.27)folgt (da Y ein Jacobifeld
langs v ist)

Viewa 1Y) 1| = 1Y, 11 = IRV, 9)71(#) = IRQYE A3 = OV = [CIY -

Also gilt nach (3.28) Yoy [(Y, Y5 = ||V |IY;4]], und es folgt nach Cauchy-
Schwarz sowie |7, 7.31] (angewandt in M)

~ YR Y o)

\V/ )7” - Y y T~ e~ - —C?J—:—ﬁ ?l,’;t ~t
te]od] L (Y, ||Y;€J_||>||Y;€J_H t (Y, 3()7(t)
= —R(Y,, ()7 (t).

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch in ¢ = 0, und wir haben auch im 2. Fall
gezeigt, dak Y ein Jacobifeld ist. Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. U




Kapitel 4

Uber die Kriimmungsgrofen
iIsometrischer Immersionen, die in
normale Balle nach oben
beschrankter Krimmung abbilden

Wir werden im néchsten Kapitel bei den Beweisen der Hauptsatze 5.3.1, 5.4.1
und 5.5.1 eine isometrische Immersion f: M — M mit f(M) C B,(qy) betrach-
ten und Eigenschaften der in Kapitel 1 vorgestellten Hauptkriimmungen ¢%(po),
mittleren Kriimmung He(po) sowie des Richtungsvektorfeldes X, und der Stiitz-
funktion py, ¢(po) in Punkten py € M, die f sogar in S,(q) C B,(qo) abbildet,
ausnutzen. In diesem Kapitel ist unser erstes Ziel, diese Eigenschaften (siche Satz
4.5) zu beweisen. Das entscheidende Hilfsmittel wird hierbei die in Satz 3.9 erhal-
tene Abschitzung fiir die Hesseform des Quadrates der Abstandsfunktion sein.
Zuséatzlich werden noch zwei vorbereitende Lemmata benotigt.

Definition 4.1. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit und U
Teilmenge von M mit gy € U.

U heifst genau dann eine normale Umgebung von qy, wenn es eine sternformige
Umgebung von 0 in T;, M gibt, die durch exp,, diffeomorph auf U abgebildet wird.

Bemerkung. Ist B,(q) eine normaler Ball um ¢ in einer vollstdndigen riemann-
schen Mannigfaltigkeit M, so gilt offenbar r < r,,, wobei r,, der Injektivititsra-
dius von qq ist.

Wir setzen in diesem Kapitel stets die folgende Situation voraus, die in man-
chen Fallen auch noch weiter eingeschrankt wird:

Voraussetzungen 4.2. Seien m < m, M eine m-dimensionale riemannsche
Mannigfaltigkeit, M eine m-dimensionale vollstindige und zusammenhéngende
riemannsche Mannigfaltigkeit, fiir deren Schnittkrimmung K < C' € R gelte.
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f: M — M sei eine isometrische Immersion, ¢y € M , B.(qo) ein normaler
Ball (d.h. insbes. r €]0,74,]) und ¢ := 162 : M — R sowie U :=¢o f: M — R.

Lemma 4.3. Zusdtzlich zu 4.2 gelte f(M) C B,.(qo) und es sei p € M beliebig.
Dann folgt aus Satz 3.4, daff 1 in f(p) und ¥V in p differenzierbar ist, und es gilt

grad, U = (7' (grad ) o f)], (4.1)
vaTpM hGSSp\If('U, U) = H(;;Sf(p)w(f*va f*U) + <gr/\é;df(p)wv Oé('U, U)> (42)

Beweis:
Zu (4.1):
Sei v: | —e,e[— M ein differenzierbarer Weg in M mit v(0) = p. Dann folgt
(4.1) aus der Beliebigkeit von 4(0) € T,M und

(grad, ¥, 5(0)) = (Por)'(0) = (Yo (fo 7)) (0) = (grad s, , £.4(0))
= (" (grad ¥)) o ), 5(0)).

Zu (4.2):
Fiir alle p € M und X,Y € By (p) gilt

hess,U(X,,Y,) = (VxgradV,Y),=X,- (grad¥,Y) — (grad ¥, VyY),
X, ((grad ) o £ LY) ~ ((eradv)o f, LYKV ),

=Vx(f:Y)—a(X,Y)
= hess;p)Y(fv, fuv) + (grad ¥, (v, v)).

W~
—

O

Lemma 4.4. Zusdtzlich zu 4.2 gelte m = m+ 1 und f(M) C B.(q) \ {q}-
Dann ist das Richtungsvektorfeld X € U (M) von f bzgl. qo definiert, d.h.
genau (vgl. Def. 1.3.2) 04, ist in allen Punkten f(p) mit p € M differenzierbar.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Satz 3.4. U

Satz 4.5. Vor.: Zusdtzlich zu 4.2 gelte im Falle C' > 0: r < ﬁ

AufSerdem seien f(M) C B,(qo) und po € M mit 04 (f(po)) = 1.
Beh.:

(i) Es existiert & € Uy (po) mit ||| = 1 derart, dap fir alle i € {1,...,m} gilt
i (o) < —ke(r) (<0)  und  He(po) < —ke(r) (< 0).
(it) Isth =m+1, so gilt fir alle & € By (po) mit ||€]| =1 und i,j € {1,...,m}

5 (po)¢5(po) > 0
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95 (o)l = ke(r) (> 0)  und  [He(po)| 2 ko(r) (>0).  (4.3)

Wenn auferdem qy ¢ f(M) ist, folgt aus Lemma 4.4, daff das Richtungs-
vektorfeld X von f bzgl. qo definiert ist, und es gilt

Xpo: &po stnd linear abhdngig
Pane(0) 5 (p0) = =1 X0 l[1625 (p0) | (< 0).

(iii) Ist zusdtzlich M wvon konstanter Krimmung C € R und existiert
U € Umg(po, M) mit §,, © flu = r, so gilt in (i) und (ii)(4.3) jeweils
=" anstatt ,<” bzw. ,>".

Beweis: Zu (i) und (ii):
Zunichst folgt aus der Voraussetzung an r und Lemma 3.6 (iii)-(v)

ke(r) > 0. (4.4)

Aufserdem folgt aus der Voraussetzung an r, der Wahl von py und Satz 3.4, daf
¢ =162 und §,, in f(po) differenzierbar sind, also gilt

q0

grad ()1 = £ 284, (£(po)) grad )84 = 7 grad )0, - (4.5)

Sei p: | —e,e[— M eine Geoditische mit (0) = po, (1(0) # 0 und sei € € Ry so
klein, daf Wopu =1 o fopu: | —ee[— R differenzierbar ist. (Eine solche Wahl
von ¢ ist moglich, da ¢ in f(pg) differenzierbar ist.) Aus f(M) C B,.(go) und
8o (f(p)) = r folgt, dak ¥ = ¢ o f in py maximal wird, und es gilt

(10 f o 1) (0) = (grad 1), fuf(0)) (4.6)
> glf u) (0) = hessy, W(i(0), (0)) (4.7)
= hess () U(£of(0), fi1(0)) + (grad g, ¥, a(ii(0), i(0)) .
Aus (4.6) folgt wegen der Beliebigkeit von 1(0) € T,, M \ {0}
grad ¥ € Ly, (f), (4.8)

und aus Satz 3.9 (dort M = M und I = r) folgt

0
0

hess (o) (f2f2(0), fofi(0))

> (0~ ke (r)(Fi(0), + grad g 0 + ko) [(0) ) (49)

(4.8) H 9 /l(O)#>07(4-4)

= rko(r)]|/(0)

somit gilt nach (4.7)

—(grad (), a(i1(0), 4(0))) > rke(r)|(0)]* > 0. (4.10)

0,
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Nach 3.5(ii)(3.3) (dort M = M) gilt ||g;";df(po)¢|| = r und wegen (4.8) existiert
demnach

grad )V (4.5 —
—

€€ mj(po) mit ||€|| = 1 und &, = =" grad (,,)3q- (4.11)

Seien i € {1,...,m} beliebig und fortan £1(0) sogar Hauptkrimmungsrichtung
zur Hauptkriimmung ¢S (p,), insbesondere gilt dann ||f2(0)|| = 1, und es folgt

Sloo) = hel0),10) = (-6, (FomO))
= Dy (=Eon (Fom)+ {6 Vi (Fon)
o =0 [7’U7ib><2>]<spov,am(omw)» (4.12)
B o). (o))
2 e @o.

Hieraus und der Definition von He(po) in 1.1.2(ii) folgt (i).
Gelte nun m = m + 1. Dann gilt fiir jedes Einheitsnormalenfeld £ € U (po)

Voecence & gn sind linear abhéngig, d.h. §, = j:gn. (4.13)

p

Hieraus und aus (i) folgt die erste Hilfte der Behauptung von (ii).
Ist zusétzlich gy ¢ f(M), so ist nach Lemma 4.4 das Richtungsvektorfeld X von
f bzgl. qo definiert. Dann gilt

1.3.2(i

) — (4.11
Xpo = sc(r)grady,)dq,

= : SC(T) 5}707

d.h. X, und &, sind linear abhéngig und X,, = || X,,|/&p,- (Beachte, daf wegen
der Voraussetzung an r sc(r) > 0 gilt.) Dann folgt

1.3.2(id) (4.12)
Paoe(P0) 25 (P0) = (X &) 95 (00) = [ Xo |5 (p0) =" —[1 X0 1625 (00)]

und wir haben wegen (4.13), der Beliebigkeit von ¢ € {1,...,m} und

_¢ 112
Pqao,—€ ¥P; $l= (X, =€) (“Pgm—iﬂ) = (X,§) Spfn—iﬂ = Pqo.& ‘an—zurl

auch die zweite Hilfte der Behauptung von (ii) gezeigt.

Zu (iii):

Der Beweis lduft analog zu dem von (i) und (ii) mit dem Unterschied, daf auf
Grund der zusdtzlichen Voraussetzungen einige der obigen Abschitzungen zu
Gleichungen werden:
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Gilt sogar 6,4, o fly = r mit U € Umg(py, M), so folgt, dak in (4.7) ,,=" statt ,>"
gilt. Wenn aufserdem auch K=C gilt, so folgt aus Satz 3.9, dak in (4.9) ,=" statt
,>" gilt. Diese beiden Gleichungen haben zur Folge, daf auch in (4.10) ,,=" statt
,>" und somit in (4.12) ,=" statt ,<” gilt. Hieraus und aus (4.13) folgt (iii). O

Korollar 4.6. Vor.: Zusdtzlich zu 4.2 gelte im Falle C > 0: r < 2” .

Weiter sei M kompakt sowie f(M) C B,.(qo).
Beh.: (HO ERA \Vlgem]%J‘g”:l |H§| S HO) — HQ Z kc(r)(> 0)

3

Beweis: Wegen der Kompaktheit von M, der Stetigkeit von §,, (nach 1.2.3(i))
und f sowie f(M) C B,(qo) existiert ein minimales ¥ € Ry mit 7 < r und
f(M) C Bi(qo) sowie pg € M mit 0,4 (f(po)) = 7. Aus Teil (i) des Satzes folgt
dann Hy > ke (7) und nach Lemma 3.6(ii)-( v) gilt ko (7) > ke (r) > 0. O

Wir zeigen als nichstes Theorem 1 in [10]. Es besagt, dafs ein dhnliches Er-
gebnis wie das letzte Korollar auch fiir eine vollstdndige und zusammenhéngende
riemannsche Mannigfaltigkeit M mit nach unten beschrankter Skalarkriimmung
(anstelle einer kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit M) gilt. Im Gegensatz
zu allen librigen Resultaten dieses Kapitels ist dies keine Vorbereitung der Be-
weise der Kriterien fiir kompakte sphérische Hyperflichen in Kapitel 5.

Hauptsatz 4.7 ([10, Theorem 1|). Vor.: Zusdtzlich zu 4.2 sei M vollstindig und
zusammenhdngend mit nach unten beschrinkter Skalarkrimmung s. Auflerdem

gelte f(M) C B,.(qo) sowie im Falle C > 0:r < /el

Beh.: (HO S R A v§€w}_7”5”:1 ‘Hg‘ S HO) = HO 2 ﬁ kC(T)(> O)

Bemerkung. Zu einer isometrischen Immersion wie in der Voraussetzung exi-
stiert immer ein Punkt p € M und ein Einheitsnormalenfeld ¢ € %J%(p) mit
[He(p)] > =*=ke(r) > 0, denn anderenfalls folgte aus dem Hauptsatz ein

—m

Widerspruch. Im Falle C' < 0 heifst dies wegen Lemma 3.6(v) insbesondere

He(p)l > 724 VIO

Beweis: Wir fithren den Beweis wie in [9, Theorem H| und gehen folgender-
mafen vor:
Gelte die linke Seite der Behauptung, d.h.

FHoer Veent ¢=1 [He| < Ho. (4.14)

Als Immersion ist f lokal injektiv, also nicht konstant vom Wert ¢o. Wegen m < m
und f(M) C B,(qo) existieren daher ¢ € B,(q) \ {qo} und p € M mit f(p) = q.
Wir werden mittels des Satzes von Omori zeigen, dak eine Folge (py)nen, in M
existiert, so daf fiir alle n € N gilt
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47q
162 (F(pa)) = U(pa) > (F) = 362 (@) "> 0
|grad, W|| <X (4.15)
Ve, m\{o} hessp, ¥ (v,v) < %||v||2
Wir setzen
(4.15),Vor.
vn€N+ ln = 5qo(f(pn)> < ]07 T] (4]‘6)
und werden weiterhin zeigen:
- 1 3L 1
ElnoeN+ EILE[O,oo[vnEN+,n2no ln(m - m)HO > lnkc(ln)(l - ﬁ)2 - ﬁ - E (417)

Aus (4.17) ergibt sich die Behauptung wie folgt:

(4.15) (4.16)
Wegen 0q4,(q) < 040(f(pn)) = I < 7 ist (Iy)nen, eine Folge in der kom-
pakten Menge [0, (q), 7] und besitzt daher eine konvergente Teilfolge. O.B.d.A.
konvergiere die Folge selbst gegen ly € [d,,(¢),r]. Dann folgt aus (4.17) und der
——
(4.15)
>0
Stetigkeit von k¢ fiir n — oo
~ 1
lo(m - m)HO 2 lokc(lo), d.h. HQ Z = kc(lo)

m—m

Wegen Lemma 3.6(ii)-(v) und der Voraussetzung an r ist kc|jo, streng monoton
fallend und grofer Null, also folgt ko (lg) > ko(r) > 0 und die Behauptung ist
gezeigt.

Zu zeigen bleiben die Existenz der Folge (p)nen, mit (4.15) und (4.17).

Zur Existenz der Folge (pn)nen, mit (4.15):

M ist eine m-dimensionale vollstdndige und zusammenhangende riemannsche
Mannigfaltigkeit. ¥ = 362 o f: M — R ist wegen f(M) C B,(qo) und Lem-
ma 4.3 eine nach oben beschrinkte differenzierbare Funktion. Die Existenz des
n-ten Folgengliedes der Folge (p,)nen, folgt daher aus dem Satz von Omori 2.4
(dort € := 1), wenn wir zeigen, da die Schnittkriimmung von M nach unten
beschrankt ist. Wir zeigen sogar :

EIDGR vaM vwl,wQETpMorthonormal |K(Spann{w17 w2})‘ S D (418)

Beweis hiervon:
B,.(qo) ist eine beschriankte und abgeschlossene Teilmenge der vollstdndigen rie-

mannschen Mannigfaltigkeit M, also nach dem Satz von Hopf-Rinow [7, 10.26]
kompakt. Wegen f(M) C B,(q) gilt daher nach Satz 2.3.2

JEer VpeM Vo 2—dim. UVRvon T, M K(f.0)| < E. (4.19)
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Ferner existiert nach Voraussetzung F' € R mit s > —F. Wir setzen:

G :=m(m —1)C +m?*(m —m)HZ + m(m — 1)F (4.20)
D=E+G (4.21)

und zeigen, daf dieses D (4.18) erfiillt.

Seien p, wq, wy wie in (4.18). Wir koénnen ws, ..., w,, € T,M finden derart, daf
Wi, ..., Wy, eine Orthonormalbasis von T,M ist. Des weiteren existieren
&, &mem € Vp(p) mit (&,&) = o fir k1 € {1,...,m — m}. Dann gilt
a, = 7" he,|,&klp und aus Definition 1.1.1(iii) sowie der Gauk-Gleichung |7,
8.6(3)| folgt

Z”ﬁ; K(Spann{w;, wj})
1#]

s(p) = m( Y
= ( ZK Spann{ f.w;, faw;}) +Z a(wg, w;), a(w;, w;))
mim i#] i#£]
_Z wwwj wiawj»)
i#£]
= — K(Spann{ f.w;, faw
T 1y (2 Rispamn fas f)
_'_Z Z hﬁk Wi, W; £k|p7 Z h’ﬁl w]7w] gl >
i#j k=1
_Z Z h’ﬁk w27w] £k|p7 Z h’ﬁl w27w] gl >)
i#j k=1
= — K(Spann{ f.w;, fiw;})
m( ; !
+ Z thk(wivwi)hﬁk(whwj) - Z Zhﬁk(wi>wj)2)
k=1 i#j k=1 i#j
= — K(Spann{ f.w;, faw;})
m( ; J
+ Z Z hfk Wy, Wy hﬁk(wjij) Z hfk(wi>wj)2)‘
k=1 1,j=1 k=1 i,j=1

g

—m2H§k ( )2

Da nach Voraussetzung K < C, [He,| < Hy gilt und wegen s > —F, also —s < F,
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folgt hieraus

YD e (wiwy)? = Y K(Spann{ fuwy, fuw;})
k=1 i,j:lT i#]

+m? Z He, (p)? — m(m — 1)s(p)

< m(m—1)C +m?( — m)H2 + m(m — 1)F “2” g,
also gilt insbesondere
m—m 2
S he(wiw)? < G (4.22)
k=1 i,j=1,i<j

Eine erneute Anwendung der Gauf-Gleichung |7, 8.6(3)| ergibt

K(Spann{w;, ws}) = K(Spann{fowi, faws})
+< (w1, wr), a(wy, wz)) — ((wr, wa), a(wy, wa))

— (~Spamn{f*w17 fawa})

+ Z (hfk (wb wl)hﬁk (w2> w2) - hfk (wh w2)2)'
k=1

Da fiir jedes k € {1,...,m — m} gilt
|h§k (wb w1)||h§k (w2’ w2)| < hfk (wh w1)2 + hﬁk (w27 w2)2 )

folgt hieraus und aus (4.19), (4.22)

[K(Spann{wy, wo})| < [K(Spann{ fowy, fuws})|

m—m

Z |h€k wy, Wy ||h§k(w2>w2)| + |h£k(wl’w2)2|)
k=
< K (Spann{f wy, frwa})]

Z he, (w1, w1)? + he, (wa, W) + he, (w1, wo)?)
k=

< B+c" ;

also gilt (4.18) und die Existenz der Folge (py)nen, mit (4.15) ist bewiesen.
Zu (4.17):
Wegen der Voraussetzung an r und f(M) C B,(qy) existiert nach Satz 3.2 und
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[7, 10.24(i), 10.14(ii)] zu jedem n € N, eine eindeutig bestimmte nach der Bo-
genldnge parametrisierte Geodétische ~,: [0, 1, | — M von ¢y nach f(p,).

=0qq (f(Pn))
Nach Satz 3.5(1)(3.3) (dort M = M) ist ¢ in f(p,) differenzierbar und es gilt:
— (4.16)
vnEN+ ||gradf(pn)¢|| =, >0 (423)

Seien n € N, und v € T, M \ {0} beliebig. Wegen (4.23) existieren eindeutig
bestimmte w; , w; € Ty, M mit

fov=w! +w}

wik, gr/ja/df ) linear abhingig (4.24)
(wl wt) =0,
also gilt
1 1 1L 1 T
loyll = —=—=———l(wy, gradsq,)¥)| = ~[(fev, grady, )|
"gradf(pn)¢|| n
1 — 4.3(4.1) [vllllgrad,, |
= 1 ((gmad ) o Al )| LY v grad,, 1)) < ST
und somit N 4w
o] Jiod, 91 029 1 .
lvl] — L, nl,
Hieraus folgt weiter
Ifeoll _ witwyll o Jlwgll+Hwall - will 1
1= [[o]] o S [[o]] < el tou
d.h. o
1 w
— u (4.26)
nl, vl
Nun ist nach (4.15) I, = 4(f(Pn)) > 64(q) > 0, also folgt —— < s @ 2.

Daher existiert ny € N derart, dals die linke Seite von (4.26) fiir alle 1 > ng
positiv ist, und wir erhalten aus der Beliebigkeit von n € Ny und v € T),, M \ {0}
bei den obigen Uberlegungen:

) y - Ly [wy |I? (4.27)
n€Ny n>ng VoeTp, M\{0} nl, o] |

Wegen f(M) C B,(qy) und Lemma 4.3 ist ¢ in jedem Punkt f(p) mit p € M
differenzierbar. Wir kénnen daher fiir jedes p € M die lineare Abbildung
Ly : TipM — TjpM
x — ngradzﬁ
definieren und werden zeigen

0 < L:=sup{|Lspll|pe M} <oo, (4.28)
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wobei || ... || jeweils die Operatornorm von E(Tf(p)ﬂ, Trp) M) bezeichne.

| Zu (4.28):

B,(qo) ist eine beschriankte und abgeschlossene Teilmenge der vollstdndigen rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M, also nach dem Satz von Hopf-Rinow |7, 10.26]
kompakt. Aus Satz 2.3.1 ergibt sich die Kompaktheit von U(IEBT((IO) T;M. Ferner
existiert wegen der Voraussetzung an r und Satz 3.4 eine offene Obermenge U
von B,.(qo) auf der ¢ differenzierbar ist, und wir werden zeigen:

IV_grad || : U Tq]T/f — R ist stetig. (4.29)

qelU

Dann folgt aus der Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen

sup{[[Vagrad |||z € | ) T;M} < oc.

g€Br(qo0)
Wegen Vpenr || Lyl = sup{[|V,grad | |x € T}, M} und f(M) C B.(qo) gilt
daher L = sup{||V,grad ¢|| |z € Upens 77 o) M} < 0.

Zu zeigen bleibt (4.29). Beweis hiervon:
Bezeichne p : TM — M die (differenzierbare) Fupunktabbildung. Sei ¢; € U
beliebig und (Ej, ..., E5) auf einer Umgebung G C U von ¢; definiertes ortho-

normales differenzierbares m-Beinfeld. Dann gilt fiir alle z € | gec LaM

(@, Eilp@)) Eilp)

8
I
.M3?

=1

e

V,grady = (@, Eilp())V 1)y grad ¢

I¥
—

7

_ Z idyir: Eiop) (Vegrady) op ) (x).

=1

Vv
dlfferenmerbar differenzierbar

also ist V__grad : Uqer TqM — TM (lokal) differenzierbar. (4.29) folgt dann

aus der Stetigkeit von ||...|| : TM — R. |
Aus (4.28) folgt fiir alle n € N, und w,w € Ty, M

[hess o (w, @)| = [(Vygrad ¢, @)| < Lijwl|| @],

also hess(w, @) > —L||lwl|||@||. Daher folgt fiir alle v € T, M \ {0} aus (4.24)

v HQheSSan Y(fuv, fev)
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= —=hessyp,) Q/J(w;p, wg)

lv ||2
Mo ||2

orghess ¥ (wy  wy)

o H2

oz hess ) (wy, wy)

1~ 2L[lwy|[llwy || Lllwy|?
> ——hess;)Y(wl,w) — v il vl v
R [o]? [o]]?
@2 1 -~ lwy ] 1 lw |l 1
> ——hess (W, wl) — Ll Lo
o™ ol nln [o]l iy
Nach (4.24) gilt |fv]]? = (! + whw! + w}) = ||[wl|? + ||w}|? also
Jwg ||, lwy || < [l fevll = [|v]| und ”Tv”H” Hﬁ”l”” < 1. Somit ergibt sich aus der letzten
Ungleichung:
T T 3L
hessf(pn ¢(f*v> f*v) > hessf (pn) ’(/)(wv ,wv) - —

nl,,

lv ||2 lv ||2

Wegen (4.24) gilt (wf,g;;df(pn)w) = 0. Daher folgt weiter aus Satz 3.9 ange-

wandt auf v,: [0,1,] = M (beachte, daf nach (4.16) und der Voraussetzung des
Hauptsatzes die Voraussetzungen von Satz 3.9 erfiillt sind):

lwi > 3L
—hess JU(fev, fv) > Lke(ln)
v ||2 o Jol® nl,
Somit haben wir wegen (4.27) gezeigt:
1 — 1 ., 3L
VneNy n>no VoeT,, M\{0} o ||2hessf Pn) Q/’(f v, fav) > lke(l, )(1_71—[) Tl (4.30)
Wir beweisen nun, daf fiir alle n € N, und alle Orthonormalbasen vy, ..., v,
von 1), M gilt:
gradf Z a(vi,v;)) > —l,m(m —m)Hy (4.31)

| Seien &,...,&n € %J%(pn) mit Vi ieq1,...m} (€, &) = 0. Dann gilt nach Bemer-
kung 4.) und 2.) zu 1.1.2 fiir alle ¢ € {1,...,m} a(v;,v;) = D 7" he, (Vi 0:)Eklpn
und

m m—m m
2 alow) = 2 (Rt v, = ZmHgk Pu)Eilp, -
=1 k=1 =1

Daher folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

gradf Z alvi,v;)) = — ||gradf(pn)¢|| m I Z He, (1) &kl pn |
i=1 N—— o

(4. 23) N ,
n
14)

<ZZL 1m‘H£k(Pn)\ < (m—m)Hp
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> —l,m(m —m)Hy,

und (4.31) ist gezeigt. |

Wir zeigen schliefslich (4.17):

Sei n € Ny mit n > ng und vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von 7}, M. Dann
gilt

m (4.15)

m
— > Z hess,, ¥ (v;, v;)
i=1

i=1 i=1
(4.30),(4.31) 1., 3L -
also ergibt sich
1 3L 1
l(m—m)Hy > Lke(l,)(1——)?2——"F—=
(= m)Hy > Lke(l)(1= =) = = —
und (4.17) ist bewiesen. O

Die weiteren Hauptsitze dieser Arbeit geben hinreichende Kriterien dafiir,
dak das Bild einer isometrischen Immersion f: M — M einer m-dimensionalen
in eine (m + 1)-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit isometrisch zu einer
Sphire des E™! ist. Beim Nachweis hiervon geniigt es zu zeigen , daf ¢y € M mit
f(M) = S,(qo) existiert, wenn man weif, dak S,.(go) isometrisch zu einer Sphére
des E™*! ist. Zum Abschluf dieses Kapitels wollen wir daher ein Kriterium dafiir
angeben, daf eine Sphire in M isometrisch zu einer Sphire im E™*! ist. Das
entscheidende Hilfsmittel hierfiir ist der folgende Satz:

Satz 4.8. Zusdtzlich zu 4.2 sei im Falle C > 0: r < %
Gelte ferner m = m+ 1 und f(M) = S,(q). Dann folgt:
(i) K=C = [H|=ke(r)
(Beachte, daff |H| nach Bemerkung 3.) zu 1.1.2 auf ganz M wohldefiniert
ist.)

(i) [H| =ke(r) < vﬁe‘ﬂj%,||§|\:1vz’,je{l m} |<Pf| =ko(r) A @?@? >0

(11i) |H| = ko(r) impliziert:
1.) U.(qo) ist isometrisch zu einer offenen Vollkugel vom Radius r in M7,
2.) Fiir;/allf q € B.(q) und alle zwei-dimensionalen Untervektorriume o
von T,M: K(o) =C.
3.) M ist von konstanter Kriimmung ko(r)? + C = —+

sc(r)?”
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Beweis: (1) ist klar nach 4.5(iii) und (ii),,<=" ist trivial.
Wegen f(M) = S,(qo) gilt nach 4.5(ii) fiir alle £ € Uy mit [|¢]| = 1 und alle
i, € {1,...,m} [¢f] > ko(r) und ¢

Z-goﬁ > (. Wegen letzterem folgt zunéchst aus
der linken Seite von (ii)

1 — 1 &
kc(r)=|Hg|=E|Z<p§| ZEZIs@ﬂ
=1 =1

und sodann wegen ersterem Vie{1,...,m}|80§\ = ke (r), also gilt (ii).

Zu (iii) 1.):

Wie im Beweis von [4, Theorem 4(iii)| skizziert, geben wir die Isometrie explizit
an und gehen folgendermafsen vor: -

Seien ey, ..., €n,41 eine Orthonormalbasis von T, M und ey, ..., ¢,y eine Ortho-
normalbasis von E™*!. Wir zeigen zunichst

u:. UF(QO) —> UT<OE77L+1>
m—+1 . 1
q — ) {expy, | noit (@), e) e
; @ Iy T g, ) (4.32)
exp,, (Y0 (x,e)e;) < x
ist ein Diffeomorphismus mit d_,, ., 0 u = dg,.
[ Zu (4.32):
€XPy, |UTq0M(0 . U;?FQOM(OqO) — UM(qp) ist wegen Satz 3.2, der Voraussetzung an
r a0

r und |7, 10.24(i)] ein Diffeomorphismus, also ist

Uy(%) — B
m+1

— -1

q — Z(equo |UTq0M 0 (Q) ) 6i> ¢
- 70 (04)

eine differenzierbare Abbildung. Da fiir alle ¢ € Uy (qo) gilt

m—+1

— -1
5§Em+1 ( Z<eprI0 |U7quﬁ(0q0) (q) ) ei> ei)
i=1
m+1
1.2.4 - -1 — -1
- i;<eXpQO |U7Tq0 M(Oqo) (Q) ) ei><equo ‘U;fqo M(Oqo) (Q> ) €j> <ei7 ej>
M :(eivej>
_— - o [7,0117a)]
= |lexp,, IUT%M(O : (@IF =" 46,(a),
r q0

geniigt es offenbar, zum Nachweis von (4.32) zu zeigen:
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a) u ist injektiv
b) u ist surjektiv
)

v93€Ur-(0Em+1) u_l(gj) = equo (Zz 1<,T ¢ > )
d) v~ ist differenzierbar

Zu a):
Seien ¢,q € UM(qy) mit u(q) = u(q). Da ey,..., ¢, eine Basis von E™*! ist,
folgt aus der Definition von u fiir alle s € {1,...,m + 1}
— —1 — —1
<equ0 |UTT‘10M(0qo) (9), ei) = (equo | TCIOM(Oq ) (@) e
also
I 1 m+1 . 1
P b,y (D)= Zl<equ° g, (@) e
m—+1 o 1
= Zl<equ0 |UT-TQOM(0qO) (a) ) 6,') €;
— -1
= equo |U3~q0 M(Oqo) (a)
== q=q.
Zu b) und c):

Sei ¢ € U,(Ogm+1) beliebig, also ¢ = ZmH(;, deund 7 > Jlef)? = S0 e
Wir setzen x := > " (1, ¢;)e; € T,, M. Dann gilt

m

[7,0117a)]
Oy (expg (2)) =" P =D (ren)? <07
=1
d.h. exp,, (v) € U,{W(qo) und

m+1 m-+1 ma1

Def. u

u(expy, () "= (wehe =Y (e e)e =Y (ree =t

Jj=1 i,j=1 i=1

Damit sind b) und (wegen a) auch) c) klar.

d) folgt sofort aus c) |

Sei gy € MZT' beliebig und €,...,¢, eine Orthonormalbasis von Tz MJt!.
Vollig analog zu (4.32) sieht man ein, daf

~ MIT
u : U, (qo) — Ur(OEmH)
m—+1 . 1
q — m+1 ,NZ‘ ¢;
q ; equ0| T Mt (0 (a) 6) (4'33)
expg, (Y0 (x,e)€;) x

ein Diffeomorphismus mit oy, , © u = g, ist.
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(iii) 1.) ist bewiesen, wenn gilt

— m—+1
utou:UM(q) — U ¢ (qo) ist eine Isometrie.

Zum Nachweis hiervon geniigt es offenbar zu zeigen:

v v T uo| = ||| (4.34)

q€UM (q0) " 0eTy M H

Beweis hiervon: -

Seien ¢ € UM(qo) und v € T,M beliebig.

1. Fall: ¢ = qq

Wir setzen © = Y7 (v, ¢;); € Ty M+, Dann gilt nach (4.32) und (4.33)

m+1 ) m+1
T -1 [7,9.4(iv)]
U*U = Z<equ0 |UTqOM(O ) *qo b y €i> ¢; — Z <U’ ez.> ¢;
i=1 " 0 =1
:<D,8i>
794()] o — T s
= Z<equ~0 | Tgo IVI"C’,L+1 *q0 v, e’i) C; = U4,

i=1 Ur (Ofio)

also [[u; u,o]? = [[o]|* = 327 (0, €)% = 377, (v, €5)” = [|o]|*.
2. Fall: g # qo
Fir v = 0, ist (4.34) klar. Daher kénnen wir im folgenden 0.B.d.A. annehmen,

dafs v # 0 ist.
Sei | := 04(q) > 0. Wegen der Voraussetzung an r, Satz 3.2 und |7, 10.24(i),
10.14(ii)| existiert eine eindeutig bestimmte nach der Bogenldnge parametrisierte
Geoditische v: [0,7] — M mit v(0) = qo, 7(I) = ¢ und y(r) € S,(g). Nach
Voraussetzung gilt f(M) = S,(qo), also existiert p € M mit f(p) = v(r). Seien
ferner v” bzw. vt die zu 5(I) tangentiale bzw. normale Komponente von v und
Y € J, das nach 3.1 und |7, 10.2| eindeutig bestimmte Jacobifeld langs v mit
Yy = 0 und Y; = vt. Dann gilt also (Y, 4(0)) = (Y;,4(r)) = 0 und aus [7, U 92e)]
folgt

(Y, 4) = 0. (4.35)

Bezeichne i : S,.(q0) — M die Inklusion der m-dimensionalen reguliren riemann-
schen Untermannigfaltigkeit S, (qo) von M (vgl. Satz 3.5(i), dort M = M). Aus
Dimensionsgriinden gilt dann wegen f(M) = S,(qo) auch fu,T,M = i.50,)Sr(qo)-
Da nach Satz 3.5(ii) (3.3), (3.4) (dort M = M und ¢ = f(p)) aukerdem
F(r) L dspp)Sr(qo) gilt, folgt aus m = m + 1:

Tf(p)]f\z ist die orthogonale Summe von f,7,M und R¥(r). (4.36)
Wegen (4.35) existiert dann v € T, M mit Y, = f.v. Wir behaupten:

K(Spann{Y,4})[jo,) = C (4.37)
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| Hierzu:
Bezeichne I die Indexform von 7. Wegen Satz 3.9(3.8) geniigt es zu zeigen

YE=0 oder I(V,Y) = (5~ ke 30 + olPke(r).

Im Falle Y “2” v £ 0 folgt aus Yy = 0, Satz 3.1 und |7, 10.2]: 0 £ Y, = fov
also v # 0.

Wegen f(M) = S,(qo) ist ¥ = 362 o f konstant vom Wert 372 Daher ergibt
sich aus Satz 3.9(3.7) (dort M = M, [ =rund v = f.v) und Satz 3.5(3.3) (dort
M =M und q = f(p))

Lemma4 3(4.2)

0 = hessVU(v,v) hessz/)(fv fav) + <g/1;;df(p)¢,a(v,v))
= rI(Y,Y)+r{¥(r),a(v,v)),

also folgt aus Satz 3.9(3.8) (dort M = M,l=rund v = f«v), v # 0, der
Voraussetzung an r und Lemma 3.6

1

—(ir) alv,v) = I.Y) = (= =ke(r)) {fo,4(r)) +[[v]*ke(r) > 0.
(4.35)

=(Yry(r)) =70

Da v nach der Bogenlénge parametrisiert ist, existiert wegen (4.36) £ € Uy (p)
mit ||€|| =1 und &, = (), also gilt nach der letzten Ungleichung

IYVY) = =(3(r),a(v,v)) = =he(v,v) > 0.
Hieraus folgt, da wegen |H| = ke(r) (nach Voraussetzung von (iii)) und (ii)
Agp = kc(’r’) idTpM oder Agp = —kc(’l“) idTpM gllt
1 .
IV)Y) = =he(v,0) = keIl = (= =ke(r)) {fe0,4(r))° +]ol*ke(r),
~————
(¥ 3?20

und (4.37) ist bewiesen. |

Beachte, daf beim Nachweis von (4.37) ¢ € U;M\{qo} und v € Tq]\7\{0q} beliebig
waren. Daher haben wir gezeigt

Vielor Ver, o, 17 (0 # 0 = K(Spann{two*, 4(1)}) = C). (4.38)

Seien Fy,..., En1 € 0, parallel lings v mit Vicqr, mt1y Eilo = €, d.h. (da
€1, ..., emt1 eine Orthonormalbasis von T, M ist) Ey, ..., £, ist ein orthonor-

males paralleles Basisfeld langs . Dann gilt

-----

m+1

Y = sclon Y (Y, Eilo) E:. (4.39)

i=1
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| Hierzu:
Analog zum Nachweis von Formel (2) im Beweis von |7, 7.31] sieht man ein, daf
aus (4.38) fiir alle X € 0., folgt

ky(X) = (Ryp(X,9)3, X) = C (X, X) — (X, 9)).
Fiir alle X € U, setzen wir nun ﬁ(X, 4)4 := C X*. Da fiir alle solchen X gilt
k(X) = (R(X,3)7, X) = O (X, X) = (X, $)%) = k;(X),

folgt aus der Tatsache, dak Ry (..., %)% nach Formel (9) im Beweis von [7, 7.30]
durch k. eindeutig bestimmt ist:

N (4.35)
R;(Y,¥)y=CY+ =" CY
Weil Y ein Jacobifeld langs v ist, d.h. Y + Ry(Y,9)% = 0, bedeutet dies

m+1
Y (V. E) +C(Y, E))E; =0,
i=1
also Vicq1 . miny (Y, E;)" + C{Y,E;) = 0. Hieraus und aus ( Yy , Eilo) = 0,

=0
(Y, E;)'(0) = (Yy, Ei|o) sowie der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichun-
gen (vgl. z.B. |6, 9.11, 9.12|) und Definition 1.3.1 folgt

-----

also gilt Y = S NY ENVEs = soljon Sort Yy, Eilo) B, doh. (4.39) ist gezeigt. |
Nach (4.32), (4.33) gilt oz (a ' (u(y(1)))) = I < r. Daher existiert nach Satz 3.2
und |7, 10.24(i), 10,14(ii)| eine eindeutig bestimmte nach der Bogenlénge para-
metrisiere Geoditische : [0,7] — Mgt mit 5(0) = go und F(1) = @ (u(y(1))).
Dann gilt:

Viet,..mr1y (7(0), &) = (3(0), &) (4.40)
[ Denn wegen u(y(l)) = u(y(l)) folgt zundchst aus (4.32) und (4.33)

m—+1
— -1

Z(equo |UTq01T7 (’Y(l)) ) €i> ¢;

— 70 (04)

m—+1
— -1

=D fexpg, | oy (YD), €) ;.
; qo0 UTTqO Mz (0,)
Da v und 7 Geodétische mit v(0) = go und 7(0) = qo sind, gilt y(I) = exp,, (I7(0))
und 7(I) = expg, (17(0)), also ergibt sich sodann

SN (0), ) e = SSTEHIA(0), &) e
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und weil ey, ..., e,y eine Basis von E™" ist, gilt (4.40). |

Seien El, . Em+1 € Uy parallel langs ¥ mit Ve m+1}E lo = €, d.h. (da
€1,...,6ms1 eine Orthonormalbasis von TqO]\/[erl ist) El, e Em+1 ist ein ortho-
normales paralleles Basisfeld lings 7. Wir definieren

.....

m—+1
Y i=sclon Y (Yo, Eilo) E; € 5
=1
und zeigen, dals gilt
(Y,3) = 0. (4.41)

| Denn aus der Parallelitit der E; langs 7 und der Tatsache, dafs ¥ 7 eine Geodati-

sche ist, folgt fiir alle i € {1,...,m+ 1} D - (E;,7) = 0, also ist (E;,7) konstant

vom Wert (Ejlo,7(0)) = <’éﬁ(0)> 2 e, 5(0)) = (E;lo,4(0)). Daher folgt aus

der Definition von Y

m—+1

Y. 3) = sclion Y (Yo, Eilo){Eilo, 4(0))

i=1

(4.39) (4.35)

(Yo, %(0)) 0. ]

Aus der Definition von Y sowie der Parallelitit der F; langs 7 folgt zum einen

m—+1 m—+1

Yy = 50(0)> (Y5, Eilo)Eilo = > (Y, €)@ (4.42)
i1 i=1

Yy = SC|[0,T}Z<Y07Ez'|0>Ez
i=1

und zum anderen aus |7, 7.31] sowie der Tatsache, dak MJ"" von konstanter
Kriimmung C ist

m—+1
Ry (V,9)7 = oyt oy = Csclion Y (Yo, Eilo) E;
=1

also gilt Y + RMgL+1(Y,7)’y = (s¢lor + Csc\ OT]) SHNY, Eio) By = 0, und Y

Def. 131

0
ist ein Jacobifeld lings 4. Da auch Y ein Jacobifeld (lings «y) ist, ergibt sich aus

17, 9.12|

vtE[O,T} }/;f = equO*t*/(O) (t[ty((])}/b,) }/; - eXp~ *tﬁf (tjtﬂﬁv/((])}/b/)’ (443)

wobei Iy @ TyoM — Tys0)15 M und It~(0 T4 .Merl — Tz 50) T o Me " wie in
|7, 9.12] seien.
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Wir zeigen als néchstes:

wY, = WY (4.44)
wA(l) = wy(l) (4.45)
[ Zu (4.44):
(4.32) w — -1 )
wY; =) (exp, IUTqOM(O) ) Y15 €) ¢
]:1 T' q0
(4.43) m+1 P— 1
=" ) (expy, |UTTf10M(0qo) (1) XPgquts0) (5 Y0) » €5) ¢
j=1
m—+1 m+1
P— 7212
= S UnoYo. ey ETY (e
j=1 i=1
4.42 w 7212
AT ]Zu Y, . E)e
j=1
(4.43) w — -1 >
= exp~ _m A0 Y], €i)e
;< P |quONIC+1(OqO 50 Y1, €5) ¢
W
Zu (4.45):

Da v und 7 Geodétische mit v(0) = ¢o und 7(0) = gy sind, gilt fiir alle ¢ € [0, 7]
v(t) = exp,, (t7(0)) und 5(t) = expg (t7(0)). Daher folgt aus (4.32) und (4.33)

uo~y(t) = Z<W(O)a €i)e; uor(t) = Z(ﬁ(o)agﬁ%
o 4.40 w 53 ~ o —
u (1) = (wory) (1) = ZW(O),@)% = ZW(O),@)% = (uo7) (I) = uy(),

und (4.45) ist gezeigt. |
Jetzt folgt

w0 = w0’ Fuot = (0, () uA() + uY;
= ({0, ¥())F(1) + Y1),

also gilt a usb = (b,%(1))7(1) + Y. Hieraus, der ‘Tatsache, dak v und 7 nach
der Bogenlénge parametrisiert sind, und (Y,5) = (Y,7) = 0 (nach (4.35),(4.41))
ergibt sich

v (4.44),(4.45) (v, ,y(l»qjﬁ(l) + ﬂ*?}

@ wol* = (oA, (o, 5 D)FD) + 2( (0, 4DITW), Vi) + (Vi V)
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= ({0, AW, (0, 5D)AD) + 2((0, AD)F(W), Vi) + (Vi i)

) m—+1

PEY (of o) + 2007, Y0 +52(0) Y (Yy, Eifo)?
i=1

(4.39) (of o7y + 200", V) + (Y}, 1))

Def.Y

=0 (o7, 0") +2(0",07) + (o', 07) = (o]

Hieraus folgt (4.34) und (iii) 1.) ist gezeigt.
Zu (iii) 2.):
Aus (iii) 1.) folgt, dafs U,(qo) von konstanter Kriimmung C' ist. Zu zeigen bleibt

qus7.(qo) V% 9—dim. UVR von TyM K(o)=C (4.46)

Beweis hiervon: .

Seien g, 0 wiein (4.46), v: [0,7] — M die (wegen der Voraussetzung an r, Satz 3.2
und |7, 10.24(i)| existierende) nach der Bogenlidnge parametrisierte Geodétische
mit ¥(0) = go und y(r) = g und Ej, ..., E,,.1 ein orthonormales differenzierbares
Basisfeld lings v mit Spann{E,|,, Es|,} = . Dann ergibt sich aus Stetigkeits-
griinden

K(&) = <R1\7(E1|r>E2|r)E2|r,E1|r> = tl_lgl_ (RM(EHu E2|t)E2|t>E1|t> =C,

-~

—C
d.h. (4.46) gilt.
Zu (iii) 3.):
Seien p € M, o ein zwei-dimensionaler Untervektorraum von T,M, v,w eine

Orthonormalbasis von ¢ und £ € ‘B]%(p) mit [[£]] = 1. Aus |H| = ke(r) (nach
Voraussetzung von (iii)) und (ii) folgt

Agp = kc (T) idTp]\/[ oder Agp = —kc (T) idTp]\/[.

Daher liefert die Gauk-Gleichung [7, 8.6(2) incl. Zusatz b)| wegen f(p) € S,(qo)
und 2.)

K(o) = K(fio) + (A, (v),v)(Ag, (W), w) — (Ag, (v), w)?
= Ctke(r)(v,v)(w,w) — ke(r)*(v,w)”
CONE oy ke ()2
Aus der Beliebigkeit von p und o folgt, daf die Kriimmung von M konstant vom
Wert ﬁ = C + k¢ (r)? ist, und der Satz ist vollstéindig bewiesen. O

Satz 4.9. Seien m > 3, C € R und M eine vollstindige und zusammenhdngen-
de riemannsche Mannigfaltigkeit, fir deren Schnittkrimmungsfunktion K < C
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gelte. Ferner sei qy € M und r €)0,7r,]. Im Falle C > 0 fordern wir zusditz-
lich r < 55=. Nach Satz 3.5 (1) ist dann S,(qo) eine (m — 1)-dimensionale
einfach-zusammenhdngende kompakte regulare riemannsche Untermannigfaltig-
keit von M, und somit ist i : S,(q) — M eine isometrische Einbettung. Es
gilt:

Falls fir den Betrag der mittleren Krimmung von i gilt |H| = ko(r) (nach
Satz 4.8(i) z.B. erfillt wenn M von konstanter Krimmung C ist), so ist S.(qo)
isometrisch zur Sphire vom Radius sc(r) um Ogm+1 in E™ und S,(qo) ist von
konstanter Krimmung kc(r)? + C = ﬁ

Beweis: Nach 4.8(iii) (dort f = 1) ist S,(qo) wegen |H| = k() von konstan-
ter Kriimmung ﬁ Da S,(qy) einfach-zusammenhéngend und als kompakte

riemannsche Mannigfaltigkeit vollstiandig ist (vgl. Satz 2.3.3), folgt aus |7, 12.20],
dak S, (qo) isometrisch zum Standard-Raum konstanter Kriimmung w ist, und

das ist die Sphére vom Radius s¢(r) um Ogm+1 in E™FL, O
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KAPITEL 4. IMMERSIONEN IN NORMALE BALLE



Kapitel 5

Kriterien fir kompakte
Hyperflachen, spharisch zu sein

Wir betrachten in diesem Kapitel stets eine isometrische Immersion einer m-
dimensionalen in eine (m + 1)-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und
untersuchen, wann sie gemaf der folgenden Definition sphérisch ist:

Definition 5.1 (sphérische Immersionen). Sei f: M — M eine isometrische Im-
mersion einer m-dimensionalen in eine (m + 1)-dimensionale riemannsche Man-
nigfaltigkeit.

f heifst sphérisch (mit Radius r € R,), falls f(M) eine m-dimensionale re-
guldre riemannsche Untermannigfaltigkeit von M ist und f(M) isometrisch zu
S¢<0Em+1><c Em+1) ist.

Bemerkung.

L) Ist f: M — M eine sphérische isometrische Immersion wie in der Defini-
tion, so ist f — aufgefakt als Abbildung M — f(M) — nach [7, 2.23| eine
isometrische Immersion zwischen gleichdimensionalen riemannschen Man-
nigfaltigkeiten, also eine lokale Isometrie. Aus der Isometrie von f(M) zu
Sr(0gm+1) und der Tatsache, daf S, (0gm+1) von konstanter Kriimmung =
ist, ergibt sich daher, dal auch M von konstanter Kriimmung %2 ist.

2.) Im Spezialfall, dalt M eine m-dimensionale regulére riemannsche Unter-
manngfaltigkeit der (m + 1)-dimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeit

M und f gleich der Inklusionsabbildung i: M <— M ist, so gilt wegen
i(M) = M:

i ist sphérisch (mit Radius r) <= M ist isometrisch zu S, (0pm+1)
Beispiel 5.2 (Abstands-Sphiren der Standard-R&ume sind sphérisch). Seien
0, 7%= C>0
C e Rundr € { ] ]’R‘f[ . C<o0 } Dann ist fiir jedes qo € MZ™ die

83
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(nach Satz 3.5) regulire riemannsche Untermannigfaltigkeit S,(qo) von M&™
sphérisch (mit Radius sc(r), falls C < 0 oder C > 0 und r €]0, 2f] bzw. mit

Radius sc(Jz — 1), falls €' >0 und r €] 7=

C 22/C7 \/_ D

Beweis: Laut Generalvoraussetzung gilt m > 2, also m + 1 > 3. Daher folgt
die Behauptung in den Fillen €' < 0 bzw. C' > 0 und r €]0, ;7| sofort aus Satz
4.9. Hieraus ergibt sich die Behauptung im Falle C' > 0 und r 6]2\/— \/—[ durch
Ubergang von gy zum antipodischen Punkt —go wegen S,.(qo) = Sﬁ_r( ¢o) und

75 — 1 €]0, 575[. Zu zeigen bleibt die Behauptung im Falle C' > 0 und r = ;7=.
Beweis hiervon:
Nach Satz 3.5(i) ist S_=_ (qo) eine einfach-zusammenhéngende kompakte und da-

mit nach Satz 2.3.3 Vollstandlge riemannsche Manmgfaltlgkelt Wegen |7, 12.20]
bleibt zu zeigen, dak S_=_ (qo) von konstanter Kriimmung 5(777 = C ist:

Seien i : S_=_(qo) = ]\4erl und ¢: MZH — E™F2 die isometrischen Einbettun-
gen. Es geniigt zu zeigen, dak gilt

Vpesﬁww Veew,(p),IEl=1 AgpzoEnd(TpS%(qo))’ (5-1)

denn dann folgt zunichst Vpes . (o) Vo,wer,m0p(v, w) = 0 und sodann aus der
2V/C

Gauf-Gleichnung |7, 8.6(2)], dah S%(qo) ebenso wie MJ*! von konstanter
Kriimmung C ist.

Zu (5.1):
Sei Y € Wpm+2(E™?) mit Y = (qo). Dann gilt:

(9)) wnd [[¢][ =1 (5.2)

§:=VC Y oi € V(S =

[ Denn ist §,,: M3 — R die Abstandsfunktion von qo in MZ™!, so gilt fiir
jeden differenzierbaren Weg v: | —e,e[— S_=_ (qo)

0, 010 i
1 = 7=
q0 gl 2\/5
Bsp.1.2.4 1 . 4
D — arccos(C' (toio~,t = —
/e ( < Y (QO)>) 2\/5
— (Loio’y, t(qo)) =0 (5.3)
= <LO'L'O’)/, L(C]o)> L* *7 Ojayzozo'y 0; =0
— (i,7(0), TLYOZ(W(U)» =0,

also ist 7Y o i ein Normalenfeld lings i. AuRerdem existiert nach Satz 1.2.1 ein
Einheitsnormalenfeld N € ,(MZ*) mit N = V/C 1. Daher gilt

(M"Y, "y) = (Y Y") =(Yor—(You, N)N,Yor—(Youi N)N)
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= (You,Yor)—2(You, N2+ (YouiN)?(N,N)
=1

= (Yo, You— (Yo N)?=(ug) ua)) — {(a0), VT )2,

und aus (5.3) folgt

m—+1 1
TIYOZHQ = <TLY OZ’? TLY OZ> = <L(QO)7L(QO)> qOEAiC -

| C

Somit ist & wie in (5.2) ein Einheitsnormalenfeld lings i. |

Bezeichne V bzw. V die Levi-Civita kovariante Ableitung von M2 bzw. E™+2,
Dann ergibt sich fiir alle p € S%(qo) und v € T),S %(CJO)

2

i Ag, (v) = —(61;5)% = —\/6(61,( Ly o Z))Tz
ﬁv(Tbyoi) = %i*v ny
—_— =~ ~
LV Y = (Vi BY)" = (Vi Y5
_—

(V¥ = i YT =i (Yoi—(N,You)N)
B0+ ((ao) = (VCu (o)) VCr)
= —C’(v- ((Loz',L(qo)>Loz')> =0,

(5£3)0

= ~
also folgt (V;,,Y")" =0, V;, 7Y = 0 und Ag,(v) = 0. Wegen dim L, (i) =1
und der Beliebigkeit von p und v ist daher (5.1) gezeigt. O

5.3 Kriterien fiir die Skalarkrimmung

In [5] beweisen Fontenele und Silva, dafs eine kompakte und zusammenhéngende
Hyperfliche im (m + 1)-dimensionalen Standard-Raum konstanter Kriimmung
Null bereits eine Sphiare vom Radius r € R, ist, falls sie im zugehorigen abge-
schlossenen Ball vom Radius 7 enthalten und ihre Skalarkriimmung stets kleiner
oder gleich Eins ist (siehe 5.3.6). Die Autoren folgern dieses Resultat aus ei-
nem stirkeren (siehe 5.3.2), das sie auch nur fiir den Standard-Raum konstanter
Kriimmung Null formulieren und beweisen. Fontenele und Silva erwdhnen jedoch,
dafs sich ihr Ergebnis durch einige Abdnderungen auf die Standard-R&ume kon-
stanter Kriilmmung kleiner oder gleich Null ausweiten 1aft. Dieses ist der Inhalt
des folgenden Hauptsatzes:

Hauptsatz 5.3.1. Seien C' € R mit C < 0, M eine kompakte und zusammen-
hingende m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — Mg”l
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eine isometrische Immersion. Ferner seien qo € MZ\ f(M), pe: M — R das
nach 1.3.2 Bemerkung 2.) auf ganz M definierte Quadrat der Stitzfunktion von f
bzgl. qo, Ho: M — R die nach 1.1.2 Bemerkung 3.) auf ganz M definierte zweite

mittlere Krimmung von f, und es gelte
P Ha < (sc)* 0040 f. (5.4)

Dann existiert r € Ry mit f(M) = S.(q), (d-h. nach Beispiel 5.2 und den
Bemerkungen zu Deﬁmtion 5.1: f ist spharisch mit Radius sc(r), und M ist von
konstanter Krimmung - )

Ist [ dariiber hznaus mjektzv, so st M isometrisch zur Sphdre vom Radius
sc(r) um Ogm+1 in E™TL,

Bemerkung. Im Falle f(M) = S,(q) gilt fiir alle p € M und ¢ € sB}%(p) mit
€]l = 1 nach Cauchy-Schwarz

Def.
pulpP o) (X6 S )
Z#J
Satz 4.5(i o Bsp. 1.3.3(iii)

i), i)

= 12X, Pe () sc(r) ke (r)?
Def. 3.6 ’ 2 ’

= (5c(r)” = (s¢)* 0 04 (f(p)).

Daher ist (5.4) auch eine notwendige Bedingung fiir f(M) = S,(qo)-

Beweis: Wegen gy ¢ f(M) gilt 6,,(f(M)) C R4, also folgt aus der Kompakt-
heit von M und der Stetigkeit von d,, o f: M — R die Existenz eines minimalen
r € Ry mit §,, 0 f <r, d.h.

f(M) C Br(qo) \ {qo} und f(M) NS (q)# 0. (5.5)

Wir haben zu zeigen, daf sogar f(M) = S,.(q) gilt und gehen folgendermafien

vor:
Nach Lemma 4.4 ist das Richtungsvektorfeld von f bzgl. g9 X € U (M) definiert
und somit ist auch

®: M —R
P |1

eine differenzierbare Abbildung, fiir die wegen (5.5) und Beispiel 1.3.3(iii) gilt
(M) C]0,sc(r)?. (5.6)

Wir setzen

(5.5)

€ M|og,(f(p)) =7} # 0 (5.7)

Bsp. 1.3.3(ii1
S = {p € M|D(p) = sc(r)?} 220 ¢
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sowie fiir alle £ €]0, s¢(r)?]

R. = O ([sc(r)? -z sc(r)?) (5.8)
S. = B ({sc(r)?—e}) (5.9)

und wollen nachweisen, daf gilt
Vecloso(ry2] Se =10, (5.10)

d.h. wegen (5.6) und (5.7) f(M) C S,(qo). Hieraus ergibt sich die Behauptung
folgendermafen: Da S,(qp) nach Satz 3.5(i) eine m-dimensionale regulére rie-
mannsche Untermannigfaltigkeit von M7 ist, ist nach [7, 2.23] f: M — S,(qo)
eine isometrische Immersion zwischen gleichdimensionalen riemannschen Man-
nigfaltigkeiten, insbesondere ein lokaler Homéomorphismus. Folglich ist f(M)
offen in S,(qo). Wegen der Kompaktheit von M ist f(M) auch eine kompakte
und damit abgeschlossene Teilmenge von S,.(go). Aus dem Zusammenhang von
Sr(qo) (vgl. Satz 3.5(i)) folgt daher f(M) = S,(qo), d.h. nach Beispiel 5.2 f(M)
ist isometrisch zu Ss, () (0gm+1). Ist f sogar injektiv, so ist f: M — f(M) sogar
eine Isometrie, also ist auch M isometrisch zu Sy, () (0gm+1).

Zum Nachweis des Hauptsatzes bleibt daher (5.10) zu zeigen:

Angenommen es existiert 9 €]0,s¢(r)?] mit S., # 0. Aus dem Zusammenhang
von M, der Stetigkeit von ® und (5.7) folgt dann

Vze)0,e0) S5 # 0. (5.11)

Fiir jedes & € U7 mit [|£]| = 1 seien @5, ..., o8 die (stetigen) Hauptkriimmungen
von f bzgl. £, He die mittlere Kriimmung von f bzgl. £ und pg, ¢ die Stiitzfunktion
von f bzgl. qo in Richtung £. Dann ist offenbar fiir jedes j € {1,...,m} und jedes
peM

(5 (p) = —(m — D)s (34, (f(P))) + Mpgo.c(P)He (D) — pooc (D)5 (0)  (5.12)

unabhéngig von der speziellen Wahl von £ € U (p) mit ||{]| = 1. Daher hat man
auf ganz M wohldefinierte stetige Funktionen

Ciovvs Gt M — R,

Wir werden zunéchst nachweisen, daf eine offene Menge Vo € M mit S C Vj
existiert derart, daf gilt

Vpevi Vo 2—dim. UVRvon T,M K(07) > 0 (5.13)
Vie(t..m} ey, Gi(p) <0 (5.14)
Je1€00,00] Veejo,e0) Vo O e, (5.15)
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wobei K die Schnittkriimmungsfunktion von M bezeichne.
Sodann begriinden wir die Existenz von 9 €]0,e,] derart, dak R., ein regulérer
Bereich in M ist und daf gilt

/R div((m - 1)(5/0 © 5(10 © f) X - mpqoéHf X + IOQ(LEAﬁ(TX)) <0 (5'16)
)

(beachte, dab fiir jedes p € M py ¢(p)He(p) "X p+ pyo.c(P) Ac (P X ;) unabhingig von
der Wahl von ¢ € Uy (p) mit [|£] = 1 ist, und daher obiges Integral wohldefiniert
ist).

Aus Satz 1.3.6(iii) und (5.16) folgt dann weiter

/ Ric("X,7X) < 2(m— 1)0/ 17X

Re, Re,

Fn(m — 1) / (42 Ha — (52)2 0 630 0 ),

2

d.h. wegen C' < 0 nach Voraussetzung und (5.4)

/ Ric(’X,7X) < 0,
R

€2

im Widerspruch zu

/ Ric("X,”X) > 0. (5.17)
Re,

[ Zu (5.17):

Sei p € R., beliebig. Entweder ist 7X,, = 0 und somit auch Ric(7X,,7X,) = 0.
Oder es ist TXp # 0 und es existiert eine Orthonormalbasis wy, wo, ..., w, von
T,M mit _ wy. Wegen g5 €]0, 4], (5.15) und (5.13) ergibt sich dann

X1 =
Ric("X,,"X,) = Spur(R(...,"X,)"X,) => R(w;, "X,) "X, w;)
j=1
1

— TP Z K(Spann{w;,"X,}) > 0.
p j=2

In jedem Fall gilt daher Ric(7X,, 7X,) > 0, und (5.17) ist gezeigt. |
Zum Nachweis von (5.10) und damit des Hauptsatzes bleibt daher zu zeigen, dafs
unter der Annahme, daf (5.11) gilt, auch (5.13) - (5.16) gelten.
Beweis von (5.13) und (5.14):
Wir zeigen zunéchst, daf die beiden Aussagen fiir p € S richtig sind, ndmlich daf
gilt

Vpes Vo 2—dim. UVRvon T,M K(0) = —1o>0 (5.18)

sc(r)?
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Vje(t....m} Vpes G(p) <0 (5.19)

| Zu (5.18) und (5.19):
Seien p € S und ¢ € YUy(p) mit [|§]| = 1 beliebig. Aus f(M) C B,(q0) \ {q0}
(nach (5.5)), d,,(f(p)) =7 (nach (5.7)) und Satz 4.5(ii) folgt

Vijedt.... o 5 ()] = ke(r) A ¢ (p)¢5(p) > 0 (5.20)
X,, &p sind linear abhéngig (5.21)
Vie(1,..om} Pane (D) 95 (p) <0, (5.22)
also gilt
of 1.3, (5.21) 5.7
Pae®] "2 (X, 60 21X lI6) = VER) E ser)  (5.23)
und somit
’ ’ 2
P (o) i AN E410))) I
sc(r)? Paoc(P)?
Def.1.1.2 2 ik ¢ INCED) ,
S ‘D)t (p) > ko(r)2
D DILAA R ()

ij=1,i<j
Folglich muf in den letzten beiden Zeilen stets Gleichheit gelten, insbesondere in
(5.20), also gilt

Vijeqr,..mt |95 (0)] = ko(r) A @5 (p)¢5(p) > 0 (5.24)
Agp = kc( )ldTpM V Agp = —kc(’l“) idTpM-

Hieraus und aus der Gauk-Gleichung |7, 8.6(2) incl. Zusétze| folgt dann fiir je
zwei zueinander orthonormale v, w € T, M

1

Sc(T)2

K(Spann{v,w}) = C+ke(r)? "= 0.

und (5.18) ist gezeigt.
Wegen C' < 0 sind s¢(r) und ke (r) echt grofer als Null. Daher folgt aus (5.22),
(5.23) und (5.24)

Def. 3. ’
Viett,.m) Paoe(P) &5 (0) = —sc(r)ka(r) =" —s,.(r) < 0.

Hieraus, der Definition von (; (vgl. (5.12)) und 6,,(f(p)) = r ergibt sich fiir jedes
je{l,...,m}

G(p) = —(m—1)sa(r) +mpge(p) Z% — Paoc(P)#5 (D)
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= —(m —Dsc(r) = msc(r) +sc(r) = =2(m — s (r) <0,

d.h. wir haben auch (5.19) gezeigt. |
Fiirjedes j € {1,...,m}ist (j: M — R eine stetige Funktion. Daher existieren zu

jedem p € S wegen (5.19) Vl(;), c Vl(pm) € Umg(p, M) mit Vicq1,..m) C’|V() < 0.

-----

Dann ist auch Vi, :== 2, Vl(;) eine Umgebung von p in M mit
vze{l ..... m} Cz‘le < 0. (525)

Ferner existiert zu jedem p € S eine Umgebung V5, von p in M mit

Voevs, Voo2-dim UVRvenTM K(0) > 0. (5.26)

Vor dem Nachweis von (5.26) zeigen wir zunéchst, wie hieraus (5.13) und (5.14)
folgen.

Fiir jedes p € S setzen wir V,, := V;,N V5, € Umg(p, M). Aus der Stetigkeit von &
und (5.7) folgt, dak S eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten (hausdorft-
schen) Mannigfaltigkeit M ist, also selbst kompakt ist. Da (J,cqV, eine Uber-
deckung von S durch offene Mengen von M ist, folgt die Existenz von endlich
vielen py,...,p; € S mit Ui’:l Vp, D S. Dann ist Vj := U§:1 Vp, eine in M offe-
ne Menge mit S C Vj, die wegen (5.25), (5.26) die in (5.13), (5.14) geforderten
Eigenschaften hat.

Zum Nachweis von (5.13), (5.14) bleibt daher zu zeigen, daf zu jedem p € S eine
Umgebung V5, von p in M existiert derart, dafs (5.26) gilt.

Beweis hiervon:

Sei also p € S beliebig. Angenommen

VU eUmg(p,M) Fget Jo 2—dim. UVRvon Tqm K (o) < 0. (5.27)

Da (5.27) insbesondere fiir U = Ui(p) mit n € Ny gilt, existieren eine Folge

(¢n)nen, mit lim,_,o ¢, = p und zueinander orthonormale v,,, w,, € T,, M derart,
dak gilt

lim K(Spann{v,,w,}) <0. (5.28)
n—oo N ———— e’
Sei Fy, ..., E, ein auf einer Umgebung U, von p in M definiertes stetiges ortho-

normales m-Beinfeld. O.B.d.A. gelte V,en, ¢, € Up. Dann gilt fiir alle n € N

Up = Z(Uﬂ? Ek? Q'n)Ek dn Wy = Z(wn7Ek|Qn>Ek|Qn
k=1 k=1
und folglich
1 = 'Una'Un Z Una Ek qn Una El qn>6kl - Z(Una Ek|qn>2

k=1 k=1
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m

m

2

1 = wnawn E 'lUn,Ek qn wnaEl qn>6kl - E <wn>Ek|qn> .
k,l=1 k=1

Daher wird durch

Vnel\u apn = ((<Un> E1|Qn>7 cey <Una Em|qn>) ) (<wnv E1|Qn>7 Sy <wnv En

a)))

eine Folge (an)nen, in der kompakten — und damit folgenkompakten — Men-
ge S1(0gm) X S1(0gm) definiert, die demnach eine konvergente Teilfolge besitzt.
O.B.d.A. konvergiere (an)nen, selbst gegen ((al, e Q) (B, ﬂm)) in
Sl(OEm) X Sl(OEm)

Seien v := > " apEylp, w:=> 1", BpEk|, € T,M. Da v,, w, jeweils zueinander
orthonormal sind, ergibt sich

(v,v) = Zak lim Z (Uny Bl g )? = hm (vn,vn> =1
n—o0
k=1
(w,w) = Zﬁk = hm Z (W, Bglg,)? = lim {(w,, w,) =1

n—oo

(v,w) = Zakﬁk = hm Z Uns Eklg, ) (Wn, Exlq,) = hm <Un,wn> =0,
k=1

also bilden v und w eine Orthonormalbasis des zwei-dimensionalen Untervektor-
raumes ¢ := Spann{v,w} von T,M. Aus der Stetigkeit von (R(E;, E;)E}, E)
erhalten wir nun

K(o) = (R(v, w)w, v)

m

= Z v, Eilp){w, Ejlp)(w, Exlp) (v, Eilp) (R(Eilp, Ejlp) Eklp, Eilp)

i,5,k, =1
:nh_{go Z (Vs Eil g ) (Wny Ejlg, ) (Wny Eilg,) (Vn, Eilg,)

i k=1
<R‘(E7/ dn) E] Q7L)Ek|Qn7 EI|Q7L>
(5.28)

p— 1 pu— 1 <

Jim (R (vn, wn)w,, v,) = lim K(o,) <0,

im Widerspruch zu (5.18) und p € S. Somit ist (5.27) widerlegt, d.h. (5.26) gilt,
und wir haben (5.13) und (5.14) vollstéindig bewiesen.

Beweis von (5.15):

Nach Definition von R, in (5.8) gilt offenbar fiir alle ; €]0, g¢] und alle £ €]0, ]
R., D R.. Daher geniigt es zum Nachweis von (5.15) zu zeigen, daf gilt

=1
Fereppeo Vo O Rey = @ ([sc(r)? — e1,50(r)7]),
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d.h. wir haben zu zeigen

Jerei000) Vperr  (B(p) € [sc(r)® = e1,50(r)’] = p € V)

Angenommen es gilt V., ejo.co) Iperr P(p) € [sc(r)? — e1,8¢(r)*] Ap ¢ V. Dann
existieren ng € N, mit nio €]0, o] und eine Folge (p,)nenn>n, in M mit

vnEN,nZno (I)(pn) € [SC(T)Z - %7 SC(T)Z] N Pn ¢ VYO

Da M kompakt und damit folgenkompakt ist, besitzt (pn)nenn>n, €ine in M
konvergente Teilfolge. O.B.d.A. konvergiere (p,,)nenn>n, selbst gegen p € M.
Dann folgt einerseits aus der Stetigkeit von @, daf auch (®(pn))nenn>n, gegen
®(p) konvergiert und wegen Viennsno®(pn) € [sc(r)® — +,sc(r)?] gilt ®(p) =
sc(r)?, d.h. nach (5.7) p € S.

Andererseits ist Vp in M offen, also ist M \ Vj abgeschlossen in M, und aus
VpermsnePn € M\ Vp folgt auch p € M\ Vo, d.h. p ¢ Vy > S, Widerspruch!
Damit ist die Annahme falsch und (5.15) gezeigt.

Beweis von (5.16):

Wir bereiten den Beweis von (5.16) durch die folgende Aussage vor:

Vee0,e0] se(r) — e € ®(M) regulidrer Wert von &
—> R, ist reguldrer Bereich inM,
(5.29)

S. ist (m — 1) — dimensionale regulére riemannsche

Untermannigfaltigkeit von M und es gilt OR. = S,

[ Zu (5.29):

Sei € €]0, gg] derart, dak s¢(r)* — e € ®(M) ein regulirer Wert von @ ist. Dann
folgt aus |7, 2.28] offenbar, daf S; eine (m—1)-dimensionale regulére riemannsche
Untermannigfaltigkeit von M ist. Wir zeigen zunéchst:

OR. = R\ R.—= S. (5.30)

Wegen (5.8), (5.9) und der Stetigkeit von ® ist R, offenbar abgeschlossen, und es
geniigt zum Nachweis von (5.30) zu zeigen, daf gilt

° —1
R. = @ (Jse(r)* —e,s¢(r)?). (5.31)
Beweis hiervon:
1. Sei p € R. mit ®(p) = s&(r).
Wegen der Stetigkeit von ® existiert eine Umgebung V' von p in M mit (V') C
JsZ(r) —e,s%(r) + [ und wegen (5.6) gilt sogar (V) C|s&(r) — &,s%(r)], d.h.

Umg(p, M) 3V C &' (s3(r) — e, 52(r)]) © R..
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Daher ist p innerer Punkt von R..

2.) Sei p € R. mit ®(p) €]si(r) —&,s%(r)[.

Wegen der Stetigkeit von & existiert eine Umgebung V' von p in M mit ®(V) C
Js4(r) — e,s%(r)], also

Umg(p, M) 3V C &' (s3(r) — e, 52(r)) © R..

Daher ist p innerer Punkt von R..
Wegen 1.), 2) und der Definition von R, (in (5.8)) bleibt zum Nachweis von (5.31)
zu zeigen, dak jedes p € M mit ®(p) = sc(r)? — € kein innerer Punkt von R, ist:

Angenommen es existiert p € R, mit ®(p) = s (r) —e und p €R., d.h. es existiert

eine Umgebung V von p in M mit V C R, = 51([8%(7“) —¢,S%(r)]), also

O(V) C [st(r) — &,55(r)]. (5.32)

Da s%(r) — ¢ nach Voraussetzung von (5.29) ein reguliirer We_rt)von ® ist, ist
P, TyM — To)R surjektiv. Daher existiert v € T, M mit ®,,v # 0. Aus der
Stetigkeit von ®, = d®: TM — R folgt die Existenz einer Umgebung U von
(p,v) in TM mit

_)N

Hieraus folgt (weil die Fukpunktabbildung p: TM — M nach [7, U 27b)] eine
Submersion und damit eine offene Abbildung ist), da eine Umgebung U von p
in M existiert derart, dafs

—
Vier Toersm Pupv # 0,
d.h. Viey @5 1 TsM — To R ist surjektiv. Somit ist @[y : U — R eine Submer-

sion. O.B.d.A. gelte V' C U (sonst von V zu UNV € Umg(p, M) iibergehen). Da
®|; als Submersion eine offene Abbildung ist, folgt dann aus (5.32)

ely(V) = (V) C[sz(r) — &, st.(n)]=lse(r) — &,56(r);

im Widerspruch zu V' € Umg(p, M) und ®(p) = s&(r) — ¢.

Daher gilt (5.31), und (5.30) ist gezeigt.

Zum Nachweis von (5.29) bleibt zu zeigen, dafs R. ein reguldrer Bereich in M
ist. Wegen so(r)? — e € ®(M) (vgl. die Voraussetzung von (5.29)) ist R. # 0,
und nach [8, Integration auf Mannigfaltigkeiten 2.1(i)] ist zu zeigen, daf fiir alle
p € M gilt

entweder: p €R.
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oder: p eM/\Tza
oder: Ju € Ay mit p € Gu und w(Gu N R.) = u(Gu) N {a € R™|a,, > 0}
und u(p) =0

also, dak zu jedem p € M\ ( R. U(ma)) eine Karte v € 2y mit p € Gu
existiert derart, dak u(GuN R.) = u(Gu) N {a € R™|a,, > 0} ist. Beweis hiervon:
R. ist wegen der Stetigkeit von ® und (5.8) abgeschlossen. Hieraus folgt zunéchst,
dak M \ R. offen ist und sodann zusammen mit der de Morgan’schen Regel, daf
gilt

M\ (R.U(M\R)) = (M\R)nR "% R\ R 3.
Da wir bereits gezeigt haben, dak S. eine (m — 1)-dimensionale regulédre rie-
mannsche Untermannigfaltigkeit von M ist, existiert nach [7, 2.26] zu jedem
p € 5. eine Karte u € Ay mit p € Gu sowie Gu zusammenhingend und
GunS. = {q € Gulu,(q) = 0}, also gilt u(GuNS:) = u(Gu)N{a € R™|a,, = 0}.
Wegen (5.30) folgt hieraus aus Stetigkeitsgriinden, daf entweder u(Gu N R.) =
u(Gu) N {a € R™|a,, > 0} oder u(Gun R.) = u(Gu) N {a € R™|a,, < 0} gelten
mufs. Im ersten Fall ist man fertig, und im zweiten Fall leistet die Karte u € 2A,,,
definiert durch Vg, t(q) := —u(q) € R™ das Gewiinschte.
Damit haben wir (5.29) gezeigt. |
Aus dem Satz von Sard 2.2, der Differenzierbarkeit von ®: M — R und (5.6)
folgt, dak ®({p € M |Rang®., < 1}) CJ0,sc(r)?] eine p;-Nullmenge ist. Wegen
(5.9) und (5.11) existiert folglich

Eg 6]0, 81] C]O, 60] C]O, Sc(’/’)2] (533)

derart, daf so(r)*> —ey € ®(M) ein regulidrer Wert von @ ist. Wegen (5.29) ist R.,
ein regulérer Bereich in M und besitzt S., als Rand. Es bezeichne ¢ : S., — R.,
die Inklusion. Wir zeigen als néchstes:

d®)oi
== (gra—m ist das innere Einheitsnormalenfeld langs i. (5.34)
[(grad ) o
[ Zu (5.34):
Da s¢(r)? — & ein reguldrer Wert von @ ist, gilt

Vpes.,grad,® # 0, (5.35)

also ist = wohldefiniert. Sei v: | — 3, f[— S, = 51({80(7")2 — &5}) ein differen-
zierbarer Weg. Dann gilt

(grads, )@, 24(0)) = (i07)(0)-@ = (®oion) (0) =0,

=sc(r)?—¢



5.3. KRITERIEN FUR DIE SKALARKRUMMUNG 95

also ist (grad ®) o i ein Normalenfeld ldngs ¢ und = ein Einheitsnormalenfeld
langs 7. Um nachzuweisen, daf es sich hierbei um das innere Einheitsnormalenfeld
langs ¢ handelt, geniigt es zu zeigen, daf (grad ®) o i ein inneres Normalenfeld
ist. Dafiir mufs man nach [8, Integration auf Mannigfaltigkeiten 2.2d)] zeigen, daf
zu jedem p € S., ein differenzierbarer Weg ~v: | — 5, 5[— M mit (0) = p und

¥(0) = grad,® existiert derart, dak fiir alle ¢ €]0, 5[ gilt y(t) €R.,.
Beweis hiervon:
Sei y: J, = M die maximale Integralkurve von grad ® mit v(0) = p. Dann gilt

(5.35) ] )
0 < (grad,®, grad,®) = ((0),5(0)),

also existiert aus Stetigkeitsgriinden § € R, mit

0 < (%N l-ps = ((grad ®) oy, ) |j-ps1 = (P 07) s
Daher ist ® o~y auf | — 3, 5[ streng monoton wachsend, d.h.

peSEQ

Viepsr 2(v(t) > @(7(0)) = ®(p) " =" sc(r)? — &2,

also gilt nach (5.6)

Viepsy(t) € @ (Jse(r)? — e2,50(r)?).

Da s¢(r)? — e ein regulirer Wert von @ ist, folgt aus (5.31) im Beweis von (5.29),
dafs

o

—1
® (Jsc(r)” — e, 50(r)’]) =R,

gilt, und wir haben V)0 g 7(?) GRO62 und damit (5.34) gezeigt. |

Fiir jedes p € M und jedes £ € Uy (p) mit [[£]| = 1 definieren wir

Y, = (m-— 1>SIC(5qo(f(p))> TX:D — M Py ¢(P)He (p) TX:D + /)qo,i(p)Aﬁ(TXp)-

Dann ist Y, offenbar unabhéngig von der speziellen Wahl von £ € %}(p) mit
€]l = 1, und daher stellt Y ein auf ganz M wohldefiniertes Vektorfeld dar.
Nach (5.34) ist —= das dufsere Einheitsnormalenfeld langs i : S., < R.,. Daher
folgt aus dem Divergenz-Satz |8, Integration auf Mannigfaltigkeiten 2.15] und der

Kompaktheit von M
/ divy = / (Y oi,—Z).
R S

52 52
Nach Definition von Y geniigt es daher zum Nachweis von (5.16) zu zeigen, daf
gilt

Vs, (Y —Z,) < 0. (5.36)
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| Zu (5.36):
Sei p € S, beliebig. Dann gilt
— 63y grad,® pero grad, [ X1 135032 X,

o lgrad, @] lgrad [ XIPI [XG

also folgt aus der Definition von Y, wobei & € Uy (p) mit [[£]| = 1 beliebig sei,
und wir zur Abkiirzung 0o := s 0 d,, o f setzen

X

= ((m = D) "X — mpg, eHe "X + py, ¢ Ae('X), —mﬂp)

1
= e (= D0+, He X7 = oy (AT, 7)) 1)

Um (5.36) zu zeigen, geniigt es daher nachzuweisen, daf gilt
(=(m = )0 ["X* + mpg, He [ X||* — pgo.e (Ae("X), "X)) (p) < 0.

Beweis hiervon:
Seien vy, ..., v, die Hauptkrimmungsrichtungen von f bzgl. £, zu den Haupt-

kriimmungen &5 (p), ..., ¢5, (p). Wegen (5.35) und Lemma 1.3.5(1.32) gilt dann
0 # grad,® = 20c(p)*X,, also folgt

07 = D ("X,0;)° > 0. (5.37)

i=1

Aufserdem gilt

(Ac(TX,), TX,) = Z<TvaUj><TvaUk><A£(Uj)>Uk>

7,k=1
=5 (P)v;
= E ij p»’U] )

und es ergibt sich

(= (m = DO X* + mpg He " X* — pog.¢ (Ac("X), "X)) (p)

=3 (= (m = 1)0c(p) + mpg£(0)He (p) = pyo.e(p)5(p)) ("X, 05)

Jj=1

PN G ) (X )

i=1
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Wegen p € S.,, (5.33), (5.15) und (5.14) ist in der letzten Summe der erste Faktor
eines jeden Summanden negativ. Der zweite Faktor eines jeden Summanden ist
trivialerweise stets grofer oder gleich Null, und wegen (5.37) ist der zweite Faktor
in mindestens einem Summanden echt grofer als Null. Damit ist die ganze Summe
echt kleiner als Null, und dies benétigten wir zum Nachweis von (5.36) (und damit
von (5.16)). |

Damit haben wir (5.13) - (5.16), unter der Annahme, daf (5.11) gilt, bewiesen.
Hierauf hatten wir die Behauptung des Hauptsatzes zuriickgefiihrt, welcher damit
vollstandig bewiesen ist. U

Bemerkung. Falls die Kriimmung C von M7 grofer als Null ist, kann man
einen zum letzten Beweis analogen Beweis nicht fiihren, da auf Seite 88 fiir den
Nachweis von [, Ric("X,7X) < 0 bendtigt wurde, dak C' < 0 gilt.

€2

Der folgende Satz 5.3.2 ist im Falle C' = 0 die genaue Formulierung von
Theorem B in [5]. Im Falle C' = 0 stimmt der Satz wegen s, = 1 und s = Hy
(nach Lemma 1.1.6 (i)) mit dem letzten Hauptsatz 5.3.1 iiberein.

Satz 5.3.2. Seien C € R mit C' <0, M eine kompakte und zusammenhdngende
m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — Mg“rl eine isome-
trische Immersion. Ferner seien qo € M{E\ f(M), p2: M — R das nach 1.3.2
Bemerkung 2.) auf ganz M definierte Quadrat der Stitzfunktion von f bzgl. qo,
und es gelte

pas < 1. (5.38)

Dann existiert r € Ry mit f(M) = S.(q), (d-h. nach Beispiel 5.2 und den
Bemerkungen zu Definition 5.1: f ist sphdrisch mit Radius sc(r), und M ist von
konstanter Krimmung ﬁ)

Ist f dariber hinaus wnjektiv, so ist M isometrisch zur Sphdre vom Radius
sc(r) um Ogmsr in E™TL,

Bemerkung. Im Falle f(M) = S,(qo) gilt fiir alle p € M, jede Orthonormalbasis
V1, ..., Uy von T,M und jedes & € Uy (p) mit [|] =1

Def.1.3.2 Satz 4.5(ii) Bsp. 1.3.3(iii)
p€2107§<p) = <Xp> §P>2 = ||X:DH2 = SC<T)2
Def.1.1.1 1 @ Bsp.5.2 1
5 = Y K(S iy Vg = )
(p) mim—1) ij;# (Spann{v;,v;}) w0

wobei X das Richtungsvektorfeld von f bzgl. ¢o und K die Schnittkriimmung von
M bezeichne. Daher folgt

Pps = 1,

d.h. (5.38) ist auch eine notwendige Bedingung fiir f(M) = S,(qo).
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Beweis: Wie unmittelbar vor der Formulierung des Satzes erwdhnt, ist im
Falle C' = 0 nichts zu zeigen. Sei also C' < 0. Wir haben zu zeigen, daf aus (5.38)
folgt:

PeHa < (5¢)* 084 0 f (5.39)

Denn dann ergibt sich die Behauptung aus Hauptsatz 5.3.1.

Gelte also (5.38). Bezeichne X € Uy(M) das wegen qo ¢ f(M) und Lemma 4.4
existierende Richtungsvektorfeld von f bzgl. ¢o. Zunéchst folgt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und Beispiel 1.3.3(iii) fiir alle p € M und jedes § €
UE(p) mit. ]| = 1

P2eD) = (X0 607 < X012 = sc (84 (F ()2

Aus Lemma 1.1.6(i), der letzten Ungleichung und C' < 0 ergibt sich sodann

2 DHap) = A)(s() —C) S 1 O o(p) < 1+ |Clselbu (F()).

und da C < 0 ist, gilt fiir alle z € R, s¢(z) = %\/%TC) sowie

inh(z+/]C])2 ,
1+ [Clse(z)? = 1+|C|wzcosh(x IC)? = sp(2)?,

also haben wir gezeigt

Proe@H2(p) < 14 [Clsc(04(F(0))? = sc(00 (f(0))*.

Hieraus und aus der Beliebigkeit von p folgt (5.39), und hierauf hatten wir den
Satz zuriickgefiihrt. U

Aus dem letzten Satz ergeben sich die drei folgenden Korollare:
Korollar 5.3.3.
(i) Ersetzt man in der Voraussetzung des Satzes (5.38) durch
2lal? < m, (5.40)

(wobei ||| wie in Definition 1.1.4 zu verstehen ist) so folgt ebenfalls die
Behauptung des Satzes.

(ii) Im Falle C < O existiert keine isometrische Immersion f: M — MZ™!

einer kompakten und zusammenhdngenden m-dimensionalen riemannschen
Mannigfaltigkeit M in M2 derart, daf fiir ein qo € M\ f(M) gilt

Pollal® < m.
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Beweis:
Zu (i):
Wir haben zu zeigen, daf aus (5.40) bereits (5.38) folgt:
Lemma 1.1.6(i) <0 Lemma1.1.5 ||Oé||2 (5.40)
pgoﬁ - p€210(0+H2) < '0(210H2 < '0(210 m <

Zu (ii):
Gébe es eine isometrische Immersion f: M — MZ" wie in (ii), so folgte aus
(i) die Existenz von r € Ry mit f(M) = S,(qo), also gélte fiir alle £ € Uy mit
gl =1

m

g llalr P 62 S () TR X P o (r)?
i=1
Bop- L3303 mse(r)?ke(r)? E'm cosh?(r/|C]) 3 m,
im Widerspruch zur Annahme p?, [af* < m. O
Korollar 5.3.4.
(i) Ersetzt man in der Voraussetzung des Satzes (5.38) durch
peH? <1, (5.41)

(beachte, daff H* nach Bemerkung 2.) zu 1.1.2 eine auf ganz M wohldefi-
nierte Funktion ist) so folgt ebenfalls die Behauptung des Satzes.

(ii) Im Falle C < O existiert keine isometrische Immersion f: M — M&™!

einer kompakten und zusammenhdngenden m-dimensionalen riemannschen
Mannigfaltigkeit M in M2 derart, daf fiir ein qo € M\ f(M) gilt

2 112
P < 1.

Beweis:
Zu (i):
Wir haben zu zeigen, daf aus (5.41) bereits (5.38) folgt:

Lemmal.1.5 (5.41)

Lemma 1.1.6(i ¢<0
S RO+t S S H S

P
Zu (ii):
Gébe es eine isometrische Immersion f: M — M7 wie in (ii), so folgte aus
(i) die Existenz von r € Ry mit f(M) = S,(qo), also gélte fiir alle £ € Uy mit
€]l =1

Satz 4.5(ii), (iii)
P 2 = | X IPke ()
r>0
=0 cosh2(r\/[C]) 3 1,

im Widerspruch zur Annahme p?IOH2 <1 U

o Bsp. 1.3.3(ii)

Sc (7’)21{0(7’)2
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Korollar 5.3.5.

(i) Seien C € R mit C < 0, M eine kompakte und zusammenhdingende rie-
mannsche Mannigfaltigkeit und f: M — Mg“rl eine isometrische Immer-
sion. Ferner evistierten r € Ry und go € MZT\ f(M) mit

f(M) C B.(qo) wund |H|< : (5.42)

so(r)
Dann gilt f(M) = S,(qo), (d.h. nach Beispiel 5.2 und den Bemerkungen zu
Definition 5.1: f ist sphdrisch mit Radius sc(r), und M ist von konstanter
Krimmung ﬁ)

Ist f dariiber hinaus injektiv, so ist M isometrisch zur Sphdre vom Radius
sc(r) um Ogmsr in E™TL,

(i) Im Falle C < O existiert keine isometrische Immersion f: M — M&™!
einer kompakten und zusammenhdngenden riemannschen Mannigfaltigkeit
M in MZYY derart, daff r € Ry und g9 € MET\ f(M) mit f(M) C B,(q)

und |H| < =L~ ewistieren.
sc(r)

Bemerkung. Das letzte Korollar wird in Hauptsatz 5.5.1 erheblich verallgemei-
nert.

Beweis: (i) ergibt sich aus Teil (i) des vorherigen Korollares. Denn da s¢ wegen
C' < 0 monoton wachsend ist, folgt fiir alle § € Uy mit [|£]] =1

sp. 1.3.3((ii), (5. 2

gae < xer Lo oyt PN )y

sc(r) sc(r) sc(r)

wobei X das (wegen qp ¢ f(M) und Lemma 4.4 existierende) Richtungsvektorfeld
von f bzgl. qo bezeichne.

zu (ii):
Gébe es eine isometrische Immersion f: M — MZ™ wie in (ii), so folgte aus (i)
F(M) = S,(qo), also gélte wegen Satz 4.5(iii) und der Annahme [H| <

[\

sc(r)
e = [Hl = ke(r)
c<9 m\/% > m coth(r\/W)
r>0,sinh(:7“>\/ﬁ)>0 1> cosh(Tm)7
im Widerspruch dazu, da wegen r, |C| > 0 gilt: 1 < COSh(Tm)' -

Wir formulieren und beweisen nun das zu Beginn von Abschnitt 5.3 angekiin-
digte Resultat:
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Hauptsatz 5.3.6. Seien C' € R mit C < 0, M eine kompakte und zusammen-
hingende m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — Mg”l
eine isometrische Immersion. Ferner sei go € MZTT\ f(M), und es ewistiere
r e Ry mit

f(M) C Bi(qo) wnd s< ﬁ (5.43)
Dann gilt f(M) = S,(qo), (d.h. nach Beispiel 5.2 und den Bemerkungen zu
Deﬁnition 5.1: f ist spharisch mit Radius s¢(r), und M ist von konstanter Krim-
mung —L ).
Ist f dariber hinaus injektiv, so ist M isometrisch zur Sphdre vom Radius
sc(r) um Ogmsr in E™TL,

Bemerkung. Im Falle f(M) = S,(qo) ist M nach Beispiel 5.2 und den Bemer-
kungen zu Definition 5.1 von konstanter Krummung . Aus der Definition

von s (vgl. Definition 1.1.1(iii)) folgt dann auch s = —7~5, d.h. (5.43) ist auch

s(r

eine notwendige Bedingung fiir f(M) = S,(qo).

Beweis: Wegen qy ¢ f(M) und Lemma 4.4 existiert das Richtungsvektorfeld
X € Up(M) von f bzgl. go. Da s¢ wegen C' < 0 monoton wachsend ist, folgt aus
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, Beispiel 1.3.3(iii) und f(M) C B,(qo)
(nach (5.43)) fiir alle p € M und jedes £ € U7 (p) mit ||£]] = 1

ﬂgo,g(l’) = <Xp7§p>2 < ||X:n||2 < SC(T)Qa

also folgt aus (5.43) p2 s < 1.
Daher existiert nach Satz 5.3.2 ¥ € R, mit:

7 (statt r) erfiillt die Behauptung des Hauptsatzes. (5.44)

Zu zeigen bleibt r = 7.

Beweis hiervon: (5,439, (5,40
5.43),(5.44
Wire r <7, so gélte 0 # f(M) C  B,(qo) NS#(qo) = 0, Widerspruch!

Wire r > 7, so folgte aus der Tatsache dai& sc (vgl. Definition 1.3.1) wegen C' < 0
streng monoton wachsend ist (32 > ( TR im Widerspruch zu

1 < 1
so(M)? = so(r)?

(5.45)

[ Zu (5.45):
Wegen (5.44) gilt f(M) = Si(qo), also folgt aus Satz 4.5(iii) fiir alle £ € Uy mit
€]l =1
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wobei gpg, ..., 5 die Hauptkriimmungen von f bzgl. £ seien.
Hieraus und aus der Gauf-Gleichung [7, 8.6(2) incl. Zusitze| ergibt sich fiir die
Schnittkrimmung K von M

1
so(r)?

K — C4+ kc(aQ Lomm:a3.6(i)
also gilt offenbar auch s = ﬁ, d.h. nach (5.43)

1 < 1
so(7)? ~ so(r)?’

also gilt (5.45). |
Damit ist der Hauptsatz vollstdndig bewiesen. U

5.4 Kriterien fiir die Ricci-Kriimmung

Es ist nun interessant zu fragen, ob ein zu Hauptsatz 5.3.6 analoges Resultat auch
fiir die Standard-Raume konstanter Kriimmung grofser Null gilt.

Wir haben Hauptsatz 5.3.6 letztendlich auf Hauptsatz 5.3.1 zuriickgefiihrt,
und in dessen Beweis war entscheidend, daf die Kriimmung C' kleiner oder gleich
Null war (vgl. die Bemerkung im Anschluf an den Beweis von Hauptsatz 5.3.1).

Falls die Mannigfaltigkeit M mindestens drei-dimensional ist, hat Veeravalli
die Frage in |15], zumindest fiir den Fall, daf man in der Voraussetzung von 5.3.6

1

statt der nach oben durch O beschriankten Skalarkriimmung stirker nach oben

durch ﬁ beschrankten Ricci-Kriimmung und r €0, %[ mit r < ry, fordert,
mit ja beantwortet. Dieses Ergebnis werden wir in 5.4.2 nachweisen, indem wir es
auf den folgenden, erheblich allgemeineren Hauptsatz zuriickfithren. Im wesentli-
chen handelt es sich hierbei um [15, Theorem 2|. Der Unterschied besteht darin,

dals in [15] eine Voraussetzung fehlt.

Hauptsatz 5.4.1. Vor.: Seien m € N mit m > 3 und C € R mit C > 0.
Seien M eine m-dimensionale kompakte und zusammenhdingende riemannsche
Mannigfaltigkeit, M eine (m + 1)-dimensionale vollstandige und zusammenhdn-
gende_riemannsche Mannigfaltigkeit fir deren Schnittkrimmung K<C gelte,
g € M und r € Ry derart, daff B.(qo) ein normaler Ball ist. Im Falle C' > 0
gelte zusdatlich r < %

Sei weiter f: M — M eine isometrische Immersion mit f(M) C B,(qo), und
es gelte fir allep € M, v e TyM und & €L (f)

Ric(v,v) < Pfi\fc(f*v, fv) — K(Spann{ f,v, &}) + (m — Dke(r)?, (5.46)

wobei Ric bzw. Ric das Ricci- Tensorfeld vom Typ (2,0) von M bzw. M bezeichne.
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Beh.: Es gilt f(M) = S,(qo), f ist spharisch mit Radius sc(r) (d.h. nach De-
finition 5.1 S, (qo) ist isometrisch zu S,y (0gm+1), und M ist von konstanter
Krimmung - 2) und U,(qo) ist isometrisch zu einer offenen Vollkugel vom

Radius r in ]\/[erl
f st dam’iber hinaus injektiv, und M ist isometrisch zu S,y (0pm+1).

Bemerkung. Zumindest wenn gilt |[H| = ko (r), so ist (5.46) auch notwendig
fir f(M) = S,(q), (und daher ist nach Satz 4.8(1) |H| = ke(r) z.B. erfiillt,
wenn M sogar von konstanter Kriimmung C ist.) Denn aus f(M) = S,(qp) und
Satz 4.8(ii) folgt fiir alle p € M und alle & € Uy(p) mit [€]| = 1, dak gilt
Ag, = keo(r)idg,ar, also ergibt die Gauk-Gleichung [7, 8.6(2)] fiir alle v € T, M

und jede Orthonormalbasis v = vy, ..., v, von T, M
Ric(v,v) = Z (v, v)v, v;)
%,_/
i=1 =0firi=1
= Z (R(fovs, o) fov, foos) + > (Ae(vs), vi)(Ae(v),v) = (Agv, v3)?
i= —Ofurl 1 =2

= Ric(f.v, fov) = K(Spann{ f.v,,}) + (m = Dko(r)*,

Beweis: Wir setzen ¢ := 3062 M — Rund ¥ := o f: M — R. Nach
Lemma 4.3 ist ¥ differenzierbar. Wir werden mittels (5.46) nachweisen, daf fiir

alle po € M gilt

U besitzt in py ein globales Maximum

1
= U(po) = 57“ N ngml(po Y= 1 Viedt, .. m}%(PO) ke (r) (5.47)

A E|U6Umg(pO,M vpeU A\I’( ) >0, (5.48)

wobei g0§ < ... < ¢ GE — R die Hauptkriimmungen von f bzgl. £ seien.
Hieraus ergibt sich die Behauptung des Hauptsatzes folgendermafien:

Die Menge V' := {p € M|V besitzt in p ein globales Maximum} ist wegen der
Kompaktheit von M und der Stetigkeit von W nicht leer, und nach (5.47) gilt

V={peMuEp) =5,

also ist V' (erneut wegen der Stetigkeit von W) abgeschlossen in M. Aus (5.48)
und dem Hopf-Lemma 2.7 (angewandt auf die offene regulére riemannsche Un-
termannigfaltigkeit U wie in (5.48)) folgt, daf zu jedem p € V eine Umgebung
Ue Umg(p, M) existiert derart, daf gilt

1
\Ij|l7 = \Ij(p) = 57“2,
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also ist V' auch offen in M. Aus dem Zusammenhang von M und der Definiti-
on von VU ergibt sich daher V,ecadq,(f(p)) = 7, d.h. f(M) C Si(q). Da Sr(qo)
nach Satz 3.5(i) (dort M = M) cine m-dimensionale reguliire riemannsche Un-
termannigfaltigkeit von M ist, ist nach [7, 2.23] f: M — S,(qo) eine isometri-
sche Immersion zwischen gleichdimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeiten,
insbesondere ein lokaler Homomorphismus. Folglich ist f(M) offen in S, (qo).
Wegen der Kompaktheit von M ist f(M) auch eine kompakte und damit abge-
schlossene Teilmenge von S,(qp). Aus dem Zusammenhang von S,(q) (vgl. Satz
3.5(1)) folgt daher f(M) = S,.(qo). Somit folgt aus (5.47)

Vgew;,ngnﬂ Vi jE{l,...,m} “Pﬂ = kC( ) ‘PZSOJ > 0.

Aus Satz 4.8(ii) ergibt sich |H| = ko (), also folgt aus Satz 4.8(iii)1.), dak U,(qo)
isometrisch zu einer offenen Vollkugel vom Radius r in MZ*! ist, und aus Satz

4.9, dak f(M) = S,(qo) isometrisch zu Ss. () (0pm+1) ist, d.h. f ist sphérisch mit
Radius so(r).

Da M kompakt und S,(qo) einfach-zusammenhéngend ist, ergibt |7, 12.17, 11.29
(iv)], dak f: M — f(M) eine Isometrie ist. Folglich ist M isometrisch zu Sy () (0gm+1).
Zum Nachweis des Hauptsatzes bleiben daher (5.47) und (5.48) zu zeigen:

Sei also py € M derart, dalt ¥ in p, maximal wird. Dann folgt [ := 6,,(f(po)) > 0,

da f andernfalls konstant vom Wert ¢ ist, im Widerspruch dazu, daf f eine
Immersion ist. Sei & € Uy (po) mit [|£]| = 1 so gewihlt, dak gilt

@5, (po) > 0. (5.49)

| Dies ist moglich, da 5, (po) die grofte Hauptkriimmung von f bzgl. £ in py ist
(vgl. Definition 1.1.2). Ist diese kleiner als Null, so gilt V(s m}%_f(po) > (0 und
insbes. ¢.%(pg) > 0. |

Da W in py maximal wird, gilt fiir alle v € T,,M v - ® = (v, grad, V) = 0 und

.....

Satz 4.3(4.2) e
0 = hess,V(v,v) L32) hessf(po Y(fuv, fov) + (grad v, a(v,v))

Satz 3.9

= (G~ kell) (o gradypn )+l £olPke(l) + {grad g v, o(v, v))

Satz4.3(4.1)

(v, grad,, U)2=0

= flolPke (D) + (grad 0, a(v, v)),

also ergibt die Voraussetzung an r

0<I<r,Lemma 3.6

Veergang 0 e Uo]2ko(l) < —(grad;gs alv,v)).  (5.50)

Hieraus und aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir v € T,,, M \ {0}

~{grad . a(v,0)) = | (grad ), (0, )| < [|arad ¢ lfv. )],
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und nach Satz 3.5(ii) (dort M = M und r = [) gilt ||gfrzxaf(po)z/)|| = [. Daher folgt
aus (5.50) und [ < r (wegen f(M) C B,(qo)) sowie der Tatsache, daf ke nach
Lemma 3.6(ii) streng monoton fallend ist

Voer,omngoy (0 <) [[v]Ike(r) < [|o]I*ke (D) < lla(v,v)]]. (5.51)
Sei uy € T, M so gewdhlt, dak die stetige Abbildung

g: T,,M — R

r — oz, )|

auf der kompakten Menge T, M in u; ein Minimum annimmt. Wegen (5.51) gilt
la(uy, uyp)|| > 0, und folglich ist

apo(ulv - ) : TPOM _>J-p() (f)

eine lineare Abbildung, die nicht die Nullabbildung ist, eines m-dimensionalen in
einen 1-dimensionalen R-Vektorraum, und besitzt daher einen (m—1)-dimensionalen
Kern. Wir beweisen als néchstes die Existenz von uo, ..., u,, € TploM mit

Ui, ..., Up ist Orthonormalbasis von 7}, M, bestehend (5.52)

.....

aus Eigenvektoren von Ag, mit Vie(o, my (1, u;) = 0.

[ Zu (5.52):
Da ay, : TpyM x T,y M —_L1, (f) bekanntlich eine symmetrische bilineare Abbil-
dung ist und g|Tp10M in u; minimal wird, folgt aus Lemma 2.1(i)

vvGTpOM (<u17U> =0= <a<u1>u1>7a(u1>v)> = 0)7

also ergibt die lineare Abhéngigkeit von a(uy, u1), o(uy,v) (wegen dim L, (f) =
1) und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

PO

Voerg . ((u1,0) =0 = [[a(uy, w)] laur, v) || = 0
—_——

(5.51)

1.1.2Bem. 4.)
= [(Aeg(wr),v)] 7 ="" |la(u,v)[| = 0.)
Daher gilt fiir jede Orthonormalbasis vy, ..., v, mit u; = v,
= > Ag v1), 0) v = (Ae(ur), u )y, (5.53)
i=1

—Ofurl;él

d.h. u; € TplOM ist Eigenvektor von Ag, .
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Ferner gilt A¢ (Kern ay, (w1, .. .)) C Kernay,(uy, . ..), da fiir w € Kern ap, (uy, . . .)
wegen 1.1.2 Bemerkung 4.) und der Selbstadjungiertheit von Ag,, silt

0 = <A§(U1)7u1>a(ulvw) = <A§<U ), u ><A5(u1) >£Po

(5.53)

= (Ac(ur), ur)(ur, Ag(w))&py = ((Ae(ur), ur)us, Ag(w >5po =" afug, Ae(w)).
Mit Afpo ist daher auch
Agy, |Kernozp0 (i, o Kernap(ug,...) — Kernag,(ug,...)

ein selbstadjungierter Endomorphismus (des (m — 1)-dimensionalen euklidischen
Vektorraumes Kern o, (u1, . . .)) und besitzt daher nach linearer Algebra eine Or-

thonormalbasis us, . .., u, € Kernay,(uy,...) C Ty, M, bestehend aus Eigenvek-
toren von Ag, .

Zum Nachweis von (5.52) bleibt daher zu zeigen, daf uy zu allen s, ..., u,, or-
thogonal ist:

Da g|Tp10M in u; minimal wird und us, . .., u,;, € Kerna,,(us,...) liegen, folgt aus

Lemma 2.1(ii)

und wir haben (5.52) gezeigt. |
Da g|Tz30M in u; minimal wird und wegen (5.52) ergibt Lemma 2.1(iii), daf gilt

Vieq,..m}y (c(ur,ur), a(ug, ug)) > [lo(uy, w) . (5.54)

Aus der Gauk-Gleichung |7, 8.6(2)| folgt nun

NE

Ric(ug,uy) = (R, up)ug, wy)

—0 fiiri=1
( <ﬁ<f*u27 f*ul)f*uh f*uiz—i_(a(uh u1)7 Oé(ui, uz)>
—0 fiiri=1
= Jla(u, w)]?)
—— —

(5,52

1

.
Il

|

@
[|
N

|v§
M 3

(R(fews, fuwn) fau, fous) +Z||04 uy, ur)|*

'

=Ric(frur, fau1)—K(Spann{ fru1,&py })
Ric(fuur, fuur) — K(Spann{ fuur, &0 }) + (m — 1)ke(r)?
(5.46)

> Ric(ul, ul).

[y

’ﬁ

A
o
IV &
e
=
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Daher muf in der letzten Abschitzung stets Gleichheit gelten, insbes. in (5.51)
fiir v = u; und in (5.54) fiir alle i € {2,...,m}. Ersteres bedeutet

la(ur, uy)|| = ke(l) =ke(r)(>0), alsoauch [=r,
also folgt aus letzterem und der linearen Abhéngigkeit von a(uy, u1) und o (u;, u;)

firie{2,...,m}

.....

Aus 64 (f(po)) =7, f(M) C B.(q) und Satz 4.5(ii) folgt, dak alle Hauptkriim-
mungen von f bzgl. £ in py ungleich Null sind und dasselbe Vorzeichen haben,

.....

Wegen d,,(f(po)) = r gilt auberdem W(py) =
Zu zeigen bleibt (5.48):
Aus der Stetigkeit von ¢S, ..., ¢t : GE — R, Vie(t,...m} ©*(po) = ke(r) > 0 und

.....

s, und (5.47) ist gezeigt.

Vietr..my 0 < @lg < (m = Dke(r). (5.55)

.....

Durch Umnummerierung der u; erreicht man, daf <pf (po) die Hauptkriimmung zur
Hauptkriimmungsrichtung u; von f bzgl. £ in py ist, also gilt (vgl. Bemerkung 4.)
zu 1.1.2)

Daher folgt aus (5.50) fiir alle i € {1,...,m}: 0 > <g/1r;aj(if(po)w,g0§(po)§po) Aus

Stetigkeitsgriinden existiert eine Umgebung U von po in G¢ mit

Vieq,.my 0> ((grade) o f,458)]=. (5.56)

Wir beweisen, dafs (5.48) mit U := UnvU € Umg(po, GE) gilt:

Angenommen es existiert p € U mit A¥(p) < 0.

Wir kénnen wegen 6,,(f(po)) = r > 0 0.B.d.A. annechmen, daf I := &,,(f(p)) > 0
gilt (sonst U entsprechend verkleinern). Seien vy, ..., v,, die Hauptkriimmungs-
richtungen zu den Hauptkrimmungen cpf(p) < ... < ¢ (p) von f bzgl. £ in p.
Dann gilt

Z ¢i(p) > mkeo(r). (5.57)



108 KAPITEL 5. KOMPAKTE SPHARISCHE HYPERFLACHEN

| Zu (5.57): - N
Fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt nach Satz 3.9 (dort M = M und [ =)

bows 0 (fuos, fuvs) > ﬁ ke (@) fuvn grad ) + T sl ke (D,

=1

und aus Lemma 3.6(iii),(iv) folgt wegen C' > 0, dak gilt (% — k(1)) >0, d.h.

hess ¢(fuvi, fvi) > Tke(l). (5.58)
Auferdem gilt fiir alle i € {1,...,m}
N N (5.56)
(grad, v, a(vi, ;) = (gradsv, @i (p)6) > —lleradqvll¢s ()],
also folgt aus Satz 3.5(ii)(3.3) (dort M = M und r = 1) und (5.55)
<g/1;;if(p)?/)a a(vi,v)) = —l~%§(p)- (5.59)

Nun ergibt sich aus der Annahme und Lemma 4.3(ii)(4.2)
0 > AV (p) = Spur hess, ¥ = Z hess, U (v;, v;)
i=1

= Zhessf(p (fevi, fevi) + (gr/;iaf(p)iﬂ,a(w,w»

(5.58),(5.59)

> I (mke(l) i

Hieraus folgt wegen 0 < [ < r (beachte f(M) C B,(¢)) und der Tatsache, dak
ke nach Lemma 3.6(ii) streng monoton fallend ist

> ip) > mke(l) > mke(r),
d.h. (5.57) ist bewiesen. |

Aus (5.57) folgt

Php) > ke(r), (5.60)

denn ¢S (p) ist die grokte Hauptkriimmung von f bzgl. £ in p; wire (5.60) falsch,
so folgte daher 327" ©5(p) < m ¢S, (p) < mke(r), im Widerspruch zu (5.57).
Nun ergibt die Gauk-Gleichung |7, 8.6(2)]

m
RiC('Um,'Um) - Z R U’L),Um Umvvl>
i=1

—Ofurz m
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-1

= SR, o) fovms f0) +05, ()5 ()

1

S

7

~
=0 furi=m

= Ric(futm, fuvm) — K(Spann{ fovm, &}) + 5, (p Zsoz

> ﬁ\i/c(f*vm, fem) — I2(Spann{f*ﬂww &p})
+o5,(p) (mko(r) = ¢5,(p))
= lifc(f*vm, fstm) — K(Spann{f*vm,g’p})
Hm = Dko(r)? + (#,(p) — ke(r)) ((m — Dke(r) - ¢5,))

v~ g

(5.60) (5.55)
> 0 >

> Ric(futm, fovm) — K(Spann{ fov,,, &,}) + (m — Dke(r)?,

im Widerspruch zu (5.46), also ist die Annahme falsch, und (5.48) ist bewiesen.

Damit haben wir (5.47) und (5.48) gezeigt. Hierauf hatten wir die Behauptung
zuriickgefiiht, also ist der Hauptsatz vollstédndig bewiesen. U

Bemerkung. Veeravalli behauptet in [15], der soeben gefiihrte Beweis funktio-
niere auch im Falle C' € R_. Beim Nachweis von (5.57) haben wir jedoch benétigt,
dals C' > 0 gilt. Denn damit (5.57) gilt, mufsten wir (5.58) zeigen, und hierbei

haben wir ausgenutzt , daf wegen C' > 0 auch (% —ke (D)) > 0 gilt. Nach Lemma
3.6 ist im Falle C' < 0 aber gerade (% — k(1) < 0.

Wir beweisen nun das zu Beginn dieses Abschnittes angekiindigte Resultat.

3 : C>0 }
2 - C<0

M eine kompakte und zusammenhdngende m-dimensionale riemannsche Man-
nigfaltigkeit und f: M — Mg”l eine 1sometrische Immersion. Ferner seien

0, 7= >0
q € MZET\ f(M) und es ewistiere r € 10, 57z derart, dafs
R+ . C S 0

Hauptsatz 5.4.2. Vor.: Seien C € R, m € N mit m > {

B,(qo) ein normaler Ball ist, und es gelte

1
M) C B, d t< :
f(M) C Bi(qo) un t_sc(r)z
Beh.: f(M) = S,.(qo), d.h. nach Beispiel 5.2 und den Bemerkungen zu Definition
5.1: f ist spharisch mit Radius sc(r) und M ist von konstanter Kriimmung ﬁ
Ist [ dariber hinaus injektiv, so ist M isometrisch zur Sphdre vom Radius
sc(r) um Ogmir in E™HL,

(5.61)

Bemerkung. Im Falle f(M) = S,(q) ist M nach Beispiel 5.2 und den Bemer-
kungen zu Definition 5.1 von konstanter Krummung . Aus der Definition
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von t (vgl. Definition 1.1.1(ii)) folgt dann auch v = ﬁ, d.h. (5.61) ist auch
eine notwendige Bedingung fiir f(M) = S,(qo).

Beweis: Im Falle C' < 0 folgt fiir alle p € M und jede Orthonormalbasis
Viy.. oy Unm

m (5 61) 1

2 1
a(p) L1.1(ii) t(v) < o
E: r

also folgt die Behauptung aus Hauptsatz 5.3.6.
Im Falle C' > 0 gilt fiir alle p € M, alle v € T)M und alle & €L} (f)

1.1.1(id) (5.61) 1

Ric(v,v) 27 (m—1)e(w) < (m—1)

Lemma 3.6 mC’ N C + (m . 1) kc(T)z

Ric(f.v, fiv) — K(Spann{ f.v, &) + (m — Dke(r)?,

also folgt die Behauptung aus Hauptsatz 5.4.1.
Damit ist der Hauptsatz vollstdndig bewiesen. U

5.5 Kriterien fiir die mittlere Kriimmung

Wir hatten im letzten Korollar zu Satz 5.3.2 eine Bedingung fiir eine sphéri-
sche Hyperfliche in den Standard-Raumen konstanter Kriimmung kleiner oder
gleich Null erhalten. Markvorsen hat in [11] ein erheblich allgemeineres Resultat
bewiesen, namlich den folgenden Hauptsatz:

Hauptsatz 5.5.1 (|11, Theorem 2|). Vor.: Sei C' € R. Seien M eine kom-
pakte und zusammenhdingende m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und
M eine vollstindige und zusammenhdngende (m + 1)-dimensionale riemannsche

Mannigfaltigkest, fir deren Schnittkrimmung K<C gelte. Ferner seien qg € M

] ) 2\@[ C > O . .
und r € { R, . C<0 derart, dafi B.(qo) ein normaler Ball ist und
dafs gult

f(M) C B.(qo) wund |H| <ke(r), (5.62)

(beachte, daf$ |H| nach Bemerkung 8.) zu 1.1.2 eine auf ganz M wohldefinierte
Funktion ist).

Beh.: Es gilt f(M) = S;(qo), f ist spharisch mit Radius sc(r) (d.h. nach De-
findtion 5.1 S,(qo) ist isometrisch zu Ss.(y(0gm+1), und M ist von konstanter
Krimmung ﬁ) und U,(qo) ist zsometrzsch zu einer offenen Vollkugel vom
Radius rin MZT.

Ist f dariber hinaus injektiv, so ist M isometrisch zu Ss, ) (0gm+1).
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Bemerkung.

1.) Der Hauptsatz ist tatsdchlich eine Verallgemeinerung des dritten Korollares
zu Satz 5.3.2, da die Bedingung (5.62) im Falle C' = 0 (wegen ko(r) = £ =

L )) mit der Bedingung (5.42) iibereinstimmt, und im Falle C' < 0 kann

sio(r

(5.42) nach Teil (ii) des Korollares nie erfiillt sein.

2.) Zumindest wenn M sogar von konstanter Kriitmmung C ist, ist (5.62) nach
Satz 4.8(i) auch eine notwendige Bedingung fiir f(M) = S,(qo).

Beweis: Wir gehen ahnlich wie beim Beweis von Hauptsatz 5.4.1 vor und
setzen wieder ¢ := 302 : M — Rund ¥ := ¢ o f: M — R. Nach Lemma 4.3 ist

U differenzierbar. Wir werden mittels (5.62) begriinden , daf fiir alle py € M gilt

U besitzt in py ein globales Maximum

1
A EIUEUmg(JD(LM) VpeU A‘;[I(p) > 0. (564)

Vollig analog zu Beginn des Beweises von Hauptsatz 5.4.1 auf Seite 103 beschrie-
ben, ergibt sich die Behauptung.

Zum Nachweis des Hauptsatzes bleiben daher (5.63) und (5.64) zu zeigen:
Besitze U in py € M ein globales Maximum.

Zu (5.63):

Wegen der ersten Aussage in (5.62) und der Definition von ¥ ist klar, daf gilt
U(po) < 572

Angenommen es gilte sogar ¥(po) < 572, d.h. da ¥ in py ein globales Maximum
besitzt Vpenrdy, (f(p)) < r. Wegen der Kompaktheit von M, der Stetigkeit von
dpof: M — R, und weil f: M — M als Immersion nicht konstant vom Wert Qo
sein kann, existierte dann r €]0, 7| mit V,eprd4 (f(p)) < 7 und 6, (f(po)) =7, also
folgte aus Satz 4.5(ii) |H(po)| > k(7). Dies bedeutete aber wegen der zweiten
Aussage in (5.62) ke (r) > ke (7), und da ke nach Lemma 3.6(ii) streng monoton
fallend ist, folgte r < 7, im Widerspruch zu 7 €]0,r[. Daher ist die Annahme
falsch, und (5.63) ist bewiesen.

Zu (5.64):
Analog zur Argumentation auf Seite 104 sieht man ein, dak fiir & € Uy (po) mit
|€]l = 1 beliebieg und eine Basis von Hauptkriimmungsrichtungen wuy, ..., u,, zu

den Hauptkriimmungen 5(po), . .., ¢ (po) von f bzgl. £ in py gilt

_— Bem.4.)zul.1.2 , ——
Vie(1,...m} (gradf(p0)¢>¢§(po)€po> = <gradf(p0)waa(uiaui)> <0,

View,.my ((grade) o f,56) |y < 0. (5.65)
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Wir zeigen, daf (5.64) fiir dieses U gilt:

Seien p € U beliebig, vy,...,v,, eine Basis von Hauptkriimmungsrichtungen zu
den Hauptkriimmungen ¢5(p), ..., ¢5 (p) von f bzgl. € in p. Wegen &, (f(p)) <
3o (f(po)) = r > 0 kénnen wir 0.B.d.A annehmen, daf U so klein ist, da r >
[ =04 (f(p)) > 0 gilt. Sei ferner v: [0,1] — M die nach Satz 3.2 und [7, 10.24(i),
10.14(ii)| eindeutig bestimmte nach der Bogenldnge parametrisierte Geodétische
mit (0) = go sowie v(I) = f(p), d.h. nach Satz 3.5 (dort M = M und r = [
grad 1 = 19(l). Wir definieren

sp) = 10,6 = I(7 gradf(pw &)l €0, 1]. (5.66)
Dann gilt

Z<@f(p)?/)aa(%vi)>
i=1

= Z gradf(p Y, 901 = —| Z% gradf(p)¢>5p>|

i=1 (o<60)0

(5.66)

= —ls(p |Z<ﬁz | = —ls(p) m[H(p)]

(5.62) 0<l<r,Lemma 3.6

> —ls(p)mke(r) > =l s(p) mke(l).

Hieraus und aus Satz 3.9 (dort M = ]\7) folgt

1 m
=7 Z hess W (v;, v;)
i=1

Lemga4.3 %Z}/I—G\S/SQﬂ(f*Uu f*vz) %Z(gradﬂpﬂb,a(vi,w»
> 2 KA+ ko) = sy mbel
_ % ; (v H(D)2) +mke(l) — s(p) mke(l)
\—H’Y()Hz (€py(1))? ’
GO (L)1 - s(p)?) + mke()(1 - s()), (5.67)

l

daher geniigt es zum Nachweis von (5.64) wegen der Beliebigkeit von p € U zu
zeigen, dafs die letzte Zeile immer grofer oder gleich Null ist.
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1. Fall: C >0
Dann folgt nach Lemma 3.6(iii),(iv) wegen 0 < < r < oo T —ke(l) > 0 und
ke (1) > 0, also gilt fiir (5.67)

1
(7 —ko(D) (L= s(p)") +m ke(®) (1 —s(p)) > 0.
— (5.66) >0 (5.66)
=20 >0 >0

2. Fall: C <0

Dann folgt nach Lemma 3.6(v) + —ke(l) < 0 und ke(l) > 0, also gilt fiir (5.67)
1

(7 = ke(D)(1 = 5(p)°) + mko(D)(1 = s(p))

= (5~ keI — @)+ () +mkc)(1 - (7))

= (1= 50) (7~ ke(®) (L +5(0)) +mke(D)) >0,
—— ——

(5.66)
>

und der Hauptsatz ist vollstindig bewiesen. U

Gilt in der Vor. des letzten Hauptsatzes anstatt (5.62) nur |H| < ko(r), so
folgt bereits aus Satz 4.5, dak py € M existiert mit o, (f(po)) > .
| Denn wie beim Beweis von (5.63) folgte andernfalls aus der Kompaktheit von M
und der Tatsache, dak f eine Immersion ist, die Existenz von py € M und 7 €]0, r|
mit f(M) C Br(qo) sowie 04 (f(po)) = 7, also nach Satz 4.5 [H(po)| > ke (7) und
somit ko (r) > ke (7) und r < 7 im Widerspruch zu 7 €0, 7], |
Der letzte Hauptsatz ermoglicht es, diese Aussage dahingehend zu verschéarfen,
dafs im Falle d,,(f(po)) = r bereits f(M) = S,(qo) gelten mufk:

Satz 5.5.2. Vor.: Sei C' € R. Seien M eine kompakte und zusammenhdingende
m-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und M eine vollstindige und zu-
sammenhdngende (m + 1)-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit, fir deren

~ 0, 7= C>0
Schnittkrimmung K < C gelte. Fs existiere v € o, 2\/6[ derart,
R+ . C S 0
daf$ B.(qo) ein normaler Ball ist und daf8 gilt
H| < ke(r), (5.68)

(beachte, daf$ |H| nach Bemerkung 8.) zu 1.1.2 eine auf ganz M wohldefinierte
Funktion ist).

Ferner sei qp € M beliebig.
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Beh.: Entweder gilt (i) f(M) = S.(qo) (und in diesem Fall ist f sphdrisch mit
Radius sc(r) — d.h. nach Definition 5.1 S,(qo) ist isometrisch zu S,y (0gm+1),
und M ist von konstanter Krimmung w —und U,(qo) ist isometrisch zu einer
offenen Vollkugel vom Radius r in Mg”“),

oder es gilt (ii) f(M) ¢ B#(qo)-

Beweis: Da f Immersion und M kompakt ist, existiert ein minimales rq € R
mit f(M) C By, (qo). Gilt 79 > 7, so liegt (ii) vor, und es ist nichts zu zeigen. Gilt
ro < 1, so folgt insbesondere f(M) C B,(q). Dann ergeben (5.68) und Hauptsatz
5.5.1 die Behauptung von (i). O



Anhang A

Verzeichnis der in dieser Arbeit
verwendeten Symbole

Soweit nicht ausdriicklich anders erwdhnt, sind die hier aufgefiihrten Symbole
stets folgendermalen zu verstehen:

In dieser Arbeit werden die folgenden beiden Funktionen definiert:
ke siehe 3.6
sc siehe 1.3.1

Fiir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M bezeichnet

Ans die differenzierbare Struktur von M,
Cy die Menge aller differenzierbaren Funktionen U — R auf einer
offenen Teilmenge U von M,
Gu den Definitionsbereich von u € Ay,
p:TM — M die Fulspunktabbildung,
TM das Tangentialbiindel von M,
T,M den Tangentialraum von p € M an M,

Dy (U) die Menge aller differenzierbaren Vektorfelder von M auf einer
offenen Teilmenge U von M,
U (p) die Menge UUeUmg(pM) Uy (U) firp e M,
DIV die Menge U, B (p)-

Ist V' = M sogar ein R-Vektorraum, so bezeichnet
—: T,V — V den kanonischen R-Vektorraumisomorphismus von 7,V nach
VilirpeV,
I,:V =T,V die Unkehrabbildung von — : T,V — V firp e V.
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Fiir eine differenzierbare Abbildung f: M — M zwischen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten bezeichnet
Jap 1 TyM — TyyM  die durch f in p € M induzierte Abbildung,

Uy (U)

U(p)
Ty

die Menge aller differenzierbaren Vektorfelder langs f
auf einer offenen Teilmenge U von M,
die Menge Uy cumgp.an T (U) fiir p € M,

die Menge U ¢, T (p)-

Fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit M bezeichnet
B,(qo)  den abgeschlossenen Ball vom Radius r € Ry um ¢y € M,
siehe 1.2.3(ii),
divY die Divergenz von Y € U,,,
exp die Exponentialabbildung von M,
K die Schnittkriimmung von M,
Gy, die Menge auf der ¢,, differenzierbar ist,
grad®  den Gradienten von ® € Cfy,
hess®  die Hesseform von ® € Cf3,

I(...,...) die Indexform (von einer Geoditischen), siehe 2.5.3,
Jy Menge der Jacobifelder lings einer Geodétischen 7: [a,b] — M,
siehe 2.5.1(i),
t die Ricci-Kriimmung von M, siehe 1.1.1(ii),
R den riemannschen Kriimmungstensor von M,

Ric das Ricci-Tensorfeld vom Typ (2,0) auf M, siehe 1.1.1(i),
die Skalarkrimmung von M, siehe 1.1.1(iii),

Sr(q)  die r-Sphére um gy € M fiir r € Ry, siehe 1.2.3(ii),
U (qo) die offene r-Umgebung von ¢y € M, siehe 1.2.3(ii),
dao die Abstandsfunktion von gy € M fiir r € Ry, siehe 1.2.3(i),
=162 fiir qo € M,

AD den Laplace-Operator von ¢ € C37,
\Y die Levi-Civita kovariante Ableitung von M,
(...,...) die riemannsche Metrik von M.
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Fiir eine isometrische Immersion f: M — M zwischen riemannschen Mannigfal-
tigkeiten bezeichnet

Ae den zweiten Fundamentaltensor von f bzgl. £ € U+,
G¢ den Definitionsbereich von & € U+,
he die zweite Fundamentalform von f bzgl. & € ‘BJ%,
He die mittlere Kriimmung von f bzgl. £ € m;, siehe 1.1.2(ii),
He die j-te mittlere Kriimmung von f bzgl. £ € Uy, siehe 1.1.2(ii),
%J%(U ) Menge aller aller differenzierbaren Normalenfelder langs f auf
einer offenen Teilmenge U von M,
U+ (p) die Menge Upeume(p.an U+ (U) fir p e M,
i die Menge U, ), U7 (p), N
X das Richtungsvektorfeld von f (bzgl. ¢o € M), siehe 1.3.2(i),
Q@ die vektorwertige zweite Fundamentalform von f,
||| die Langenfunktion von «, siehe 1.1.4,
Pao.é die Stiitzfunktion von f bzgl. ¢y € M bzgl. £ € U+,
siehe 1.3.2(ii),
O — Sy, 08,4, 0 f fiir go € M,
go§ <...< ¢S die Hauptkriimmungen von f bzgl. £ € U+,
1\ :%5300ffﬁrqoeﬂ,

1, (f) die Menge {w € Ty M |Yyer, (w, fuv) = 0} fiir p € M.

Ferner bezeichnen wir mit
E™ R™ mit der euklidischen Metrik,

L™ R™ mit der lorentz’schen Metrik,

Mg den m-dimensionalen Standard-Raum konstanter Kriimmung C' € R
und im Falle C > 0 bzw. C < 0 ist ¢ : MZ < E™ baw. o : MZ — L™
die isometrische Einbettung sowie N € U;-(MZ) das Einheitsnormalenfeld mit

N = V|C|t, siehe 1.2.1.
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