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Vorwort

Eine m-dimensionale Hyper�ä
he einer riemanns
hen Mannigfaltigkeit heiÿt

sphäris
h, wenn sie zu einer Sphäre des Em+1
isometris
h ist. Wie wir in 5.2

zeigen werden, sind Beispiele hierfür m-dimensionale reguläre riemanns
he Un-

termannigfaltigkeiten von Mm+1
C

1

, die Abstands-Sphären sind, d.h. genau die

Punkte enthalten, die von einem q0 ∈Mm+1
C konstanten Abstand haben. Mö
hte

man den Na
hweis erbringen, daÿ eine Hyper�ä
he inMm+1
C sphäris
h ist, genügt

es daher zu zeigen, daÿ sie eine sol
he m-dimensionale Abstands-Sphäre ist.

Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Verö�entli
hung [5℄ von Fontenele und

Silva, in der die Autoren beweisen ([5, Theorem A℄), daÿ eine kompakte und

zusammenhängende Hyper�ä
he im Em+1
, die in einem abges
hlossenen Ball vom

Radius r ∈ R+ enthalten und deren Skalarkrümmung stets kleiner oder glei
h

dem konstanten Wert der Skalarkrümmung der Sphäre vom Radius r in Em+1

ist, bereits die Sphäre ist.

Sie führen dies auf das folgende allgemeinere Resultat zurü
k ([5, Theorem

B℄):

Eine kompakte und zusammenhängende Hyper�ä
he im Em+1
, deren qua-

drierte Stützfunktion multipliziert mit der Skalarkrümmung stets kleiner oder

glei
h Eins ist, ist eine Sphäre.

Wie si
h herausstellte, funktionieren die von Fontenele und Silva angegebenen

Beweise ni
ht nur im Em+1 = Mm+1
0 , sondern au
h für analoge Ergebnisse über

Hyper�ä
hen der Standard-Räume konstanter Krümmung C kleiner Null, (siehe

Abs
hnitt 5.3).

Da die Voraussetzung C ≤ 0 für die Beweisführung ents
heidend ist, stellte

si
h die Frage, ob ein ähnli
hes Resultat wie [5, Theorem A℄ au
h für die Standard-

Räume konstanter Krümmung gröÿer Null gilt.

Dies führte zur Betra
htung der Arbeit [15℄ von Veeravalli, der na
hweist

([15, Theorem 1℄, Hauptsatz 5.4.2), daÿ eine kompakte und zusammenhängende

Hyper�ä
he von Mm+1
C mit m ≥ 3 und C ≥ 0, die in einem abges
hlossenen

normalen Ball vom Radius r ∈]0, π
2
√
C
[ enthalten und deren Ri

i-Krümmung

stets kleiner oder glei
h dem konstanten Wert der Ri

i-Krümmung der Abstands-

Sphäre vom Radius r in Mm+1
C ist, bereits die Sphäre ist.

Dies folgt aus einem erhebli
h allgemeineren hinrei
henden Kriterium

1

d.i. der (m+ 1)-dimensionale Standard-Raum konstanter Krümmung C, vgl. Satz 1.2.1

iii



iv VORWORT

([15, Theorem 2℄, Hauptsatz 5.4.1) für sphäris
he Hyper�ä
hen in vollständigen

und zusammenhängenden riemanns
hen Mannigfaltigkeiten mit na
h oben dur
h

eine Zahl gröÿer oder glei
h Null bes
hränkter Krümmung.

Die Verö�entli
hung [11℄ von Markvorsen wurde in die Betra
htung mit ein-

bezogen, da sie ein von Fontenele und Silva formuliertes Korollar verallgemeinert.

Markvorsen beweist ([11, Theorem 2℄, Hauptsatz 5.5.1), daÿ eine kompakte und

zusammenhängende Hyper�ä
he in einer vollständigen und zusammenhängenden

riemanns
hen Mannigfaltigkeit mit dur
h C ∈ R na
h oben bes
hränkter Krüm-

mung sphäris
h ist, wenn sie in einem abges
hlossenen normalen Abstands-Ball

vom Radius r ∈ R+ (bzw. r ∈]0, π
2
√
C
[, falls C > 0) enthalten und ihre mittlere

Krümmung betragli
h kleiner oder glei
h kC(r) ist, wobei kC(r) der konstan-

te Wert des Betrages der mittleren Krümmung einer Sphäre vom Radius r im

Standard-Raum konstanter Krümmung C ist.

Die o.g. Resultate werden im fünften Kapitel bewiesen, die vorherigen vier

haben überwiegend vorbereitenden Charakter.

Der Beweis der Sätze von Fontenele und Silva ist sehr re
hneris
h. Neben

einer Einführung der Objekte, die in den Hauptsätzen in Kapitel 5 als Voraus-

setzungen zugrunde gelegt sind, enthält das erste Kapitel einen Groÿteil der für

den Na
hweis dieser Sätze notwendigen Überlegungen.

Kapitel 2 stellt bekannte Resultate zusammen, wie z.B. das Index-Lemma, die

Sätze von Sard, Rau
h und Omori sowie das Hopf-Lemma. Die hier aufgeführten

Ergebnisse werden im weiteren Verlauf der Arbeit als Hilfsmittel benötigt.

Die Beweise von [15, Theorem 1℄ und [11, Theorem 2℄ werden auf dieselbe Art

und Weise geführt:

Unter gewissen Voraussetzungen sind die Abstands-Sphären einer vollstän-

digen und zusammenhängenden riemanns
hen Mannigfaltigkeit mit na
h oben

bes
hränkter Krümmung isometris
h zu einer Sphäre des Em+1
. Ist dies der Fall,

so genügt es wieder zu zeigen, daÿ eine Hyper�ä
he eine Abstands-Sphäre ist,

um zu beweisen, daÿ sie sphäris
h ist. Beim Na
hweis hiervon kann es nützli
h

sein, zunä
hst mittels des Hopf-Lemmas zu begründen, daÿ das Quadrat der Ab-

standsfunktion konstant ist. Hierfür benötigt man allerdings Di�erenzierbarkeit.

Daher bes
häftigen wir uns in Kapitel 3 mit der Abstandsfunktion in rie-

manns
hen Mannigfaltigkeiten na
h oben bes
hränkter Krümmung. In sol
hen

Mannigfaltigkeiten bestimmen wir Umgebungen, auf denen das Quadrat der Ab-

standsfunktion di�erenzierbar ist, und betra
hten den Gradienten bzw. die Hesse-

form. Für letztere weisen wir eine Unglei
hung na
h, die u.a. bei der Überprüfung

der Voraussetzungen des Hopf-Lemmas dienli
h ist.

Im vierten Kapitel betra
hten wir eine Hyper�ä
he in einer vollständigen und

zusammenhängenden riemanns
hen Mannigfaltigkeit M̃ , deren Krümmung klei-

ner oder glei
h C ∈ R ist. Wir weisen (in Satz 4.5) zunä
hst Mindestgröÿen der

Beträge der Hauptkrümmungen in Punkten, in denen die Abstandsfunktion ma-

ximal wird, na
h. Hieraus folgern wir (in Satz 4.9), daÿ eine Abstands-Sphäre



v

in M̃ , deren mittlere Krümmung betragli
h glei
h einer gewissen Konstante ist,

isometris
h zu einer Sphäre des Em+1
ist.

Im Gegensatz zu den vorangegangenen Kapiteln ist das vierte keine reine

Vorbereitung der Beweise der oben genannten Hauptsätze. Ist eine Hyper�ä
he

M kompakt, so existiert ein minimales r ∈ R+ derart, daÿ M in einem Ball vom

Radius r enthalten ist. Ist dieser Ball normal, so läÿt si
h mit dem oben erwähnten

Satz 4.5 zeigen, daÿ das Supremum des Betrages der mittleren Krümmung auf

M gröÿer oder glei
h kC(r) ist, wobei kC(r) der konstante Wert des Betrages der

mittleren Krümmung der Sphäre vom Radius r im Standard-Raum konstanter

Krümmung C ist. (Im Falle C > 0, muÿ man zusätzli
h fordern, daÿ r < π
2
√
C

gilt.) Markvorsen erwähnt in [11, Theorem 1℄, daÿ diese Aussage ri
htig bleibt,

wenn M ledigli
h vollständig anstatt kompakt ist und na
h unten bes
hränkte

Skalarkrümmung hat. Diesen Beweis werden wir in Kapitel 4 (Hauptsatz 4.7)

ebenfalls darstellen.
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Kapitel 1

Vorbereitungen

Generalvoraussetzungen

Seien stets m, m̃ ∈ N mit m, m̃ ≥ 2.

Ist im folgenden von Di�erenzierbarkeit die Rede, so ist damit immer C∞
-

Di�erenzierbarkeit gemeint.

Wir setzen die Ergebnisse aus [7℄ und [8℄ als bekannt voraus und verwenden

� soweit ni
ht ausdrü
kli
h anders erwähnt � zu einer riemanns
hen Mannigfal-

tigkeit die dort eingeführten Symbole. Reden wir von einer kovarianten Ableitung

∇, so meinen wir damit stets die Levi-Civita kovariante Ableitung. (Eine Au�i-

stung der in dieser Arbeit verwendeten Symbole �ndet si
h im Anhang.) Wenn in

einem Zusammenhang zwei oder drei riemanns
he Mannigfaltigkeiten auftreten,

so verwenden wir dieselben Symbole, versehen mit ˜ bzw. ˜̃.

1.1 Krümmungsgröÿen

Abwei
hend von [7℄ de�nieren wir die Ri

i- und die Skalarkrümmung einer rie-

manns
hen Mannigfaltigkeit M :

De�nition 1.1.1 (Ri

i- und Skalarkrümmung). Sei M eine m-dimensionale

riemanns
he Mannigfaltigkeit.

(i) Dur
h

∀X,Y ∈VM
Ric(X, Y ) := Spur(R(. . . , X)Y )

wird ein di�erenzierbares Tensorfeld vom Typ (2, 0) auf M de�niert. Dann

existiert o�enbar genau ein di�erenzierbares Tensorfeld Ric vom Typ (1, 1)
mit ∀X,Y ∈VM

〈Ric(X), Y 〉 = Ric(X, Y ). Ric bzw. Ric heiÿt das Ri

i-Tensor-
feld vom Typ (2, 0) bzw. vom Typ (1, 1) aufM . Ric ist o�enbar symmetris
h,

also ist Ric selbstadjungiert.

1



2 KAPITEL 1. VORBEREITUNGEN

(ii) Die Ri

i-Krümmung von M ist per de�nitionem die Abbildung

r : T 1M −→ R,

de�niert dur
h

∀p∈M∀v∈T 1
pM

r(v) :=
Ricp(v, v)

m− 1
=

∑m
i=1〈Rp(vi, v)v, vi〉

m− 1

=

∑m
i=2K(Spann{v, vi})

m− 1
,

falls v1, . . . , vm eine Orthonormalbasis von TpM mit v = v1 ist.

(iii) Die Skalarkrümmung von M ist per de�nitionem die Abbildung

s : M −→ R,

de�niert dur
h

∀p∈M s(p) :=
Spur(Ricp)

m(m− 1)
=

∑m
i=1Ricp(vi, vi)

m(m− 1)

(ii)
=

∑m
i,j=1

i 6=j
K(Spann{vi, vj})
m(m− 1)

,

falls v1, . . . , vm eine Orthonormalbasis von TpM ist.

De�nition 1.1.2. Sei f : M → M̃ eine isometris
he Immersion einer m-dimen-

sionalen riemanns
hen Mannigfaltigkeit M in eine m̃-dimensionale riemanns
he

Mannigfaltigkeit M̃ .

(i) α : VM ×VM → V⊥
f bezei
hne die vektorwertige zweite Fundamentalform

von f , und für ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1 beliebig seien

Aξ : VM −→ VM bzw. hξ : VM ×VM −→ C∞
M

der zweite Fundamentaltensor bzw. die zweite Fundamentalform von f bzgl.

ξ.

Ferner seien ϕξ1 ≤ . . . ≤ ϕξm : Gξ → R die (stetigen) Hauptkrümmungen

von f bzgl. ξ.

(ii) Für jedes j ∈ {1, . . . , m} und jedes ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1 de�nieren wir die

j-te mittlere Krümmung als die stetige Funktion

Hξ,j :=

∑
i1<...<ij

ϕξi1 . . . ϕ
ξ
ij(

m
j

) : Gξ −→ R.

Für j = 1 erhält man die wohlbekannte di�erenzierbaremittlere Krümmung

Hξ = Hξ,1 von f bzgl. ξ und für j = m die Gauÿ-Krone
kers
he Krümmung

von f bzgl. ξ.
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Bemerkung.

1.) Statt ϕξi ,Hξ,j bzw. Hξ s
hreiben wir im folgenden, sofern keine Verwe
hs-

lungen auftreten können, au
h ϕi,Hj bzw. H.

2.) Bekanntli
h gilt für jedes p ∈ M und jede Orthonormalbasis w1, . . . , wm
von TpM : Hξ(p) =

1
m

∑〈Aξ(wi), wi〉.

3.) Es gilt für alle i ∈ {1, . . . , m} ϕξi = −ϕ−ξ
m−i+1. Daher ist im Falle m̃ = m+1

für j ∈ {1, . . . , m} ∩ 2N und p ∈M obige De�nition von Hξ,j(p) und H2
ξ(p)

unabhängig von der speziellen Wahl von ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1, und für

diese j sind

Hj : M −→ R, H2 : M −→ R und |H| : M −→ R

auf ganz M wohlde�nierte Funktionen.

4.) Für alle p ∈M , v, w ∈ TpM und ξ1, . . . , ξm̃−m ∈ V⊥
f (p) mit 〈ξi, ξj〉 = δij für

i, j ∈ {1, . . . , m̃−m} gilt

α(v, w) =

m̃−m∑

i=1

〈α(v, w), ξi|p〉ξi|p =
m̃−m∑

i=1

hξi(v, w)ξi|p =
m̃−m∑

i=1

〈Aξi(v), w〉ξi|p.

Als nä
hstes wollen wir im Falle m̃ = m + 1 eine Längenfunktion der vek-

torwertigen zweiten Fundamentalform ‖α‖ : M → R de�nieren. (Bea
hte,

daÿ α eine Abbildung VM ×VM → V⊥
f ist.) Dazu benötigen wir das folgende

Lemma:

Lemma 1.1.3. Es seien V ein m-dimensionaler euklidis
her Vektorraum und

A ∈ End(V ) beliebig. Für eine Basis B von V bezei
hne

AB = (aBij)i,j ∈ M(m,m;R)

die Matrix von A bzgl. B.

Dann gilt für je zwei orthonormale Basen E, Ẽ
∑m

i,j=1(a
E
ij)

2 =
∑m

i,j=1(a
Ẽ
ij)

2

und dur
h ∀A∈End(V )‖A‖ :=
√∑m

i,j=1(a
E
ij)

2, wobei E eine beliebige Orthonor-

malbasis von V ist, wird eine Norm auf End(V ) de�niert.

Beweis: Seien E, Ẽ zwei Orthonormalbasen von V und A ∈ End(V ). Dann
existiert na
h linearer Algebra T = (Tij)i,j ∈ O(m) mit

AẼ = TAET−1 T∈O(m)
= TAET τ ,
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also gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , m}:

aẼij =

m∑

k,l=1

Tika
E
klTjl

Es folgt

m∑

i,j=1

(aẼij)
2 =

m∑

i,j=1

(

m∑

k,l=1

Tika
E
klTjl)(

m∑

k̃,l̃=1

Tik̃a
E

k̃l̃
Tjl̃)

=

m∑

k,l,k̃,l̃=1

(

m∑

i=1

TikTik̃

︸ ︷︷ ︸
= δkk̃

)(

m∑

j=1

TjlTjl̃

︸ ︷︷ ︸
= δll̃

)aEkla
E

k̃l̃

=

m∑

k,l=1

(aEkl)
2.

Damit ist gezeigt, daÿ

√∑m
i,j=1(a

E
ij)

2
unabhängig von der Wahl der Ortho-

normalbasis E von V ist.

Daÿ die Abbildung ‖ . . . ‖ wie im Lemma die ersten beiden Axiome einer Norm

erfüllt, ist trivial, und das dritte Axiom folgt aus der Minkowski-Unglei
hung. �

De�nition 1.1.4. Seien M eine m-dimensionale, M̃ eine (m + 1)-dimensionale

riemanns
he Mannigfaltigkeit und f : M → M̃ eine isometris
he Immersion.

Wir de�nieren ‖α‖ : M → R dur
h

∀p∈M ‖α(p)‖ = ‖ Aξ0︸︷︷︸
∈End(TpM)

‖

︸ ︷︷ ︸
vgl. 1.1.3

, wobei ξ0 ∈⊥1
p (f) beliebig.

Diese De�nition ist unabhängig von der speziellen Wahl von ξ0 ∈⊥1
p (f) wegen

‖A−ξ0‖ = ‖ −Aξ0‖
1.1.3
= ‖Aξ0‖.

Na
h Lemma 1.1.3 gilt für jedes p ∈M und jede Orthonormalbasis v1, . . . , vm
von TpM sowie ξ ∈ V⊥

f (p) mit ‖ξ‖ = 1

‖α(p)‖ =

√√√√
m∑

i,j=1

〈Aξ(vi), vj〉2 =

√√√√
m∑

i,j=1

hξ(vi, vj)2 , (1.1)

insbesondere

‖α(p)‖ =

√√√√
m∑

i=1

(ϕξi (p))
2 . (1.2)
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Lemma 1.1.5. Seien M eine m-dimensionale, M̃ eine (m + 1)-dimensionale

riemanns
he Mannigfaltigkeit und f : M → M̃ eine isometris
he Immersion.

Dann gilt:

H2 ≤ H2 ≤ ‖α‖
2

m

Bea
hte, daÿ H2 und H2
na
h 1.1.2 Bemerkung 3.) auf ganz M wohlde�nierte

Funktionen sind.

Beweis: Zunä
hst gilt

∀n∈N+∀x1,...,xn∈R
n∑

i,j=1

xixj ≤ n

n∑

i=1

x2i . (1.3)

[ Denn aus der Cau
hy-S
hwarzs
hen Unglei
hung folgt:

n∑

i,j=1

xixj = (

n∑

i=1

xi)
2 = 〈




1
.

.

.

1


 ,




x1
.

.

.

xn


〉2

≤ ( ‖




1
.

.

.

1


 ‖ ‖




x1
.

.

.

xn


 ‖ )2 = n

n∑

i=1

x2i ]

Die Aussage des Lemmas kann nun auf (1.3) zurü
kgeführt werden.

Wegen

H2 =

∑
i<j ϕiϕj(
m
2

) =
2
∑

i<j ϕiϕj

m(m− 1)
=

∑
i 6=j ϕiϕj

m(m− 1)
,

H2 = (

∑
i ϕi
m

)2 =

∑
i,j ϕiϕj

m2
,

‖α‖2
m

=

∑
i ϕ

2
i

m

ergibt si
h H2 ≤ ‖α‖2
m
⇔ (1.3) und

H2 ≤ H2 ⇐⇒ m
∑

i 6=j
ϕiϕj ≤ (m− 1)

∑

i,j

ϕiϕj = (m− 1)(
∑

i

ϕ2
i +

∑

i 6=j
ϕiϕj)

⇐⇒
∑

i 6=j
ϕiϕj ≤ (m− 1)

∑

i

ϕ2
i

⇐⇒
∑

i,j

ϕiϕj ≤ m
∑

i

ϕ2
i

⇐⇒ (1.3).

�
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Lemma 1.1.6. Seien M, M̃ m- bzw. (m + 1)-dimensionale riemanns
he Man-

nigfaltigkeiten und f : M → M̃ eine isometris
he Immersion. Ferner sei M̃ von

konstanter Krümmung C ∈ R.

Dann folgt:

(i) s = C +H2

(ii) Für alle p ∈M , ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1 und v ∈ TpM gilt

Ric(v, v) = (m− 1)C‖v‖2 +mHξ(p)〈Aξ(v), v〉 − ‖Aξ(v)‖2 (1.4)

m2H2(p) = ‖α(p)‖2 +m(m− 1)H2(p). (1.5)

Beweis: Seien p ∈ M , ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1 beliebig und v1, . . . , vm eine

Orthonormalbasis von Hauptkrümmungsri
htungen zu den Hauptkrümmungen

ϕ1(p), . . . , ϕm(p) von f bzgl. ξp.
Zu (i):

Aus der Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2) in
l. Zusätze℄ folgt für i, j ∈ {1, . . . , m} mit

i 6= j

K(Spann{vi, vj}) = C + hξ(vi, vi)hξ(vj , vj)− hξ(vi, vj)2 = C + ϕi(p)ϕj(p)− 0

und daher

s(p)
1.1.1(iii)
=

∑
i 6=j K(Spann{vi, vj})

m(m− 1)
= C +

∑
i 6=j ϕi(p)ϕj(p)

m(m− 1)

= C +
2
∑

i<j ϕi(p)ϕj(p)

m(m− 1)
= C +

∑
i<j ϕi(p)ϕj(p)(

m
2

)

1.1.2(ii)
= C +H2(p) ,

d.h. es gilt (i).

Zu (ii):

Sei v ∈ TpM beliebig. Ist v = 0, so steht auf beiden Seiten von (1.4) Null, und

es ist ni
hts zu zeigen. Daher können wir o.B.d.A. annehmen, daÿ v 6= 0 gilt

und eine Orthonormalbasis w1, . . . , wm mit

v
‖v‖ = w1 �nden. Dann folgt aus der

Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(1) in
l.Zusätze℄ für i 6= 1

R(wi, w1)w1

= C
(
〈w1, w1〉wi − 〈wi, w1〉w1

)
+ hξ(w1, w1)Aξ(wi)− hξ(wi, w1)Aξ(w1)

= C ‖w1‖2︸ ︷︷ ︸
=1

wi + hξ(w1, w1)Aξ(wi)− hξ(wi, w1)Aξ(w1) ,

also na
h De�nition 1.1.1(i)

Ric(w1, w1) =

m∑

i=2

〈R(wi, w1)w1, wi〉
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=

m∑

i=2

(
C 〈wi, wi〉︸ ︷︷ ︸

=1

+hξ(w1, w1)〈Aξ(wi), wi〉 − hξ(wi, w1)〈Aξ(w1), wi〉
)

= (m− 1)C +
m∑

i=2

(
〈Aξ(w1), w1〉〈Aξ(wi), wi〉 − 〈Aξ(w1), wi〉2

)

= (m− 1)C +

m∑

i=1

(
〈Aξ(w1), w1〉〈Aξ(wi), wi〉 − 〈Aξ(w1), wi〉2︸ ︷︷ ︸

für i=1 steht hierNull

)

= (m− 1)C + 〈Aξ(w1), w1〉
( m∑

i=1

〈Aξ(wi), wi〉
)
− 〈Aξ(w1),

m∑

i=1

〈Aξ(w1), wi〉wi〉

= (m− 1)C + 〈Aξ(w1), w1〉mHξ(p)− 〈Aξ(w1), Aξ(w1)〉.

Wir multiplizieren beide Seiten mit ‖v‖2 und erhalten wegen v = w1‖v‖ die

Gültigkeit von Formel (1.4).

Weiterhin gilt, da die v1, . . . , vm Hauptkrümmungsri
htungen sind,

s(p) =

∑m
j=1Ric(vj , vj)

m(m− 1)

(1.4)
=

∑m
j=1

(
(m− 1)C +mHξ(p)〈Aξ(vj), vj〉 − 〈Aξ(vj), Aξ(vj)〉

)

m(m− 1)

=
m(m− 1)C +m2H2(p)−∑m

j=1 ϕ
2
j (p)

m(m− 1)

(1.2)
= C +

m2

m(m− 1)
H2(p)− ‖α(p)‖2

m(m− 1)
.

Daher folgt aus (i)

C +H2(p) = C + m2

m(m−1)
H2(p)− ‖α(p)‖2

m(m−1)
,

m2H2(p) = ‖α(p)‖2 +m(m− 1)H2(p),

d.h. es gilt au
h (1.5). �

1.2 Die Standard-Räume konstanter Krümmung

und die Abstandsfunktion

Satz 1.2.1 (Die Standard-Räume konstanter Krümmung). Für jedes C ∈ R

existiert eine (bis auf Isometrie) eindeutig bestimmte einfa
h-zusammenhängende

vollständige m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit Mm
C von konstanter

Krümmung C, der sog. m-dimensionale Standard-Raum konstanter Krümmung

C, nämli
h
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(i) Mm
C ( = SmC ) = {q ∈ Em+1|〈q, q〉 = 1

C
} ι−֒→ Em+1

, falls C > 0,

(ii) Mm
C = Em

, falls C = 0,

(iii) Mm
C ( = Hm

C ) = {q ∈ Lm+1|〈q, q〉 = 1
C
∧ q1 > 0} ι−֒→ Lm+1

, falls C < 0,

wobei die Einbettung ι in (i) und (iii) jeweils eine isometris
he Einbettung ist.

Ferner existiert im Falle C > 0 ein raum- und im Falle C < 0 ein zeitartiges

Einheitsnormalenfeld N ∈ V⊥
ι (M

m
C ) mit

−→
N =

√
|C| ι, insbesondere gilt

∀q∈Mm
C

−−−→⊥q (ι) = R ι(q) ∧ −−−−−→ι∗TqM
m
C =

(
R ι(q)

)⊥
. (1.6)

Beweis: Siehe [7, 8.8, 12.20 und 8.5℄. �

Da der Standard-Raum konstanter Krümmung Null als euklidis
her Vektor-

raum eine metris
he Struktur besitzt, ist klar, was z.B. unter einer Sphäre vom

Radius r ∈ R+ zu verstehen ist. Um dies au
h in allgemeineren riemanns
hen

Mannigfaltigkeiten zu ermögli
hen, benötigt man au
h dort eine Metrik, die der

folgende Satz zumindest für eine zusammenhängende riemanns
he Mannigfaltig-

keit bereitstellt.

Satz 1.2.2 (Riemanns
he Mannigfaltigkeiten als metris
he Räume). Sei M eine

zusammenhängende riemanns
he Mannigfaltigkeit.

(i) Dur
h

δ(q0, q) := inf{Länge(γ) | γ stü
kweise di�erenzierbarer Weg

in M von q0 na
h q }

wird eine Metrik δ : M ×M → [0,∞[ auf M de�niert.

(ii) Die kanonis
he Topologie des metris
hen Raumes (|M |, δ) stimmt mit der

Topologie der riemanns
hen Mannigfaltigkeit M überein.

Beweis: Siehe [7, 10.22℄. �

De�nition 1.2.3 (Abstandsfunktion und Abstands-Sphären). Sei M eine zu-

sammenhängende riemanns
he Mannigfaltigkeit.

(i) Für jedes q0 ∈ M wird die Abstandsfunktion von q0 δq0 : M → R

de�niert dur
h

∀q∈M δq0(q) := δ(q0, q) ∈ [0,∞[.

δq0 ist stetig (s.u.) und die Menge der Punkte, in denen δq0 sogar di�eren-

zierbar ist, bezei
hnen wir mit Gδq0.

[Beweis der Stetigkeit von δq0 : Es genügt o�enbar zu zeigen, daÿ für alle

r, s ∈ R+ mit r < s die Mengen δq0
1
([0, r[) und δq0

1
(]r, s[) o�en in M sind,

und dies ist na
h 1.2.2(ii) klar. ℄
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(ii) Für q0 ∈ M und r ∈ R+ setzen wir:

Br(q0) := {q ∈M |δq0(q) ≤ r} den (abges
hlossenen) Ball um q0

vom Radius r

Ur(q0) := {q ∈M |δq0(q) < r} die (o�ene) r-Umgebung von q0

Sr(q0) := {q ∈M |δq0(q) = r} die (abges
hlossene) r-Sphäre um q0

(iii) Für jede Teilmenge V von M de�nieren wir den (topologis
hen) Rand ∂V

von V dur
h ∂V := V \
◦
V .

Bemerkung.

1.) Sr(q0) ist i.a. ni
ht kompakt.

Denn z.B. für die reguläre riemanns
he Untermannigfaltigkeit E2 \ {(1, 0)}
von E2

gilt S1(0E2) = {x ∈ E2 \ {(1, 0)} | 〈x, x〉 = 1}, und diese Menge ist

ni
ht kompakt.

2.) I.a. gilt ni
ht ∂Br(q0) = Sr(q0).

Denn ist C ∈ R+, so gilt für die riemanns
he MannigfaltigkeitMm
C (d.i. die

Sphäre vom Radius

1√
C
im Em+1

) für jedes q0 ∈Mm
C

B π√
C
(q0) =Mm

C , B π√
C
(q0) =

◦

B̂ π√
C
(q0)=Mm

C und ∂B π√
C
(q0) = ∅.

3.) Man bea
hte, daÿ im Falle M = Em+1
für C ∈ R+ \ {1} die Menge

SC(0Em+1) wie in (ii) ni
ht mit der der riemanns
hen Mannigfaltigkeit

Mm
C = SmC zugrundeliegenden Menge (vgl. 1.2.1(i)) übereinstimmt. Letztere

ist nämli
h glei
h S 1√
C

(0Em+1), und es gilt o�enbar SC(0Em+1) 6= S 1√
C

(0Em+1).

Um Verwe
hslungen zu vermeiden, werden wir statt SmC im folgenden nur

no
h Mm
C s
hreiben.

Das folgende Beispiel zeigt unter anderem, daÿ die Metrik der riemanns
hen

Mannigfaltigkeit Em
mit der dur
h den euklidis
hen Vektorraum Rm

induzierten

Metrik übereinstimmt.

Beispiel 1.2.4 (Die Abstandsfunktion in den Standard-Räumen). Für je zwei

Punkte q, q0 ∈Mm
C gilt

δq0(q) =





arccos(C 〈ι(q),ι(q0)〉)√
C

: C > 0

‖q − q0‖ : C = 0
arcosh(C 〈ι(q),ι(q0)〉)√

|C|
: C < 0




, (1.7)

wobei ι wie in Satz 1.2.1 sei.
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Im Falle C ≤ 0 ist δq0 auf Mm
C \{q0} und im Falle C > 0 auf Mm

C \{q0,−q0}
di�erenzierbar, d.h. Gδq0 = Mm

C \{q0} für C ≤ 0 bzw. Gδq0 = Mm
C \{q0,−q0} für

C > 0.
Ferner gilt für C < 0 bzw. C > 0 ∀q∈Gδq0 C〈ι(q0), ι(q)〉 ∈]1,∞[ bzw. ]− 1, 1[.

Beweis: 1.) Sei zunä
hst C = 0.
Dann gilt rq0 =∞, wobei rq0 den Injektivitätsradius in q0 bezei
hne.

Sei q 6= q0 und v ∈ T 1
q0E

m
mit

−→v = q−q0
‖q−q0‖ . Dann ist

γ : [0, ‖q − q0‖] −→ Em

t 7−→ q0 + t−→v

na
h [7, Ü 85℄ eine Geodätis
he von q0 na
h q und es folgt aus [7, 10.14(ii)℄

δq0(q) = Länge(γ) =

∫ ‖q−q0‖

0

‖γ̇(t)‖ dt =
∫ ‖q−q0‖

0

dt = ‖q − q0‖.

Im Falle q = q0 gilt ferner dq0(q) = 0 = ‖q − q0‖.
Die Di�erenzierbarkeit von δq0 auf E

m \ {q0} ist klar.
2.) Sei C < 0, dann gilt ebenfalls rq0 =∞.

Na
h dem Beweis des Satzes von der freien Bewegli
hkeit [7, 8.9℄ existiert eine

Isometrie l : Lm+1 → Lm+1
mit l(Hm

C ) = Hm
C sowie l(q0) = ( 1√

|C|
, 0Rm) , und es

folgt für alle q ∈ Hm
C

C〈q0, q〉 = C〈l(q0), l(q)〉 = C(− 1√
|C|
l(q)1) =

√
|C| l(q)1

l(q)∈Hm
C≥ 1

mit Glei
hheit genau dann, wenn l(q0) = l(q), d.h. q0 = q.
(1.8)

2a) Sei q ∈ Hm
C mit q 6= q0. Dann existiert

v ∈ Tq0Hm
C mit

−→ι∗v =
√
|C|q + |C|3/2〈q0, q〉q0√

|C| sinh(arcosh(C〈q0, q〉))
. (1.9)

[ Denn einerseits ist der Nenner wegen q 6= q0 und (1.8) ni
ht Null, andererseits

gilt na
h 1.2.1(1.6)

−−−−−→
ι∗Tq0H

m
C = (Rq0)

⊥
, und es ist

〈q0,
√
|C|q + |C|3/2〈q0, q〉q0〉 =

√
|C|〈q0, q〉+ |C|3/2〈q0, q〉 〈q0, q0〉︸ ︷︷ ︸

= 1
C
=− 1

|C|

= 0. ]

Es gilt

‖v‖ = ‖ι∗v‖ =
1√
|C|

. (1.10)
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[ Zu (1.10):

〈ι∗v, ι∗v〉 =
〈
√
|C|q + |C|3/2〈q0, q〉q0,

√
|C|q + |C|3/2〈q0, q〉q0〉

|C| sinh2( arcosh(C〈q0, q〉 ) )
=

1

|C|(|C|2〈q0, q〉2 − 1)
(|C| 〈q, q〉︸ ︷︷ ︸

=− 1
|C|

+2
√
|C||C|3/2︸ ︷︷ ︸
=|C|2

〈q0, q〉2 + |C|3〈q0, q〉2 〈q0, q0〉︸ ︷︷ ︸
=− 1

|C|

)

=
−1 + |C|2〈q0, q〉2
|C|(|C|2〈q0, q〉2 − 1)

=
1

|C| ]

Na
h [7, Ü 85℄ ist γ : [0, arcosh(C〈q0, q〉)]→ Hm
C de�niert dur
h

γ(t) :=
1√
|C|

(
cosh(

√
|C| ‖v‖ t) q0

‖q0‖
+ sinh(

√
|C| ‖v‖ t)

−−−−→
ι∗(

v

‖v‖)
)

(1.10),q0∈Hm
C= cosh(t) q0 + sinh(t)−→ι∗v

eine Geodätis
he von q0 na
h

γ
(
arcosh

(
C〈q0, q〉

))
= C〈q0, q〉q0 + sinh

(
arcosh(C〈q0, q〉)

)−→ι∗v
(1.9)
= C︸︷︷︸

−|C|

〈q0, q〉q0 +
1√
|C|

(
√
|C|q + |C|3/2〈q0, q〉q0) = q,

und es gilt na
h [7, 10.14(ii)℄ (wegen rq0 =∞)

δq0(q) = Länge(γ) =

∫ arcosh(C〈q0,q〉)

0

‖γ̇(t)‖ dt

=

∫ arcosh(C〈q0,q〉)

0

‖ ˙̂
(cosh(t)q0 + sinh(t)−→ι∗v)‖ dt

1.2.1(1.6)
=

∫ arcosh(C〈q0,q〉)

0

(sinh2(t) 〈q0, q0〉︸ ︷︷ ︸
=− 1

|C|

+cosh2(t) 〈ι∗v, ι∗v〉︸ ︷︷ ︸
= 1

|C|

)1/2 dt

=
1√
|C|

∫ arcosh(C〈q0,q〉)

0

dt =
arcosh(C〈q0, q〉)√

|C|
.

2b) Im Falle q = q0 ist ferner na
h (1.8) klar, daÿ gilt:

δq0(q) = 0 =
1√
|C|

(arcosh(1)) =
1√
|C|

(arcosh(C〈q0, q0〉))

Damit ist (1.7) im Falle C < 0 gezeigt.
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Die Di�erenzierbarkeit von δq0 auf Hm
C \ {q0} folgt s
hlieÿli
h aus (1.7),(1.8)

und der Di�erenzierbarkeit von arcosh auf ]1,∞[.

3.) Sei C > 0, dann gilt rq0 =
π√
C
.

Na
h dem Beweis des Satzes von der freien Bewegli
hkeit [7, 8.9℄ existiert eine

Isometrie l : Em+1 → Em+1
mit l(Mm

C ) = Mm
C sowie l(q0) = ( 1√

C
, 0Rm) , und es

folgt für alle q ∈Mm
C

C〈q0, q〉 = C〈l(q0), l(q)〉 =
√
C l(q)1

l(q)∈Mm
C∈ [−1, 1]

und C〈q0, q〉 = ±1 genau dann, wenn l(q0) = ±l(q), d.h. q0 = ±q.
(1.11)

3a) Sei q ∈Mm
C mit q 6= ±q0. Dann existiert

v ∈ Tq0Mm
C mit

−→ι∗v =
√
Cq − C3/2〈q0, q〉q0√

C sin(arccos(C〈q0, q〉))
. (1.12)

[ Denn einerseits ist der Nenner wegen q 6= ±q0 und (1.11) ni
ht Null, andererseits

gilt na
h 1.2.1(1.6)

−−−−−→
ι∗Tq0M

m
C = (Rq0)

⊥
, und es ist

〈q0,
√
Cq − C3/2〈q0, q〉q0〉 =

√
C〈q0, q〉 − C3/2〈q0, q〉 〈q0, q0〉︸ ︷︷ ︸

= 1
C

= 0. ]

Es gilt

‖v‖ = ‖ι∗v‖ =
1√
C
. (1.13)

[ Zu (1.13):

〈ι∗v, ι∗v〉 =
〈
√
Cq − C3/2〈q0, q〉q0,

√
Cq − C3/2〈q0, q〉q0〉

C sin2( arccos(C〈q0, q〉 ) )
=

1

C(1− C2〈q0, q〉2)
(C 〈q, q〉︸ ︷︷ ︸

= 1
C

−2
√
CC3/2

︸ ︷︷ ︸
=C2

〈q0, q〉2 + C3〈q0, q〉2 〈q0, q0〉︸ ︷︷ ︸
= 1

C

)

=
1− C2〈q0, q〉2

C(1− C2〈q0, q〉2)
=

1

C
]

Na
h [7, Ü 85℄ ist γ : [0, arccos(C〈q0, q〉)]→Mm
C de�niert dur
h

γ(t) :=
1√
C

(
cos(
√
C ‖v‖ t) q0

‖q0‖
+ sin(

√
C ‖v‖ t)

−−−−→
ι∗(

v

‖v‖)
)

(1.13),q0∈Mm
C= cos(t) q0 + sin(t)−→ι∗v

eine Geodätis
he von q0 na
h

γ
(
arccos

(
C〈q0, q〉

))
= C〈q0, q〉q0 + sin

(
arccos(C〈q0, q〉)

)−→ι∗v
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(1.12)
= C〈q0, q〉q0 +

1√
C
(
√
Cq − C3/2〈q0, q〉q0) = q,

und es gilt na
h [7, 10.14(ii)℄ (wegen rq0 =
π√
C

(1.11), q0 6=±q
> arccos(C〈q0,q〉)√

C
)

δq0(q) = Länge(γ) =

∫ arccos(C〈q0,q〉)

0

‖γ̇(t)‖ dt

=

∫ arccos(C〈q0,q〉)

0

‖ ˙̂
(cos(t)q0 + sin(t)−→ι∗v)‖ dt

1.2.1(1.6)
=

∫ arccos(C〈q0,q〉)

0

(sin2(t) 〈q0, q0〉︸ ︷︷ ︸
= 1

C

+cos2(t) 〈ι∗v, ι∗v〉︸ ︷︷ ︸
= 1

C

)1/2 dt

=
1√
C

∫ arccos(C〈q0,q〉)

0

dt =
arccos(C〈q0, q〉)√

C
.

3b) Da δq0 na
h 1.2.3(i) stetig ist, folgt aus dem in 3a) gezeigten au
h

δq0(q0) = 0 =
1√
C
(arccos(1)) =

1√
C
(arccos(C〈q0, q0〉))

und

δq0(−q0) =
π√
C

=
1√
C
(arccos(−1)) = 1√

C
(arccos(C〈q0, q0〉)).

Damit ist (1.7) au
h im Falle C > 0 gezeigt.

Die Di�erenzierbarkeit von δq0 auf Mm
C \ {±q0} ergibt si
h s
hlieÿli
h aus

(1.7),(1.11) und der Di�erenzierbarkeit von arccos auf ]− 1, 1[.

Die restli
he Behauptung folgt aus (1.8) und (1.11). �

1.3 Ri
htungsvektorfeld und Stützfunktion

De�nition 1.3.1. Wir de�nieren für jedes C ∈ R die di�erenzierbare Funktion

sC : [0,∞[→ R dur
h

∀t∈[0,∞[ sC(t) :=





sin(t
√
C)√

C
: C > 0

t : C = 0
sinh(t
√

|C|)√
|C|

: C < 0

De�nition 1.3.2 (Ri
htungsvektorfeld und Stützfunktion). Seien M eine m-

dimensionale, M̃ eine (m + 1)-dimensionale riemanns
he Mannigfaltikeit kon-

stanter Krümmung C ∈ R, q0 ∈ M̃ und f : M → M̃ eine isometris
he Immersion

mit f(M) ⊂ Gδq0 (d.h. δq0 ist in allen Punkten f(p) mit p ∈M di�erenzierbar).
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(i) Dur
h ∀p∈M Xp := sC

(
δq0

(
f(p)

))
g̃radf(p)δq0 wird ein di�erenzierba-

res Vektorfeld längs f auf M , das sog. Ri
htungsvektorfeld von f bzgl. q0,
de�niert.

(ii) Sei ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1. Die Stützfunktion von f bzgl. q0 in Ri
htung ξ

ist per de�nitionem die di�erenzierbare Funktion ρq0,ξ : Gξ → R, die dur
h

∀p∈M ρq0,ξ(p) = 〈Xp, ξp〉 gegeben ist.

Bemerkung.

1.) Statt ρq0,ξ s
hreiben wir im folgenden, sofern keine Verwe
hslungen auftre-

ten können, au
h ρq0 .

2.) ρ2q0,ξ(p) ist o�enbar für jedes p ∈ M unabhängig von der speziellen Wahl

von ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1. Daher ist

ρ2q0 : M −→ R

eine auf ganz M wohlde�nierte di�erenzierbare Funktion.

Beispiel 1.3.3 (Ri
htungsvektorfeld im Standard-Raum). Seien M eine m-

dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit, C ∈ R, q0 ∈Mm+1
C , f : M →Mm+1

C

eine isometris
he Immersion mit

f(M) ⊂ Gδq0
1.2.4
=

{
Mm+1

C \ {±q0} : C > 0
Mm+1

C \ {q0} : C ≤ 0

}

und X das Ri
htungsvektorfeld von f bzgl. q0.

(i) Im Falle C = 0 gilt

−→
X = f − q0.

(ii) Und im Falle C 6= 0 gilt

−−→
ι∗X = −

(
ι(q0)− 〈ι(q0),

−−−→
N ◦ f〉 〈−−−→N ◦ f,−−−→N ◦ f〉−−−→N ◦ f

)

= −
(
ι(q0)− C 〈ι(q0), ι ◦ f〉 ι ◦ f

)
,

wobei ι : Mm+1
C →֒ Em+2

(im Falle C > 0) bzw. ι : Mm+1
C →֒ Lm+2

(im

Falle C < 0) und N ∈ V⊥
ι (M

m+1
C ) wie in 1.2.1 seien.
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(iii) Für alle r ∈
{

]0, π
2
√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
und p ∈M gilt:

(
‖Xp‖ = sC(r) ∧ δq0(f(p)) ∈

{
]0, π

2
√
C
[

R+

} )
⇐⇒ f(p) ∈ Sr(q0)

Beweis: Zu (i):

Sei C = 0, also Mm+1
C = Em+1

. Dann gilt na
h Beispiel 1.2.4

δq0 = ‖id− q0‖ =

√√√√
m+1∑

i=1

(xi − q0,i)2

und folgli
h auf Em+1 \ {q0}
−−−−→
g̃rad δq0 =

1√∑m+1
i=1 (xi − q0,i)2

(x1 − q0,1 , . . . , xm+1 − q0,m+1) =
1

δq0
(id− q0) ,

also folgt aus s0 = id (vgl. 1.3.1):

−→
X = (s0 ◦ δq0

−−−−→
g̃rad δq0) ◦ f = f − q0

Zu (ii):

Sei C 6= 0. Wir bezei
hnen mit

˜̃
grad den Gradienten in

{
Em+2

Lm+2

}
und de-

�nieren di�erenzierbare Funktionen AC := 1√
|C|

{
arccos : ]− 1, 1[→ R

arcosh : ]1,∞[→ R

}
und

gC := C〈. . . , ι(q0)〉 :
{
Em+2 → R

Lm+2 → R

}
. Dann gilt na
h Beispiel 1.2.4 auf Gδq0

δq0 = AC ◦ gC ◦ ι. (1.14)

Hieraus und aus [7, Ü 59℄ folgt auf Gδq0 g̃rad δq0 = A
′
C ◦ gC ◦ ι g̃rad (gC ◦ ι).

Für jeden di�erenzierbaren Weg γ : ]− ε, ε[→ Gδq0 gilt

〈g̃rad (gC ◦ ι), γ̇〉 = γ̇ · (gC ◦ ι) = ι∗γ̇ · gC = 〈 ˜̃grad gC, ι∗γ̇〉 = 〈Tι ˜̃grad gC, γ̇〉

und folgli
h

g̃rad δq0 = A
′
C ◦ gC ◦ ι Tι

˜̃
grad gC . (1.15)

Wir bere
hnen

Tι ˜̃grad gC:
Zunä
hst gilt

−−−−→
˜̃
grad gC = Cι(q0). (1.16)
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[ Denn ist µ : ]− ε, ε[→
{
Em+2

Lm+2

}
ein beliebiger di�erenzierbarer Weg, so folgt

〈
−−−−→
˜̃
grad gC ,

−→̇
µ 〉 = 〈 ˜̃grad gC, µ̇〉 = (gC ◦ µ)′ = C〈ι(q0), µ′〉 = C〈ι(q0),

−→̇
µ 〉 ,

also gilt (1.16). ℄

Na
h Satz 1.2.1 ist N ∈ V⊥
ι (M

m+1
C ) ein

{
raumartiges

zeitartiges

}
Einheitsnormalen-

feld mit

−→
N =

√
|C| ι. Aus (1.16) ergibt si
h daher weiter

−−−−−−−→
ι∗
Tι ˜̃grad gC = C

(
ι(q0)∓ 〈ι(q0),

√
|C| ι〉

√
|C| ι

)
= C

(
ι(q0)− C 〈ι(q0), ι〉 ι

)
,

also na
h (1.15) auf Gδq0

−−−−−−→
ι∗g̃rad δq0 = CA

′
C ◦ gC ◦ ι

(
ι(q0)− C 〈ι(q0), ι〉 ι

)
.

Hieraus und aus sC ◦ δq0 = − 1

C A
′
C
◦gC◦ι (Beweis s.u.) folgt wegen f(M) ⊂ Gδq0

−−→
ι∗X = (sC ◦ δq0 ι∗g̃rad δq0) ◦ f = −

(
ι(q0)− C 〈ι(q0), ι ◦ f〉 ι ◦ f

)
,

d.h. (ii) gilt.

Zum Na
hweis von sC ◦ δq0 = − 1

C A
′
C
◦gC◦ι genügt es wegen (1.14) zu zeigen

∀
x∈





]− 1, 1[
]1,∞[





sC ◦ AC(x) = −
1

C A
′
C(x)

=

√
|1− x2|
|C| . (1.17)

[ Zu (1.17):

1. C > 0: Für t ∈ R und x ∈]− 1, 1[ gilt

sC(t) =
sin(

√
Ct)√
C

, AC(x) =
arccos(x)√

C
, C A

′
C(x) = −

√
C√

1−x2 ,

(sC ◦ AC(x)︸ ︷︷ ︸
>0

)2 = sin2(arccos(x))
C

= 1−x2
C

= (− 1

C A
′
C(x)︸ ︷︷ ︸

>0

)2.

2. C < 0: Für t ∈ R und x ∈]1,∞[ gilt

sC(t) =
sinh(
√

|C|t)√
|C|

, AC(x) =
arcosh(x)√

|C|
, C A

′
C(x) =

C√
|C|(x2−1)

= −
√

|C|√
x2−1

,

(sC ◦ AC(x)︸ ︷︷ ︸
>0

)2 = sinh2(arcosh(x))
|C| = x2−1

|C| = (− 1

C A
′
C(x)︸ ︷︷ ︸

>0

)2 .]
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Zu (iii):

Im Falle C = 0 ist (iii) klar na
h (i). Sei also C 6= 0.

Wir setzen J :=

{
]0, π

2
√
C
[ : C > 0

R+ : C < 0

}
. Dann gilt na
h der De�niton von sC

sC : J → sC(J) ist bijektiv und > 0. (1.18)

Seien r ∈ J und p ∈M mit f(p) ∈ Sr(q0), also (wegen f(M) ⊂ Gδq0)

δq0(f(p)) = r
(1.14)⇐⇒ AC ◦ gC ◦ ι(f(p)) = r

(1.18)⇐⇒ sC ◦ AC ◦ gC ◦ ι(f(p)) = sC(r) ∧ r ∈ J
Def. gC⇐⇒ sC ◦ AC

(
C〈ι(q0), ι(f(p))〉

)
= sC(r) ∧ r ∈ J

(1.18)⇐⇒ s2C ◦AC
(
C〈ι(q0), ι(f(p))〉

)
= s2C(r) ∧ r ∈ J

Hieraus folgt (iii) au
h im Falle C 6= 0, da na
h (ii)

‖X‖2 = ‖ι(q0)− C〈ι(q0), ι ◦ f〉 ι ◦ f‖2
= | 〈ι(q0), ι(q0)〉︸ ︷︷ ︸

= 1
C

−2C〈ι(q0), ι ◦ f〉2 + C2〈ι(q0), ι ◦ f〉2 〈ι ◦ f, ι ◦ f〉︸ ︷︷ ︸
= 1

C

|

= | 1
C
− C〈ι(q0), ι ◦ f〉2| =

1

|C| |1− C
2〈ι(q0), ι ◦ f〉2|

und somit na
h (1.17) (wegen f(M) ⊂ Gδq0
1.2.4⇒ C〈ι(q0), ι ◦ f〉 ∈

{
]− 1, 1[
]1,∞[

}
)

‖Xp‖2 = s2C ◦ AC
(
C〈ι(q0), ι(f(p))〉

)
.

�

Bemerkung. Seien f : M → Mm+1
C eine isometris
he Immersion einer m-di-

mensionalen riemanns
hen Mannigfaltigkeit in den Standard-Raum konstanter

Krümmung C 6= 0 und q0 ∈ Mm+1
C . ι : Mm+1

C → Em+2
(im Falle C > 0) bzw.

ι : Mm+1
C → Lm+2

(im Falle C < 0) und N ∈ V⊥
ι (M

m+1
C ) seien wie im Beispiel.

Sei Y das eindeutig bestimmte globale Vektorfeld auf Rm+2
mit

−→
Y = id− q0.

Dann ist X := (Tι(Y ◦ ι)) ◦ f ein globales di�erenzierbares Vektorfeld mit

−−→
ι∗X = −

(
ι(q0)− C 〈ι(q0), ι ◦ f〉 ι ◦ f

)
.

Daher ist die Voraussetzung f(M) ⊂ Gδq0 im Falle einer isometris
hen Im-

mersion in Mm+1
C zur De�nition des Ri
htungsvektorfeldes von f bzgl. q0 ni
ht

notwendig.
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Unser nä
hstes Ziel ist es, für isometris
he Immersionen f : M → Mm+1
C einer

m-dimensionalen riemanns
hen MannigfaltigkeitM in den (m+1)-dimensionalen

Standard-Raum konstanter Krümmung C ∈ R, den Wert des Ri

i-Tensorfeldes

vom Typ (2, 0), angewandt auf die zurü
kgeholte tangentiale Komponente des

Ri
htungsvektorfeldes von f , Ric(TX, TX) auszure
hnen (siehe 1.3.6). Dessen

Kenntnis wird beim Beweis der Sätze von Fontenele und Silva ents
heidend sein.

Für die Bere
hnung benötigen wir die beiden folgenden Lemmata, die im weiteren

sonst keine Rolle mehr spielen werden.

Lemma 1.3.4. SeienM eine m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und

p ∈M.
Dann existiert ein auf einer Umgebung von p in M de�niertes orthonormales

di�erenzierbares m-Beinfeld (E1, . . . , Em) mit ∀i,j∈{1,...,m}∇Ei|pEj = 0.

Beweis: Sei e1, . . . , em eine Orthonormalbasis von TpM .

Für hinrei
hend kleines ε ∈ R+ ist na
h [7, 9.4(iv)℄

expp |Uε(0p) : Uε(0p) −→ Uε(p) ein Di�eomorphismus. (1.19)

Die Abbildung

G : Uε(0p)× [0, 1] −→ Uε(p)

(v, t) 7−→ expp(tv)
(1.20)

ist dann o�enbar di�erenzierbar. Folgli
h ist au
h

g := G(. . . , 0) : Uε(0p) −→ Uε(p) di�erenzierbar,

und für alle v ∈ Uε(0p) ist

γv := G(v, . . .) : [0, 1] −→ Uε(p) ein di�erenzier-

barer Weg in M mit γv(0) = p und γ̇v(0) = v.
(1.21)

Für i ∈ {1, . . . , m} setzen wir

Y i : Uε(0p) −→ TM ,

v 7−→ ei
(1.22)

also ∀v∈Uε(0p) Y
i
v = ei ∈ T p︸︷︷︸

= g(v)

Uε(p), Y i ∈ Vg(Uε(0p)). Na
h [7, 6.17(L6)℄ exi-

stiert genau ein Ỹ i ∈ VG(Uε(0p)× [0, 1]) mit

∀v∈Uε(0p) Ỹ
i(v, . . .) parallel längs γv mit Ỹ i(v, 0) = Y i

v (1.23)

∀(v,t)∈Uε(0p)×[0,1] Ỹ
i(v, t) = Lγv |[0,t](Y

i
v ) , (1.24)
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wobei L die Parallelvers
hiebung bezei
hne. Wegen (1.19) ist

Ei := Ỹ i( ̂expp |Uε(0p)
−1

, 1) : Uε(p)→ TM di�erenzierbar, (1.25)

und es gilt

(
wegen G ◦ ( ̂expp |Uε(0p)

−1

, 1) = expp ◦ ̂expp |Uε(0p)
−1

= idUε(p)

)

Ei ∈ VidUε(p)
= VM(Uε(p)).

Wir zeigen, daÿ für alle i, j ∈ {1, . . . , m} gilt

∇Ei|pEj = 0 (1.26)

〈Ei, Ej〉 = δij , (1.27)

d.h. (E1, . . . , Em) erfüllt die Behauptung.
[Zu (1.26):

Wir zeigen, daÿ für alle v ∈ TpM ∇vEj = 0 gilt. Hierfür genügt es (wegen der

Linearität von ∇...Ej) ∀v∈Uε(0p)∇vEj = 0 zu zeigen, und dies folgt aus

∀v∈Uε(0p)∀t∈[0,1]Ej ◦ γv(t) = Ỹ j(v, t) (1.28)

wegen

∀v∈Uε(0p)∇vEj
(1.21)
= ∇γ̇v(0)Ej = ∇D0(Ej ◦ γv)

(1.28)
= ∇D0Ỹ

j(v, . . .)
(1.23)
= 0.

(1.28) wiederum folgt aus

∀t∈[0,1] Lγtv|[0,1]︸ ︷︷ ︸
=γtv

(Y j
tv) = Lγv |[0,t](Y

j
v ) , (1.29)

da für alle t ∈ [0, 1] gilt

Ej ◦ γv(t)
(1.25)
= Ỹ j( ̂expp |Uε(0p)

−1

◦ γv(t), 1)
(1.21),(1.20)

= Ỹ j(tv, 1)

(1.24)
= Lγtv|[0,1](Y

j
tv)

(1.29)
= Lγv |[0,t](Y

j
v )

(1.24)
= Ỹ j(v, t).

Zum Na
hweis von (1.26) bleibt (1.29) zu zeigen:

Sei t ∈ [0, 1] beliebig. Na
h De�nition der Parallelvers
hiebung gilt

Lγv|[0,t](Y
j
v ) = Zt, wobei Z ∈ V γv︸︷︷︸

=γv |[0,1]

parallel mit Z0 = Y j
v

(1.22)
= ej . (1.30)

Dann ist o�enbar au
h

Z̃ : [0, 1] −→ TM

x 7−→ Ztx
(1.31)
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wohlde�niert (bea
hte, daÿ t ∈ [0, 1]) und di�erenzierbar. Da na
h (1.21) und

(1.20) ∀x∈[0,1] γv(tx) = γtv(x) gilt, ist Z̃x = Ztx ∈ Tγtv(x)M , also Z̃ ∈ Vγtv . Ferner

hat man

∇DZ̃ = ∇D

(
Z ◦ (x 7→ tx)

)
= ∇(x 7→tx)∗DZ

(1.30)
= 0,

d.h. Z̃ ∈ Vγtv ist parallel mit Z̃0 = Z0
(1.30)
= ei

(1.22)
= Y j

tv, und somit gilt (erneut

na
h De�nition der Parallelvers
hiebung) Lγtv(Y
j
tv) = Z̃1

(1.31)
= Zt

(1.30)
= Lγv |[0,t](Y

j
v ),

damit ist (1.29) bewiesen.

Zu (1.27):

Sei q ∈ Uε(p) beliebig und w := ̂expp |Uε(0p)

−1

(q). Dann gilt

〈Ei|q, Ej |q〉
(1.25)
= 〈Ỹ i(w, 1), Ỹ j(w, 1)〉 (1.24)= 〈Lγw|[0,1]( Y

i
w︸︷︷︸

(1.22)
= ei

),Lγw|[0,1]( Y j
w︸︷︷︸

(1.22)
= ej

)〉

= 〈Zei
1 , Z

ej
1 〉 , wobei Zek ∈ Vγw parallel mit Zek

0 = ek .

Da die Zek
parallel sind, gilt na
h dem Satz von Levi-CivitaD·〈Zei, Zej〉 = 0, also

ist 〈Zei, Zej〉 konstant vom Wert 〈Zei
0 , Z

ej
0 〉 = 〈ei, ej〉 = δij , d.h. 〈Ei|q, Ej|q〉 = δij .

Damit ist au
h (1.27) bewiesen.℄ �

Lemma 1.3.5. Vor.: Seien f : M → Mm+1
C eine isometris
he Immersion einer

m-dimensionalen riemanns
hen Mannigfaltigkeit in den (m + 1)-dimensionalen

Standard-Raum konstanter Krümmung C ∈ R, q0 ∈Mm+1
C , es gelte

f(M) ⊂ Gδq0
1.2.4
=

{
Mm+1

C \ {±q0} : C > 0
Mm+1

C \ {q0} : C ≤ 0

}

(d.h. δq0 ist in allen Punkten f(p) mit p ∈M di�erenzierbar) und sei ξ ∈ V⊥
f mit

‖ξ‖ = 1 beliebig. X bezei
hne das Ri
htungsvektorfeld von f , ρq0 die Stützfunktion
von f bzgl. q0 in Ri
htung ξ und Hξ die mittlere Krümmung von f bzgl. ξ.
Beh.: Dann gilt auf Gξ

grad ‖X‖2 = 2 (s
′
C ◦ δq0 ◦ f) TX (1.32)

div TX = m (s
′
C ◦ δq0 ◦ f + ρq0Hξ) (1.33)

△‖X‖2 = −2C ‖TX‖2 + 2m (s
′
C ◦ δq0 ◦ f) (s

′
C ◦ δq0 ◦ f + ρq0Hξ) (1.34)

grad ρq0 = −Aξ(TX) (1.35)

△ ρq0 = −m (s
′
C ◦ δq0 ◦ f) Hξ − ρq0‖α‖2 − 〈gradHξ,

TX〉 (1.36)

Beweis: Die Beweisidee �ndet si
h in [1, Lemmata 1 und 2℄.

Seien ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1 und E1, . . . , Em ein auf einer Umgebung G von

M de�niertes orthonormales di�erenzierbares m-Beinfeld. O.B.d.A. sei G = Gξ.
Wir zeigen zunä
hst, daÿ auf G für alle i, j ∈ {1, . . . , m} gilt

∇̃Ei
X = s

′
C ◦ δq0 ◦ f f∗Ei (1.37)
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Ei · (s′C ◦ δq0 ◦ f) = −C〈X, f∗Ei〉 (1.38)

hξ(Ej , Ei) = −〈f∗Ei, ∇̃Ej
ξ〉 (1.39)

∇̃Ej
ξ = −∑m

k=1 hξ(Ej, Ek)f∗Ek (1.40)

∇̃Ei
∇̃Ej

ξ = −∑m
k=1

(
hξ(Ej , Ek)∇̃Ei

f∗Ek +
(
Ei · hξ(Ej, Ek)

)
f∗Ek

)
(1.41)

∀k∈{1,...,m} (∇Ei
hξ)(Ej , Ek)− (∇Ej

hξ)(Ei, Ek) = 0 (1.42)

[ Zu (1.37):

1. Fall: C = 0
Dann gilt na
h De�nition 1.3.1 s

′
C = 1, und es ergibt si
h für jedes p ∈ G und

jeden di�erenzierbaren Weg γ : ]− ε, ε[→M mit γ̇(0) = Ei|p
−−−−→
∇̃Ei|pX = Ei|p ·

−→
X

1.3.3(i)
= γ̇(0) · (f − q0) =

−−−−→
f∗γ̇(0) = s

′
C ◦ δq0 ◦ f(p)

−−−→
f∗Ei|p .

2. Fall: C 6= 0

Es bezei
hne ι die Einbettung aus Satz 1.2.1 und

˜̃∇ die Levi-Civita kovariante

Ableitung von Em+2
, falls C > 0 bzw. Lm+2

, falls C < 0. Dann gilt für jedes

p ∈ G und jeden di�erenzierbaren Weg γ : ]− ε, ε[→M mit γ̇(0) = Ei|p
−−−−−−→˜̃∇Ei|pι∗X = Ei|p ·

−−→
ι∗X

1.3.3(ii)
= Ei|p ·

(
−
(
ι(q0)− C〈ι(q0), ι ◦ f〉ι ◦ f

))

= −
(
ι(q0)− C〈ι(q0), ι ◦ f ◦ γ〉 ι ◦ f ◦ γ

)′
(0)

= C〈ι(q0),
(
ι ◦ f ◦ γ

)′
(0)〉 ι ◦ f ◦ γ(0) + C〈ι(q0), ι ◦ f ◦ γ(0)〉

(
ι ◦ f ◦ γ

)′
(0)

= C 〈ι(q0),
−−−−−→
ι∗f∗Ei|p〉 ι(f(p)) + C 〈ι(q0), ι(f(p))〉

−−−−−→
ι∗f∗Ei|p.

Hieraus folgt wegen

−−−−−→⊥f(p) (ι) = R ι(f(p)) na
h (1.6) in Satz 1.2.1

∇̃Ei|pX = Tι
( ˜̃∇Ei|pι∗X

)
= C 〈ι(q0), ι(f(p))〉 f∗Ei|p .

Zum Na
hweis von (1.37) bleibt daher zu zeigen

s
′
C(δq0(f(p))) = C〈ι(q0), ι(f(p))〉 ,

und dies gilt wegen l.S.

1.3.1
=

{
cos

(√
C δq0(f(p))

)

cosh
(√
|C| δq0(f(p))

)
}

1.2.4
= r.S.

Zu (1.38):

Ei · (s
′
C ◦ δq0 ◦ f) = s

′′
C ◦ δq0 ◦ f Ei · (δq0 ◦ f)

= s
′′
C ◦ δq0 ◦ f (f∗Ei · δq0)

1.2.1
= −C sC ◦ δq0 ◦ f 〈(g̃rad δq0) ◦ f, f∗Ei〉

1.3.2(i)
= −C 〈X, f∗Ei〉
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Zu (1.39):

Es gilt 〈f∗Ei, ξ〉 = 0, also

0 = Ej · 〈f∗Ei, ξ〉 = 〈∇̃Ej
f∗Ei, ξ〉+ 〈f∗Ei, ∇̃Ej

ξ〉
= hξ(Ej , Ei) + 〈f∗Ei, ∇̃Ej

ξ〉

und somit hξ(Ej, Ei) = −〈f∗Ei, ∇̃Ej
ξ〉 .

Zu (1.40):

∇̃Ej
ξ =

∑m
k=1〈∇̃Ej

ξ, f∗Ek〉 f∗Ek + 〈∇̃Ej
ξ, ξ〉︸ ︷︷ ︸

= 1
2
Ej ·〈ξ,ξ〉=0

ξ

(1.39)
= −∑m

k=1 hξ(Ej, Ek) f∗Ek

Zu (1.41):

∇̃Ei
∇̃Ej

ξ
(1.40)
= ∇̃Ei

(
−

m∑

k=1

hξ(Ej , Ek) f∗Ek
)

= −
m∑

k=1

(
hξ(Ej, Ek) ∇̃Ei

f∗Ek +
(
Ei · hξ(Ej , Ek)

)
f∗Ek

)

Zu (1.42):

Laut der Codazzi-Glei
hung [7, Ü 68a)℄ ist

(
R̃(f∗Ei, f∗Ej)f∗Ek

)⊥
= (∇⊥

Ei
α)(Ej, Ek)− (∇⊥

Ej
α)(Ei, Ek).

Da M̃m+1
C von konstanter Krümmung C ist, gilt na
h [7, 7.31℄ für die linke Seite

der Codazzi-Glei
hung

l.S. =
(
C (〈f∗Ej, f∗Ek〉 f∗Ei︸︷︷︸−〈f∗Ei, f∗Ek〉 f∗Ej︸︷︷︸)

)⊥
= 0.

Na
h De�nition von ∇⊥, hξ und wegen α(Y, Z) = hξ(Y, Z) ξ,

(∇̃Ei
ξ)⊥ = 〈∇̃Ei

ξ, ξ〉 ξ = 1
2
Ei · 〈ξ, ξ〉 ξ = 0 folgt

(∇⊥
Ei
α)(Ej, Ek) = (∇̃Ei

α(Ej , Ek))
⊥ − α(∇Ei

Ej , Ek)− α(Ej,∇Ei
Ek)

= hξ(Ej, Ek)(∇Ei
ξ)⊥ + (Ei · hξ(Ej, Ek))ξ − hξ(∇Ei

Ej , Ek)ξ − hξ(Ej ,∇Ei
Ek)ξ

=
(
(∇Ei

hξ)(Ej , Ek)
)
ξ ,

also ist

(
(∇Ei

hξ)(Ej, Ek)−(∇Ej
hξ)(Ei, Ek)

)
ξ glei
h der re
hten Seite der Codazzi-

Glei
hung, womit (1.42) gezeigt ist.

Somit sind (1.37) bis (1.42) bewiesen. ℄
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Die Behauptungen des Lemmas können nun auf (1.37) - (1.42) zurü
kgeführt

werden:

Zu (1.32) und (1.35):

Seien p ∈ G beliebig, i ∈ {1, . . . , m} und γ : ] − ε, ε[→ M ein di�erenzierbarer

Weg in M mit γ̇(0) = Ei|p. Dann gilt:

〈gradp‖X‖2 , Ei|p〉 = 〈gradp‖X‖2 , γ̇(0)〉 = γ̇(0) · ‖X‖2

= γ̇(0) · 〈X,X〉 = 2 〈∇̃γ̇(0)X , Xp〉
(1.37)
= 2 s

′
C(δq0(f(p)) 〈f∗Ei|p , XT

p 〉
= 〈Ei|p , 2 s

′
C(δq0(f(p))

TXp〉

Wegen der Beliebigkeit von p ∈M und i ∈ {1, . . . , m} folgt (1.32).
Auÿerdem gilt

〈gradpρq0 , Ei|p〉 = 〈gradpρq0 , γ̇(0)〉 = γ̇(0) · ρq0
1.3.2(ii)
= γ̇(0) · 〈X, ξ〉

= 〈 ∇̃Ei|pX︸ ︷︷ ︸
(1.37)
= s

′
C
(f(p))f∗Ei|p

, ξp〉+ 〈Xp , ∇̃γ̇(0)ξ〉 = 〈Xp , ∇̃γ̇(0)ξ〉,

und aus 〈ξ, ξ〉 = 1 folgt (∇̃ξ)⊥ = 0, also

〈Xp , ∇̃γ̇(0)ξ〉 = 〈XT
p , (∇̃γ̇(0)ξ)

T 〉 = −〈TXp , −T (∇̃γ̇(0)ξ)〉

= −〈TXp , Aξ(γ̇(0))〉
Aξ selbstadj.

= −〈γ̇(0) , Aξ(TXp)〉
= 〈Ei|p , −Aξ(TXp)〉.

Wegen der Beliebigkeit von p ∈M und i ∈ {1, . . . , m} folgt (1.35).
Zu (1.33):

Sei p ∈ G beliebig.

(div TX)(p) = Spur(∇...
TX|TpM) =

m∑

i=1

〈∇̃Ei|p
TX , Ei|p〉

=
m∑

i=1

〈∇̃Ei|pX
T , f∗Ei|p〉 =

m∑

i=1

〈∇̃Ei|p(X − 〈X, ξ〉ξ) , f∗Ei|p〉

=

m∑

i=1

〈(∇̃Ei|pX)− 〈Xp, ξp〉(∇̃Ei|pξ)− (Ei|p · 〈X, ξ〉)ξp , f∗Ei|p〉

=
m∑

i=1

〈∇̃Ei|pX︸ ︷︷ ︸ , f∗Ei|p〉 − 〈Xp, ξp〉
m∑

i=1

〈∇̃Ei|pξ , f∗Ei|p〉︸ ︷︷ ︸

(1.37),(1.39)
=

m∑

i=1

sC
′(δq0(f(p))

)
+ 〈Xp, ξp〉︸ ︷︷ ︸

=ρq0 (p)

m∑

i=1

hξ(Ei|p, Ei|p)
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= m
(
s
′
C

(
δq0(f(p))

)
+ ρq0(p)Hξ(p)

)

Zu (1.34):

1

2
△(‖X‖2) = 1

2
div grad ‖X‖2

(1.32)
= div

(
(s

′
C ◦ δq0 ◦ f)TX

)

[7,Ü87b)]
= (s

′
C ◦ δq0 ◦ f) div (TX) + TX · (s′C ◦ δq0 ◦ f)

(1.33)
= m (s

′
C ◦ δq0 ◦ f) (s

′
C ◦ δq0 ◦ f + ρq0 Hξ) +

TX · (s′C ◦ δq0 ◦ f)

Zum Na
hweis von (1.34) genügt es nun zu zeigen, daÿ gilt

TX · (s′C ◦ δq0 ◦ f) = −C ‖TX‖2.

Beweis hiervon:

TX · (s′C ◦ δq0 ◦ f) =
m∑

i=1

〈TX,Ei〉Ei · (s
′
C ◦ δq0 ◦ f)

(1.38)
=

m∑

i=1

〈TX,Ei〉(−C 〈X, f∗Ei〉︸ ︷︷ ︸
=〈TX,Ei〉

)

= −C 〈TX,
m∑

i=1

〈TX,Ei〉Ei〉 = −C 〈TX, TX〉 = −C ‖TX‖2

Zu (1.36):

Seien p ∈M und E1, . . . , Em das orthonormale Basisfeld aus Lemma 1.3.4 mit

∀i,j∈{1,...,m}∇Ei|pEj = 0. (1.43)

Wir bereiten den Beweis von (1.36) vor, indem wir die folgenden Formeln (1.44)

bis (1.47) beweisen:

∀i,k,l∈{1,...m} 〈∇̃Ei|pf∗Ek, f∗El|p〉 = 0 (1.44)

∀i,j∈{1,...,m} ∇̃Ei|p∇̃Ej
ξ

= −∑m
k=1

(
(hξ(Ej, Ek)〈∇̃Ei

f∗Ek, ξ〉ξ + (∇Ei
hξ)(Ej, Ek) f∗Ek

)
(p)

(1.45)

−∑m
i,j=1〈TXp, Ej|p〉Ej|p · hξ(Ei, Ei) = −m 〈gradpHξ,

TXp〉 (1.46)

−
m∑

i,j=1

〈∇Ei|p
TX,Ej |p〉 hξ(Ei|p, Ej|p) = −m s

′
C

(
δq0(f(p))

)
Hξ(p)− ρq0(p)‖α(p)‖2

(1.47)
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[ (1.44) ist klar, da aus ∇Ei|pEk = 0 au
h 0 = f∗∇Ei|pEk = (∇̃Ei|pf∗Ek)
T
folgt.

Zu (1.45):

∇̃Ei|p∇̃Ej
ξ

(1.41)
= −

m∑

k=1

(
hξ(Ej |p, Ek|p)∇̃Ei|pf∗Ek +

(
Ei|p · hξ(Ej , Ek)

)
f∗Ek|p

)

= −
m∑

k=1

hξ(Ej |p, Ek|p)
( m∑

l=1

〈∇̃Ei|pf∗Ek, f∗El|p〉︸ ︷︷ ︸
(1.44)
= 0

f∗El|p + 〈∇̃Ei|pf∗Ek, ξp〉ξp
)

−
m∑

k=1

(
(∇Ei|phξ)(Ej , Ek) + hξ(∇Ei|pEj︸ ︷︷ ︸

(1.43)
= 0

, Ek|p) + hξ(Ej |p,∇Ei|pEk︸ ︷︷ ︸
(1.43)
= 0

)
)
f∗Ek|p

= −
m∑

k=1

(
hξ(Ej|p, Ek|p) 〈∇̃Ei|pf∗Ek, ξp〉 ξp

)
−

m∑

k=1

(∇Ei|phξ)(Ej , Ek) f∗Ek|p

Zu (1.46):

−
m∑

i,j=1

(
〈TXp, Ej |p〉Ej|p

)
· hξ(Ei, Ei)

= −
m∑

i=1

〈TXp,

m∑

j=1

(Ej|p · hξ(Ei, Ei))Ej |p〉

= −
m∑

i=1

〈TXp,
m∑

j=1

〈gradp
(
hξ(Ei, Ei)

)
, Ej |p〉Ej|p〉

= −
m∑

i=1

〈TXp, gradp
(
hξ(Ei, Ei)

)
〉 = −〈TXp, gradp

( m∑

i=1

hξ(Ei, Ei)

︸ ︷︷ ︸
=mHξ

)
〉

= −m 〈gradpHξ,
TXp〉

Zu (1.47):

−
m∑

i,j=1

〈∇Ei|p
TX,Ej|p〉 hξ(Ei|p, Ej |p)

= −
m∑

i,j=1

〈(∇̃Ei|pX
T )T , f∗Ej |p〉 hξ(Ei|p, Ej|p)

= −
m∑

i,j=1

〈∇̃Ei|pX
T , f∗Ej |p〉 hξ(Ei|p, Ej|p)

= −
m∑

i,j=1

〈∇̃Ei|p(X − 〈X, ξ〉ξ) , f∗Ej |p〉 hξ(Ei|p, Ej |p)
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= −
m∑

i,j=1

hξ(Ei|p, Ej |p)
〈
(∇̃Ei|pX)− 〈Xp, ξp〉(∇̃Ei|pξ)− (Ei|p · 〈X, ξ〉) ξp , f∗Ej |p

〉

= −
( m∑

i,j=1

〈∇̃Ei|pX︸ ︷︷ ︸ , f∗Ej |p〉 hξ(Ei|p, Ej|p)

−〈Xp, ξp〉
m∑

i,j=1

〈
∇̃Ei|pξ , f∗Ej|p

〉
︸ ︷︷ ︸ hξ(Ei|p, Ej|p)

)

(1.37),(1.39)
= −

( m∑

i,j=1

〈
s
′
C(δq0(f(p))) f∗Ei|p , f∗Ej |p

〉
hξ(Ei|p, Ej |p)

+〈Xp, ξp〉
m∑

i,j=1

hξ(Ei|p, Ej|p) hξ(Ei|p, Ej|p)
)

= −s′C(δq0(f(p)))
m∑

i=1

hξ(Ei|p, Ei|p)
︸ ︷︷ ︸

=mHξ(p)

−〈Xp, ξp〉︸ ︷︷ ︸
=ρq0 (p)

m∑

i,j=1

(
hξ(Ei|p, Ej |p)

)2

︸ ︷︷ ︸
1.1.4(1.1)

= ‖α(p)‖2

Damit sind (1.44) bis (1.47) gezeigt. ℄.

Nun ergibt si
h (1.36) wie folgt:

△ρq0(p) = Spur (∇...grad ρ|TpM)
(1.35)
= Spur

(
∇...

(
− Aξ(TX)|TpM

))

=

m∑

i=1

〈∇̃Ei|p
(
− f∗Aξ(TX)

)
, f∗Ei|p〉

=
m∑

i=1

〈∇̃Ei|p (∇̃TXξ)
T

︸ ︷︷ ︸
=∇̃TX

ξ, TX ·〈ξ,ξ〉=0

, f∗Ei|p〉

=
m∑

i=1

〈∇̃Ei|p
( m∑

j=1

〈TX,Ej〉∇̃Ej
ξ
)
, f∗Ei|p〉

=

m∑

i,j=1

〈TXp, Ej |p〉 〈 ∇̃Ei|p∇̃Ej
ξ︸ ︷︷ ︸

(1.45)
= ...ξp−

∑m
k=1(∇Ei|phξ)(Ej ,Ek)f∗Ek|p

, f∗Ei|p〉

+
m∑

i,j=1

(Ei|p · 〈TX,Ej〉)〈∇̃Ej |pξ, f∗Ei|p〉

= −
m∑

i,j=1

〈TXp, Ej|p〉 (∇Ei|phξ)(Ej , Ei)︸ ︷︷ ︸
(1.42)
= (∇Ej |phξ)(Ei,Ei)

(1.43)
= Ej |p·hξ(Ei,Ei)+0
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+

m∑

i,j=1

(Ei|p · 〈TX,Ej〉) 〈 ∇̃Ej |pξ︸ ︷︷ ︸
(1.40)
= −

∑m
k=1 hξ(Ej |p,Ek|p)f∗Ek|p

, f∗Ei|p〉

︸ ︷︷ ︸
=−hξ(Ej |p,Ei|p)

= −
m∑

i,j=1

〈TXp, Ej|p〉Ej |p · hξ(Ei, Ei)

−
m∑

i,j=1

(
〈∇Ei|p

TX,Ej|p〉+ 〈TXp,∇Ei|pEj︸ ︷︷ ︸
(1.43)
= 0

〉
)
hξ(Ej |p, Ei|p)

(1.46),(1.47)
= −m 〈gradpHξ,

TXp〉 −m s
′
C(δq0(f(p))) Hξ(p)− ρq0(p) ‖α(p)‖2,

womit das Lemma vollständig bewiesen ist. �

Satz 1.3.6 ([5, Proposition 2.1℄). Vor.: Seien f : M →Mm+1
C eine isometris
he

Immersion einer m-dimensionalen riemanns
hen Mannigfaltigkeit in den (m+1)-
dimensionalen Standard-Raum konstanter Krümmung C ∈ R, q0 ∈ Mm+1

C , es

gelte

f(M) ⊂ Gδq0
1.2.4
=

{
Mm+1

C \ {±q0} : C > 0
Mm+1

C \ {q0} : C ≤ 0

}

(d.h. δq0 ist in allen Punkten f(p), p ∈M , di�erenzierbar), und sei X ∈ Vf(M)
das Ri
htungsvektorfeld von f bzgl. q0.

Ferner seien für ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1 beliebig ρq0,ξ, Hξ bzw. Hξ,2 die Stütz-

funktion von f bzgl. q0 in Ri
htung ξ, die mittlere Krümmung von f bzgl. ξ bzw.
die zweite mittlere Krümmung von f bzgl. ξ.
Beh.:

(i) Für alle p ∈ M sind ρ2q0,ξ(p), Hξ,2(p), ρq0,ξ(p)Hξ(p) und ρq0,ξ(p)Aξ(
TXp)

unabhängig von der speziellen Wahl von ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1. Daher

sind

ρ2q0 : M −→ R, H2 : M −→ R, ρq0H: M −→ R

auf ganz M wohlde�nierte Funktionen, und es ist ρq0 A(
TX) ∈ VM(M).

(ii) Das Vektorfeld Y := (m− 1) (s
′
C ◦ δq0 ◦ f) TX −mρq0 H

TX + ρq0 A(
TX) ist

di�erenzierbar, d.h. Y ∈ VM(M).

(iii)

Ric(TX, TX) =

2 (m− 1)C ‖TX‖2 +m(m− 1) (ρ2q0 H2 − (s
′
C)

2 ◦ δq0 ◦ f)
+div

(
(m− 1) (s

′
C ◦ δq0 ◦ f) TX −mρq0 H

TX + ρq0 A(
TX)

)
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Beweis: (i) ist klar na
h 1.1.2 Bem. 3), 1.3.2 Bem. 2) und wegen A−ξ = −Aξ.
Zu (ii):

Zu jedem p ∈M existiert ein ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1. Da na
h (i) gilt

Y |Gξ = (m− 1) (s
′
C ◦ δq0 ◦ f) TX −mρq0,ξ Hξ

TX + ρq0,ξ Aξ(
TX) ,

ist Y (lokal) di�erenzierbar, da jeder der drei Summanden di�erenzierbar ist.

Zu (iii):

Wir setzen zur Abkürzung θC := s
′
C ◦ δq0 ◦ f . Sei ξ ∈ V⊥

f mit ‖ξ‖ = 1 beliebig.

Dann gilt

△(ρ2q0,ξ)
[7,Ü87b)]

= 2 ρq0,ξ︸︷︷︸△(ρq0,ξ) + 2‖ gradρq0,ξ︸ ︷︷ ︸‖
2

(1.36),(1.35)
= 2ρq0,ξ(−mθCHξ − ρq0,ξ‖α‖2 −m 〈grad(Hξ),

TX〉︸ ︷︷ ︸
[7,Ü87b)]

= div(Hξ
TX)−Hξ div(TX)

)

+2‖Aξ(TX)‖2,

also

1

2
△(ρ2q0,ξ)

= −mθCρq0,ξHξ − ρ2q0,ξ‖α‖2

−mρq0,ξ div(Hξ
TX) + mρq0,ξHξ div(

TX)︸ ︷︷ ︸
(1.33)
= m2ρq0,ξHξθC+m2ρ2

q0,ξ
H2

ξ

+‖Aξ(TX)‖2

= m(m− 1) θCρq0,ξHξ − ρ2q0,ξ ‖α‖2︸︷︷︸
−mρq0,ξ div(Hξ

TX) +m2ρ2q0,ξH
2
ξ + ‖Aξ(TX)‖2

1.1.6(1.5)
= m(m− 1) θCρq0,ξHξ−m2ρ2q0,ξH

2
ξ︸ ︷︷ ︸+m(m− 1) ρ2q0,ξHξ,2

−mρq0,ξ div(Hξ
TX) +m2ρ2q0,ξH

2
ξ︸ ︷︷ ︸+‖Aξ(

TX)‖2

+m(m− 1) θ2C −m(m− 1) θ2C
= m(m− 1) θC(ρq0,ξHξ + θC) +m(m− 1) (ρ2q0,ξHξ,2 − θ2C)

−mρq0,ξ div(Hξ
TX) + ‖Aξ(TX)‖2 .

Daher folgt wegen

ρq0,ξ div(Hξ
TX)

[7,Ü87b)]
= div(ρq0,ξHξ

TX)− 〈grad(ρq0,ξ),Hξ
TX〉

(1.35)
= div(ρq0,ξHξ

TX) + Hξ〈Aξ(TX), TX〉,
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daÿ gilt

1

2
△(ρ2q0,ξ)

= m(m− 1) θC(ρq0,ξHξ + θC) +m(m− 1) (ρ2q0,ξHξ,2 − θ2C)
−m div(ρq0,ξHξ

TX)−mHξ〈Aξ(TX), TX〉+ ‖Aξ(TX)‖2
1.1.6(1.4)

= m(m− 1) θC(ρq0,ξHξ + θC) +m(m− 1) (ρ2q0,ξHξ,2 − θ2C)
−m div(ρq0,ξHξ

TX)− Ric(TX, TX) + (m− 1)C ‖TX‖2 ,

also

Ric(TX, TX) = (m− 1)C ‖TX‖2 +m(m− 1) (ρ2q0,ξHξ,2 − θ2C)
+m(m− 1) θC(ρq0,ξHξ + θC)−m div(ρq0,ξHξ

TX)

−1
2
△(ρ2q0,ξ).

Hieraus und aus

m(m− 1) θC(ρq0,ξHξ + θC)
(1.34)
= m−1

2
△(‖X‖2) + (m− 1)C ‖TX‖2

(1.32)
= div

(
(m− 1) θC

TX
)
+ (m− 1)C ‖TX‖2

sowie

−1
2
△(ρ2q0,ξ)

[7,Ü87b)]
= −div

(
ρq0,ξgrad(ρq0,ξ)

) (1.35)
= div

(
2ρq0,ξAξ(

TX)
)

und der Beliebigkeit von ξ folgt die Behauptung von (iii). �
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Kapitel 2

Hilfsmittel (Die Sätze von Sard,

Omori und Rau
h, das Index- und

das Hopf-Lemma)

Wir werden für unsere Beweise im weiteren Verlauf dieser Arbeit bekannte Re-

sultate aus der Di�erentialtopologie und �geometrie sowie der linearen Algebra

benötigen, die wir in diesem Kapitel zusammmenstellen.

Lemma 2.1 ([14, Kapitel 11 Lemma 1℄). Seien V,W euklidis
he Vektorräume,

V 1 := {v ∈ V | ‖v‖ = 1} und α : V × V → W eine symmetris
he bilineare

Abbildung. Dann sind o�enbar

g : V −→ R, g(v) := ‖α(v, v)‖2 und g|V 1 : V 1 −→ R

di�erenzierbare Abbildungen. Ferner sei u1 ∈ V 1
ein kritis
her Punkt von g|V 1 .

Dann gilt:

(i) ∀v∈V
(
〈u1, v〉 = 0 =⇒ 〈α(u1, u1), α(u1, v)〉 = 0

)

(ii) Ist zusätzli
h g(u1) = ‖α(u1, u1)‖2 6= 0, so gilt

∀u ∈ V
(

α(u1, u) = 0 =⇒ 〈u1, u〉 = 0
)
.

(iii) Besitzt g|V 1
in u1 sogar ein relatives Minimum, so gilt für jedes v ∈ V 1

〈u1, v〉 = 0

=⇒ 〈α(u1, u1), α(v, v)〉+ 2‖α(u1, v)‖2 ≥ ‖α(u1, u1)‖2.

Beweis: Sei v ∈ V 1
mit 〈u1, v〉 = 0. Dann ist o�enbar γ : R → V , de�niert

dur
h γ(t) := cos(t) u1 + sin(t) v, ein di�erenzierbarer Weg in V mit

γ(R) ⊂ V 1, γ(0) = u1, γ
′
(0) = v und γ

′′
(0) = −u1. (2.1)

31
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Da u1 na
h Voraussetzung ein kritis
her Punkt von g|V 1
ist, folgt

0 = (g ◦ γ)′(0) = 〈α(γ, γ), α(γ, γ)〉′(0) = 2 〈α(γ, γ)′(0), α(γ, γ)(0)〉
= 4 〈α

(
γ′(0), γ(0)

)
, α

(
γ(0), γ(0)

)
〉 (2.1)= 4 〈α(v, u1), α(u1, u1)〉.

Hieraus folgt o�enbar (i) (au
h für beliebiges v ∈ V mit 〈u1, v〉 = 0).

Zu (iii):

Besitzt g|V 1
in u1 ein relatives Minimum, so gilt (iii) wegen

0 ≤ (g ◦ γ)′′(0) = 4 〈α(γ ′
, γ), α(γ, γ)〉′(0)

= 4
(〈
α(γ

′′
, γ) + α(γ

′
, γ′) , α(γ, γ)

〉
(0) +

〈
α(γ

′
, γ) , 2α(γ

′
, γ)

〉
(0)

)

(2.1)
= 4

(
− ‖α(u1, u1)‖2 + 〈α(v, v), α(u1, u1)〉+ 2‖α(v, u1)‖2

)
.

Zu (ii):

Gelte ‖α(u1, u1)‖2 6= 0 und sei u ∈ V mit α(u1, u) = 0. Dann existieren

ṽ ∈ V, λ ∈ R mit u = λu1 + ṽ und 〈u1, ṽ〉 = 0, (2.2)

nämli
h λ := 〈u, u1〉 und ṽ die zu u1 normale Komponente von u.

Aus (2.2) und (i) (dort v = ṽ) folgt

〈α(u1, u1), α(u1, ṽ)〉 = 0, (2.3)

und aus der Bilinearität von α ergibt si
h

0 = 〈α(u1, u1), α(u1, u)︸ ︷︷ ︸
=0

〉 (2.2),(2.3)= 〈α(u1, u1), α(u1, λu1)〉 = λ‖α(u1, u1)‖2.

Hieraus folgt (wegen ‖α(u1, u1)‖2 6= 0) λ = 0, d.h. na
h (2.2) u = ṽ und

〈u1, u〉 = 0. �

2.2 Der Satz von Sard

Satz 2.2. Vor.: Seien M eine m-dimensionale di�erenzierbare Mannigfaltigkeit,

n ∈ N+ und Φ: M → Rn
eine di�erenzierbare Abbildung. Ferner bezei
hnen wir

mit C := {p ∈M |RangΦ∗p < n} die Menge der ni
ht-regulären Punkte von Φ.

Beh.: Dann ist Φ(C) ⊂ Rn
eine µn-Nullmenge.

Beweis: Für den Fall M = Rm
siehe [12, S. 16-19℄. Der allgemeine Fall folgt

dann sofort aus [7, 2.10℄. �
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2.3 Eigens
haften kompakter Mannigfaltigkeiten

Satz 2.3.1. Seien M eine riemanns
he Mannigfaltigkeit und K ⊂ M eine kom-

pakte Teilmenge von M .

Dann ist

⋃
p∈K T

1
pM eine kompakte Teilmenge von TM .

Beweis: Bezei
hne p : TM → M die (di�erenzierbare) Fuÿpunktabbildung.

Wir werden zeigen, daÿ gilt:

∀p∈M ∃Up∈Umg(p,M) p
1(Up ) ∩ T 1M ist kompakte Teilmenge von TM (2.4)

Dann ist (Up)p∈K eine Überde
kung von K dur
h o�ene Mengen von M . Aus der

Kompaktheit von K folgt dann die Existenz einer endli
hen Teilmenge K0 von K
mit K ⊂ ⋃

p∈K0
Up ⊂

⋃
p∈K0

Up , also gilt au
h

⋃

p∈K
T 1
pM = p

1(K) ∩ T 1M ⊂
⋃

p∈K0

p
1(Up ) ∩ T 1M.

Da K0 endli
h ist, folgt aus (2.4) die Kompaktheit von

⋃
p∈K0

p
1(Up ) ∩ T 1M .

Auÿerdem ist K als kompakte Teilmenge von M abges
hlossen in M , also folgt

aus der Stetigkeit von p, daÿ p
1(K) abges
hlossen in TM ist. Da T 1M (als Urbild

der Menge {1} unter der stetigen Funktion ‖ . . . ‖ : TM → R) ebenfalls abge-

s
hlossen ist, ist

⋃
p∈K T

1
pM eine abges
hlossene Teilmenge eines Kompaktums in

dem Hausdor�-Raum TM , also kompakt.

Zu zeigen bleibt (2.4):

Seien p0 ∈M beliebig, m := dimM, (E1, . . . , Em) ein auf einer Umgebung G von

p0 de�niertes orthonormales di�erenzierbares m-Beinfeld und u : Gu→ Rm
eine

Karte von M mit p0 ∈ Gu ⊂ G, u(p0) = 0Rm
sowie u(Gu) = Rm

. Wir setzen

Up0 := u1(U1(0Rm) ) ∈ Umg(p0,M). Es genügt zu zeigen, daÿ

p
1(Up0 ) ∩ T 1M = p

1
(
u1(U1(0Rm) )

)
∩ T 1M = p

1
(
u1(B1(0Rm) )

)
∩ T 1M

eine kompakte Teilmenge von TM ist. Da u1(B1(0Rm) )× S1(0Rm) o�enbar eine
kompakte Teilmenge von Gu× Rm

ist, genügt es hierfür zu zeigen, daÿ

g : Gu× Rm −→ TM ,

(p, x) 7−→
m∑

i=1

xiEi|p

eine stetige Funktion mit g
(
u1(B1(0Rm) )×S1(0Rm)

)
= p

1
(
u1(B1(0Rm) )

)
∩ T 1M

ist.

Zur Stetigkeit von g:
Wir zeigen sogar, daÿ g di�erenzierbar ist. Sei u : p1(Gu)→ u(Gu)×Rm

die zu u
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assoziierte Bündelkarte und (p, x) ∈ Gu×Rm
beliebig. Dann gilt g(p, x) ∈ p

1(Gu)
und

u ◦ g(p, x) =
(
u ◦ p ◦ g(p, x) , g(p, x) · u1 , . . . , g(p, x) · um

)

=
(
(u ◦ p)(

m∑

i=1

xiEi|p) ,
m∑

i=1

xi(Ei|p · u1) , . . . ,
m∑

i=1

xi(Ei|p · um)
)

=
(
u(p) ,

m∑

i=1

xi (Ei · u1)︸ ︷︷ ︸
differenzierbar

(p) , . . . ,

m∑

i=1

xi (Ei · um)︸ ︷︷ ︸
differenzierbar

(p)
)
,

also ist u ◦ g � und damit au
h g � di�erenzierbar in (p, x).
Zu g

(
u1(B1(0Rm) )× S1(0Rm)

)
= p1

(
u1(B1(0Rm) )

)
∩ T 1M :

Für jedes p ∈ Gu ist g(p, . . .) : Rm → TpM eine lineare Abbildung, die den i-ten
(i ∈ {1, . . . , m}) Einheitsvektor der Standard-Orthonormalbasis von Rm

auf das

i-te Element der Orthonormalbasis E1|p, . . . , Em|p von TpM abbildet, also folgt

g
(
{p} × S1(0Rm)

)
= g

(
{p} × {x ∈ Rm|〈x, x〉 = 1}

)
= T 1

pM und somit

g
(
u1(B1(0Rm) )× S1(0Rm)

)
=

⋃

p∈u1(B1(0Rm ))

T 1
pM = p

1
(
u1(B1(0Rm) )

)
∩ T 1M.

�

Satz 2.3.2. Seien M eine riemanns
he Mannigfaltigkeit und K ⊂ M kompakt.

KM bezei
hne die S
hnittkrümmungsfunktion.

Dann ist {KM(σ) | q ∈ K und σ 2-dimensionaler Untervektorraum von TqM}
eine (na
h oben und unten) bes
hränkte Teilmenge von R.

Beweis: Siehe [8, Liegruppen und homogene Räume, 17.64℄. �

Satz 2.3.3. Eine kompakte riemanns
he Mannigfaltigkeit ist vollständig.

Beweis: In den Übungen zu [7℄ im Ans
hluÿ an Übung 99 bespro
hen. �

2.4 Der Satz von Omori

Satz 2.4. Vor.: Seien M eine zusammenhängende, vollständige m-dimensiona-

le riemanns
he Mannigfaltigkeit mit na
h unten bes
hränkter S
hnittkrümmung

und Ψ: M → R eine na
h oben bes
hränkte di�erenzierbare Funktion.

Beh.: Zu jedem p0 ∈M und jedem ε ∈ R+ existiert ein p ∈M derart, daÿ

Ψ(p) ≥ Ψ(p0),

‖gradpΨ‖ < ε,

max{hesspΨ(v, v)|v ∈ T 1
pM} < ε.

Beweis: Die hier angegebene Version des Satzes von Omori entspri
ht dem

Teil (i) in
lusive Zusatz des zentralen Satzes von Kapitel 3 in [13, S. 30f℄. Der

Beweis ist in derselben Arbeit (S. 42-116) angegeben. �
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2.5 Ja
obifelder und Indexform

In diesem Abs
hnitt seien stets α, β ∈ R mit α < β.
Wir erinnern zunä
hst an die folgenden Bezei
hnungen und Resultate:

De�nition 2.5.1 (Ja
obifelder). Seien M eine riemanns
he Mannigfaltigkeit,

γ : [α, β]→M eine Geodätis
he und Y ∈ Vγ .

(i) Y heiÿt Ja
obifeld längs γ (i.Z. Y ∈ Jγ)

:⇐⇒ Y
′′
+ R(Y, γ̇)γ̇ = 0

[7,9.11]⇐⇒ Es existiert eine Variation V : [α, β]×]− ε, ε[→M von γ, die Y

als Variationsvektorfeld besitzt mit ∀s∈]−ε,ε[ Vs Geodätis
he.

(ii) Y ∈ V
′
γ :⇐⇒ Y ∈ Vγ ∧ 〈Y, γ̇〉 = 0.

Satz 2.5.2. SeienM eine riemanns
he Mannigfaltigkeit und γ : [α, β]→M eine

ni
ht-konstante Geodätis
he. Ferner sei V : [α, β]×] − ε, ε[→ M eine Variation

von γ mit Längenfunktion L. Y bezei
hne das Variationsvektorfeld von V und

Y ⊥
die zu γ̇ normale Komponente von Y .
Dann gilt:

L
′′
(0) = 1

‖γ̇(α)‖
( ∫ β

α

(‖∇D(Y
⊥)‖2 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉)(t) dt

+〈∇D0

˙̂
V (β, . . .), γ̇(β)〉 − 〈∇D0

˙̂
V (α, . . .), γ̇(α)〉

)

Beweis: Siehe [7, 9.15℄. �

Es wird si
h im folgenden als zwe
kmäÿig erweisen, die Indexform einer Geo-

dätis
hen abwei
hend von [7℄ folgendermaÿen zu de�nieren:

De�nition 2.5.3 (Indexform). Seien M eine riemanns
he Mannigfaltigkeit und

γ : [α, β] → M eine Geodätis
he. Wir de�nieren I : Vγ × Vγ → R, die sog.

Indexform von γ, dur
h

∀Y,Z∈Vγ
I(Y, Z) :=

∫ β

α

(〈Y ′
, Z

′〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Z〉)(t) dt

= 〈Y, Z ′〉|βα −
∫ β

α

〈Y, Z ′′
+ R(Z, γ̇)γ̇︸ ︷︷ ︸

=0, falls Z∈Jγ

〉(t) dt.

I ist o�enbar eine symmetris
he Bilinearform.

Bemerkung. Der Unters
hied zur De�nition der Indexform in [7℄ besteht darin,

daÿ sie dort nur auf V
′
γ anstatt auf Vγ de�niert war.
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Satz 2.5.4 (Index-Lemma; [2, Lemma 1.21℄). Sei γ : [α, β] → M eine ni
ht-

konstante Geodätis
he ohne konjugierten Punkt in einer riemanns
hen Mannig-

faltigkeit M , und sei Z ∈ Jγ mit Zα = 0.
Dann gilt für alle Y ∈ Vγ mit Yα = Zα = 0 und Yβ = Zβ

I(Y, Y ) ≥ I(Z,Z) mit Glei
hheit genau dann, wenn Y = Z.

Bemerkung. In [7℄ wurde in 12.11 ein ähnli
hes Resultat für Z ∈ Jγ ∩ V
′
γ

(anstatt Z ∈ Jγ) und Y ∈ V
′
γ (anstatt Y ∈ Vγ) bewiesen. In diesem spezielleren

Fall genügte es Yα = Zα (anstatt Yα = Zα = 0) zu fordern.

Der obige Satz wird im folgenden mehrfa
h benötigt, und z.B. beim Beweis des

Verglei
hssatzes von Rau
h (s.u.) genügt die in [7℄ angegebene Version, aber beim

Beweis einer Abs
hätzung für die Hesseform des Quadrates der Abstandsfunktion

am Ende von Kapitel 3 ist dies ni
ht der Fall.

Beweis: Wir bereiten den Beweis dur
h das folgende Lemma vor:

Lemma. Sei g : [α, β]→ R eine di�erenzierbare Funktion mit g(α) = 0.
Dann existiert eine di�erenzierbare Funktion G : [α, β]→ R mit

∀t∈[α,β] g(t) = (t− α)G(t) .

Bea
hte, daÿ eine di�erenzierbare Funktion für uns eine C∞
-Funktion ist.

Beweis des Lemmas: O.B.d.A. können wir annehmen, daÿ α = 0 gilt. Da die

Di�erenzierbarkeit von

G : ]0, β] −→ R

t 7−→ g(t)

t

klar ist, haben wir zu zeigen, daÿ G in 0 di�erenzierbar fortsetzbar ist. Wir zeigen

zunä
hst:

∀n∈N lim
t→0+

G(n)(t) =
g(n+1)(0)

n+ 1
(2.5)

[ Beweis hiervon:

Seien n ∈ N und t ∈]0, β] beliebig. Dann gilt:

G(n)(t) =
n∑

k=0

(
n

k

)
g(n−k)(t)(−1)k k!

tk+1
=

∑n
k=0

(
n
k

)
g(n−k)(t)(−1)kk! tn−k

tn+1

Wegen g(0) = 0 streben sowohl der Zähler als au
h der Nenner für t → 0 ge-

gen Null, und wir können zur Bere
hnung von limt→0+ G(n)(t) die Regel von de

L'Hospital anwenden. Die Ableitung des Zählers na
h t ist:

∑n
k=0

(
n
k

)
(−1)kk! (g(n−k+1)(t)tn−k + g(n−k)(t)(n− k)tn−k−1)
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g(0)=0
= g(n+1)(t)tn +

∑n
k=1

(
n
k

)
(−1)kk! g(n−k+1)(t)tn−k

+
∑n

k=1

(
n
k−1

)
(−1)k−1(k − 1)! g(n−k+1)(t)(n− k + 1)tn−k

= g(n+1)(t)tn

+
∑n

k=1

((
n
k

)
k!−

(
n

k − 1

)
(n− k + 1)(k − 1)!

︸ ︷︷ ︸
=(nk)k!

)
(−1)kg(n−k+1)(t)tn−k

= g(n+1)(t)tn

Die Ableitung des Nenners na
h t ist (n+ 1)tn, also folgt aus der Voraussetzung

lim
t→0+

G(n)(t) =
1

n+ 1
lim
t→0+

g(n+1)(t) =
g(n+1)(0)

n + 1
,

und (2.5) ist bewiesen.℄

Wir behaupten:

∀n∈N G : [0, β]→ R Cn
-Funktion mit G(n)(0) =

g(n+1)(0)

n+ 1
(2.6)

Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n ∈ N:

Für n = 0 ist dies klar wegen der Di�erenzierbarkeit von g in 0 mit g(0) = 0 und

lim
t→0+

G(t) = lim
t→0+

g(t)− g(0)
t− 0

= g
′
(0) = G(0).

Sei n ∈ N+ und (2.6) klar für n − 1. Weiter sei (tk)k∈N eine Folge in ]0, β] mit

limk→∞ tk = 0. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz von ξk ∈]0, tk[
und

lim
k→∞

G(n−1)(tk)−G(n−1)(0)

tk
= lim

k→∞
G(n)(ξk)

(2.5)
=

g(n+1)(0)

n+ 1
.

Daher ist G(n−1)
au
h in 0 di�erenzierbar mit Ableitung

g(n+1)(0)
n+1

, und G(n)
ist

au
h in 0 stetig wegen limt→0+G
(n)(t) = g(n+1)(0)

n+1
= G(n)(0).

Damit ist das Lemma bewiesen. �

Beweis des Satzes: Seien m := dimM und v1, . . . , vm eine Basis von Tγ(β)M .

Da γ na
h Voraussetzung keinen konjugierten Punkt besitzt, existieren na
h [7,

10.2℄ (eindeutig bestimmte) V1, . . . , Vm ∈ Jγ mit ∀i∈{1,...,m} Vi|α = 0 ∧ Vi|β = vi.
Dann gilt

∀t∈]α,β] V1|t, . . . , Vm|t sind linear unabhängig . (2.7)

[ Denn andernfalls existierten t0 ∈]α, β[ und i ∈ {1, . . . , m} sowie λj ∈ R mit

Vi|t0 =
∑m

j=1,j 6=i λjVj|t0 . Aus [7, 10.2℄ folgte dann Vi =
∑m

j=1,j 6=i λjVj, also insbes.

vi = Vi|β =
∑

j=1,j 6=i λjVj |β =
∑

j=1,j 6=i λjvj, imWiderspru
h dazu, daÿ v1, . . . , vm
eine Basis von Tγ(β)M ist. ℄



38 KAPITEL 2. HILFSMITTEL

Als nä
hstes beweisen wir die Existenz von di�erenzierbaren Funktionen

ψ1, . . . , ψm : [α, β]→ R mit

∀t∈[α,β] Yt =
m∑

i=1

ψi(t)Vi|t. (2.8)

[ Zu (2.8):

Die Existenz von di�erenzierbaren Funktionen ψ1, . . . , ψm : ]α, β]→ R mit (2.8)

folgt aus (2.7) und der Cramers
hen Regel analog zu [7, 6.4a)℄. Zu zeigen bleibt

die re
htsseitige Di�erenzierbarkeit in α:
Sei E1, . . . , Em ein orthonormales di�erenzierbares m-Beinfeld längs γ. Dann

gilt für jedes i ∈ {1, . . . , m}

Vi =

m∑

j=1

〈Vi, Ej〉Ej,

und die gij := 〈Vi, Ej〉 sind di�erenzierbare Funktionen auf [α, β] für die wegen

Vi(α) = 0 gilt: ∀i,j∈{1,...,m} gij(α) = 0. Aus dem Lemma folgt die Existenz von

di�erenzierbaren Funktionen Gij : [α, β] → R mit ∀t∈[α,β]Gij(t)(t − α) = gij(t),
also gilt

∀i∈{1,...,m} Vi|t = (t− α)
m∑

j=1

GijEj

︸ ︷︷ ︸
=:Ai ∈Vγ([α,β])

|t. (2.9)

Hieraus folgt V
′
i |α = Ai|α. Aus (2.7) und [7, 9.10℄ ergibt si
h dann weiter die

lineare Unabhängigkeit von A1|α, . . . , Am|α. Aus Stetigkeitsgründen existiert eine

Zahl ε ∈]α, β] mit

∀t∈[α,ε[ A1|t, . . . , Am|t sind linear unabhängig. (2.10)

Daher existieren erneut na
h der Cramers
hen Regel di�erenzierbare Funktionen

q1, . . . , qm : [α, ε[→ R mit

Y |[α,ε[ =
m∑

i=1

qiAi|[α,ε[. (2.11)

Wegen Yα = 0 (na
h Vor.) und (2.10) gilt dann au
h ∀i∈{1,...,m} qi(α) = 0 und es

folgt wiederum aus dem Lemma

qi(x)

x− α : ]α, ε[→ R läÿt si
h in α (re
htsseitig) di�erenzierbar fortsetzen. (2.12)

Nun gilt für t ∈]α, ε[
∑

i ψi(t)(t− α)Ai|t
(2.9)
=

∑
i ψi(t)Vi|t = Y |t

(2.11)
=

∑
i qi(t)Ai(t).
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Aus (2.10) folgt für alle i:∀t∈]α,ε[ψi(t) = qi(t)
t−α und somit na
h (2.12) die re
htssei-

tige Di�erenzierbarkeit von ψi in α. Damit ist (2.8) gezeigt. ℄

Na
h [7, 9.10℄ ist {Z̃ ∈ Jγ |Z̃α = 0} ein m-dimensionaler R-Vektorraum,

also folgt aus Z, V1, . . . , Vm ∈ {Z̃ ∈ Jγ |Z̃α = 0} und (2.7) die Existenz von

λ1, . . . , λm ∈ R mit Z =
∑m

i=1 λiVi. Wegen Yβ = Zβ (na
h Vor.) folgt aus (2.8)

m∑

i=1

ψi(β) Vi|β︸︷︷︸
=vi

=
m∑

i=1

λi Vi|β︸︷︷︸
=vi

,

also, da v1, . . . , vm eine Basis ist: ∀i∈{1,...,m}λi = ψi(β), d.h.

Z =

m∑

i=1

ψi(β)Vi und Z
′
=

m∑

i=1

ψi(β)V
′
i (2.13)

Aus 2.5.3 folgt wegen Z ∈ Jγ und Zα = 0

I(Z,Z) = 〈Zβ, Z
′
β〉

(2.13)
=

m∑

i,j=1

ψi(β)ψj(β)〈Vi|β, V
′
j |β〉. (2.14)

Ferner gilt wegen Vi, Vj ∈ Jγ und [7, Ü 92b)℄ für alle i, j ∈ {1, . . . , m}

〈V ′
i , Vj〉 − 〈Vi, V

′
j 〉 = konst. ,

also wegen Vi|α = Vj|α = 0

∀i,j∈{1,...,m} 〈V
′
i , Vj〉 = 〈Vi, V

′
j 〉. (2.15)

Wir bere
hnen nun I(Y, Y ):

Y
′ (2.8)

= ∇D(
∑

ψiVi) =
∑

ψi∇DVi +
∑

(D · ψi)Vi
=

∑
ψiV

′
i︸ ︷︷ ︸

=:A

+
∑

ψ
′
iVi︸ ︷︷ ︸

=:B

(2.16)

I(Y, Y ) =

∫ β

α

( 〈Y ′
, Y

′〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉 )(t) dt

=

∫ β

α

( 〈A,A〉+ 2〈A,B〉+ 〈B,B〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉 )(t) dt
(2.17)

∫ β

α

〈A,A〉(t) dt (2.16)
=

m∑

i,j=1

∫ β

α

(ψiψj 〈V ′
i , V

′
j 〉︸ ︷︷ ︸

=〈V ′
i ,Vj〉

′−〈V ′′
i ,Vj〉

)(t) dt
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=

m∑

i,j=1

(
[ψiψj〈V

′
i , Vj〉]βα −

∫ β

α

(
ψiψj)

′〈V ′
i , Vj〉

)
(t) dt

−
∫ β

α

(ψiψj〈 V
′′
i︸︷︷︸

Vi∈Jγ
= −R(Vi,γ̇)γ̇

, Vj〉)(t) dt
)

Vj |α=0
=

(2.14)
= I(Z,Z)︷ ︸︸ ︷

m∑

i,j=1

ψi(β)ψj(β)〈V
′
i |β, Vj|β〉

−
m∑

i,j=1

∫ β

α

( (ψiψj)
′〈V ′

i , Vj〉 )(t) dt

+

∫ β

α

〈R
( m∑

i=1

ψiVi

︸ ︷︷ ︸
(2.8)
= Y

, γ̇
)
γ̇ ,

m∑

j=1

ψjVj

︸ ︷︷ ︸
(2.8)
= Y

〉(t) dt

= I(Z,Z)−
m∑

i,j=1

∫ β

α

(
ψ

′
iψj

(2.15)
= 〈Vi,V

′
j 〉︷ ︸︸ ︷

〈V ′
i , Vj〉 +ψiψ

′
j〈V

′
i Vj〉

)
(t) dt

+

∫ β

α

〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉(t) dt

= I(Z,Z)

−
∫ β

α

(
〈

(2.16)
= B︷ ︸︸ ︷

m∑

i=1

ψ
′
iVi,

(2.16)
= A︷ ︸︸ ︷

m∑

j=1

ψjV
′
j 〉+ 〈

(2.16)
= A︷ ︸︸ ︷

m∑

i=1

ψiV
′
i ,

(2.16)
= B︷ ︸︸ ︷

m∑

j=1

ψ
′
jVj〉

)
(t) dt

+

∫ β

α

〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉(t) dt

= I(Z,Z)−
∫ β

α

(
2〈A,B〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉

)
(t) dt

Aus (2.17) und der letzten Re
hnung folgt

I(Y, Y ) =

∫ β

α

(
〈A,A〉+ 2〈A,B〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉+ 〈B,B〉

)
(t) dt

= I(Z,Z) +

∫ β

α

〈B,B〉(t)︸ ︷︷ ︸
≥0

dt

︸ ︷︷ ︸
≥0

,

also gilt I(Y, Y ) ≥ I(Z,Z).
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Ist I(Y, Y ) = I(Z,Z) , so folgt aus Stetigkeitsgründen 〈B,B〉 = 0 und somit

ergibt si
h (da ψi stetig in α ist)

0 = ‖B‖ (2.16)
= ‖∑m

i=1 ψ
′
iVi‖

(2.7)
=⇒ ∀i∈{1,...,m} ∀t∈]α,β] ψ′

i(t) = 0

=⇒ ∀i∈{1,...,m} ∀t∈[α,β] ψi(t) = ψi(β)

=⇒ ∀t∈[α,β] Yt
(2.8)
=

∑m
i=1 ψi(β)Vi|t

(2.13)
= Zt,

und der Satz ist vollständig bewiesen. �.

2.6 Der Verglei
hssatz von Rau
h

Satz 2.6. Vor.: Seien k ∈ N, M eine m-dimensionale und M̃ eine (m+ k)-di-
mensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit. Ferner seien β ∈ R+, γ : [0, β] → M

sowie γ̃ : [0, β]→ M̃ ni
ht-konstante Geodätis
he derselben Ges
hwindigkeit, also

‖γ̇‖ = ‖ ˙̃γ‖ = konst. 6= 0 (2.18)

und seien Y ∈ Jγ, Ỹ ∈ Jγ̃ mit

Y0 = 0 Ỹ0 = 0 (2.19)

〈Y ′
0 , γ̇(0)〉 = 〈Ỹ

′
0 ,

˙̃γ(0)〉 (2.20)

‖Y ′
0‖ = ‖Ỹ ′

0‖. (2.21)

Auÿerdem besitze γ̃ keinen konjugierten Punkt, und es gelte für alle t ∈ [0, β],

v ∈ Tγ(t)M sowie ṽ ∈ Tγ̃(t)M̃ :

v, γ̇(t) linear unabhängig und ṽ, ˙̃γ(t) linear unabhängig

=⇒ K(Spann{v, γ̇(t)}) ≤ K̃(Spann{ṽ, ˙̃γ(t)})
(2.22)

Beh.: ∀t∈[0,β] ‖Yt‖ ≥ ‖Ỹt‖

Beweis: Die Beweisidee stammt aus [3℄.

Na
h [7, Ü 92
)℄ existieren a, ã, b, b̃ ∈ R mit

∀t∈[0,β] 〈Y, γ̇〉(t) = at+ b ∧ 〈Ỹ , ˙̃γ〉(t) = ãt+ b̃ .

Wegen (2.19) folgt hieraus zum einen b = b̃ = 0 und zum anderen (wegen

∇Dγ̇ = 0, ∇̃D
˙̃γ = 0): 〈Y, γ̇〉′ = 〈Y ′

, γ̇〉 = a und 〈Ỹ ′
, ˙̃γ〉 = ã, d.h. na
h (2.20)

a = 〈Y ′
, γ̇〉 = 〈Ỹ ′

, ˙̃γ〉 = ã, (2.23)
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also gilt insgesamt

∀t∈[0,β] 〈Y, γ̇〉(t) = 〈Y
′
0 , γ̇(0)〉t = 〈Ỹ

′
0 ,

˙̃γ(0)〉t = 〈Ỹ , ˙̃γ〉(t) . (2.24)

Wir begründen zunä
hst, warum wir o.B.d.A. a = 0, also

〈Y ′
, γ̇〉 = 〈Ỹ ′

, ˙̃γ〉 = 0 (2.25)

annehmen dürfen.

[Hierzu: Seien Y T , Y ⊥ ∈ Vγ die zu γ̇ tangentiale bzw. normale Komponente von

Y und E1, . . . , Em ein orthonormales paralleles Basisfeld längs γ mit E1 = γ̇
‖γ̇‖ .

Dann gilt Y ⊥ =
∑m

i=2〈Y,Ei〉Ei und

〈Y ⊥, γ̇〉 = 0

Y ⊥
0 =

∑m
i=2〈Y0, Ei|0〉Ei|0

(2.19)
= 0

〈(Y ⊥)
′
0, γ̇(0)〉 = 〈

∑m
i=2〈Y

′
0 , Ei〉Ei, ‖γ̇(0)‖E1|0〉 = 0

‖(Y ⊥)
′
0‖2 =

∑m
i=2〈Y

′
0 , Ei|0〉2 = ‖Y

′
0‖2 − 〈Y

′
0 , E1|0〉2

(2.23)
= ‖Y ′

0‖2 − a2

‖γ̇(0)‖2 .

Analog sieht man ein, daÿ au
h gilt

〈Ỹ ⊥, ˙̃γ〉 = 0, Ỹ ⊥
0 = 0, 〈(Ỹ ⊥)

′
0,
˙̃γ(0)〉 = 0,

‖(Ỹ ⊥)
′
0‖2 = ‖Ỹ

′
0‖2 − ã2

‖ ˙̃γ(0)‖2
(2.21),(2.23),(2.18)

= ‖Y ′
0‖2 − a2

‖γ̇(0)‖2 .

Da Y ⊥, Ỹ ⊥
na
h [7, Ü 92f)℄ ebenfalls Ja
obifelder sind und wegen der letzten

Überlegung au
h die Voraussetzungen des Satzes und zusätzli
h (2.25) (anstelle

von Y, Ỹ ) erfüllen, folgt (wenn wir den Satz unter der Voraussetzung, daÿ (2.25)

gilt, gezeigt haben) für alle t ∈ [0, β]:

‖Y ⊥
t ‖ ≥ ‖Ỹ ⊥

t ‖
(2.18)⇐⇒ a2t2 1

‖γ̇‖2 + 〈Y ⊥
t , Y

⊥
t 〉 ≥ a2t2 1

‖ ˙̃γ‖2 + 〈Ỹ
⊥
t , Ỹ

⊥
t 〉

(2.23),(2.24)⇐⇒ 〈Yt, γ̇(t)〉2
1

‖γ̇‖2︸ ︷︷ ︸
=〈Y T

t ,Y T
t 〉

+〈Y ⊥
t , Y

⊥
t 〉 ≥ 〈Ỹt, ˙̃γ(t)〉2

1

‖ ˙̃γ(t)‖2︸ ︷︷ ︸
=〈Ỹ T

t ,Ỹ T
t 〉

+〈Ỹ ⊥
t , Ỹ

⊥
t 〉

⇐⇒ 〈Y T
t + Y ⊥

t , Y
T
t + Y ⊥

t 〉 ≥ 〈Ỹ T
t + Ỹ T

t , Ỹ
T
t + Ỹ T

t 〉
⇐⇒ ‖Yt‖ ≥ ‖Ỹt‖

Damit ist dann die Behauptung gezeigt. ℄

Ferner können wir o.B.d.A. annehmen, daÿ gilt

‖Y ′
0‖

(2.21)
= ‖Ỹ ′

0‖ 6= 0. (2.26)
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(Denn andernfalls folgte aus der Tatsa
he, daÿ Y und Ỹ Ja
obifelder sind, [7,

9.10℄ und (2.19) Y = 0, Ỹ = 0, und die Behauptung ist trivialerweise erfüllt.)

Wir de�nieren di�erenzierbare Funktionen

v := ‖Y ‖2, ṽ := ‖Ỹ ‖2 : [0, β] −→ R. (2.27)

Da γ̃ na
h Voraussetzung keinen konjugierten Punkt besitzt und wegen Ỹ ∈ Jγ̃
mit Ỹ0 = 0 (na
h(2.19)) gilt

∀t∈]0,β] ṽ(t) 6= 0 , (2.28)

also ist au
h

v
ṽ
: ]0, β]→ R di�erenzierbar. Wir zeigen:

limt→0+
v(t)
ṽ(t)

= 1 (2.29)

v
ṽ
ist auf ]0, β] monoton wa
hsend (2.30)

Aus Stetigkeitsgründen folgt hieraus dann o�enbar ∀t∈[0,β] ‖Yt‖ ≥ ‖Ỹt‖, d.h. zum
Na
hweis des Satzes bleiben (2.29) und (2.30) zu zeigen.

Zu (2.29):

v und ṽ sind auf [0, β] di�erenzierbar und es gilt na
h (2.27) und (2.19):

v(0) = ṽ(0) = 0

v
′
(0) = 2〈Y ′

0 , Y0〉 = 0

ṽ
′
(0) = 2〈Ỹ ′

0 , Ỹ0〉 = 0

v
′′
(0) = 2(〈Y ′′

0 , Y0〉+ 〈Y
′
0 , Y

′
0 〉) = 2‖Y ′

0‖2
ṽ

′′
(0) = 2(〈Ỹ ′′

0 , Ỹ0〉+ 〈Ỹ
′
0 , Ỹ

′
0 〉) = 2‖Ỹ ′

0‖2

Daher folgt aus (2.26) dur
h zweimaliges Anwenden der Regel von de L'Hospital

1 =
v

′′
(0)

ṽ′′(0)
= lim

t→0+

v
′
(t)

ṽ′(t)
= lim

t→0+

v(t)

ṽ(t)
,

womit (2.29) gezeigt ist.

Zu (2.30):

Es genügt zu zeigen, daÿ ∀t∈]0,β] (vṽ )
′
(t) ≥ 0 , d.h. genau

∀t∈]0,β] v
′
(t)ṽ(t) ≥ ṽ

′
(t)v(t). (2.31)

Sei t0 ∈]0, β] beliebig. Wir zeigen (2.31) für t0:
1. Fall: v(t0) = 0

Na
h (2.27) gilt dann au
h Yt0 = 0 und somit v
′
(t0) = 2〈Y ′

t0
, Yt0〉 = 0, also steht

auf beiden Seiten von (2.31) Null, und (2.31) gilt.
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2. Fall: v(t0) 6= 0

Na
h (2.28) ist au
h ṽ(t0) 6= 0, und folgli
h sind mit Y, Ỹ au
h

U :=
1√
v(t0)

Y und Ũ :=
1√
ṽ(t0)

Ỹ Ja
obifelder, (2.32)

für die wegen (2.25) gilt

〈U, γ̇〉 = 〈Ũ , ˙̃γ〉 = 0. (2.33)

Seien I : Vγ|[0,t0] ×Vγ|[0,t0] → R bzw. Ĩ : Vγ̃|[0,t0] ×Vγ̃|[0,t0] → R die Indexformen

von γ|[0,t0] bzw. γ̃|[0,t0]. Dann ergibt si
h

v
′
(t0)

v(t0)

(2.27)
= 2

〈Y ′ |t0 ,Yt0〉
v(t0)

(2.32),(2.19)
= 2 〈U ′

, U〉|t00
2.5.3,(2.32)

= 2 I(U, U)

ṽ
′
(t0)

ṽ(t0)
= . . . = 2 Ĩ(Ũ , Ũ).

Daher genügt es zum Na
hweis von (2.31) in t0 zu zeigen, daÿ gilt

I(U, U) ≥ Ĩ(Ũ , Ũ). (2.34)

Beweis hiervon:

Da γ und γ̃ ni
ht konstante Geodätis
he sind und wegen (2.27),(2.32),(2.33) exi-

stieren ein di�erenzierbares paralleles orthonormales Basisfeld E1, . . . , Em längs

γ und ein di�erenzierbares paralleles orthonormales Basisfeld Ẽ1, . . . , Ẽm+k längs

γ̃ derart, daÿ gilt:

E1 =
γ̇

‖γ̇‖ , E2|t0 = Ut0 , Ẽ1 =
˙̃γ

‖ ˙̃γ‖
, Ẽ2|t0 = Ũt0 . (2.35)

Wir de�nieren Z̃ ∈ Vγ̃ dur
h Z̃ :=
∑m

i=1〈U,Ei〉Ẽi und zeigen (2.34) dur
h die

folgenden beiden Unglei
hungen:

I(U, U) ≥ Ĩ(Z̃, Z̃) (2.36)

Ĩ(Z̃, Z̃) ≥ Ĩ(Ũ , Ũ) (2.37)

[ Zu (2.36):

Es gilt:

〈Z̃, ˙̃γ〉 (2.35)= ‖ ˙̃γ‖∑m
i=1〈U,Ei〉〈Ẽi, Ẽ1〉

(2.35)
= ‖ ˙̃γ‖〈U, γ̇

‖γ̇‖〉
(2.33)
= 0

〈Z̃, Z̃〉 = ∑m
i=1〈U,Ei〉2 = 〈U, U〉

Daher folgt für alle t ∈ [0, t0]

Ut, γ̇(t) linear abhängig
(2.33)⇐⇒ Ut = 0⇐⇒ Z̃t = 0⇐⇒ Z̃t, ˙̃γ(t) linear abhängig
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und

〈R(Ut, γ̇(t))γ̇(t), Ut〉 = ‖Ut‖2‖γ̇(t)‖2K(Spann{σt})
(2.18),(2.22)

≤ ‖Z̃t‖2‖ ˙̃γ(t)‖2K̃(Spann{σ̃t})
= 〈R̃(Z̃t, ˙̃γ(t)) ˙̃γ(t), Z̃t〉,

wobei σt bzw. σ̃t zweidimensionale Untervektorräume von Tγ(t)M bzw. Tγ̃(t)M̃

mit Ut, γ̇(t) ∈ σt und Z̃t, ˙̃γ(t) ∈ σ̃t seien.
Auÿerdem folgt aus der Parallelität der Ei längs γ und der Ẽi längs γ̃

Z̃
′
=

∑m
i=1〈U

′
, Ei〉Ẽi

〈Z̃ ′
, Z̃

′〉 = ∑m
i=1〈U

′
, Ei〉2 = 〈U ′

, U
′〉

und somit

I(U, U) =

∫ t0

0

〈U ′
t , U

′
t〉 − 〈R(Ut, γ̇(t))γ̇(t), Ut〉 dt

≥
∫ t0

0

〈Z̃ ′
t, Z̃

′
t〉 − 〈R̃(Z̃t, ˙̃γ(t)) ˙̃γ(t), Z̃t〉 dt

= Ĩ(Z̃, Z̃).

Zu (2.37):

Na
h (2.32) ist Ũ ein Ja
obifeld längs γ̃ mit Z̃0 = Ũ0 = 0 und es gilt wegen (2.35)

Z̃t0 =
m∑

i=1

〈Ut0 , Ei|t0〉Ẽi|t0 = Ẽ2|t0 = Ũt0 ,

also folgt (2.37) aus dem Index-Lemma 2.5.4, da γ̃ na
h Voraussetzung keinen

konjugierten Punkt besitzt. ℄

Damit ist der Verglei
hssatz von Rau
h vollständig bewiesen. �

2.7 Das Hopf-Lemma

Satz 2.7. Seien M eine riemanns
he Mannigfaltigkeit und Ψ: M → R eine

di�erenzierbare Funktion mit △Ψ ≥ 0. Dann gilt:

Ψ hat bei p ∈M ein lokales Maximum =⇒ ∃U∈Umg(p,M)Ψ|U = konst.

Beweis: Siehe [14, S. 181-190℄. �
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Kapitel 3

Die Abstandsfunktion

Wir haben in Beispiel 1.2.4 gezeigt, daÿ die Abstandsfunktion von einem Punkt

in den Standard-Räumen konstanter Krümmung in nur hö
hstens zwei Punkten

ni
ht di�erenzierbar ist. In diesem Kapitel wollen wir in allgemeineren Mannig-

faltigkeiten, nämli
h in sol
hen mit na
h oben bes
hränkter Krümmung, o�ene

Mengen angeben, auf denen die Di�erenzierbarkeit der Abstandsfunktion si
her-

gestellt werden kann. Im Ans
hluÿ beweisen wir eine Abs
hätzung für die Hes-

seform des Quadrates der Abstandsfunktion, die wir in den folgenden Kapiteln

mehrfa
h in Beweisen benötigen werden.

Satz 3.1. Sei M eine m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit derart, daÿ

für ihre S
hnittkrümmung K ≤ C ∈ R gelte, und sei l ∈
{

]0, π√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
.

Dann besitzt keine na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he der Län-

ge l einen konjugierten Punkt.

Bemerkung. Das Beispiel des Standard-Raumes konstanter Krümmung C > 0
zeigt, daÿ na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he der Länge

π√
C
in rie-

manns
hen Mannigfaltigkeiten mit na
h oben dur
h C bes
hränkter Krümmung

konjugierte Punkte haben können.

Beweis: Im Falle C ≤ 0 ist 3.1 klar na
h [7, 12.2℄, sei also C > 0. Seien
l ∈]0, π√

C
[, γ : [0, l] → M eine na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he

und Y ∈ Jγ \ {0} mit Y0 = 0 beliebig. Zu zeigen ist ∀t∈]0,l]‖Yt‖ > 0.

Sei γ̃ : [0, l] → Mm
C eine na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he.

Dann existiert Ỹ ∈ Jγ̃ \ {0} derart, daÿ gilt:

Ỹ0 = 0, 〈Ỹ ′
0 ,

˙̃γ(0)〉 = 〈Y ′
0 , γ̇(0)〉, ‖Ỹ ′

(0)‖ = ‖Y ′
(0)‖. (3.1)

[ Hierzu:

Zunä
hst existiert w ∈ Tγ̃(0)M
m
C mit 〈w, ˙̃γ(0)〉 = 〈Y ′

0 , γ̇(0)〉 und ‖w‖ = ‖Y ′
0‖.

47
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Denn wegen ‖ ˙̃γ(0)‖ = 1 und m ≥ 2 existiert e ∈ Tγ̃(0)M
m
C so, daÿ

˙̃γ(0) und e
orthonormal zueinander sind, und es gilt für

w := 〈Y ′
0 , γ̇(0)〉 ˙̃γ(0) +

√
‖Y ′

0‖2 − 〈Y
′
0 , γ̇(0)〉2 e ∈ Tγ̃(0)Mm

C

(bea
hte, daÿ der Ausdru
k unter der Wurzel na
h Cau
hy-S
hwarz ≥ 0 ist):

〈w, ˙̃γ(0)〉 = 〈Y ′
0 , γ̇(0)〉

‖w‖2 = 〈w,w〉 = 〈Y ′
0 , γ̇(0)〉2 + ‖Y

′
0‖2 − 〈Y

′
0 , γ̇(0)〉2 = ‖Y

′
0‖2

Sodann existiert na
h [7, 9.10℄ genau ein Ỹ ∈ Jγ̃ mit Ỹ0 = 0 und Ỹ
′
0 = w, und es

ist Ỹ 6= 0 wegen 0 6= ‖Y ′
0‖ = ‖Ỹ

′
0‖ (andernfalls folgte aus Y0 = Y

′
0 = 0 und [7,

9.10℄ Y = 0, im Widerspru
h zur Wahl von Y.)℄

Wegen [7, 10.5℄ und Länge(γ̃) = l ∈]0, π√
C
[ besitzt γ̃ keinen konjugierten Punkt,

also folgt (aus Ỹ ∈ Jγ̃ mit Ỹ0 = 0) ∀t∈]0,l] ‖Ỹt‖ > 0. Da ferner na
h Vor. K ≤ C =

K̃ gilt, folgt aus Y0 = 0 , (3.1) und dem Verglei
hssatz von Rau
h 2.6

∀t∈]0,l] ‖Yt‖ ≥ ‖Ỹt‖ > 0.

�

Bemerkung.

1.) Im Falle C ≤ 0 kann man den Beweis analog zum Fall C > 0 führen, indem
man ausnutzt, daÿ ni
ht konstante Geodätis
he in den Standard-Räumen

konstanter Krümmung kleiner oder glei
h Null keine konjugierten Punkte

besitzen.

2.) Sehr ähnli
h zum obigen Beweis kann man zeigen, daÿ in einer riemann-

s
hen Mannigfaltigkeit mit dur
h C ∈ R+ na
h unten bes
hränkter Krüm-

mung eine na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he der Länge

π√
C

mindestens einen konjugierten Punkt besitzt. Denn andernfalls folgte aus

dem Verglei
hssatz von Rau
h, daÿ eine na
h der Bogenlänge parametri-

sierte Geodätis
he der Länge

π√
C
im Standard-Raum konstanter Krümmung

C(> 0) keinen konjugierten Punkt besitzt, im Widerspru
h zu [7, 10.5℄.

Korollar 3.2. Sei M eine vollständige m-dimensionale riemanns
he Mannigfal-

tigkeit derart, daÿ für ihre S
hnittkrümmung K ≤ C ∈ R gelte. Für alle q ∈ M
bezei
hne

iq := sup{ε ∈ R+| expq |Uε(0q) überall von maximalem Rang } ∈ R+ ∪ {∞}
den Immersionsradius von q in M .

Dann gilt:

C > 0 =⇒ ∀q∈M iq ≥
π√
C

C ≤ 0 =⇒ ∀q∈M iq =∞
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Beweis: Wir haben zu zeigen:

∀q∈M∀
ε∈





]0, π√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0





expq |Uε(0q) überall von maximalem Rang (3.2)

Angenommen (3.2) wäre fals
h. Dann existierten q ∈ M , ε ∈
{

]0, π√
C
[

R+

}
und

v ∈ TqM mit ‖v‖ < ε derart, daÿ expq in v ni
ht maximalen Rang hätte, also

na
h [7, 9.4(iv)℄ v 6= 0q. Dann wäre

γ : [0, ε] −→ M

t 7−→ expq(t
v

‖v‖)

eine na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he der Länge ε, die na
h [7,

10.3(ii)℄ ‖v‖ ∈]0, ε[ als konjugierten Punkt besäÿe, im Widerspru
h zu Satz 3.1. �

De�nition 3.3. Sei M eine vollständige riemanns
he Mannigfaltigkeit. Für alle

q ∈ M heiÿt

rq := sup{ε ∈ R+| expq |Uε(0q) Di�eomorphismus } ∈ R+ ∪ {∞}

der Injektivitätsradius von q in M .

O�enbar gilt stets rq ≤ iq.

Satz 3.4. SeiM eine zusammenhängende vollständige m-dimensionale riemann-

s
he Mannigfaltigkeit.

Dann sind für alle q0 ∈M die Funktionen δq0 |Urq0
(q0)\{q0} : Urq0 (q0)\{q0} → R

und δ2q0|Urq0
: Urq0 (q0)→ R di�erenzierbar.

Beweis: Sei U := Urq0 (0q0). Dann ist expq0 |U ein Di�eomorphismus und es gilt

δq0|U
[7,Ü117a)]

= ‖(expq0 |U)−1‖.

Hieraus folgt o�enbar die Behauptung. �

Der letzte Satz re
htfertigt, auf gewissen Umgebungen den Gradienten und

die Hesseform des Quadrates der Abstandfunktion zu betra
hten. Ersterer er-

mögli
ht es na
hzuweisen, daÿ in einer vollständigen und zusammenhängenden

riemanns
hen Mannigfaltigkeit der Rand eines abges
hlossenen Balles vom Radi-

us r ≤ q0 um einen Punkt q0 glei
h der r-Sphäre um diesen Punkt und kompakt

ist.

Satz 3.5. Seien M eine zusammenhängende vollständige m-dimensionale rie-

manns
he Mannigfaltigkeit, q0 ∈M und r < rq0. Dann gilt:
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(i) Sr(q0) ist eine (m−1)-dimensionale zusammenhängende kompakte reguläre

riemanns
he Untermannigfaltigkeit von M mit ∂Br(q0) = Sr(q0).
Ist m ≥ 3, so ist Sr(q0) sogar einfa
h-zusammenhängend.

(ii) Ist ψ := 1
2
δ2q0, q ∈ Sr(q0) und γ : [0, r] → M die na
h [7, 10.24(i) und

10.14(ii)℄ eindeutig bestimmte na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodä-

tis
he mit γ(0) = q0 und γ(r) = q, so ist ψ na
h Satz 3.4 in q di�erenzierbar
und es gilt

gradqψ = r γ̇(r) 6= 0 (3.3)

gradqψ ⊥ i∗TqSr(q0) , (3.4)

wobei i : Sr(q0) →֒ M die isometris
he Einbettung bezei
hne.

Bemerkung. Bemerkung 1.) zu 1.2.3 zeigt, daÿ Sr(q0) in einer ni
ht vollständi-

gen riemanns
hen Mannigfaltigkeit ni
ht kompakt sein muÿ. Bemerkung 2.) zu

1.2.3 zeigt, daÿ es vollständige und zusammenhängende riemanns
he Mannigfal-

tigkeiten mit dur
h C > 0 na
h oben bes
hränkter Krümmung gibt, in denen der

Rand eines

π√
C
-Balles ni
ht die

π√
C
-Sphäre ist.

Beweis: Seien ψ, q, γ wie in (ii). Bekanntli
h gilt ∀t∈[0,r] γ(t) = expq0
(
tγ̇(0)

)
.

ψ ist na
h Satz 3.4 in γ(r) di�erenzierbar, also folgt aus ‖γ̇‖ = 1

〈gradqψ, γ̇(r)〉 = 1
2
(δ2q0 ◦ γ)

′
(r)

3.2,[7,Ü117a)]
= 1

2
(t 7→ t2)

′
(r) = r . (3.5)

Daher ist 2ψ∗q = (δ2q0)∗q : TqM → Tr2R eine surjektive lineare Abbildung und aus

der Beliebigkeit von q ∈ Sr(q0) ergibt si
h, daÿ

Sr(q0) = {q ∈M |δ2q0(q) = r2} i−֒→ M

eine (m−1)-dimensionale reguläre riemanns
he Untermannigfaltigkeit vonM ist.

Sei U := Urq0 (0q0), d.h. insbesondere

expq0 |U : U −→ expq0(U) Homöomorphismus. (3.6)

Wegen ∂Br(0q0) = ∂{v ∈ Tq0M | ‖v‖ ≤ r} = Sr(0q0) folgt hieraus

∂Br(q0) = ∂ exp |U(Br(0q0)) = exp |U(∂Br(0q0)) = Sr(q0).

Auÿerdem ist Sr(q0) = {v ∈ Tq0M | ‖v‖ = r} als Sphäre des m-dimensionalen eu-

klidis
hen Vektorraumes Tq0M kompakt, zusammenhängend und � falls m ≥ 3 �

sogar einfa
h-zusammenhängend. Da na
h (3.6) au
h

expq0 |Sr(0q0 )
: Sr(0q0)→ expq0

(
Sr(0q0)

)
= Sr(q0) ein Homöomorphismus ist, folgt

somit au
h daÿ Sr(q0) kompakt, zusammenhängend und � falls m ≥ 3 � sogar

einfa
h-zusammenhängend ist. Damit ist (i) gezeigt.
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Zu (3.4):

Sei µ : ]− ε, ε[→ Sr(q0) ein di�erenzierbarer Weg. Dann gilt (3.4) wegen

ψ ◦ i ◦ µ =
1

2
δ2q0 ◦ i ◦ µ =

1

2
r2

=⇒ (ψ ◦ i ◦ µ)′ = 〈( gradψ) ◦ i ◦ µ, i∗µ̇〉 = 0

=⇒ ( gradψ) ◦ i ◦ µ ⊥ i∗µ̇

und der Beliebigkeit von µ.
Zu (3.3):

Wegen der Voraussetzung an r und Satz 3.2 folgt aus [7, 10.14(i)℄, daÿ

γ : [0, r] → M Kürzeste von q0 na
h Sr(q0) ist. Daher gilt wegen [7, Ü 130℄

i∗TqSr(q0) ⊥ γ̇(r). Aus dim ⊥q (i) = 1, ‖γ̇(r)‖ = 1 und (3.4) ergibt si
h folgli
h

gradqψ = 〈gradqψ, γ̇(r)〉γ̇(r)
(3.5)
= rγ̇(r) 6= 0.

�

Zum Abs
hluÿ dieses Kapitels leiten wir eine Abs
hätzung für die Hesseform

des Quadrates der Abstandsfunktion her, benötigen jedo
h die folgenden Vorbe-

reitungen.

De�nition 3.6. Seien C ∈ R und J :=

{
]0, π√

C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
. Wir de�nieren

die di�erenzierbare Funktion kC : J → R dur
h

∀t∈J kC(t) :=
s
′
C(t)

sC(t)

1.3.1
=





√
C cot(t

√
C) : C > 0

1
t

: C = 0√
|C| coth(t

√
|C|) : C < 0



 .

Lemma 3.7.

(i) k2C + C = 1
s2
C

|J

(ii) kC ist streng monoton fallend

(iii) C > 0 =⇒ ∀t∈]0, π

2
√

C
[ t kC(t) ≤ 1 ∧ kC(t) > 0

(iv) ∀t∈R+ t k0(t) = 1

(v) C < 0 =⇒ ∀t∈R+ t kC(t) ≥ 1 ∧ kC(t) >
√
|C|

Beweis: (i) im Falle C = 0, (ii) und (iv) sind klar.

Zu (i) im Falle C 6= 0:
Ist C > 0, so gilt

kC(r)
2 + C = C

cos(r
√
C)2

sin(r
√
C)2

+ C =
C

sin(r
√
C)2

=
1

sC(r)2
,
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und ist C < 0, so gilt

kC(r)
2 + C = |C|cosh(r

√
|C|)2

sinh(r
√
|C|)2

− |C| = |C|
sinh(r

√
|C|)2

=
1

sC(r)2
.

Zu (iii):

Sei C > 0. Dann gilt:

tan(0) = 0 = id(0), ∀x∈[0,π
2
[ tan

′
(x) = 1 + tan2(x) ≥ 1 = id

′
(x)

=⇒ ∀x∈[0,π
2
[ tan(x) ≥ id(x) = x

=⇒ ∀x∈]0,π
2
[ x cot(x) ≤ 1

=⇒ ∀t∈[0, π

2
√

C
[ t kC(t) ≤ 1

∀t∈]0, π

2
√

C
[ kC(t) > 0 ist klar.

Zu (v):

Sei C < 0. Dann gilt

tanh(0) = 0 = id(0), ∀x∈[0,∞[ tanh
′
(x) = 1− tanh2(x) ≤ 1 = id

′
(x)

=⇒ ∀x∈[0,∞[ tanh(x) ≤ id(x) = x

=⇒ ∀x∈R+ x coth(x) ≥ 1

=⇒ ∀t∈R+ t kC(t) ≥ 1,

und man hat für jedes t ∈ R+

kC(t)
2 = |C|cosh

2(t
√
|C|)

sinh2(t
√
|C|)

= |C|1 + sinh2(t
√
|C|)

sinh2(t
√
|C|)

> |C| ,

also ist au
h (v) gezeigt. �

Lemma 3.8. Es seien M eine riemanns
he Mannigfaltigkeit, U ⊂ M o�en,

φ : U → R eine di�erenzierbare Funktion und γ : ]− ε, ε[→M eine Geodätis
he

mit γ(]− ε, ε[) ⊂ U .
Dann gilt: hess φ(γ̇, γ̇) = (φ ◦ γ)′′.

Beweis: Man re
hnet na
h, daÿ gilt:

(φ ◦ γ)′′ = D · 〈(gradφ) ◦ γ, γ̇〉
= 〈∇D

(
(gradφ) ◦ γ

)
, γ̇〉+ 〈(gradφ) ◦ γ , ∇Dγ̇︸︷︷︸

=0

〉

= 〈∇γ̇gradφ , γ̇〉 = hess φ(γ̇, γ̇).

�
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Satz 3.9. Vor.: Seien M eine zusammenhängende vollständige m-dimensionale

riemanns
he Mannigfaltigkeit derart, daÿ für ihre S
hnittkrümmung K ≤ C ∈ R

gelte, q0 ∈M , ψ := 1
2
δ2q0 und l ∈]0, rq0]. Im Falle C > 0 gelte ferner l < π√

C
.

Beh.: Ist q ∈ M mit δq0(q) = l, γ : [0, l] → M die na
h [7, 10.24(i), 10.14(ii)℄

eindeutig bestimmte na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he für die gilt

γ(0) = q0 und γ(l) = q sowie v ∈ TqM und Y ∈ Jγ das na
h 3.1 und [7, 10.2℄

eindeutig bestimmte Ja
obifeld längs γ mit Y0 = 0 und Yl = v, so gilt

hessψ(v, v) = l I(Y, Y ) (3.7)

und

I(Y, Y ) ≥
(
1
l
− kC(l)

)
〈v,

(3.3)
= 1

l
gradqψ︷︸︸︷

γ̇(l) 〉2 + kC(l)‖v‖2
und Glei
hheit impliziert

∀t∈[0,l] ‖Y ⊥
t ‖2K(σt) = ‖Y ⊥

t ‖2C ,

(3.8)

wobei σt ein zweidimensionaler Untervektorraum von Tγ(t)M mit Yt, γ̇(t) ∈ σt
und Y ⊥

die zu γ̇ normale Komponente von Y sei.

Umgekehrt folgt aus ∀t∈[0,l] R(Yt, γ̇(t))γ̇(t) = C Y ⊥
t , daÿ in der Unglei
hung in

(3.8) Glei
hheit gilt.

Beweis: Bezei
hne Y T
die zu γ̇ tangentiale Komponente von Y .

Zum Na
hweis von (3.7) genügt es wegen v = Yl und der Bilinearität der Hesse-

und der Indexform o�enbar zu zeigen:

hessψ(Y T
l , Y

T
l ) = l I(Y T , Y T ) (3.9)

hessψ(Y ⊥
l , Y

⊥
l ) = l I(Y ⊥, Y ⊥) (3.10)

hessψ(Y T
l , Y

⊥
l ) = l I(Y T , Y ⊥) (3.11)

Zu (3.9):

Zunä
hst gilt:

∀t∈[0,l] Y T
t = ±t

l
‖Y T

l ‖γ̇(t) (3.12)

[ Denn für X ∈ Vγ de�niert dur
h ∀t∈[0,l]Xt =
t
l
‖Y T

l ‖γ̇(t) gilt (da γ Geodätis
he)

X
′

=
1

l
‖Y T

l ‖
(
x∇Dγ̇ + γ̇

)
=

1

l
‖Y T

l ‖γ̇

X
′′

=
1

l
‖Y T

l ‖∇Dγ̇ = 0

und somit ∀t∈[0,l]X ′′
t +R

(
Xt, γ̇(t)

)
γ̇(t) = t

l
‖Y T

l ‖R
(
γ̇(t), γ̇(t)

)
γ̇(t) = 0, d.h X ∈ Jγ

mitX0 = 0 = Y T
0 undXl = ‖Y T

l ‖γ̇(l) = ±Y T
l . Na
h [7, Ü 92f)℄ gilt au
h Y T ∈ Jγ,
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und es folgt±Y T = X aus [7, 10.2℄, da γ na
h Satz 3.1 keinen konjugierten Punkt

besitzt.℄

Da Y T
ein Ja
obifeld ist, ergibt si
h:

hessψ(Y T
l , Y

T
l ) = ‖Y T

l ‖2hessψ(γ̇(l), γ̇(l))
3.8
= ‖Y T

l ‖2( ψ ◦ γ︸ ︷︷ ︸
t7→ 1

2
δ2q0

(
expq0

(tγ̇(0))
)
)
′′
(l)

3.2,[7,Ü117a)]
= ‖Y T

l ‖2(t 7→
1

2
t2)

′′
(l) = ‖Y T

l ‖2

= l 〈‖Y T
l ‖γ̇(l),

1

l
‖Y T

l ‖γ̇(l)〉
(3.12)
= l 〈Y T , (Y T )

′〉|l0
2.5.3
= l I(Y T , Y T )

Zu (3.10):

Die Beweisidee stammt aus [9, Lemma 2.5℄.

Sei µ : R→ M die Geodätis
he mit µ(0) = q und µ̇(0) = Y ⊥
l . Bezei
hne rq0 den

Injektivitätsradius von M in q0, wel
her wegen der Voraussetzung an l gröÿer als
l = δq0(q) ist. Aus Stetigkeitsgründen gilt für hinrei
hend kleines ε ∈ R+

δq0 ◦ µ|]−ε,ε[ < rq0 , (3.13)

und

̂expq0 |Urq0
(0q0 )

−1

◦ µ : ] − ε, ε[→ Tq0M ist wohlde�niert und di�erenzierbar.

Dann ist au
h

ν : ]− ε, ε[ −→ Tq0M

s 7−→ 1

l
̂expq0 |Urq0

(0q0 )

−1

◦ µ(s)

di�erenzierbar, und es gilt

∀s∈]−ε,ε[ expq0
(
l ν(s)

)
= µ(s) . (3.14)

Somit hat man eine di�erenzierbare Abbildung

V : [0, l]×]− ε, ε[ −→ M

(t, s) 7−→ Vs(t) := expq0
(
t ν(s)

)

mit ∀t∈[0,l] V0(t) = expq0
(
t
l

̂expq0 |Urq0
(0q0 )

−1

◦µ(0)
)
= expq0

(
t
l

̂expq0 |Urq0
(0q0 )

−1

(q)
)
.

Na
h [7, Ü 117a)℄ gilt ‖ ̂expq0 |Urq0
(0q0 )

−1

(q)
)
‖ = δq0(q) = l, also ist V0 eine na
h

der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he mit V0(0) = q0 und V0(l) = q, also
folgt aus der Eindeutigkeit von γ mit diesen Eigens
haften: V0 = γ. Daher gilt
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V ist eine Variation von γ mit

∀s∈]−ε,ε[ Vs = expq0
(
. . . ν(s)

)
Geodätis
he von Vs(0) = q0

na
h Vs(l) = expq0
(
l ν(s)

) (3.14)
= µ(s).

(3.15)

Wir zeigen als nä
hstes:

Y ⊥
ist das Variationsvektorfeld von V (3.16)

[ Sei X das Variationsvektorfeld von V . Dann gilt ∀t∈[0,l]Xt =
˙̂

V (t, . . .)(0). Wegen

(3.15) und Satz 2.5.1(i) gilt X ∈ Jγ und (wiederum wegen (3.15))

X0 =
˙̂

V (0, . . .)(0) = 0, Xl =
˙̂

V (l, . . .)(0) = µ̇(0)
Defµ
= Y ⊥

l .

Na
h [7, Ü 92f)℄ ist au
h Y ⊥
ein Ja
obifeld längs γ. Da γ wegen der Voraussetzung

an l und Satz 3.1 keinen konjugierten Punkt besitzt, folgt aus [7, 10.2℄: Y ⊥ = X.℄

Wir bere
hnen nun I(Y ⊥, Y ⊥):
Bezei
hne L die Längenfunktion der Variation V . Für jedes s ∈]− ε, ε[ gilt na
h
(3.15) und (3.13) δVs(0)(Vs(l)) = δq0(µ(s)) < rq0, also ist die Geodätis
he Vs na
h
[7, 10.14(i)℄ Kürzeste von q0 na
h µ(s), und es gilt

1
2
L2(s) = 1

2
δ2q0(µ(s)) = (ψ ◦ µ)(s) .

Hieraus folgt zunä
hst wegen (3.3) in Satz 3.5 (dort r = l) und µ̇(0) = Y ⊥
l

0 = 〈Y ⊥
l , γ̇(l)〉 =

1

l
〈µ̇(0), gradqψ〉 =

1

l
(ψ ◦ µ)′(0) = 1

l
L(0)L

′
(0)

V0=γ
= L

′
(0)

und sodann, da µ Geodätis
he ist und wegen Lemma 3.8

hessψ(Y ⊥
l , Y

⊥
l ) = (ψ ◦ µ)′′(0) = (L

′
(0))2 + L(0)L

′′
(0) = l L

′′
(0)

2.5.2,(3.16)
= l

(∫ l

0

(
‖∇D(Y

⊥)‖2 − 〈R
(
Y ⊥, γ̇

)
γ̇, Y ⊥〉

)
(t) dt

+〈∇D0

˙̂
V (l, . . .)︸ ︷︷ ︸

(3.15)
= µ̇︸ ︷︷ ︸

=0

, γ̇(l)〉 − 〈∇D0

˙̂
V (0, . . .)︸ ︷︷ ︸

(3.15)
= 0

, γ̇(0)〉
)

2.5.3
= l I(Y ⊥, Y ⊥) .

Damit ist (3.10) gezeigt.

Zu (3.11):

Wir zeigen, daÿ beide Seiten von (3.11) Null sind.

Aus (3.3) in Satz 3.5 und der Voraussetzung an l folgt, daÿ in einer Umgebung
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von l gradγ(t)ψ = tγ̇(t) gilt. Weil γ eine na
h der Bogenlänge parametrisierte

Geodätis
he ist, folgt hieraus

hessψ(Y T
l , Y

⊥
l ) = ±‖Y T

l ‖〈∇γ̇(l)gradψ, Y
⊥
l 〉 = ±‖Y T

l ‖〈∇Dl
((gradψ) ◦ γ), Y ⊥

l 〉
= ±‖Y T

l ‖〈l∇Dl
γ̇ + γ̇(l), Y ⊥

l 〉 = 0 .

Andererseits sieht man, indem man Y na
h einem orthonormalen parallelen Ba-

sisfeld E1, . . . , Em längs γ mit E1 = γ̇ entwi
kelt, daÿ (Y ⊥)
′
= (Y

′
)⊥ gilt, also

folgt (weil Y ⊥
mit Y ein Ja
obifeld ist)

I(Y T , Y ⊥)
2.5.3
= 〈Y T , (Y ⊥)

′〉|l0 = 〈Y T , (Y
′
)⊥〉|l0 = 0 ,

und wir haben au
h (3.11) und damit (3.7) gezeigt.

Zu (3.8):

Wir führen den Beweis wie in [11, Lemma 2.1℄ und gehen ähnli
h zu dem des

Verglei
hssatzes von Rau
h vor, indem wir die Indexform in M gegen die des

Standard-Raumes konstanter Krümmung C abs
hätzen, die wir besser beherr-

s
hen.

Sei γ̃ : [0, l]→ Mm
C eine von q̃0 ∈ Mm

C ausgehende na
h der Bogenlänge parame-

trisierte Geodätis
he. Aus der Voraussetzung an l folgt:

γ̃ besitzt keinen konjugierten Punkt. (3.17)

Seien E1, . . . , Em bzw. Ẽ1, . . . , Ẽm orthonormale parallele Basisfelder längs γ bzw.
γ̃ mit E1 = γ̇ und Ẽ1 = ˙̃γ. Wir setzen Ỹ :=

∑m
i=1〈Y,Ei〉Ẽi, also gilt mit Y0 = 0

au
h Ỹ0 = 0. Ferner sei Z̃ ∈ Jγ̃ das na
h (3.17) und [7, 10.2℄ eindeutig bestimmte

Ja
obifeld längs γ̃ mit Z̃0 = Ỹ0 = 0 und Z̃l = Ỹl. Aus (3.17) und dem Index-

Lemma 2.5.4 folgt dann

Ĩ(Ỹ , Ỹ ) ≥ Ĩ(Z̃, Z̃) mit Glei
hheit genau dann, wenn Ỹ = Z̃. (3.18)

Wir zeigen als nä
hstes

I(Y, Y ) ≥ Ĩ(Ỹ , Ỹ )

mit Glei
hheit genau dann, wenn (3.19)

∀t∈[0,l] ‖Y ⊥
t ‖2K(σt) = ‖Ỹ ⊥

t ‖2C ,

wobei σt ein zweidimensionaler Untervektorraum von Tγ(t)M mit Yt, γ̇(t) ∈ σt sei.
[ Hierzu:

Na
h De�nition von Ỹ und wegen E1 = γ̇, Ẽ1 = ˙̃γ gilt

∀t∈[0,l] Yt, γ̇(t) linear abhängig ⇐⇒ ∀i∈{2,...,m} 〈Yt, Ei|t〉 = 0

⇐⇒ Ỹt, ˙̃γ(t) linear abhängig
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sowie

〈Y, Y 〉 = ∑m
i=1〈Y,Ei〉2 = 〈Ỹ , Ỹ 〉 (3.20)

〈Y, γ̇〉 = 〈Ỹ , ˙̃γ〉 . (3.21)

Daher folgt aus K ≤ C = K̃

∀t∈[0,l] 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉(t) =
(

=0, fallsYt,γ̇(t) l.a.︷ ︸︸ ︷
‖Yt‖2 − 〈Yt, γ̇(t)〉2

)
K(σt)

≤
(

=0, falls Ỹt, ˙̃γ(t) l.a.︷ ︸︸ ︷
‖Ỹt‖2 − 〈Ỹt, ˙̃γ(t)〉2

)
K̃(σ̃t)

= 〈R̃(Ỹ , ˙̃γ) ˙̃γ, Ỹ 〉(t) ,

wobei σt bzw. σ̃t zweidimensionale Untervektorräume von Tγ(t)M bzw. Tγ̃(t)M
m
C

mit Yt, γ̇(t) ∈ σt bzw. Ỹt, ˙̃γ(t) ∈ σ̃t seien.
Aus der Parallelität der Ei bzw. Ẽi längs γ bzw. γ̃ und der De�nition von Ỹ folgt

auÿerdem 〈Y ′
, Y

′〉 = ∑m
i=1〈Y

′
, Ei〉2 = 〈Ỹ ′

, Ỹ
′〉, also ergibt si
h

I(Y, Y ) =

∫ l

0

(
〈Y ′

, Y
′〉 − 〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉

)
(t) dt

≥
∫ l

0

(
〈Ỹ ′

, Ỹ
′〉 − 〈R̃(Ỹ , ˙̃γ) ˙̃γ, Ỹ 〉

)
(t) dt

= Ĩ(Ỹ , Ỹ )

und aus Stetigkeitsgründen gilt hier genau dann Glei
hheit, wenn

〈R(Y, γ̇)γ̇, Y 〉 = 〈R̃(Ỹ , ˙̃γ) ˙̃γ, Ỹ 〉,

d.h. (da na
h (3.20),(3.21) ‖Y ⊥‖2 = ‖Y ‖2 − 〈Y, γ̇〉2 = ‖Ỹ ⊥‖ gilt):

∀t∈[0,l] ‖Y ⊥
t ‖2K(σt) = ‖Ỹ ⊥

t ‖2C.

Damit ist (3.19) gezeigt. ℄

Zum Na
hweis der Unglei
hung in (3.8) genügt es nun wegen (3.18) und (3.19)

zu zeigen, daÿ gilt:

Ĩ(Z̃, Z̃) =
(1
l
− kC(l)

)
〈v, γ̇(l)〉2 + kC(l)‖v‖2 (3.22)

[ Hierzu:

Sei Ũ ∈ Vγ̃ parallel mit

Ũl = Z̃l − 〈Z̃l, ˙̃γ(l)〉 ˙̃γ(l). (3.23)
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Dann folgt aus D · 〈Ũ , ˙̃γ〉 = 0 (da γ̃ eine Geodätis
he ist) und 〈Ũl, ˙̃γ(l)〉 = 0

〈Ũ , ˙̃γ〉 = 0 . (3.24)

Wir de�nieren eine di�erenzierbare Funktion S : [0, l]→ R dur
h

S(t) :=





sin(t
√
C)

sin(l
√
C)

: C > 0
t
l

: C = 0
sinh(t
√

|C|)
sinh(l
√

|C|)
: C < 0

(bea
hte, daÿ der Nenner wegen der Voraussetzung an l ni
ht Null ist). O�enbar
gilt:

S(0) = 0, S(l) = 1, S
′
(l) = kC(l), S

′′
= −C S. (3.25)

Wir zeigen als nä
hstes:

∀t∈[0,l] Z̃t =
1

l
〈Z̃l, ˙̃γ(l)〉

︸ ︷︷ ︸
:=λ

t ˙̃γ(t) + S(t)Ũt (3.26)

( Da Z̃ ein Ja
obifeld längs γ̃ mit Z̃0 = 0 ist, genügt es wegen (3.17) und [7, 10.2℄

zum Na
hweis hiervon zu zeigen, daÿ

˜̃
Z ∈ Vγ̃, de�niert dur
h

˜̃
Zt :=

1

l
〈Z̃l, ˙̃γ(l)〉

︸ ︷︷ ︸
=λ

t ˙̃γ(t) + S(t)Ũt

ein Ja
obifeld mit

˜̃
Z0 = 0 und

˜̃
Z l = Z̃l ist. Daÿ

˜̃
Z und Z̃ in 0 und l glei
h sind,

gilt wegen (3.25) und (3.23). Aus der Parallelität von Ũ und

˙̃γ längs γ̃ folgt:

∀t∈[0,l] ˜̃Z
′

t = λ
(
t∇̃Dt

˙̃γ + ˙̃γ(t)
)
+ ∇̃Dt

(SŨ) = λ ˙̃γ(t) + S
′
(t)Ũt

˜̃
Z

′′

= λ∇̃D
˙̃γ + S

′′
Ũ = S

′′
Ũ

Wegen ∀t∈[0,l]R̃
(
λtγ̇(t)+S(t)Ũt, γ̇(t)

)
γ̇(t) = R̃

(
S(t)Ũt, γ̇(t)

)
γ̇(t) ergibt si
h hieraus

˜̃
Z

′′

+ R̃(
˜̃
Z, ˙̃γ) ˙̃γ = S

′′
Ũ + R̃(SŨ, ˙̃γ) ˙̃γ

[7,7.31],K̃=C,(3.24)
= S

′′
Ũ + CSŨ

(3.25)
= 0,

d.h.

˜̃
Z ist Ja
obifeld. )

S
hlieÿli
h gilt na
h Satz 2.5.3 (da Z̃ Ja
obifeld mit Z̃0 = 0)

Ĩ(Z̃, Z̃) = 〈Z̃l, Z̃
′
l 〉

(3.26)
= 〈λl ˙̃γ(l) + S(l)Ũl, λ ˙̃γ(l) + S

′
(l)Ũl〉
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Def. λ,(3.24),(3.25)
=

1

l
〈Z̃l, ˙̃γ(l)〉2 + kC(l)〈Ũl, Ũl〉

(3.23)
=

1

l
〈Z̃l, ˙̃γ(l)〉2 + kC(l)

(
〈Z̃l, Z̃l〉 − 〈Z̃l, ˙̃γ(l)〉2

)

Z̃l=Ỹl,(3.20),(3.21)
=

(1
l
− kC(l)

)
〈Yl, γ̇(l)〉2 + kC(l)‖Yl‖2.

Wegen Yl = v ist damit (3.22) gezeigt. ℄

Zu zeigen bleiben die Glei
hheitsaussagen in (3.8):

Gilt in (3.8) Glei
hheit, so folgt aus (3.19),(3.18) und (3.22), daÿ au
h in (3.19)

Glei
hheit gelten muÿ, also ∀t∈[0,l] ‖Y ⊥
t ‖2K(σt) = ‖Ỹ ⊥

t ‖2C = ‖Y ⊥
t ‖2C.

Gelte nun

∀t∈[0,l] R(Yt, γ̇(t))γ̇(t) = C Y ⊥
t , (3.27)

also au
h ∀t∈[0,l] ‖Y ⊥
t ‖2K(σt) = ‖Ỹ ⊥

t ‖2C︸ ︷︷ ︸
d.h. 〈R(Y,γ̇)γ̇,Y 〉(t) = ‖Ỹ ⊥

t ‖2C

. Dann folgt aus (3.19) I(Y, Y ) = Ĩ(Ỹ , Ỹ ).

Um na
hzuweisen, daÿ in (3.8) Glei
hheit gilt, müssen wir wegen (3.22) zeigen,

daÿ gilt Ĩ(Ỹ , Ỹ ) = Ĩ(Z̃, Z̃), also na
h (3.18) Ỹ = Z̃. Da Z̃ das na
h (3.17) und

[7, 10.2℄ eindeutig bestimmte Ja
obifeld längs γ̃ mit Z̃0 = Ỹ0 = 0 und Z̃l = Ỹl
ist, genügt es zum Na
hweis hiervon zu zeigen, daÿ Ỹ ein Ja
obifeld ist. Beweis

hiervon:

Aus der De�nition von Ỹ , der Parallelität der Ei, Ẽi und E1 = γ̇, Ẽ1 = ˙̃γ folgt

Ỹ
′′
=

∑m
i=1〈Y

′′
, Ei〉Ẽi

Ỹ ⊥ =
∑m

i=2〈Y,Ei〉Ẽi =
∑m

i=1〈Y ⊥, Ei〉Ẽi.

Da Y ein Ja
obifeld längs γ ist, gilt Y
′′
= −R(Y, γ̇)γ̇ (3.27)

= −C Y ⊥
, und es ergibt

si
h weiter

〈Ỹ ′′
, Ỹ ⊥〉 =

m∑

i=1

〈−R(Y, γ̇)γ̇, Ei〉〈Y ⊥, Ei〉 = −〈R(Y, γ̇)γ̇, Y ⊥〉 = −‖Ỹ ⊥‖2C

(3.28)

sowie

〈Ỹ ′′
, ˙̃γ〉 = 〈Y ′′

, γ̇〉 = −〈R(Y, γ̇)γ̇, γ̇〉 = 0 . (3.29)

1. Fall: Y ⊥
l = 0

Wegen der Voraussetzung an l und 3.1 besitzt γ keinen konjugierten Punkt, also

folgt aus Y0 = 0 und [7, 10,2℄ (da mit Y au
h Y ⊥
ein Ja
obifeld ist) Y ⊥ = 0, also

au
h Ỹ ⊥ = 0. Daher folgt aus (3.29) Ỹ
′′
= 0 = −R̃(Ỹ ⊥, ˙̃γ) ˙̃γ = −R̃(Ỹ , ˙̃γ) ˙̃γ, d.h.

Ỹ ist Ja
obifeld.

2. Fall: Y ⊥
l 6= 0

In diesem Fall gilt ∀t∈]0,l] Y ⊥
t 6= 0 (denn sonst besäÿe γ einen konjugierten Punkt,
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imWiderspru
h zu 3.1). Aus ‖Ỹ ⊥‖ = ‖Y ⊥‖ sowie (3.27)folgt (da Y ein Ja
obifeld

längs γ ist)

∀t∈]0,l] ‖Ỹ
′′
t ‖ = ‖Y

′′
t ‖ = ‖R(Y, γ̇)γ̇‖(t) = ‖R(Y ⊥, γ̇)γ̇‖(t) = |C|‖Y ⊥

t ‖ = |C|‖Ỹ ⊥
t ‖.

Also gilt na
h (3.28) ∀t∈]0,l] |〈Ỹ ′′
t , Ỹ

⊥
t 〉| = ‖Ỹ

′′
t ‖‖Ỹ ⊥

t ‖, und es folgt na
h Cau
hy-

S
hwarz sowie [7, 7.31℄ (angewandt in Mm
C )

∀t∈]0,l] Ỹ
′′
t = 〈Ỹ ′′

t ,
Ỹ ⊥
t

‖Ỹ ⊥
t ‖
〉 Ỹ

⊥
t

‖Ỹ ⊥
t ‖

(3.28)
= −CỸ ⊥

t = −R̃(Ỹ ⊥
t ,

˙̃γ(t)) ˙̃γ(t)

= −R̃(Ỹt, ˙̃γ(t)) ˙̃γ(t).

Aus Stetigkeitsgründen gilt dies au
h in t = 0, und wir haben au
h im 2. Fall

gezeigt, daÿ Ỹ ein Ja
obifeld ist. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. �



Kapitel 4

Über die Krümmungsgröÿen

isometris
her Immersionen, die in

normale Bälle na
h oben

bes
hränkter Krümmung abbilden

Wir werden im nä
hsten Kapitel bei den Beweisen der Hauptsätze 5.3.1, 5.4.1

und 5.5.1 eine isometris
he Immersion f : M → M̃ mit f(M) ⊂ Br(q0) betra
h-
ten und Eigens
haften der in Kapitel 1 vorgestellten Hauptkrümmungen ϕξi (p0),
mittleren Krümmung Hξ(p0) sowie des Ri
htungsvektorfeldes Xp0 und der Stütz-

funktion ρq0,ξ(p0) in Punkten p0 ∈ M , die f sogar in Sr(q0) ⊂ Br(q0) abbildet,
ausnutzen. In diesem Kapitel ist unser erstes Ziel, diese Eigens
haften (siehe Satz

4.5) zu beweisen. Das ents
heidende Hilfsmittel wird hierbei die in Satz 3.9 erhal-

tene Abs
hätzung für die Hesseform des Quadrates der Abstandsfunktion sein.

Zusätzli
h werden no
h zwei vorbereitende Lemmata benötigt.

De�nition 4.1. Sei M eine vollständige riemanns
he Mannigfaltigkeit und U
Teilmenge von M mit q0 ∈ U .

U heiÿt genau dann eine normale Umgebung von q0, wenn es eine sternförmige

Umgebung von 0 in Tq0M gibt, die dur
h expq0 di�eomorph auf U abgebildet wird.

Bemerkung. Ist Br(q0) eine normaler Ball um q0 in einer vollständigen riemann-

s
hen Mannigfaltigkeit M , so gilt o�enbar r ≤ rq0 , wobei rq0 der Injektivitätsra-
dius von q0 ist.

Wir setzen in diesem Kapitel stets die folgende Situation voraus, die in man-


hen Fällen au
h no
h weiter einges
hränkt wird:

Voraussetzungen 4.2. Seien m < m̃, M eine m-dimensionale riemanns
he

Mannigfaltigkeit, M̃ eine m̃-dimensionale vollständige und zusammenhängende

riemanns
he Mannigfaltigkeit, für deren S
hnittkrümmung K̃ ≤ C ∈ R gelte.

61
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f : M → M̃ sei eine isometris
he Immersion, q0 ∈ M̃ , Br(q0) ein normaler

Ball (d.h. insbes. r ∈]0, rq0]) und ψ := 1
2
δ2q0 : M̃ → R sowie Ψ := ψ ◦ f : M → R.

Lemma 4.3. Zusätzli
h zu 4.2 gelte f(M) ⊂ Br(q0) und es sei p ∈ M beliebig.

Dann folgt aus Satz 3.4, daÿ ψ in f(p) und Ψ in p di�erenzierbar ist, und es gilt

gradpΨ =
(
Tf (g̃radψ) ◦ f

)
|p (4.1)

∀v∈TpM hesspΨ(v, v) = h̃essf(p)ψ(f∗v, f∗v) + 〈g̃radf(p)ψ, α(v, v)〉. (4.2)

Beweis:

Zu (4.1):

Sei γ : ] − ε, ε[→ M ein di�erenzierbarer Weg in M mit γ(0) = p. Dann folgt

(4.1) aus der Beliebigkeit von γ̇(0) ∈ TpM und

〈gradpΨ, γ̇(0)〉 = (Ψ ◦ γ)′(0) =
(
ψ ◦ (f ◦ γ)

)′
(0) = 〈g̃radf(p)ψ, f∗γ̇(0)〉

= 〈( Tf (g̃radψ) ◦ f
)
|p, γ̇(0)〉.

Zu (4.2):

Für alle p ∈M und X, Y ∈ VM(p) gilt

hesspΨ(Xp, Yp) = 〈∇XgradΨ, Y 〉p = Xp · 〈gradΨ, Y 〉 − 〈gradΨ,∇XY 〉p
(4.1)
= Xp · 〈(g̃radψ) ◦ f, f∗Y 〉 − 〈(g̃radψ) ◦ f, f∗∇XY︸ ︷︷ ︸

=∇̃X(f∗Y )−α(X,Y )

〉p

= h̃essf(p)ψ(f∗v, f∗v) + 〈g̃radf(p)ψ, α(v, v)〉.

�

Lemma 4.4. Zusätzli
h zu 4.2 gelte m̃ = m+ 1 und f(M) ⊂ Br(q0) \ {q0}.
Dann ist das Ri
htungsvektorfeld X ∈ Vf(M) von f bzgl. q0 de�niert, d.h.

genau (vgl. Def. 1.3.2) δq0 ist in allen Punkten f(p) mit p ∈M di�erenzierbar.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Satz 3.4. �

Satz 4.5. Vor.: Zusätzli
h zu 4.2 gelte im Falle C > 0: r ≤ π
2
√
C

Auÿerdem seien f(M) ⊂ Br(q0) und p0 ∈M mit δq0(f(p0)) = r.
Beh.:

(i) Es existiert ξ ∈ V⊥
f (p0) mit ‖ξ‖ = 1 derart, daÿ für alle i ∈ {1, . . . , m} gilt

ϕξi (p0) ≤ −kC(r) (< 0) und Hξ(p0) ≤ −kC(r) (< 0).

(ii) Ist m̃ = m+1, so gilt für alle ξ ∈ V⊥
f (p0) mit ‖ξ‖ = 1 und i, j ∈ {1, . . . , m}

ϕξi (p0)ϕ
ξ
j(p0) > 0
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|ϕξi (p0)| ≥ kC(r) (> 0) und |Hξ(p0)| ≥ kC(r) (> 0). (4.3)

Wenn auÿerdem q0 /∈ f(M) ist, folgt aus Lemma 4.4, daÿ das Ri
htungs-

vektorfeld X von f bzgl. q0 de�niert ist, und es gilt

Xp0, ξp0 sind linear abhängig

ρq0,ξ(p0)ϕ
ξ
i (p0) = −‖Xp0‖|ϕξi (p0)| (≤ 0).

(iii) Ist zusätzli
h M̃ von konstanter Krümmung C ∈ R und existiert

U ∈ Umg(p0,M) mit δq0 ◦ f |U = r, so gilt in (i) und (ii)(4.3) jeweils

�=� anstatt �≤� bzw. �≥�.
Beweis: Zu (i) und (ii):

Zunä
hst folgt aus der Voraussetzung an r und Lemma 3.6 (iii)-(v)

kC(r) > 0 . (4.4)

Auÿerdem folgt aus der Voraussetzung an r, der Wahl von p0 und Satz 3.4, daÿ

ψ = 1
2
δ2q0 und δq0 in f(p0) di�erenzierbar sind, also gilt

g̃radf(p0)ψ = 1
2
2 δq0(f(p0)) g̃radf(p0)δq0 = r g̃radf(p0)δq0 . (4.5)

Sei µ : ]− ε, ε[→M eine Geodätis
he mit µ(0) = p0, µ̇(0) 6= 0 und sei ε ∈ R+ so

klein, daÿ Ψ ◦ µ = ψ ◦ f ◦ µ : ] − ε, ε[→ R di�erenzierbar ist. (Eine sol
he Wahl

von ε ist mögli
h, da ψ in f(p0) di�erenzierbar ist.) Aus f(M) ⊂ Br(q0) und

δq0(f(p)) = r folgt, daÿ Ψ = ψ ◦ f in p0 maximal wird, und es gilt

0 = (ψ ◦ f ◦ µ)′(0) = 〈g̃radf(p0)ψ, f∗µ̇(0)〉 (4.6)

0 ≥ (Ψ ◦ µ)′′(0) 3.8
= hessp0Ψ(µ̇(0), µ̇(0)) (4.7)

4.3
= h̃essf(p0)ψ(f∗µ̇(0), f∗µ̇(0)) + 〈g̃radf(p0)ψ, α(µ̇(0), µ̇(0)〉 .

Aus (4.6) folgt wegen der Beliebigkeit von µ̇(0) ∈ Tp0M \ {0}

g̃radf(p0)ψ ∈⊥p0 (f) , (4.8)

und aus Satz 3.9 (dort M = M̃ und l = r) folgt

h̃essf(p0)ψ(f∗µ̇(0), f∗µ̇(0))

≥ r
(
(
1

r
− kC(r))〈f∗µ̇(0),

1

r
g̃radf(p0)ψ〉2 + kC(r)‖µ̇(0)‖2

)

(4.8)
= r kC(r)‖µ̇(0)‖2

µ̇(0)6=0,(4.4)
> 0 ,

(4.9)

somit gilt na
h (4.7)

−〈g̃radf(p0)ψ, α(µ̇(0), µ̇(0))〉 ≥ r kC(r)‖µ̇(0)‖2 > 0 . (4.10)
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Na
h 3.5(ii)(3.3) (dort M = M̃) gilt ‖g̃radf(p0)ψ‖ = r und wegen (4.8) existiert

demna
h

ξ ∈ V⊥
f (p0) mit ‖ξ‖ = 1 und ξp0 =

g̃radf(p0)ψ

r

(4.5)
= g̃radf(p0)δq0 . (4.11)

Seien i ∈ {1, . . . , m} beliebig und fortan µ̇(0) sogar Hauptkrümmungsri
htung

zur Hauptkrümmung ϕξi (p0), insbesondere gilt dann ‖µ̇(0)‖ = 1, und es folgt

ϕξi (p0) = hξ(µ̇(0), µ̇(0)) = 〈−∇̃µ̇(0)ξ,
˙̂

(f ◦ µ)(0)〉

= D0 · 〈−ξ ◦ µ,
˙̂

(f ◦ µ)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈ξp0, ∇̃D0

˙̂
(f ◦ µ)〉︸ ︷︷ ︸

[7,Ü73b)(2)]
= 〈ξp0 , α(µ̇(0),µ̇(0))〉

(4.11)
= 〈

g̃radf(p0)ψ

r
, α(µ̇(0), µ̇(0)) 〉

(4.10)

≤ −kC(r)
(4.4)
< 0 .

(4.12)

Hieraus und der De�nition von Hξ(p0) in 1.1.2(ii) folgt (i).

Gelte nun m̃ = m+ 1. Dann gilt für jedes Einheitsnormalenfeld ξ̃ ∈ V⊥
f (p0)

∀p∈Gξ∩Gξ̃ ξp, ξ̃p sind linear abhängig, d.h. ξp = ±ξ̃p . (4.13)

Hieraus und aus (i) folgt die erste Hälfte der Behauptung von (ii).

Ist zusätzli
h q0 /∈ f(M), so ist na
h Lemma 4.4 das Ri
htungsvektorfeld X von

f bzgl. q0 de�niert. Dann gilt

Xp0

1.3.2(i)
= sC(r) g̃radf(p0)δq0

(4.11)
= sC(r) ξp0,

d.h. Xp0 und ξp0 sind linear abhängig und Xp0 = ‖Xp0‖ξp0. (Bea
hte, daÿ wegen

der Voraussetzung an r sC(r) > 0 gilt.) Dann folgt

ρq0,ξ(p0)ϕ
ξ
i (p0)

1.3.2(ii)
= 〈Xp0, ξp0〉ϕξi (p0) = ‖Xp0‖ϕξi (p0)

(4.12)
= −‖Xp0‖|ϕξi (p0)| ,

und wir haben wegen (4.13), der Beliebigkeit von i ∈ {1, . . . , m} und

ρq0,−ξ ϕ
−ξ
i

1.1.2
= 〈X,−ξ〉 (−ϕξm−i+1) = 〈X, ξ〉ϕξm−i+1 = ρq0,ξ ϕ

ξ
m−i+1

au
h die zweite Hälfte der Behauptung von (ii) gezeigt.

Zu (iii):

Der Beweis läuft analog zu dem von (i) und (ii) mit dem Unters
hied, daÿ auf

Grund der zusätzli
hen Voraussetzungen einige der obigen Abs
hätzungen zu

Glei
hungen werden:
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Gilt sogar δq0 ◦ f |U = r mit U ∈ Umg(p0,M), so folgt, daÿ in (4.7) �=� statt �≥�
gilt. Wenn auÿerdem au
h K̃ = C gilt, so folgt aus Satz 3.9, daÿ in (4.9) �=� statt
�≥� gilt. Diese beiden Glei
hungen haben zur Folge, daÿ au
h in (4.10) �=� statt
�≥� und somit in (4.12) �=� statt �≤� gilt. Hieraus und aus (4.13) folgt (iii). �

Korollar 4.6. Vor.: Zusätzli
h zu 4.2 gelte im Falle C > 0: r ≤ π
2
√
C
.

Weiter sei M kompakt sowie f(M) ⊂ Br(q0).

Beh.:

(
H0 ∈ R ∧ ∀ξ∈V⊥

f
,‖ξ‖=1 |Hξ| ≤ H0

)
=⇒ H0 ≥ kC(r)(> 0)

Beweis: Wegen der Kompaktheit vonM , der Stetigkeit von δq0 (na
h 1.2.3(i))

und f sowie f(M) ⊂ Br(q0) existiert ein minimales r̃ ∈ R+ mit r̃ ≤ r und

f(M) ⊂ Br̃(q0) sowie p0 ∈ M mit δq0(f(p0)) = r̃. Aus Teil (i) des Satzes folgt
dann H0 ≥ kC(r̃) und na
h Lemma 3.6(ii)-( v) gilt kC(r̃) ≥ kC(r) > 0. �

Wir zeigen als nä
hstes Theorem 1 in [10℄. Es besagt, daÿ ein ähnli
hes Er-

gebnis wie das letzte Korollar au
h für eine vollständige und zusammenhängende

riemanns
he Mannigfaltigkeit M mit na
h unten bes
hränkter Skalarkrümmung

(anstelle einer kompakten riemanns
hen MannigfaltigkeitM) gilt. Im Gegensatz

zu allen übrigen Resultaten dieses Kapitels ist dies keine Vorbereitung der Be-

weise der Kriterien für kompakte sphäris
he Hyper�ä
hen in Kapitel 5.

Hauptsatz 4.7 ([10, Theorem 1℄). Vor.: Zusätzli
h zu 4.2 seiM vollständig und

zusammenhängend mit na
h unten bes
hränkter Skalarkrümmung s. Auÿerdem

gelte f(M) ⊂ Br(q0) sowie im Falle C > 0: r < π
2
√
C

Beh.:

(
H0 ∈ R ∧ ∀ξ∈V⊥

f
,‖ξ‖=1 |Hξ| ≤ H0

)
=⇒ H0 ≥ 1

m̃−m kC(r)(> 0)

Bemerkung. Zu einer isometris
hen Immersion wie in der Voraussetzung exi-

stiert immer ein Punkt p ∈ M und ein Einheitsnormalenfeld ξ ∈ V⊥
f (p) mit

|Hξ(p)| ≥ 1
m̃−m kC(r) > 0, denn anderenfalls folgte aus dem Hauptsatz ein

Widerspru
h. Im Falle C < 0 heiÿt dies wegen Lemma 3.6(v) insbesondere

|Hξ(p)| ≥ 1
m̃−m

√
|C|.

Beweis: Wir führen den Beweis wie in [9, Theorem H℄ und gehen folgender-

maÿen vor:

Gelte die linke Seite der Behauptung, d.h.

∃H0∈R ∀ξ∈V⊥
f
,‖ξ‖=1 |Hξ| ≤ H0. (4.14)

Als Immersion ist f lokal injektiv, also ni
ht konstant vomWert q0. Wegenm < m̃
und f(M) ⊂ Br(q0) existieren daher q̃ ∈ Br(q0) \ {q0} und p̃ ∈ M mit f(p̃) = q̃.
Wir werden mittels des Satzes von Omori zeigen, daÿ eine Folge (pn)n∈N+ in M
existiert, so daÿ für alle n ∈ N+ gilt
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1
2
δ2q0(f(pn)) = Ψ(pn) ≥ Ψ(p̃) = 1

2
δ2q0(q̃)

q̃ 6=q0
> 0

‖gradpnΨ‖ < 1
n

∀v∈TpnM\{0} hesspnΨ(v, v) < 1
n
‖v‖2.

(4.15)

Wir setzen

∀n∈N+ ln := δq0(f(pn))
(4.15),Vor.
∈ ]0, r] (4.16)

und werden weiterhin zeigen:

∃n0∈N+ ∃L∈[0,∞[ ∀n∈N+,n≥n0 ln(m̃−m)H0 > lnkC(ln)(1−
1

nln
)2 − 3L

nln
− 1

n
(4.17)

Aus (4.17) ergibt si
h die Behauptung wie folgt:

Wegen δq0(q̃)
(4.15)

≤ δq0(f(pn)) = ln
(4.16)

≤ r ist (ln)n∈N+ eine Folge in der kom-

pakten Menge [δq0(q̃), r] und besitzt daher eine konvergente Teilfolge. O.B.d.A.

konvergiere die Folge selbst gegen l0 ∈ [δq0(q̃)︸ ︷︷ ︸
(4.15)
> 0

, r]. Dann folgt aus (4.17) und der

Stetigkeit von kC für n→∞

l0(m̃−m)H0 ≥ l0kC(l0), d.h. H0 ≥
1

m̃−m kC(l0).

Wegen Lemma 3.6(ii)-(v) und der Voraussetzung an r ist kC |]0,r] streng monoton

fallend und gröÿer Null, also folgt kC(l0) ≥ kC(r) > 0 und die Behauptung ist

gezeigt.

Zu zeigen bleiben die Existenz der Folge (pn)n∈N+ mit (4.15) und (4.17).

Zur Existenz der Folge (pn)n∈N+ mit (4.15):

M ist eine m-dimensionale vollständige und zusammenhängende riemanns
he

Mannigfaltigkeit. Ψ = 1
2
δ2q0 ◦ f : M → R ist wegen f(M) ⊂ Br(q0) und Lem-

ma 4.3 eine na
h oben bes
hränkte di�erenzierbare Funktion. Die Existenz des

n-ten Folgengliedes der Folge (pn)n∈N+ folgt daher aus dem Satz von Omori 2.4

(dort ε := 1
n
), wenn wir zeigen, daÿ die S
hnittkrümmung von M na
h unten

bes
hränkt ist. Wir zeigen sogar :

∃D∈R ∀p∈M ∀w1,w2∈TpM orthonormal |K(Spann{w1, w2})| ≤ D (4.18)

Beweis hiervon:

Br(q0) ist eine bes
hränkte und abges
hlossene Teilmenge der vollständigen rie-

manns
hen Mannigfaltigkeit M̃ , also na
h dem Satz von Hopf-Rinow [7, 10.26℄

kompakt. Wegen f(M) ⊂ Br(q0) gilt daher na
h Satz 2.3.2

∃E∈R ∀p∈M ∀σ 2−dim.UVRvon TpM |K̃(f∗σ)| ≤ E. (4.19)
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Ferner existiert na
h Voraussetzung F ∈ R mit s ≥ −F . Wir setzen:

G := m(m− 1)C +m2(m̃−m)H2
0 +m(m− 1)F (4.20)

D := E +G (4.21)

und zeigen, daÿ dieses D (4.18) erfüllt.

Seien p, w1, w2 wie in (4.18). Wir können w3, . . . , wm ∈ TpM �nden derart, daÿ

w1, . . . , wm eine Orthonormalbasis von TpM ist. Des weiteren existieren

ξ1, . . . , ξm̃−m ∈ V⊥
f (p) mit 〈ξk, ξl〉 = δkl für k, l ∈ {1, . . . , m̃ − m}. Dann gilt

αp =
∑m̃−m

k=1 hξk |pξk|p und aus De�nition 1.1.1(iii) sowie der Gauÿ-Glei
hung [7,

8.6(3)℄ folgt

s(p) =

∑m
i,j=1

i 6=j
K(Spann{wi, wj})
m(m− 1)

=
1

m(m− 1)

(∑

i 6=j
K̃(Spann{f∗wi, f∗wj}) +

∑

i 6=j
〈α(wi, wi), α(wj, wj)〉

−
∑

i 6=j
〈α(wi, wj), α(wi, wj)〉

)

=
1

m(m− 1)

(∑

i 6=j
K̃(Spann{f∗wi, f∗wj})

+
∑

i 6=j
〈
m̃−m∑

k=1

hξk(wi, wi)ξk|p,
m̃−m∑

l=1

hξl(wj, wj)ξl|p〉

−
∑

i 6=j
〈
m̃−m∑

k=1

hξk(wi, wj)ξk|p,
m̃−m∑

l=1

hξl(wi, wj)ξl|p〉
)

=
1

m(m− 1)

(∑

i 6=j
K̃(Spann{f∗wi, f∗wj})

+
m̃−m∑

k=1

∑

i 6=j
hξk(wi, wi)hξk(wj, wj)−

m̃−m∑

k=1

∑

i 6=j
hξk(wi, wj)

2
)

=
1

m(m− 1)

(∑

i 6=j
K̃(Spann{f∗wi, f∗wj})

+

m̃−m∑

k=1

m∑

i,j=1

hξk(wi, wi)hξk(wj, wj)

︸ ︷︷ ︸
=m2Hξk

(p)2

−
m̃−m∑

k=1

m∑

i,j=1

hξk(wi, wj)
2
)
.

Da na
h Voraussetzung K̃ ≤ C, |Hξk | ≤ H0 gilt und wegen s ≥ −F , also −s ≤ F ,
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folgt hieraus

m̃−m∑

k=1

m∑

i,j=1

hξk(wi, wj)
2

︸ ︷︷ ︸
≥0

=
∑

i 6=j
K̃(Spann{f∗wi, f∗wj})

+m2
m̃−m∑

k=1

Hξk(p)
2 −m(m− 1)s(p)

≤ m(m− 1)C +m2(m̃−m)H2
0 +m(m− 1)F

(4.20)
= G,

also gilt insbesondere

m̃−m∑

k=1

2∑

i,j=1,i<j

hξk(wi, wj)
2 ≤ G . (4.22)

Eine erneute Anwendung der Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(3)℄ ergibt

K(Spann{w1, w2}) = K̃(Spann{f∗w1, f∗w2})
+〈α(w1, w1), α(w2, w2)〉 − 〈α(w1, w2), α(w1, w2)〉

= K̃(Spann{f∗w1, f∗w2})

+

m̃−m∑

k=1

(
hξk(w1, w1)hξk(w2, w2)− hξk(w1, w2)

2
)
.

Da für jedes k ∈ {1, . . . , m̃−m} gilt

|hξk(w1, w1)||hξk(w2, w2)| ≤ hξk(w1, w1)
2 + hξk(w2, w2)

2 ,

folgt hieraus und aus (4.19), (4.22)

|K(Spann{w1, w2})| ≤ |K̃(Spann{f∗w1, f∗w2})|

+
m̃−m∑

k=1

(
|hξk(w1, w1)||hξk(w2, w2)|+ |hξk(w1, w2)

2|
)

≤ |K̃(Spann{f∗w1, f∗w2})|

+

m̃−m∑

k=1

(
hξk(w1, w1)

2 + hξk(w2, w2)
2 + hξk(w1, w2)

2
)

≤ E +G
(4.21)
= D ,

also gilt (4.18) und die Existenz der Folge (pn)n∈N+ mit (4.15) ist bewiesen.

Zu (4.17):

Wegen der Voraussetzung an r und f(M) ⊂ Br(q0) existiert na
h Satz 3.2 und
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[7, 10.24(i), 10.14(ii)℄ zu jedem n ∈ N+ eine eindeutig bestimmte na
h der Bo-

genlänge parametrisierte Geodätis
he γn : [0, ln︸︷︷︸
=δq0 (f(pn))

]→ M̃ von q0 na
h f(pn).

Na
h Satz 3.5(i)(3.3) (dort M = M̃) ist ψ in f(pn) di�erenzierbar und es gilt:

∀n∈N+ ‖g̃radf(pn)ψ‖ = ln
(4.16)
> 0 (4.23)

Seien n ∈ N+ und v ∈ TpnM \ {0} beliebig. Wegen (4.23) existieren eindeutig

bestimmte wTv , w
⊥
v ∈ Tf(pn)M̃ mit

f∗v = wTv + w⊥
v

w⊥
v , g̃radf(pn)ψ linear abhängig (4.24)

〈wTv , w⊥
v 〉 = 0,

also gilt

‖w⊥
v ‖ =

1

‖g̃radf(pn)ψ‖
|〈w⊥

v , g̃radf(pn)ψ〉| =
1

ln
|〈f∗v, g̃radf(pn)ψ〉|

=
1

ln
|〈v, Tf

(
(g̃radψ) ◦ f

)
|pn〉|

4.3(4.1)
=

1

ln
|〈v, gradpnΨ〉| ≤

‖v‖‖gradpnΨ‖
ln

und somit

‖w⊥
v ‖
‖v‖ ≤

‖gradpnΨ‖
ln

(4.15)
<

1

nln
. (4.25)

Hieraus folgt weiter

1 = ‖f∗v‖
‖v‖ = ‖wT

v +w⊥
v ‖

‖v‖ ≤ ‖wT
v ‖+‖w⊥

v ‖
‖v‖ < ‖wT

v ‖
‖v‖ + 1

nln
,

d.h.

1− 1

nln
<
‖wTv ‖
‖v‖ . (4.26)

Nun ist na
h (4.15) ln = δq0(f(pn)) ≥ δq0(q̃) > 0, also folgt

1
nln
≤ 1

nδq0 (q̃)

n→∞−→ 0.

Daher existiert n0 ∈ N+ derart, daÿ die linke Seite von (4.26) für alle n ≥ n0

positiv ist, und wir erhalten aus der Beliebigkeit von n ∈ N+ und v ∈ TpnM \{0}
bei den obigen Überlegungen:

∀n∈N+,n≥n0 ∀v∈TpnM\{0} (1−
1

nln
)2 <

‖wTv ‖2
‖v‖2 (4.27)

Wegen f(M) ⊂ Br(q0) und Lemma 4.3 ist ψ in jedem Punkt f(p) mit p ∈ M
di�erenzierbar. Wir können daher für jedes p ∈M die lineare Abbildung

Lf(p) : Tf(p)M̃ −→ Tf(p)M̃

x 7−→ ∇̃xg̃radψ

de�nieren und werden zeigen

0 ≤ L := sup{‖Lf(p)‖ | p ∈M} <∞ , (4.28)
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wobei ‖ . . . ‖ jeweils die Operatornorm von L(Tf(p)M̃, Tf(p)M̃) bezei
hne.
[ Zu (4.28):

Br(q0) ist eine bes
hränkte und abges
hlossene Teilmenge der vollständigen rie-

manns
hen Mannigfaltigkeit M̃ , also na
h dem Satz von Hopf-Rinow [7, 10.26℄

kompakt. Aus Satz 2.3.1 ergibt si
h die Kompaktheit von

⋃
q∈Br(q0)

T 1
q M̃ . Ferner

existiert wegen der Voraussetzung an r und Satz 3.4 eine o�ene Obermenge U
von Br(q0) auf der ψ di�erenzierbar ist, und wir werden zeigen:

‖∇̃...g̃radψ‖ :
⋃

q∈U
TqM̃ −→ R ist stetig. (4.29)

Dann folgt aus der Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen

sup{‖∇̃xg̃radψ‖ | x ∈
⋃

q∈Br(q0)

T 1
q M̃} <∞.

Wegen ∀p∈M ‖Lf(p)‖ = sup{‖∇̃xg̃radψ‖ | x ∈ T 1
f(p)M̃} und f(M) ⊂ Br(q0) gilt

daher L = sup{‖∇̃xg̃radψ‖ | x ∈
⋃
p∈M T 1

f(p)M̃} <∞.

Zu zeigen bleibt (4.29). Beweis hiervon:

Bezei
hne p : TM̃ → M̃ die (di�erenzierbare) Fuÿpunktabbildung. Sei q1 ∈ U
beliebig und (E1, . . . , Em̃) auf einer Umgebung G ⊂ U von q1 de�niertes ortho-

normales di�erenzierbares m-Beinfeld. Dann gilt für alle x ∈ ⋃
q∈G TqM̃

x =
m̃∑

i=1

〈x, Ei|p(x)〉Ei|p(x)

∇̃xg̃radψ =
m̃∑

i=1

〈x, Ei|p(x)〉∇̃Ei|p(x)g̃radψ

=
( m̃∑

i=1

〈idTM̃ , Ei ◦ p〉︸ ︷︷ ︸
differenzierbar

(∇̃Ei
g̃radψ) ◦ p︸ ︷︷ ︸

differenzierbar

)
(x) ,

also ist ∇̃...g̃radψ :
⋃
q∈U TqM̃ → TM̃ (lokal) di�erenzierbar. (4.29) folgt dann

aus der Stetigkeit von ‖ . . . ‖ : TM̃ → R. ℄

Aus (4.28) folgt für alle n ∈ N+ und w, w̃ ∈ Tf(pn)M̃

|h̃essψ(w, w̃)| = |〈∇̃wg̃radψ, w̃〉| ≤ L‖w‖‖w̃‖,

also h̃essψ(w, w̃) ≥ −L‖w‖‖w̃‖. Daher folgt für alle v ∈ TpnM \ {0} aus (4.24)

1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(f∗v, f∗v)
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=
1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(w
T
v , w

T
v ) + 2

1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(w
T
v , w

⊥
v )

+
1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(w
⊥
v , w

⊥
v )

≥ 1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(w
T
v , w

T
v )−

2L‖wTv ‖‖w⊥
v ‖

‖v‖2 − L‖w⊥
v ‖2

‖v‖2
(4.25)
>

1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(w
T
v , w

T
v )− 2L

‖wTv ‖
‖v‖

1

nln
− L‖w

⊥
v ‖
‖v‖

1

nln
.

Na
h (4.24) gilt ‖f∗v‖2 = 〈wTv + w⊥
v , w

T
v + w⊥

v 〉 = ‖wTv ‖2 + ‖w⊥
v ‖2, also

‖wTv ‖, ‖w⊥
v ‖ ≤ ‖f∗v‖ = ‖v‖ und ‖wT

v ‖
‖v‖ ,

‖w⊥
v ‖

‖v‖ ≤ 1. Somit ergibt si
h aus der letzten

Unglei
hung:

1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(f∗v, f∗v) >
1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(w
T
v , w

T
v )−

3L

nln

Wegen (4.24) gilt 〈wTv , g̃radf(pn)ψ〉 = 0. Daher folgt weiter aus Satz 3.9 ange-

wandt auf γn : [0, ln]→ M̃ (bea
hte, daÿ na
h (4.16) und der Voraussetzung des

Hauptsatzes die Voraussetzungen von Satz 3.9 erfüllt sind):

1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(f∗v, f∗v) ≥ lnkC(ln)
‖wTv ‖2
‖v‖2 −

3L

nln

Somit haben wir wegen (4.27) gezeigt:

∀n∈N+,n≥n0∀v∈TpnM\{0}
1

‖v‖2 h̃essf(pn)ψ(f∗v, f∗v) > lnkC(ln)(1−
1

nln
)2− 3L

nln
(4.30)

Wir beweisen nun, daÿ für alle n ∈ N+ und alle Orthonormalbasen v1, . . . , vm
von TpnM gilt:

〈g̃radf(pn)ψ,
m∑

i=1

α(vi, vi)〉 ≥ −lnm(m̃−m)H0 (4.31)

[ Seien ξ1, . . . , ξm ∈ V⊥
f (pn) mit ∀k,l∈{1,...,m} 〈ξk, ξl〉 = δkl. Dann gilt na
h Bemer-

kung 4.) und 2.) zu 1.1.2 für alle i ∈ {1, . . . , m} α(vi, vi) =
∑m̃−m

k=1 hξk(vi, vi)ξk|pn
und

m∑

i=1

α(vi, vi) =
m̃−m∑

k=1

(
m∑

i=1

hξk(vi, vi))ξk|pn =
m̃−m∑

k=1

mHξk(pn)ξk|pn .

Daher folgt aus der Cau
hy-S
hwarzs
hen Unglei
hung

〈g̃radf(pn)ψ,
m∑

i=1

α(vi, vi)〉 ≥ −‖g̃radf(pn)ψ‖︸ ︷︷ ︸
(4.23)
= ln

m ‖
m̃−m∑

k=1

Hξk(pn)ξk|pn‖
︸ ︷︷ ︸

≤
∑m̃−m

k=1 |Hξk
(pn)|

(4.14)

≤ (m̃−m)H0
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≥ −lnm(m̃−m)H0 ,

und (4.31) ist gezeigt. ℄

Wir zeigen s
hlieÿli
h (4.17):

Sei n ∈ N+ mit n ≥ n0 und v1, . . . , vm eine Orthonormalbasis von TpnM . Dann

gilt

m

n

(4.15)
>

m∑

i=1

hesspnΨ(vi, vi)

Lemma4.3
=

m∑

i=1

h̃essf(pn)ψ(f∗vi, f∗vi) + 〈g̃radf(pn)ψ,
m∑

i=1

α(vi, vi)〉

(4.30),(4.31)
> m

(
lnkC(ln)(1−

1

nln
)2 − 3L

nln

)
− lnm(m̃−m)H0,

also ergibt si
h

ln(m̃−m)H0 > lnkC(ln)(1−
1

nln
)2 − 3L

nln
− 1

n

und (4.17) ist bewiesen. �

Die weiteren Hauptsätze dieser Arbeit geben hinrei
hende Kriterien dafür,

daÿ das Bild einer isometris
hen Immersion f : M → M̃ einer m-dimensionalen

in eine (m + 1)-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit isometris
h zu einer

Sphäre des Em+1
ist. Beim Na
hweis hiervon genügt es zu zeigen , daÿ q0 ∈ M̃ mit

f(M) = Sr(q0) existiert, wenn man weiÿ, daÿ Sr(q0) isometris
h zu einer Sphäre

des Em+1
ist. Zum Abs
hluÿ dieses Kapitels wollen wir daher ein Kriterium dafür

angeben, daÿ eine Sphäre in M̃ isometris
h zu einer Sphäre im Em+1
ist. Das

ents
heidende Hilfsmittel hierfür ist der folgende Satz:

Satz 4.8. Zusätzli
h zu 4.2 sei im Falle C > 0: r ≤ π
2
√
C

Gelte ferner m̃ = m+ 1 und f(M) = Sr(q0). Dann folgt:

(i) K̃ = C =⇒ |H| = kC(r)

(Bea
hte, daÿ |H| na
h Bemerkung 3.) zu 1.1.2 auf ganz M wohlde�niert

ist.)

(ii) |H| = kC(r) ⇐⇒ ∀ξ∈V⊥
f
,‖ξ‖=1∀i,j∈{1,...,m} |ϕξi | = kC(r) ∧ ϕξiϕξj > 0

(iii) |H| = kC(r) impliziert:

1.) Ur(q0) ist isometris
h zu einer o�enen Vollkugel vom Radius r inMm+1
C .

2.) Für alle q ∈ Br(q0) und alle zwei-dimensionalen Untervektorräume σ̃

von TqM̃ : K̃(σ̃) = C.

3.) M ist von konstanter Krümmung kC(r)
2 + C = 1

sC(r)2
.
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Beweis: (i) ist klar na
h 4.5(iii) und (ii)�⇐� ist trivial.

Wegen f(M) = Sr(q0) gilt na
h 4.5(ii) für alle ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1 und alle

i, j ∈ {1, . . . , m} |ϕξi | ≥ kC(r) und ϕ
ξ
iϕ

ξ
j > 0. Wegen letzterem folgt zunä
hst aus

der linken Seite von (ii)

kC(r) = |Hξ| =
1

m
|
m∑

i=1

ϕξi | =
1

m

m∑

i=1

|ϕξi |

und sodann wegen ersterem ∀i∈{1,...,m}|ϕξi | = kC(r), also gilt (ii).

Zu (iii) 1.):

Wie im Beweis von [4, Theorem 4(iii)℄ skizziert, geben wir die Isometrie explizit

an und gehen folgendermaÿen vor:

Seien e1, . . . , em+1 eine Orthonormalbasis von Tq0M̃ und e1, . . . , em+1 eine Ortho-

normalbasis von Em+1
. Wir zeigen zunä
hst

u : UM̃
r (q0) −→ Ur(0Em+1)

q 7−→
m+1∑

i=1

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ei〉 ei

expq0
(∑m

i=1〈x, ei〉ei
)
←−p x

ist ein Di�eomorphismus mit δ0
Em+1

◦ u = δq0.

(4.32)

[ Zu (4.32):

expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

: U
Tq0M̃
r (0q0)→ UM̃

r (q0) ist wegen Satz 3.2, der Voraussetzung an

r und [7, 10.24(i)℄ ein Di�eomorphismus, also ist

UM̃
r (q0) −→ Em+1

q 7−→
m+1∑

i=1

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ei〉 ei

eine di�erenzierbare Abbildung. Da für alle q ∈ UM̃
r (q0) gilt

δ20
Em+1

(m+1∑

i=1

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ei〉 ei
)

1.2.4
=

m+1∑

i,j=1

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ei〉〈 ̂expq0 |UTq0 M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ej〉 〈ei, ej〉︸ ︷︷ ︸
=〈ei,ej〉

= ‖ ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q)‖2 [7,Ü117a)]
= δ2q0(q),

genügt es o�enbar, zum Na
hweis von (4.32) zu zeigen:
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a) u ist injektiv

b) u ist surjektiv


) ∀x∈Ur(0Em+1 ) u
−1(x) = expq0

(∑m
i=1〈x, ei〉ei

)

d) u−1
ist di�erenzierbar

Zu a):

Seien q, q̃ ∈ UM̃
r (q0) mit u(q) = u(q̃). Da e1, . . . , em+1 eine Basis von Em+1

ist,

folgt aus der De�nition von u für alle i ∈ {1, . . . , m+ 1}

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ei〉 = 〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q̃) , ei〉,

also

̂expq0 |UTq0 M̃
r (0q0 )

−1

(q) =

m+1∑

i=1

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q) , ei〉 ei

=
m+1∑

i=1

〈 ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q̃) , ei〉 ei

= ̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

(q̃)

=⇒ q = q̃.

Zu b) und 
):

Sei x ∈ Ur(0Em+1) beliebig, also x =
∑m+1

i=1 〈x, ei〉ei und r ≥ ‖x‖2 =
∑m+1

i=1 〈x, ei〉2.
Wir setzen x :=

∑m
i=1〈x, ei〉ei ∈ Tq0M̃ . Dann gilt

δ2q0(expq0(x))
[7,Ü117a)]

= ‖x‖2 =
m∑

i=1

〈x, ei〉2 ≤ r2,

d.h. expq0(x) ∈ UM̃
r (q0) und

u(expq0(x))
Def.u
=

m+1∑

j=1

〈x, ej〉ej =
m+1∑

i,j=1

〈
〈x, ei〉ei, ej〉ej =

m+1∑

i=1

〈x, ei〉ei = x.

Damit sind b) und (wegen a) au
h) 
) klar.

d) folgt sofort aus 
) ℄

Sei q̃0 ∈ Mm+1
C beliebig und ẽ1, . . . , ẽm eine Orthonormalbasis von Tq̃0M

m+1
C .

Völlig analog zu (4.32) sieht man ein, daÿ

ũ : U
Mm+1

C
r (q̃0) −→ Ur(0Em+1)

q̃ 7−→
m+1∑

i=1

〈 ̂expq̃0 |
U

Tq̃0
M

m+1
C

r (0q̃0 )

−1

(q̃) , ẽi〉 ei

expq̃0
(∑m

i=1〈x, ei〉ẽi
)
←−p x

ein Di�eomorphismus mit δ0
Em+1 ◦ ũ = δq̃0 ist.

(4.33)
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(iii) 1.) ist bewiesen, wenn gilt

ũ−1 ◦ u : UM̃
r (q0) −→ U

Mm+1
C

r (q̃0) ist eine Isometrie.

Zum Na
hweis hiervon genügt es o�enbar zu zeigen:

∀
q∈UM̃

r (q0)
∀
v∈TqM̃ ‖ũ

−1
∗ u∗v‖ = ‖v‖ (4.34)

Beweis hiervon:

Seien q ∈ UM̃
r (q0) und v ∈ TqM̃ beliebig.

1. Fall: q = q0
Wir setzen ṽ =

∑m+1
i=1 〈v, ei〉ẽi ∈ Tq̃0Mm+1

C . Dann gilt na
h (4.32) und (4.33)

u∗v =
m+1∑

i=1

〈
−−−−−−−−−−−−−−−−→

̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

∗q0 v , ei〉 ei
[7,9.4(iv)]

=
m+1∑

i=1

〈v, ei〉︸ ︷︷ ︸
=〈ṽ,ẽi〉

ei

[7,9.4(iv)]
=

m+1∑

i=1

〈
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

̂expq̃0 |
U

Tq̃0
M

m+1
C

r (0q̃0 )

−1

∗q̃0 ṽ , ẽi〉 ei = ũ∗ṽ,

also ‖ũ−1
∗ u∗v‖2 = ‖ṽ‖2 =

∑m
i=1〈ṽ, ẽi〉2 =

∑m
i=1〈v, ei〉2 = ‖v‖2.

2. Fall: q 6= q0
Für v = 0q ist (4.34) klar. Daher können wir im folgenden o.B.d.A. annehmen,

daÿ v 6= 0 ist.

Sei l := δq0(q) > 0. Wegen der Voraussetzung an r, Satz 3.2 und [7, 10.24(i),

10.14(ii)℄ existiert eine eindeutig bestimmte na
h der Bogenlänge parametrisierte

Geodätis
he γ : [0, r] → M̃ mit γ(0) = q0, γ(l) = q und γ(r) ∈ Sr(q0). Na
h
Voraussetzung gilt f(M) = Sr(q0), also existiert p ∈ M mit f(p) = γ(r). Seien
ferner vT bzw. v⊥ die zu γ̇(l) tangentiale bzw. normale Komponente von v und

Y ∈ Jγ das na
h 3.1 und [7, 10.2℄ eindeutig bestimmte Ja
obifeld längs γ mit

Y0 = 0 und Yl = v⊥. Dann gilt also 〈Y0, γ̇(0)〉 = 〈Yr, γ̇(r)〉 = 0 und aus [7, Ü 92e)℄

folgt

〈Y, γ̇〉 = 0. (4.35)

Bezei
hne i : Sr(q0)→ M̃ die Inklusion der m-dimensionalen regulären riemann-

s
hen Untermannigfaltigkeit Sr(q0) von M̃ (vgl. Satz 3.5(i), dort M = M̃). Aus

Dimensionsgründen gilt dann wegen f(M) = Sr(q0) au
h f∗pTpM = i∗f(p)Sr(q0).

Da na
h Satz 3.5(ii) (3.3), (3.4) (dort M = M̃ und q = f(p)) auÿerdem

γ̇(r) ⊥ i∗f(p)Sr(q0) gilt, folgt aus m̃ = m+ 1:

Tf(p)M̃ ist die orthogonale Summe von f∗TpM und Rγ̇(r). (4.36)

Wegen (4.35) existiert dann v ∈ TpM mit Yr = f∗v. Wir behaupten:

K̃(Spann{Y, γ̇})|]0,r] = C (4.37)
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[ Hierzu:

Bezei
hne I die Indexform von γ. Wegen Satz 3.9(3.8) genügt es zu zeigen

Y ⊥ = 0 oder I(Y, Y ) = (
1

r
− kC(r))〈f∗v, γ̇(r)〉2 + ‖v‖2kC(r).

Im Falle Y ⊥ (4.35)
= Y 6= 0 folgt aus Y0 = 0, Satz 3.1 und [7, 10.2℄: 0 6= Yr = f∗v,

also v 6= 0.
Wegen f(M) = Sr(q0) ist Ψ = 1

2
δ2q0 ◦ f konstant vom Wert

1
2
r2. Daher ergibt

si
h aus Satz 3.9(3.7) (dort M = M̃ , l = r und v = f∗v) und Satz 3.5(3.3) (dort

M = M̃ und q = f(p))

0 = hessΨ(v, v)
Lemma4.3(4.2)

= h̃essψ(f∗v, f∗v) + 〈g̃radf(p)ψ, α(v, v)〉
= rI(Y, Y ) + r〈γ̇(r), α(v, v)〉 ,

also folgt aus Satz 3.9(3.8) (dort M = M̃ , l = r und v = f∗v), v 6= 0, der
Voraussetzung an r und Lemma 3.6

−〈γ̇(r), α(v, v)〉 = I(Y, Y ) ≥ (
1

r
− kC(r)) 〈f∗v, γ̇(r)〉︸ ︷︷ ︸

=〈Yr,γ̇(r)〉
(4.35)
= 0

+‖v‖2kC(r) > 0.

Da γ na
h der Bogenlänge parametrisiert ist, existiert wegen (4.36) ξ ∈ V⊥
f (p)

mit ‖ξ‖ = 1 und ξp = γ̇(r), also gilt na
h der letzten Unglei
hung

I(Y, Y ) = −〈γ̇(r), α(v, v)〉 = −hξ(v, v) > 0.

Hieraus folgt, da wegen |H| = kC(r) (na
h Voraussetzung von (iii)) und (ii)

Aξp = kC(r) idTpM oder Aξp = −kC(r) idTpM gilt

I(Y, Y ) = −hξ(v, v) = kC(r)‖v‖2 = (
1

r
− kC(r)) 〈f∗v, γ̇(r)〉2︸ ︷︷ ︸

=〈Yr,γ̇(r)〉2
(4.35)
= 0

+‖v‖2kC(r),

und (4.37) ist bewiesen. ℄

Bea
hte, daÿ beim Na
hweis von (4.37) q ∈ UM̃
r \{q0} und v ∈ TqM̃ \{0q} beliebig

waren. Daher haben wir gezeigt

∀t∈]0,r] ∀w∈Tγ(t)M̃
(
w⊥ 6= 0 =⇒ K̃(Spann{w⊥, γ̇(t)}) = C

)
. (4.38)

Seien E1, . . . , Em+1 ∈ Vγ parallel längs γ mit ∀i∈{1,...,m+1}Ei|0 = ei, d.h. (da

e1, . . . , em+1 eine Orthonormalbasis von Tq0M̃ ist) E1, . . . , Em+1 ist ein orthonor-

males paralleles Basisfeld längs γ. Dann gilt

Y = sC |[0,r]
m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉Ei. (4.39)
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[ Hierzu:

Analog zum Na
hweis von Formel (2) im Beweis von [7, 7.31℄ sieht man ein, daÿ

aus (4.38) für alle X ∈ Vγ folgt

kγ̇(X) := 〈RM̃(X, γ̇)γ̇, X〉 = C (〈X,X〉 − 〈X, γ̇〉2).

Für alle X ∈ Vγ setzen wir nun R̂(X, γ̇)γ̇ := C X⊥. Da für alle sol
hen X gilt

k̂(X) := 〈R̂(X, γ̇)γ̇, X〉 = C (〈X,X〉 − 〈X, γ̇〉2) = kγ̇(X),

folgt aus der Tatsa
he, daÿ RM̃(. . . , γ̇)γ̇ na
h Formel (9) im Beweis von [7, 7.30℄

dur
h kγ̇ eindeutig bestimmt ist:

RM̃(Y, γ̇)γ̇ = C Y ⊥ (4.35)
= C Y

Weil Y ein Ja
obifeld längs γ ist, d.h. Y
′′
+ RM̃(Y, γ̇)γ̇ = 0, bedeutet dies

m+1∑

i=1

(
〈Y,Ei〉

′′
+ C〈Y,Ei〉

)
Ei = 0,

also ∀i∈{1,...,m+1} 〈Y,Ei〉′′ + C〈Y,Ei〉 = 0. Hieraus und aus 〈 Y0︸︷︷︸
=0

, Ei|0〉 = 0,

〈Y,Ei〉′(0) = 〈Y ′
0 , Ei|0〉 sowie der Theorie der gewöhnli
hen Di�erentialglei
hun-

gen (vgl. z.B. [6, 9.11, 9.12℄) und De�nition 1.3.1 folgt

∀i∈{1,...,m+1} 〈Y,Ei〉 = 〈Y
′
0 , Ei|0〉 sC |[0,r],

also gilt Y =
∑m+1

i=1 〈Y,Ei〉Ei = sC |[0,r]
∑m+1

i=1 〈Y
′
0 , Ei|0〉Ei, d.h. (4.39) ist gezeigt. ℄

Na
h (4.32), (4.33) gilt δq̃0(ũ
−1(u(γ(l)))) = l < r. Daher existiert na
h Satz 3.2

und [7, 10.24(i), 10,14(ii)℄ eine eindeutig bestimmte na
h der Bogenlänge para-

metrisiere Geodätis
he γ̃ : [0, r]→Mm+1
C mit γ̃(0) = q̃0 und γ̃(l) = ũ−1(u(γ(l))).

Dann gilt:

∀i∈{1,...,m+1} 〈γ̇(0), ei〉 = 〈 ˙̃γ(0), ẽi〉 (4.40)

[ Denn wegen u(γ(l)) = ũ(γ̃(l)) folgt zunä
hst aus (4.32) und (4.33)

m+1∑

i=1

〈 ̂expq0 |UTq0 M̃
r (0q0 )

−1

(γ(l)) , ei〉 ei

=

m+1∑

i=1

〈 ̂expq̃0 |
U

Tq̃0
M

m+1
C

r (0q̃0 )

−1

(γ̃(l)) , ẽi〉 ei.

Da γ und γ̃ Geodätis
he mit γ(0) = q0 und γ̃(0) = q̃0 sind, gilt γ(l) = expq0(lγ̇(0))

und γ̃(l) = expq̃0(l
˙̃γ(0)), also ergibt si
h sodann

∑m+1
i=1 〈lγ̇(0) , ei〉 ei =

∑m+1
i=1 〈l ˙̃γ(0) , ẽi〉 ei,
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und weil e1, . . . , em+1 eine Basis von E
m+1

ist, gilt (4.40). ℄

Seien Ẽ1, . . . , Ẽm+1 ∈ Vγ̃ parallel längs γ̃ mit ∀i∈{1,...,m+1} Ẽi|0 = ẽi, d.h. (da

ẽ1, . . . , ẽm+1 eine Orthonormalbasis von Tq̃0M
m+1
C ist) Ẽ1, . . . , Ẽm+1 ist ein ortho-

normales paralleles Basisfeld längs γ̃. Wir de�nieren

Ỹ := sC |[0,r]
m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉Ẽi ∈ Vγ̃

und zeigen, daÿ gilt

〈Ỹ , ˙̃γ〉 = 0. (4.41)

[ Denn aus der Parallelität der Ẽi längs γ̃ und der Tatsa
he, daÿ γ̃ eine Geodäti-

s
he ist, folgt für alle i ∈ {1, . . . , m+ 1} D · 〈Ẽi, ˙̃γ〉 = 0, also ist 〈Ẽi, ˙̃γ〉 konstant
vom Wert 〈Ẽi|0, ˙̃γ(0)〉 = 〈ẽi, ˙̃γ(0)〉

(4.40)
= 〈ei, γ̇(0)〉 = 〈Ei|0, γ̇(0)〉. Daher folgt aus

der De�nition von Ỹ

〈Ỹ , ˙̃γ〉 = sC |[0,r]
m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉〈Ei|0, γ̇(0)〉

(4.39)
= 〈Y0, γ̇(0)〉

(4.35)
= 0. ]

Aus der De�nition von Ỹ sowie der Parallelität der Ẽi längs γ̃ folgt zum einen

Ỹ
′
0 = s

′
C(0)

m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉Ẽi|0 =

m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , ei〉ẽi (4.42)

Ỹ
′′

= s
′′
C |[0,r]

m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉Ẽi

und zum anderen aus [7, 7.31℄ sowie der Tatsa
he, daÿ Mm+1
C von konstanter

Krümmung C ist

RMm+1
C

(Ỹ , ˙̃γ) ˙̃γ = C Ỹ ⊥ (4.41)
= C Ỹ = C sC |[0,r]

m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉Ẽi,

also gilt Ỹ
′′
+RMm+1

C
(Ỹ , ˙̃γ) ˙̃γ =

(
s
′′
C |[0,r] + CsC |[0,r]

)
︸ ︷︷ ︸

Def. 1.3.1
= 0

∑m+1
i=1 〈Y

′
0 , Ei|0〉Ẽi = 0, und Ỹ

ist ein Ja
obifeld längs γ̃. Da au
h Y ein Ja
obifeld (längs γ) ist, ergibt si
h aus

[7, 9.12℄

∀t∈[0,r] Yt = expq0∗tγ̇(0)(tItγ̇(0)Y
′
0 ) Ỹt = expq̃0∗t ˙̃γ(0)(tĨt ˙̃γ(0)Ỹ

′
0 ), (4.43)

wobei Itγ̇(0) : Tq0M → Ttγ̇(0)Tq0M und Ĩt ˙̃γ(0) : Tq̃0M
m+1
C → Tt ˙̃γ(0)Tq0M

m+1
C wie in

[7, 9.12℄ seien.
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Wir zeigen als nä
hstes:

u∗Yl = ũ∗Ỹl (4.44)

u∗γ̇(l) = ũ∗ ˙̃γ(l) (4.45)

[ Zu (4.44):

u∗Yl
(4.32)
=

m+1∑

j=1

〈
−−−−−−−−−−−−−−−−−→

̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

∗γ(l) Yl , ej〉 ej

(4.43)
=

m+1∑

j=1

〈
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

̂expq0 |UTq0M̃
r (0q0 )

−1

∗γ(l) expq0∗lγ̇(0)(lItγ̇(0)Y
′
0 ) , ej〉 ej

=
m+1∑

j=1

〈
−−−−−→
lIlγ̇(0)Y

′
0 , ej〉 ej

[7,2.12]
=

m+1∑

j=1

〈lY ′
0 , ej〉 ej

(4.42)
=

m+1∑

j=1

〈lỸ ′
0 , ẽj〉ej

[7,2.12]
=

m+1∑

j=1

〈
−−−−−→
lĨl ˙̃γ(0)Ỹ

′
0 , ẽj〉 ej

(4.43)
=

m+1∑

j=1

〈
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

̂expq̃0 |
U

Tq̃0
M

m+1
C

r (0q̃0 )

−1

∗γ̃(l) Ỹl , ẽj〉 ej

(4.33)
= ũ∗Ỹl

Zu (4.45):

Da γ und γ̃ Geodätis
he mit γ(0) = q0 und γ̃(0) = q̃0 sind, gilt für alle t ∈ [0, r]
γ(t) = expq0(tγ̇(0)) und γ̃(t) = expq̃0(t

˙̃γ(0)). Daher folgt aus (4.32) und (4.33)

u ◦ γ(t) =
m+1∑

i=1

〈tγ̇(0), ei〉ei ũ ◦ γ̃(t) =
m+1∑

i=1

〈t ˙̃γ(0), ẽi〉ei

−−−→
u∗γ̇(l) = (u ◦ γ)′(l) =

m+1∑

i=1

〈γ̇(0), ei〉ei
(4.40)
=

m+1∑

i=1

〈 ˙̃γ(0), ẽi〉ei = (ũ ◦ γ̃)′(l) =
−−−→
ũ∗ ˙̃γ(l),

und (4.45) ist gezeigt. ℄

Jetzt folgt

u∗v = u∗v
T + u∗v

⊥ = 〈v, γ̇(l)〉u∗γ̇(l) + u∗Yl
(4.44),(4.45)

= 〈v, γ̇(l)〉ũ∗ ˙̃γ(l) + ũ∗Ỹl

= ũ∗(〈v, γ̇(l)〉 ˙̃γ(l) + Ỹl),

also gilt ũ−1
∗ u∗v = 〈v, γ̇(l)〉 ˙̃γ(l) + Ỹl. Hieraus, der Tatsa
he, daÿ γ und γ̃ na
h

der Bogenlänge parametrisiert sind, und 〈Y, γ̇〉 = 〈Ỹ , ˙̃γ〉 = 0 (na
h (4.35),(4.41))

ergibt si
h

‖ũ−1
∗ u∗v‖2 =

〈
〈v, γ̇(l)〉 ˙̃γ(l), 〈v, γ̇(l)〉 ˙̃γ(l)

〉
+ 2

〈
〈v, γ̇(l)〉 ˙̃γ(l), Ỹl

〉
+ 〈Ỹl, Ỹl〉
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=
〈
〈v, γ̇(l)〉γ̇(l), 〈v, γ̇(l)〉γ̇(l)

〉
+ 2

〈
〈v, γ̇(l)〉γ̇(l), Yl

〉
+ 〈Ỹl, Ỹl〉

Def. Ỹ
= 〈vT , vT 〉+ 2〈vT , Yl〉+ s2C(l)

m+1∑

i=1

〈Y ′
0 , Ei|0〉2

(4.39)
= 〈vT , vT 〉+ 2〈vT , Yl〉+ 〈Yl, Yl〉

Def.Y
= 〈vT , vT 〉+ 2〈vT , v⊥〉+ 〈v⊥, v⊥〉 = ‖v‖2.

Hieraus folgt (4.34) und (iii) 1.) ist gezeigt.

Zu (iii) 2.):

Aus (iii) 1.) folgt, daÿ Ur(q0) von konstanter Krümmung C ist. Zu zeigen bleibt

∀q∈Sr(q0) ∀σ̃ 2−dim.UVRvonTqM̃
K̃(σ̃) = C (4.46)

Beweis hiervon:

Seien q, σ̃ wie in (4.46), γ : [0, r]→ M̃ die (wegen der Voraussetzung an r, Satz 3.2
und [7, 10.24(i)℄ existierende) na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he

mit γ(0) = q0 und γ(r) = q und E1, . . . , Em+1 ein orthonormales di�erenzierbares

Basisfeld längs γ mit Spann{E1|r, E2|r} = σ̃. Dann ergibt si
h aus Stetigkeits-

gründen

K̃(σ̃) = 〈RM̃(E1|r, E2|r)E2|r, E1|r〉 = lim
t→r−

〈RM̃(E1|t, E2|t)E2|t, E1|t〉︸ ︷︷ ︸
=C

= C,

d.h. (4.46) gilt.

Zu (iii) 3.):

Seien p ∈ M , σ ein zwei-dimensionaler Untervektorraum von TpM , v, w eine

Orthonormalbasis von σ und ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1. Aus |H| = kC(r) (na
h

Voraussetzung von (iii)) und (ii) folgt

Aξp = kC(r) idTpM oder Aξp = −kC(r) idTpM .

Daher liefert die Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2) in
l. Zusatz b)℄ wegen f(p) ∈ Sr(q0)
und 2.)

K(σ) = K̃(f∗σ) + 〈Aξp(v), v〉〈Aξp(w), w〉 − 〈Aξp(v), w〉2
= C + kC(r)

2〈v, v〉〈w,w〉 − kC(r)
2〈v, w〉2

v,wONB
= C + kC(r)

2.

Aus der Beliebigkeit von p und σ folgt, daÿ die Krümmung von M konstant vom

Wert

1
sC(r)2

= C + kC(r)
2
ist, und der Satz ist vollständig bewiesen. �

Satz 4.9. Seien m̃ ≥ 3, C ∈ R und M̃ eine vollständige und zusammenhängen-

de riemanns
he Mannigfaltigkeit, für deren S
hnittkrümmungsfunktion K̃ ≤ C
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gelte. Ferner sei q0 ∈ M̃ und r ∈]0, rq0]. Im Falle C > 0 fordern wir zusätz-

li
h r < π
2
√
C
. Na
h Satz 3.5 (i) ist dann Sr(q0) eine (m̃ − 1)-dimensionale

einfa
h-zusammenhängende kompakte reguläre riemanns
he Untermannigfaltig-

keit von M̃ , und somit ist i : Sr(q0) →֒ M̃ eine isometris
he Einbettung. Es

gilt:

Falls für den Betrag der mittleren Krümmung von i gilt |H| = kC(r) (na
h

Satz 4.8(i) z.B. erfüllt wenn M̃ von konstanter Krümmung C ist), so ist Sr(q0)
isometris
h zur Sphäre vom Radius sC(r) um 0Em+1

in Em+1
, und Sr(q0) ist von

konstanter Krümmung kC(r)
2 + C = 1

sC(r)2
.

Beweis: Na
h 4.8(iii) (dort f = i) ist Sr(q0) wegen |H| = kC(r) von konstan-

ter Krümmung

1
sC(r)2

. Da Sr(q0) einfa
h-zusammenhängend und als kompakte

riemanns
he Mannigfaltigkeit vollständig ist (vgl. Satz 2.3.3), folgt aus [7, 12.20℄,

daÿ Sr(q0) isometris
h zum Standard-Raum konstanter Krümmung

1
sC(r)2

ist, und

das ist die Sphäre vom Radius sC(r) um 0Em+1
in Em+1

. �
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Kapitel 5

Kriterien für kompakte

Hyper�ä
hen, sphäris
h zu sein

Wir betra
hten in diesem Kapitel stets eine isometris
he Immersion einer m-

dimensionalen in eine (m + 1)-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und

untersu
hen, wann sie gemäÿ der folgenden De�nition sphäris
h ist:

De�nition 5.1 (sphäris
he Immersionen). Sei f : M → M̃ eine isometris
he Im-

mersion einer m-dimensionalen in eine (m + 1)-dimensionale riemanns
he Man-

nigfaltigkeit.

f heiÿt sphäris
h (mit Radius r ∈ R+), falls f(M) eine m-dimensionale re-

guläre riemanns
he Untermannigfaltigkeit von M̃ ist und f(M) isometris
h zu

Sr(0Em+1)(⊂ Em+1) ist.

Bemerkung.

1.) Ist f : M → M̃ eine sphäris
he isometris
he Immersion wie in der De�ni-

tion, so ist f � aufgefaÿt als Abbildung M → f(M) � na
h [7, 2.23℄ eine

isometris
he Immersion zwis
hen glei
hdimensionalen riemanns
hen Man-

nigfaltigkeiten, also eine lokale Isometrie. Aus der Isometrie von f(M) zu
Sr(0Em+1) und der Tatsa
he, daÿ Sr(0Em+1) von konstanter Krümmung

1
r2

ist, ergibt si
h daher, daÿ au
h M von konstanter Krümmung

1
r2

ist.

2.) Im Spezialfall, daÿ M eine m-dimensionale reguläre riemanns
he Unter-

manngfaltigkeit der (m+ 1)-dimensionalen riemanns
hen Mannigfaltigkeit

M̃ und f glei
h der Inklusionsabbildung i : M →֒ M̃ ist, so gilt wegen

i(M) =M :

i ist sphäris
h (mit Radius r) ⇐⇒ M ist isometris
h zu Sr(0Em+1)

Beispiel 5.2 (Abstands-Sphären der Standard-Räume sind sphäris
h). Seien

C ∈ R und r ∈
{

]0, π√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
. Dann ist für jedes q0 ∈ Mm+1

C die

83
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(na
h Satz 3.5) reguläre riemanns
he Untermannigfaltigkeit Sr(q0) von Mm+1
C

sphäris
h (mit Radius sC(r), falls C ≤ 0 oder C > 0 und r ∈]0, π
2
√
C
] bzw. mit

Radius sC(
π√
C
− r), falls C > 0 und r ∈] π

2
√
C
, π√

C
[).

Beweis: Laut Generalvoraussetzung gilt m ≥ 2, also m + 1 ≥ 3. Daher folgt
die Behauptung in den Fällen C ≤ 0 bzw. C > 0 und r ∈]0, π

2
√
C
[ sofort aus Satz

4.9. Hieraus ergibt si
h die Behauptung im Falle C > 0 und r ∈] π
2
√
C
, π√

C
[ dur
h

Übergang von q0 zum antipodis
hen Punkt −q0 wegen Sr(q0) = S π√
C
−r(−q0) und

π√
C
− r ∈]0, π

2
√
C
[. Zu zeigen bleibt die Behauptung im Falle C > 0 und r = π

2
√
C
.

Beweis hiervon:

Na
h Satz 3.5(i) ist S π

2
√

C
(q0) eine einfa
h-zusammenhängende kompakte und da-

mit na
h Satz 2.3.3 vollständige riemanns
he Mannigfaltigkeit. Wegen [7, 12.20℄

bleibt zu zeigen, daÿ S π

2
√

C
(q0) von konstanter Krümmung

1
sC( π

2
√

C
)2

= C ist:

Seien i : S π

2
√

C
(q0) →֒Mm+1

C und ι : Mm+1
C →֒ Em+2

die isometris
hen Einbettun-

gen. Es genügt zu zeigen, daÿ gilt

∀p∈S π
2
√

C
(q0) ∀ξ̃∈Vi(p),‖ξ̃‖=1 Aξ̃p = 0

End
(
TpS π

2
√

C
(q0)

), (5.1)

denn dann folgt zunä
hst ∀p∈S π
2
√

C
(q0)∀v,w∈TpMαp(v, w) = 0 und sodann aus der

Gauÿ-Glei
hnung [7, 8.6(2)℄, daÿ S π

2
√

C
(q0) ebenso wie Mm+1

C von konstanter

Krümmung C ist.

Zu (5.1):

Sei Y ∈ VEm+2(Em+2) mit

−→
Y = ι(q0). Dann gilt:

ξ :=
√
C TιY ◦ i ∈ V⊥

i (S π

2
√

C
(q0)) und ‖ξ‖ = 1 (5.2)

[ Denn ist δq0 : M
m+1
C → R die Abstandsfunktion von q0 in Mm+1

C , so gilt für

jeden di�erenzierbaren Weg γ : ]− ε, ε[→ S π

2
√

C
(q0)

δq0 ◦ i ◦ γ =
π

2
√
C

Bsp. 1.2.4
=⇒ 1√

C
arccos(C 〈ι ◦ i ◦ γ, ι(q0)〉) =

π

2
√
C

=⇒ 〈ι ◦ i ◦ γ, ι(q0)〉 = 0 (5.3)

=⇒ 〈ι ◦ i ◦ γ, ι(q0)〉′(0) = 〈
−−−−−→
ι∗i∗γ̇(0),

−−−−→
Yι◦i◦γ(0)〉 = 0

=⇒ 〈i∗γ̇(0), TιY ◦ i(γ(0))〉 = 0,

also ist

TιY ◦ i ein Normalenfeld längs i. Auÿerdem existiert na
h Satz 1.2.1 ein

Einheitsnormalenfeld N ∈ Vι(M
m+1
C ) mit

−→
N =

√
C ι. Daher gilt

〈 TιY, TιY 〉 = 〈Y Tι , Y Tι〉 =
〈
Y ◦ ι− 〈Y ◦ ι, N〉N, Y ◦ ι− 〈Y ◦ ι, N〉N

〉
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= 〈Y ◦ ι, Y ◦ ι〉 − 2〈Y ◦ ι, N〉2 + 〈Y ◦ ι, N〉2 〈N,N〉︸ ︷︷ ︸
=1

= 〈−−→Y ◦ ι,−−→Y ◦ ι〉 − 〈−−→Y ◦ ι,−→N 〉2 = 〈ι(q0), ι(q0)〉 − 〈ι(q0),
√
C ι〉2,

und aus (5.3) folgt

‖ TιY ◦ i‖2 = 〈 TιY ◦ i, TιY ◦ i〉 = 〈ι(q0), ι(q0)〉
q0∈Mm+1

C=
1

C
.

Somit ist ξ wie in (5.2) ein Einheitsnormalenfeld längs i. ℄

Bezei
hne ∇̃ bzw.

˜̃∇ die Levi-Civita kovariante Ableitung von Mm+1
C bzw. Em+2

.

Dann ergibt si
h für alle p ∈ S π

2
√

C
(q0) und v ∈ TpS π

2
√

C
(q0)

i∗Aξp(v) = −(∇̃vξ)
Ti = −

√
C
(
∇̃v(

TιY ◦ i)
)Ti

∇̃v(
TιY ◦ i) = ∇̃i∗v

TιY
−−−−−−→
ι∗∇̃i∗v

TιY =

−−−−−−−−−→
(
˜̃∇i∗vι∗

TιY )Tι =

−−−−−−−→
(
˜̃∇i∗vY

Tι)Tι

−−−−−−→
(
˜̃∇i∗vY

Tι) = i∗v ·
−→
Y Tι = i∗v ·

(−−→
Y ◦ ι− 〈−→N ,−−→Y ◦ ι〉−→N

)

= i∗v ·
(
ι(q0)− 〈

√
Cι, ι(q0)〉

√
Cι

)

= −C
(
v ·

(
〈ι ◦ i, ι(q0)〉︸ ︷︷ ︸

(5.3)
= 0

ι ◦ i
))

= 0,

also folgt

−−−−−−−→
(
˜̃∇i∗vY

Tι)Tι = 0, ∇̃i∗v
TιY = 0 und Aξp(v) = 0. Wegen dim ⊥p (i) = 1

und der Beliebigkeit von p und v ist daher (5.1) gezeigt. �

5.3 Kriterien für die Skalarkrümmung

In [5℄ beweisen Fontenele und Silva, daÿ eine kompakte und zusammenhängende

Hyper�ä
he im (m + 1)-dimensionalen Standard-Raum konstanter Krümmung

Null bereits eine Sphäre vom Radius r ∈ R+ ist, falls sie im zugehörigen abge-

s
hlossenen Ball vom Radius r enthalten und ihre Skalarkrümmung stets kleiner

oder glei
h Eins ist (siehe 5.3.6). Die Autoren folgern dieses Resultat aus ei-

nem stärkeren (siehe 5.3.2), das sie au
h nur für den Standard-Raum konstanter

Krümmung Null formulieren und beweisen. Fontenele und Silva erwähnen jedo
h,

daÿ si
h ihr Ergebnis dur
h einige Abänderungen auf die Standard-Räume kon-

stanter Krümmung kleiner oder glei
h Null ausweiten läÿt. Dieses ist der Inhalt

des folgenden Hauptsatzes:

Hauptsatz 5.3.1. Seien C ∈ R mit C ≤ 0, M eine kompakte und zusammen-

hängende m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und f : M → Mm+1
C
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eine isometris
he Immersion. Ferner seien q0 ∈Mm+1
C \ f(M), ρ2q0 : M → R das

na
h 1.3.2 Bemerkung 2.) auf ganzM de�nierte Quadrat der Stützfunktion von f
bzgl. q0, H2 : M → R die na
h 1.1.2 Bemerkung 3.) auf ganz M de�nierte zweite

mittlere Krümmung von f , und es gelte

ρ2q0H2 ≤ (s
′
C)

2 ◦ δq0 ◦ f. (5.4)

Dann existiert r ∈ R+ mit f(M) = Sr(q0), (d.h. na
h Beispiel 5.2 und den

Bemerkungen zu De�nition 5.1: f ist sphäris
h mit Radius sC(r), und M ist von

konstanter Krümmung

1
sC(r)2

).

Ist f darüber hinaus injektiv, so ist M isometris
h zur Sphäre vom Radius

sC(r) um 0Em+1
in Em+1

.

Bemerkung. Im Falle f(M) = Sr(q0) gilt für alle p ∈ M und ξ ∈ V⊥
f (p) mit

‖ξ‖ = 1 na
h Cau
hy-S
hwarz

ρq0(p)
2H2(p)

Def.
= 〈Xp, ξp〉2

1

m(m− 1)

∑

i 6=j
ϕξi (p)ϕ

ξ
j(p)

Satz 4.5(ii),(iii)
= ‖Xp‖2kC(r)2

Bsp. 1.3.3(iii)
= sC(r)

2kC(r)
2

Def. 3.6
=

(
s
′
C(r)

)2
= (s

′
C)

2 ◦ δq0(f(p)).

Daher ist (5.4) au
h eine notwendige Bedingung für f(M) = Sr(q0).

Beweis: Wegen q0 /∈ f(M) gilt δq0(f(M)) ⊂ R+, also folgt aus der Kompakt-

heit von M und der Stetigkeit von δq0 ◦ f : M → R die Existenz eines minimalen

r ∈ R+ mit δq0 ◦ f ≤ r, d.h.

f(M) ⊂ Br(q0) \ {q0} und f(M) ∩ Sr(q0) 6= ∅. (5.5)

Wir haben zu zeigen, daÿ sogar f(M) = Sr(q0) gilt und gehen folgendermaÿen

vor:

Na
h Lemma 4.4 ist das Ri
htungsvektorfeld von f bzgl. q0 X ∈ Vf(M) de�niert
und somit ist au
h

Φ: M −→ R

p 7−→ ‖Xp‖2

eine di�erenzierbare Abbildung, für die wegen (5.5) und Beispiel 1.3.3(iii) gilt

Φ(M) ⊂]0, sC(r)2]. (5.6)

Wir setzen

S := {p ∈M |Φ(p) = sC(r)
2} Bsp. 1.3.3(iii)

= {p ∈M |δq0(f(p)) = r}
(5.5)

6= ∅ (5.7)
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sowie für alle ε ∈]0, sC(r)2]

Rε := Φ
1
([sC(r)

2 − ε, sC(r)2]) (5.8)

Sε := Φ
1
({sC(r)2 − ε}) (5.9)

und wollen na
hweisen, daÿ gilt

∀ε∈]0,sC(r)2] Sε = ∅, (5.10)

d.h. wegen (5.6) und (5.7) f(M) ⊂ Sr(q0). Hieraus ergibt si
h die Behauptung

folgendermaÿen: Da Sr(q0) na
h Satz 3.5(i) eine m-dimensionale reguläre rie-

manns
he Untermannigfaltigkeit von Mm+1
C ist, ist na
h [7, 2.23℄ f : M → Sr(q0)

eine isometris
he Immersion zwis
hen glei
hdimensionalen riemanns
hen Man-

nigfaltigkeiten, insbesondere ein lokaler Homöomorphismus. Folgli
h ist f(M)
o�en in Sr(q0). Wegen der Kompaktheit von M ist f(M) au
h eine kompakte

und damit abges
hlossene Teilmenge von Sr(q0). Aus dem Zusammenhang von

Sr(q0) (vgl. Satz 3.5(i)) folgt daher f(M) = Sr(q0), d.h. na
h Beispiel 5.2 f(M)
ist isometris
h zu SsC(r)(0Em+1). Ist f sogar injektiv, so ist f : M → f(M) sogar
eine Isometrie, also ist au
h M isometris
h zu SsC(r)(0Em+1).
Zum Na
hweis des Hauptsatzes bleibt daher (5.10) zu zeigen:

Angenommen es existiert ε0 ∈]0, sC(r)2] mit Sε0 6= ∅. Aus dem Zusammenhang

von M , der Stetigkeit von Φ und (5.7) folgt dann

∀ε̃∈]0,ε0] Sε̃ 6= ∅. (5.11)

Für jedes ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1 seien ϕξ1, . . . , ϕ

ξ
m die (stetigen) Hauptkrümmungen

von f bzgl. ξ, Hξ die mittlere Krümmung von f bzgl. ξ und ρq0,ξ die Stützfunktion
von f bzgl. q0 in Ri
htung ξ. Dann ist o�enbar für jedes j ∈ {1, . . . , m} und jedes

p ∈M

ζξj (p) := −(m− 1)s
′
C(δq0(f(p))) +mρq0,ξ(p)Hξ(p)− ρq0,ξ(p)ϕξj(p) (5.12)

unabhängig von der speziellen Wahl von ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1. Daher hat man

auf ganz M wohlde�nierte stetige Funktionen

ζ1, . . . , ζm : M −→ R.

Wir werden zunä
hst na
hweisen, daÿ eine o�ene Menge V0 ⊂ M mit S ⊂ V0
existiert derart, daÿ gilt

∀p∈V0 ∀σ 2−dim.UVRvonTpM K(σ) > 0 (5.13)

∀j∈{1,...,m} ∀p∈V0 ζj(p) < 0 (5.14)

∃ε1∈]0,ε0] ∀ε∈]0,ε1] V0 ⊃ Rε, (5.15)
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wobei K die S
hnittkrümmungsfunktion von M bezei
hne.

Sodann begründen wir die Existenz von ε2 ∈]0, ε1] derart, daÿ Rε2 ein regulärer

Berei
h in M ist und daÿ gilt

∫

Rε2

div
(
(m− 1)(s

′
C ◦ δq0 ◦ f) TX −mρq0,ξHξ

TX + ρq0,ξAξ(
TX)

)
< 0 (5.16)

(bea
hte, daÿ für jedes p ∈M ρq0,ξ(p)Hξ(p)
TXp+ρq0,ξ(p)Aξ(

TXp) unabhängig von
der Wahl von ξ ∈ V⊥

f (p) mit ‖ξ‖ = 1 ist, und daher obiges Integral wohlde�niert

ist).

Aus Satz 1.3.6(iii) und (5.16) folgt dann weiter

∫

Rε2

Ric(TX, TX) < 2(m− 1)C

∫

Rε2

‖TX‖2

+m(m− 1)

∫

Rε2

(ρ2q0H2 − (s
′
C)

2 ◦ δq0 ◦ f),

d.h. wegen C ≤ 0 na
h Voraussetzung und (5.4)

∫

Rε2

Ric(TX, TX) < 0,

im Widerspru
h zu

∫

Rε2

Ric(TX, TX) ≥ 0. (5.17)

[ Zu (5.17):

Sei p ∈ Rε2 beliebig. Entweder ist

TXp = 0 und somit au
h Ric(TXp,
TXp) = 0.

Oder es ist

TXp 6= 0 und es existiert eine Orthonormalbasis w1, w2, . . . , wm von

TpM mit

TXp

‖TXp‖ = w1. Wegen ε2 ∈]0, ε1], (5.15) und (5.13) ergibt si
h dann

Ric(TXp,
TXp) = Spur

(
R(. . . , TXp)

TXp

)
=

m∑

j=1

〈R(wj, TXp)
TXp, wj〉

=
1

‖TXp‖2
m∑

j=2

K(Spann{wj, TXp}) > 0.

In jedem Fall gilt daher Ric( TXp,
TXp) ≥ 0, und (5.17) ist gezeigt. ℄

Zum Na
hweis von (5.10) und damit des Hauptsatzes bleibt daher zu zeigen, daÿ

unter der Annahme, daÿ (5.11) gilt, au
h (5.13) - (5.16) gelten.

Beweis von (5.13) und (5.14):

Wir zeigen zunä
hst, daÿ die beiden Aussagen für p ∈ S ri
htig sind, nämli
h daÿ

gilt

∀p∈S ∀σ 2−dim.UVRvonTpMK(σ) = 1
sC(r)2

> 0 (5.18)
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∀j∈{1,...,m} ∀p∈S ζj(p) < 0. (5.19)

[ Zu (5.18) und (5.19):

Seien p ∈ S und ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1 beliebig. Aus f(M) ⊂ Br(q0) \ {q0}

(na
h (5.5)), δq0(f(p)) = r (na
h (5.7)) und Satz 4.5(ii) folgt

∀i,j∈{1,...,m} |ϕξi (p)| ≥ kC(r) ∧ ϕξi (p)ϕ
ξ
j(p) > 0 (5.20)

Xp, ξp sind linear abhängig (5.21)

∀i∈{1,...,m} ρq0,ξ(p)ϕ
ξ
i (p) ≤ 0, (5.22)

also gilt

|ρq0,ξ(p)|
Def. 1.3.2

= |〈Xp, ξp〉|
(5.21)
= ‖Xp‖‖ξp‖ =

√
Φ(p)

(5.7)
= sC(r) (5.23)

und somit

kC(r)
2 Def. 3.6

=
(s

′
C(r))

2

sC(r)2
=

(
s
′
C(δq0(f(p)))

)2

ρq0,ξ(p)
2

(5.4)

≥ H2(p)

Def. 1.1.2
=

2

m(m− 1)

m∑

i,j=1, i<j

ϕξi (p)ϕ
ξ
j(p)

(5.20)

≥ kC(r)
2.

Folgli
h muÿ in den letzten beiden Zeilen stets Glei
hheit gelten, insbesondere in

(5.20), also gilt

∀i,j∈{1,...,m} |ϕξi (p)| = kC(r) ∧ ϕξi (p)ϕξj(p) > 0 (5.24)

Aξp = kC(r) idTpM ∨ Aξp = −kC(r) idTpM .

Hieraus und aus der Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2) in
l. Zusätze℄ folgt dann für je

zwei zueinander orthonormale v, w ∈ TpM

K(Spann{v, w}) = C + kC(r)
2 Lemma3.6

=
1

sC(r)2
> 0,

und (5.18) ist gezeigt.

Wegen C ≤ 0 sind sC(r) und kC(r) e
ht gröÿer als Null. Daher folgt aus (5.22),
(5.23) und (5.24)

∀i∈{1,...,m} ρq0,ξ(p)ϕ
ξ
i (p) = −sC(r)kC(r)

Def. 3.6
= −s′C(r) < 0.

Hieraus, der De�nition von ζj (vgl. (5.12)) und δq0(f(p)) = r ergibt si
h für jedes

j ∈ {1, . . . , m}

ζj(p) = −(m− 1)s
′
C(r) +mρq0,ξ(p)

1

m
(

m∑

i=1

ϕξi (p))− ρq0,ξ(p)ϕξj(p)
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= −(m− 1)s
′
C(r)−ms

′
C(r) + s

′
C(r) = −2(m− 1)s

′
C(r) < 0,

d.h. wir haben au
h (5.19) gezeigt. ℄

Für jedes j ∈ {1, . . . , m} ist ζj : M → R eine stetige Funktion. Daher existieren zu

jedem p ∈ S wegen (5.19) V
(1)
1p , . . . , V

(m)
1p ∈ Umg(p,M) mit ∀i∈{1,...,m} ζi|V (i)

1p
< 0.

Dann ist au
h V1p :=
⋂m
i=1 V

(i)
1p eine Umgebung von p in M mit

∀i∈{1,...,m} ζi|V1p < 0. (5.25)

Ferner existiert zu jedem p ∈ S eine Umgebung V2p von p in M mit

∀q∈V2p ∀σ 2−dim.UVRvonTqM K(σ) > 0. (5.26)

Vor dem Na
hweis von (5.26) zeigen wir zunä
hst, wie hieraus (5.13) und (5.14)

folgen.

Für jedes p ∈ S setzen wir Vp := V1p∩V2p ∈ Umg(p,M). Aus der Stetigkeit von Φ
und (5.7) folgt, daÿ S eine abges
hlossene Teilmenge der kompakten (hausdor�-

s
hen) Mannigfaltigkeit M ist, also selbst kompakt ist. Da

⋃
p∈S Vp eine Über-

de
kung von S dur
h o�ene Mengen von M ist, folgt die Existenz von endli
h

vielen p1, . . . , pl ∈ S mit

⋃l
i=1 Vpi ⊃ S. Dann ist V0 :=

⋃l
i=1 Vpi eine in M o�e-

ne Menge mit S ⊂ V0, die wegen (5.25), (5.26) die in (5.13), (5.14) geforderten

Eigens
haften hat.

Zum Na
hweis von (5.13), (5.14) bleibt daher zu zeigen, daÿ zu jedem p ∈ S eine

Umgebung V2p von p in M existiert derart, daÿ (5.26) gilt.

Beweis hiervon:

Sei also p ∈ S beliebig. Angenommen

∀U∈Umg(p,M) ∃q∈U ∃σ 2−dim.UVRvonTqM K(σ) ≤ 0. (5.27)

Da (5.27) insbesondere für U = U 1
n
(p) mit n ∈ N+ gilt, existieren eine Folge

(qn)n∈N+ mit limn→∞ qn = p und zueinander orthonormale vn, wn ∈ TqnM derart,

daÿ gilt

lim
n→∞

K(Spann{vn, wn}︸ ︷︷ ︸
:= σn

) ≤ 0. (5.28)

Sei E1, . . . , Em ein auf einer Umgebung U0 von p in M de�niertes stetiges ortho-

normales m-Beinfeld. O.B.d.A. gelte ∀n∈N+ qn ∈ U0. Dann gilt für alle n ∈ N+

vn =
m∑

k=1

〈vn, Ek|qn〉Ek|qn wn =
m∑

k=1

〈wn, Ek|qn〉Ek|qn

und folgli
h

1 = 〈vn, vn〉 =
m∑

k,l=1

〈vn, Ek|qn〉〈vn, El|qn〉δkl =
m∑

k=1

〈vn, Ek|qn〉2
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1 = 〈wn, wn〉 =
m∑

k,l=1

〈wn, Ek|qn〉〈wn, El|qn〉δkl =
m∑

k=1

〈wn, Ek|qn〉2.

Daher wird dur
h

∀n∈N+ an :=
(
(〈vn, E1|qn〉, . . . , 〈vn, Em|qn〉) , (〈wn, E1|qn〉, . . . , 〈wn, Em|qn〉)

)

eine Folge (an)n∈N+ in der kompakten � und damit folgenkompakten � Men-

ge S1(0Em) × S1(0Em) de�niert, die demna
h eine konvergente Teilfolge besitzt.

O.B.d.A. konvergiere (an)n∈N+ selbst gegen

(
(α1, . . . , αm) , (β1, . . . , βm)

)
in

S1(0Em)× S1(0Em).
Seien v :=

∑m
k=1 αkEk|p , w :=

∑m
k=1 βkEk|p ∈ TpM . Da vn, wn jeweils zueinander

orthonormal sind, ergibt si
h

〈v, v〉 =

m∑

k=1

α2
k = lim

n→∞

m∑

k=1

〈vn, Ek|qn〉2 = lim
n→∞
〈vn, vn〉 = 1

〈w,w〉 =

m∑

k=1

β2
k = lim

n→∞

m∑

k=1

〈wn, Ek|qn〉2 = lim
n→∞
〈wn, wn〉 = 1

〈v, w〉 =
m∑

k=1

αkβk = lim
n→∞

m∑

k=1

〈vn, Ek|qn〉〈wn, Ek|qn〉 = lim
n→∞
〈vn, wn〉 = 0,

also bilden v und w eine Orthonormalbasis des zwei-dimensionalen Untervektor-

raumes σ := Spann{v, w} von TpM . Aus der Stetigkeit von 〈R(Ei, Ej)Ek, El〉
erhalten wir nun

K(σ) = 〈R(v, w)w, v〉

=

m∑

i,j,k,l=1

〈v, Ei|p〉〈w,Ej|p〉〈w,Ek|p〉〈v, El|p〉〈R(Ei|p, Ej |p)Ek|p, El|p〉

= lim
n→∞

m∑

i,j,k,l=1

〈vn, Ei|qn〉〈wn, Ej|qn〉〈wn, Ek|qn〉〈vn, El|qn〉

〈R(Ei|qn, Ej|qn)Ek|qn, El|qn〉

= lim
n→∞
〈R(vn, wn)wn, vn〉 = lim

n→∞
K(σn)

(5.28)

≤ 0,

im Widerspru
h zu (5.18) und p ∈ S. Somit ist (5.27) widerlegt, d.h. (5.26) gilt,

und wir haben (5.13) und (5.14) vollständig bewiesen.

Beweis von (5.15):

Na
h De�nition von Rε in (5.8) gilt o�enbar für alle ε1 ∈]0, ε0] und alle ε ∈]0, ε1]
Rε1 ⊃ Rε. Daher genügt es zum Na
hweis von (5.15) zu zeigen, daÿ gilt

∃ε1∈]0,ε0] V0 ⊃ Rε1 = Φ
1
([sC(r)

2 − ε1, sC(r)2]),



92 KAPITEL 5. KOMPAKTE SPHÄRISCHE HYPERFLÄCHEN

d.h. wir haben zu zeigen

∃ε1∈]0,ε0] ∀p∈M (Φ(p) ∈ [sC(r)
2 − ε1, sC(r)2]⇒ p ∈ V0) .

Angenommen es gilt ∀ε1∈]0,ε0] ∃p∈M Φ(p) ∈ [sC(r)
2 − ε1, sC(r)

2] ∧ p /∈ V0. Dann
existieren n0 ∈ N+ mit

1
n0
∈]0, ε0] und eine Folge (pn)n∈N,n≥n0 in M mit

∀n∈N,n≥n0 Φ(pn) ∈ [sC(r)
2 − 1

n
, sC(r)

2] ∧ pn /∈ V0.

Da M kompakt und damit folgenkompakt ist, besitzt (pn)n∈N,n≥n0 eine in M
konvergente Teilfolge. O.B.d.A. konvergiere (pn)n∈N,n≥n0 selbst gegen p ∈M .

Dann folgt einerseits aus der Stetigkeit von Φ, daÿ au
h (Φ(pn))n∈N,n≥n0 gegen

Φ(p) konvergiert und wegen ∀n∈N,n≥n0Φ(pn) ∈ [sC(r)
2 − 1

n
, sC(r)

2] gilt Φ(p) =
sC(r)

2
, d.h. na
h (5.7) p ∈ S.

Andererseits ist V0 in M o�en, also ist M \ V0 abges
hlossen in M , und aus

∀n∈N,n≥n0pn ∈M \ V0 folgt au
h p ∈M \ V0, d.h. p /∈ V0
s.o.⊃ S, Widerspru
h!

Damit ist die Annahme fals
h und (5.15) gezeigt.

Beweis von (5.16):

Wir bereiten den Beweis von (5.16) dur
h die folgende Aussage vor:

∀ε∈]0,ε0] s2C(r)− ε ∈ Φ(M) regulärer Wert von Φ

=⇒ Rε ist regulärer Berei
h inM,

Sε ist (m− 1)− dimensionale reguläre riemanns
he

Untermannigfaltigkeit von M und es gilt ∂Rε = Sε

(5.29)

[ Zu (5.29):

Sei ε ∈]0, ε0] derart, daÿ sC(r)
2 − ε ∈ Φ(M) ein regulärer Wert von Φ ist. Dann

folgt aus [7, 2.28℄ o�enbar, daÿ Sε eine (m−1)-dimensionale reguläre riemanns
he

Untermannigfaltigkeit von M ist. Wir zeigen zunä
hst:

∂Rε = Rε\
◦
Rε= Sε (5.30)

Wegen (5.8), (5.9) und der Stetigkeit von Φ ist Rε o�enbar abges
hlossen, und es

genügt zum Na
hweis von (5.30) zu zeigen, daÿ gilt

◦
Rε = Φ

1
(]sC(r)

2 − ε, sC(r)2]). (5.31)

Beweis hiervon:

1. Sei p ∈ Rε mit Φ(p) = s2C(r).
Wegen der Stetigkeit von Φ existiert eine Umgebung V von p in M mit Φ(V ) ⊂
]s2C(r)− ε, s2C(r) + ε[ und wegen (5.6) gilt sogar Φ(V ) ⊂]s2C(r)− ε, s2C(r)], d.h.

Umg(p,M) ∋ V ⊂ Φ
1
(]s2C(r)− ε, s2C(r)])

Def.⊂ Rε.
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Daher ist p innerer Punkt von Rε.

2.) Sei p ∈ Rε mit Φ(p) ∈]s2C(r)− ε, s2C(r)[.
Wegen der Stetigkeit von Φ existiert eine Umgebung V von p in M mit Φ(V ) ⊂
]s2C(r)− ε, s2C(r)[, also

Umg(p,M) ∋ V ⊂ Φ
1
(]s2C(r)− ε, s2C(r)[)

Def.⊂ Rε.

Daher ist p innerer Punkt von Rε.

Wegen 1.), 2) und der De�nition von Rε (in (5.8)) bleibt zum Na
hweis von (5.31)

zu zeigen, daÿ jedes p ∈M mit Φ(p) = sC(r)
2 − ε kein innerer Punkt von Rε ist:

Angenommen es existiert p ∈ Rε mit Φ(p) = s2C(r)−ε und p ∈
◦
Rε, d.h. es existiert

eine Umgebung V von p in M mit V ⊂ Rε
Def.
= Φ

1
([s2C(r)− ε, S2

C(r)]), also

Φ(V ) ⊂ [s2C(r)− ε, s2C(r)]. (5.32)

Da s2C(r) − ε na
h Voraussetzung von (5.29) ein regulärer Wert von Φ ist, ist

Φ∗p : TpM → TΦ(p)R surjektiv. Daher existiert v ∈ TpM mit

−−→
Φ∗pv 6= 0. Aus der

Stetigkeit von

−→
Φ∗ = dΦ: TM → R folgt die Existenz einer Umgebung Ũ von

(p, v) in TM mit

∀(p̃,ṽ)∈Ũ
−→
Φ∗p̃ṽ 6= 0.

Hieraus folgt (weil die Fuÿpunktabbildung p : TM → M na
h [7, Ü 27b)℄ eine

Submersion und damit eine o�ene Abbildung ist), daÿ eine Umgebung U von p
in M existiert derart, daÿ

∀p̃∈U ∃ṽ∈Tp̃M
−−→
Φ∗p̃ṽ 6= 0,

d.h. ∀p̃∈U Φ∗p̃ : Tp̃M → TΦ(p̃)R ist surjektiv. Somit ist Φ|U : U → R eine Submer-

sion. O.B.d.A. gelte V ⊂ U (sonst von V zu U ∩V ∈ Umg(p,M) übergehen). Da
Φ|U als Submersion eine o�ene Abbildung ist, folgt dann aus (5.32)

Φ|U (V ) = Φ(V ) ⊂
◦

̂[s2C(r)− ε, s2C(r)]=]s2C(r)− ε, s2C(r)[,

im Widerspru
h zu V ∈ Umg(p,M) und Φ(p) = s2C(r)− ε.
Daher gilt (5.31), und (5.30) ist gezeigt.

Zum Na
hweis von (5.29) bleibt zu zeigen, daÿ Rε ein regulärer Berei
h in M
ist. Wegen sC(r)

2 − ε ∈ Φ(M) (vgl. die Voraussetzung von (5.29)) ist Rε 6= ∅,
und na
h [8, Integration auf Mannigfaltigkeiten 2.1(i)℄ ist zu zeigen, daÿ für alle

p ∈M gilt

entweder: p ∈
◦
Rε
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oder: p ∈
◦

M̂ \Rε

oder: ∃u ∈ AM mit p ∈ Gu und u(Gu ∩ Rε) = u(Gu) ∩ {a ∈ Rm|am ≥ 0}
und u(p) = 0

also, daÿ zu jedem p ∈ M \
( ◦
Rε ∪(

◦

M̂ \Rε)
)
eine Karte u ∈ AM mit p ∈ Gu

existiert derart, daÿ u(Gu∩Rε) = u(Gu)∩{a ∈ Rm|am ≥ 0} ist. Beweis hiervon:
Rε ist wegen der Stetigkeit von Φ und (5.8) abges
hlossen. Hieraus folgt zunä
hst,

daÿ M \Rε o�en ist und sodann zusammen mit der de Morgan's
hen Regel, daÿ

gilt

M \
( ◦
Rε ∪

◦
̂(M \Rε)

)
= (M\

◦
Rε) ∩Rε

◦
Rε⊂Rε= Rε\

◦
Rε

(5.30)
= Sε.

Da wir bereits gezeigt haben, daÿ Sε eine (m − 1)-dimensionale reguläre rie-

manns
he Untermannigfaltigkeit von M ist, existiert na
h [7, 2.26℄ zu jedem

p ∈ Sε eine Karte u ∈ AM mit p ∈ Gu sowie Gu zusammenhängend und

Gu∩Sε = {q ∈ Gu|um(q) = 0}, also gilt u(Gu∩Sε) = u(Gu)∩{a ∈ Rm|am = 0}.
Wegen (5.30) folgt hieraus aus Stetigkeitsgründen, daÿ entweder u(Gu ∩ Rε) =
u(Gu) ∩ {a ∈ Rm|am ≥ 0} oder u(Gu ∩ Rε) = u(Gu) ∩ {a ∈ Rm|am ≤ 0} gelten
muÿ. Im ersten Fall ist man fertig, und im zweiten Fall leistet die Karte ũ ∈ AM ,

de�niert dur
h ∀q∈Guũ(q) := −u(q) ∈ Rm
das Gewüns
hte.

Damit haben wir (5.29) gezeigt. ℄

Aus dem Satz von Sard 2.2, der Di�erenzierbarkeit von Φ: M → R und (5.6)

folgt, daÿ Φ({p ∈ M |RangΦ∗p < 1}) ⊂]0, sC(r)2] eine µ1-Nullmenge ist. Wegen

(5.9) und (5.11) existiert folgli
h

ε2 ∈]0, ε1] ⊂]0, ε0] ⊂]0, sC(r)2] (5.33)

derart, daÿ sC(r)
2−ε2 ∈ Φ(M) ein regulärer Wert von Φ ist. Wegen (5.29) ist Rε2

ein regulärer Berei
h in M und besitzt Sε2 als Rand. Es bezei
hne i : Sε2 →֒ Rε2

die Inklusion. Wir zeigen als nä
hstes:

Ξ :=
(gradΦ) ◦ i
‖(gradΦ) ◦ i‖ ist das innere Einheitsnormalenfeld längs i. (5.34)

[ Zu (5.34):

Da sC(r)
2 − ε2 ein regulärer Wert von Φ ist, gilt

∀p∈Sε2
gradpΦ 6= 0, (5.35)

also ist Ξ wohlde�niert. Sei γ : ] − β, β[→ Sε2 = Φ
1
({sC(r)2 − ε2}) ein di�eren-

zierbarer Weg. Dann gilt

〈gradi◦γ(0)Φ, i∗γ̇(0)〉 =
˙̂

(i ◦ γ)(0) · Φ = (Φ ◦ i ◦ γ︸ ︷︷ ︸
=sC(r)2−ε

)
′
(0) = 0,
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also ist (gradΦ) ◦ i ein Normalenfeld längs i und Ξ ein Einheitsnormalenfeld

längs i. Um na
hzuweisen, daÿ es si
h hierbei um das innere Einheitsnormalenfeld

längs i handelt, genügt es zu zeigen, daÿ (gradΦ) ◦ i ein inneres Normalenfeld

ist. Dafür muÿ man na
h [8, Integration auf Mannigfaltigkeiten 2.2d)℄ zeigen, daÿ

zu jedem p ∈ Sε2 ein di�erenzierbarer Weg γ : ] − β, β[→ M mit γ(0) = p und

γ̇(0) = gradpΦ existiert derart, daÿ für alle t ∈]0, β[ gilt γ(t) ∈
◦
Rε2 .

Beweis hiervon:

Sei γ : Jp → M die maximale Integralkurve von gradΦ mit γ(0) = p. Dann gilt

0
(5.35)
< 〈gradpΦ, gradpΦ〉 = 〈γ̇(0), γ̇(0)〉,

also existiert aus Stetigkeitsgründen β ∈ R+ mit

0 < 〈γ̇, γ̇〉|]−β,β[ = 〈(gradΦ) ◦ γ, γ̇〉|]−β,β[ = (Φ ◦ γ)′ |]−β,β[.

Daher ist Φ ◦ γ auf ]− β, β[ streng monoton wa
hsend, d.h.

∀t∈]0,β[ Φ(γ(t)) > Φ(γ(0)) = Φ(p)
p∈Sε2= sC(r)

2 − ε2,

also gilt na
h (5.6)

∀t∈]0,β[γ(t) ∈ Φ
1
(]sC(r)

2 − ε2, sC(r)2]).

Da sC(r)
2−ε2 ein regulärer Wert von Φ ist, folgt aus (5.31) im Beweis von (5.29),

daÿ

Φ
1
(]sC(r)

2 − ε2, sC(r)2]) =
◦
Rε2

gilt, und wir haben ∀t∈]0,β[ γ(t) ∈
◦
Rε2 und damit (5.34) gezeigt. ℄

Für jedes p ∈M und jedes ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1 de�nieren wir

Yp := (m− 1)s
′
C(δq0(f(p)))

TXp −mρq0,ξ(p)Hξ(p)
TXp + ρq0,ξ(p)Aξ(

TXp).

Dann ist Yp o�enbar unabhängig von der speziellen Wahl von ξ ∈ V⊥
f (p) mit

‖ξ‖ = 1, und daher stellt Y ein auf ganz M wohlde�niertes Vektorfeld dar.

Na
h (5.34) ist −Ξ das äuÿere Einheitsnormalenfeld längs i : Sε2 →֒ Rε2. Daher

folgt aus dem Divergenz-Satz [8, Integration auf Mannigfaltigkeiten 2.15℄ und der

Kompaktheit von M
∫

Rε2

divY =

∫

Sε2

〈Y ◦ i,−Ξ〉.

Na
h De�nition von Y genügt es daher zum Na
hweis von (5.16) zu zeigen, daÿ

gilt

∀p∈Sε2
〈Yp,−Ξp〉 < 0. (5.36)
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[ Zu (5.36):

Sei p ∈ Sε2 beliebig. Dann gilt

Ξp
(5.34)
=

gradpΦ

‖gradpΦ‖
Def.Φ
=

gradp‖X‖2
‖gradp‖X‖2‖

1.3.5(1.32)
=

TXp

‖TXp‖
,

also folgt aus der De�nition von Y , wobei ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1 beliebig sei,

und wir zur Abkürzung θC := s
′
C ◦ δq0 ◦ f setzen

〈Yp,−Ξp〉

= 〈(m− 1)θC
TX −mρq0,ξHξ

TX + ρq0,ξAξ(
TX),−

TX

‖TX‖〉(p)

=
1

‖TX‖(−(m− 1)θC‖TX‖2 +mρq0,ξHξ‖TX‖2 − ρq0,ξ〈Aξ(TX), TX〉)(p).

Um (5.36) zu zeigen, genügt es daher na
hzuweisen, daÿ gilt

(−(m− 1)θC‖TX‖2 +mρq0,ξHξ‖TX‖2 − ρq0,ξ〈Aξ(TX), TX〉)(p) < 0.

Beweis hiervon:

Seien v1, . . . , vm die Hauptkrümmungsri
htungen von f bzgl. ξp zu den Haupt-

krümmungen ϕξ1(p), . . . , ϕ
ξ
m(p). Wegen (5.35) und Lemma 1.3.5(1.32) gilt dann

0 6= gradpΦ = 2θC(p)
TXp, also folgt

‖TXp‖2 =
m∑

j=1

〈TXp, vj〉2 > 0. (5.37)

Auÿerdem gilt

〈Aξ(TXp),
TXp〉 =

m∑

j,k=1

〈TXp, vj〉〈TXp, vk〉〈Aξ(vj)︸ ︷︷ ︸
=ϕξ

j(p)vj

, vk〉

=

m∑

j=1

ϕξj(p)〈TXp, vj〉2,

und es ergibt si
h

(
− (m− 1)θC‖TX‖2 +mρq0,ξHξ‖TX‖2 − ρq0,ξ〈Aξ(TX), TX〉

)
(p)

=
m∑

j=1

(
− (m− 1)θC(p) +mρq0,ξ(p)Hξ(p)− ρq0,ξ(p)ϕξj(p)

)
〈TXp, vj〉2

(5.12)
=

m∑

j=1

ζj(p)〈TXp, vj〉2.
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Wegen p ∈ Sε2, (5.33), (5.15) und (5.14) ist in der letzten Summe der erste Faktor

eines jeden Summanden negativ. Der zweite Faktor eines jeden Summanden ist

trivialerweise stets gröÿer oder glei
h Null, und wegen (5.37) ist der zweite Faktor

in mindestens einem Summanden e
ht gröÿer als Null. Damit ist die ganze Summe

e
ht kleiner als Null, und dies benötigten wir zum Na
hweis von (5.36) (und damit

von (5.16)). ℄

Damit haben wir (5.13) - (5.16), unter der Annahme, daÿ (5.11) gilt, bewiesen.

Hierauf hatten wir die Behauptung des Hauptsatzes zurü
kgeführt, wel
her damit

vollständig bewiesen ist. �

Bemerkung. Falls die Krümmung C von Mm+1
C gröÿer als Null ist, kann man

einen zum letzten Beweis analogen Beweis ni
ht führen, da auf Seite 88 für den

Na
hweis von

∫
Rε2

Ric(TX, TX) < 0 benötigt wurde, daÿ C ≤ 0 gilt.

Der folgende Satz 5.3.2 ist im Falle C = 0 die genaue Formulierung von

Theorem B in [5℄. Im Falle C = 0 stimmt der Satz wegen s
′
0 = 1 und s = H2

(na
h Lemma 1.1.6 (i)) mit dem letzten Hauptsatz 5.3.1 überein.

Satz 5.3.2. Seien C ∈ R mit C ≤ 0, M eine kompakte und zusammenhängende

m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und f : M → Mm+1
C eine isome-

tris
he Immersion. Ferner seien q0 ∈Mm+1
C \ f(M), ρ2q0 : M → R das na
h 1.3.2

Bemerkung 2.) auf ganz M de�nierte Quadrat der Stützfunktion von f bzgl. q0,
und es gelte

ρ2q0s ≤ 1. (5.38)

Dann existiert r ∈ R+ mit f(M) = Sr(q0), (d.h. na
h Beispiel 5.2 und den

Bemerkungen zu De�nition 5.1: f ist sphäris
h mit Radius sC(r), und M ist von

konstanter Krümmung

1
sC(r)2

).

Ist f darüber hinaus injektiv, so ist M isometris
h zur Sphäre vom Radius

sC(r) um 0Em+1
in Em+1

.

Bemerkung. Im Falle f(M) = Sr(q0) gilt für alle p ∈M , jede Orthonormalbasis

v1, . . . , vm von TpM und jedes ξ ∈ V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1

ρ2q0,ξ(p)
Def. 1.3.2

= 〈Xp, ξp〉2
Satz 4.5(ii)

= ‖Xp‖2
Bsp. 1.3.3(iii)

= sC(r)
2

s(p)
Def. 1.1.1

=
1

m(m− 1)

m∑

i,j=1,i 6=j
K(Spann{vi, vj}) Bsp. 5.2

=
1

sC(r)2
,

wobei X das Ri
htungsvektorfeld von f bzgl. q0 und K die S
hnittkrümmung von

M bezei
hne. Daher folgt

ρ2q0s = 1,

d.h. (5.38) ist au
h eine notwendige Bedingung für f(M) = Sr(q0).
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Beweis: Wie unmittelbar vor der Formulierung des Satzes erwähnt, ist im

Falle C = 0 ni
hts zu zeigen. Sei also C < 0. Wir haben zu zeigen, daÿ aus (5.38)

folgt:

ρ2q0H2 ≤ (s
′
C)

2 ◦ δq0 ◦ f (5.39)

Denn dann ergibt si
h die Behauptung aus Hauptsatz 5.3.1.

Gelte also (5.38). Bezei
hne X ∈ Vf(M) das wegen q0 /∈ f(M) und Lemma 4.4

existierende Ri
htungsvektorfeld von f bzgl. q0. Zunä
hst folgt aus der Cau
hy-
S
hwarzs
hen Unglei
hung und Beispiel 1.3.3(iii) für alle p ∈ M und jedes ξ ∈
V⊥
f (p) mit ‖ξ‖ = 1

ρ2q0,ξ(p) = 〈Xp, ξp〉2 ≤ ‖Xp‖2 = sC(δq0(f(p)))
2.

Aus Lemma 1.1.6(i), der letzten Unglei
hung und C < 0 ergibt si
h sodann

ρ2q0,ξ(p)H2(p) = ρ2q0,ξ(p)(s(p)− C)
(5.38)

≤ 1− Cρ2q0,ξ(p) ≤ 1 + |C|sC(δq0(f(p)))2,

und da C < 0 ist, gilt für alle x ∈ R+ sC(x) =
sinh(x
√

|C|)√
|C|

sowie

1 + |C|sC(x)2 = 1 + |C|sinh(x
√
|C|)2

|C| = cosh(x
√
|C|)2 = s

′
C(x)

2,

also haben wir gezeigt

ρ2q0,ξ(p)H2(p) ≤ 1 + |C|sC(δq0(f(p)))2 = s
′
C(δq0(f(p)))

2.

Hieraus und aus der Beliebigkeit von p folgt (5.39), und hierauf hatten wir den

Satz zurü
kgeführt. �

Aus dem letzten Satz ergeben si
h die drei folgenden Korollare:

Korollar 5.3.3.

(i) Ersetzt man in der Voraussetzung des Satzes (5.38) dur
h

ρ2q0‖α‖2 ≤ m, (5.40)

(wobei ‖α‖ wie in De�nition 1.1.4 zu verstehen ist) so folgt ebenfalls die

Behauptung des Satzes.

(ii) Im Falle C < 0 existiert keine isometris
he Immersion f : M → Mm+1
C

einer kompakten und zusammenhängenden m-dimensionalen riemanns
hen

Mannigfaltigkeit M in Mm+1
C derart, daÿ für ein q0 ∈Mm+1

C \ f(M) gilt

ρ2q0‖α‖2 ≤ m.
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Beweis:

Zu (i):

Wir haben zu zeigen, daÿ aus (5.40) bereits (5.38) folgt:

ρ2q0s
Lemma1.1.6(i)

= ρ2q0(C +H2)
C≤0

≤ ρ2q0H2

Lemma1.1.5

≤ ρ2q0
‖α‖2
m

(5.40)

≤ 1

Zu (ii):

Gäbe es eine isometris
he Immersion f : M → Mm+1
C wie in (ii), so folgte aus

(i) die Existenz von r ∈ R+ mit f(M) = Sr(q0), also gälte für alle ξ ∈ V⊥
f mit

‖ξ‖ = 1

ρ2q0‖α‖2
Def. 1.1.4(1.2)

= 〈X, ξ〉2
m∑

i=1

(ϕξi )
2 Satz 4.5(ii),(iii)

= ‖X‖2m kC(r)
2

Bsp. 1.3.3(iii)
= m sC(r)

2kC(r)
2 C<0

= m cosh2(r
√
|C|) r>0

> m,

im Widerspru
h zur Annahme ρ2q0‖α‖2 ≤ m. �

Korollar 5.3.4.

(i) Ersetzt man in der Voraussetzung des Satzes (5.38) dur
h

ρ2q0H
2 ≤ 1, (5.41)

(bea
hte, daÿ H2
na
h Bemerkung 2.) zu 1.1.2 eine auf ganz M wohlde�-

nierte Funktion ist) so folgt ebenfalls die Behauptung des Satzes.

(ii) Im Falle C < 0 existiert keine isometris
he Immersion f : M → Mm+1
C

einer kompakten und zusammenhängenden m-dimensionalen riemanns
hen

Mannigfaltigkeit M in Mm+1
C derart, daÿ für ein q0 ∈Mm+1

C \ f(M) gilt

ρ2q0H
2 ≤ 1.

Beweis:

Zu (i):

Wir haben zu zeigen, daÿ aus (5.41) bereits (5.38) folgt:

ρ2q0s
Lemma1.1.6(i)

= ρ2q0(C +H2)
C≤0

≤ ρ2q0H2

Lemma1.1.5

≤ ρ2q0H
2

(5.41)

≤ 1

Zu (ii):

Gäbe es eine isometris
he Immersion f : M → Mm+1
C wie in (ii), so folgte aus

(i) die Existenz von r ∈ R+ mit f(M) = Sr(q0), also gälte für alle ξ ∈ V⊥
f mit

‖ξ‖ = 1

ρ2q0H
2 Satz 4.5(ii),(iii)

= ‖X‖2kC(r)2
Bsp. 1.3.3(iii)

= sC(r)
2kC(r)

2

C<0
= cosh2(r

√
|C|) r>0

> 1,

im Widerspru
h zur Annahme ρ2q0H
2 ≤ 1. �
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Korollar 5.3.5.

(i) Seien C ∈ R mit C ≤ 0, M eine kompakte und zusammenhängende rie-

manns
he Mannigfaltigkeit und f : M → Mm+1
C eine isometris
he Immer-

sion. Ferner existierten r ∈ R+ und q0 ∈Mm+1
C \ f(M) mit

f(M) ⊂ Br(q0) und |H| ≤ 1

sC(r)
. (5.42)

Dann gilt f(M) = Sr(q0), (d.h. na
h Beispiel 5.2 und den Bemerkungen zu

De�nition 5.1: f ist sphäris
h mit Radius sC(r), und M ist von konstanter

Krümmung

1
sC(r)2

).

Ist f darüber hinaus injektiv, so ist M isometris
h zur Sphäre vom Radius

sC(r) um 0Em+1
in Em+1

.

(ii) Im Falle C < 0 existiert keine isometris
he Immersion f : M → Mm+1
C

einer kompakten und zusammenhängenden riemanns
hen Mannigfaltigkeit

M in Mm+1
C derart, daÿ r ∈ R+ und q0 ∈Mm+1

C \f(M) mit f(M) ⊂ Br(q0)
und |H| ≤ 1

sC(r)
existieren.

Bemerkung. Das letzte Korollar wird in Hauptsatz 5.5.1 erhebli
h verallgemei-

nert.

Beweis: (i) ergibt si
h aus Teil (i) des vorherigen Korollares. Denn da sC wegen

C ≤ 0 monoton wa
hsend ist, folgt für alle ξ ∈ V⊥
f mit ‖ξ‖ = 1

ρ2q0H
2

(5.42)

≤ 〈X, ξ〉2 1

sC(r)2
≤ ‖X‖2 1

sC(r)2

Bsp. 1.3.3(iii),(5.42)

≤ sC(r)
2

sC(r)2
= 1,

wobeiX das (wegen q0 /∈ f(M) und Lemma 4.4 existierende) Ri
htungsvektorfeld

von f bzgl. q0 bezei
hne.
zu (ii):

Gäbe es eine isometris
he Immersion f : M →Mm+1
C wie in (ii), so folgte aus (i)

f(M) = Sr(q0), also gälte wegen Satz 4.5(iii) und der Annahme |H| ≤ 1
sC(r)

1
sC(r)

≥ |H| ≥ kC(r)

C<0
=⇒

√
|C|

sinh(r
√

|C|)
≥

√
|C| coth(r

√
|C|)

r>0,sinh(r
√

|C|)>0
=⇒ 1 ≥ cosh(r

√
|C|),

im Widerspru
h dazu, daÿ wegen r, |C| > 0 gilt: 1 < cosh(r
√
|C|). �

Wir formulieren und beweisen nun das zu Beginn von Abs
hnitt 5.3 angekün-

digte Resultat:
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Hauptsatz 5.3.6. Seien C ∈ R mit C ≤ 0, M eine kompakte und zusammen-

hängende m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und f : M → Mm+1
C

eine isometris
he Immersion. Ferner sei q0 ∈ Mm+1
C \ f(M), und es existiere

r ∈ R+ mit

f(M) ⊂ Br(q0) und s ≤ 1

sC(r)2
. (5.43)

Dann gilt f(M) = Sr(q0), (d.h. na
h Beispiel 5.2 und den Bemerkungen zu

De�nition 5.1: f ist sphäris
h mit Radius sC(r), undM ist von konstanter Krüm-

mung

1
sC(r)2

).

Ist f darüber hinaus injektiv, so ist M isometris
h zur Sphäre vom Radius

sC(r) um 0Em+1
in Em+1

.

Bemerkung. Im Falle f(M) = Sr(q0) ist M na
h Beispiel 5.2 und den Bemer-

kungen zu De�nition 5.1 von konstanter Krümmung

1
sC(r)2

. Aus der De�nition

von s (vgl. De�nition 1.1.1(iii)) folgt dann au
h s = 1
sC(r)2

, d.h. (5.43) ist au
h

eine notwendige Bedingung für f(M) = Sr(q0).

Beweis: Wegen q0 /∈ f(M) und Lemma 4.4 existiert das Ri
htungsvektorfeld

X ∈ Vf(M) von f bzgl. q0. Da sC wegen C ≤ 0 monoton wa
hsend ist, folgt aus

der Cau
hy-S
hwarzs
hen Unglei
hung, Beispiel 1.3.3(iii) und f(M) ⊂ Br(q0)
(na
h (5.43)) für alle p ∈M und jedes ξ ∈ V⊥

f (p) mit ‖ξ‖ = 1

ρ2q0,ξ(p) = 〈Xp, ξp〉2 ≤ ‖Xp‖2 ≤ sC(r)
2,

also folgt aus (5.43) ρ2q0s ≤ 1.
Daher existiert na
h Satz 5.3.2 r̃ ∈ R+ mit:

r̃ (statt r) erfüllt die Behauptung des Hauptsatzes. (5.44)

Zu zeigen bleibt r = r̃.
Beweis hiervon:

Wäre r < r̃, so gälte ∅ 6= f(M)
(5.43),(5.44)
⊂ Br(q0) ∩ Sr̃(q0) = ∅, Widerspru
h!

Wäre r > r̃, so folgte aus der Tatsa
he, daÿ sC (vgl. De�nition 1.3.1) wegen C ≤ 0
streng monoton wa
hsend ist

1
sC(r̃)2

> 1
sC(r)2

, im Widerspru
h zu

1

sC(r̃)2
≤ 1

sC(r)2
. (5.45)

[ Zu (5.45):

Wegen (5.44) gilt f(M) = Sr̃(q0), also folgt aus Satz 4.5(iii) für alle ξ ∈ V⊥
f mit

‖ξ‖ = 1

∀i,j∈{1,...,m} ϕξiϕ
ξ
j > 0 ∧ |ϕξi | = kC(r̃),
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wobei ϕξ1, . . . , ϕ
ξ
m die Hauptkrümmungen von f bzgl. ξ seien.

Hieraus und aus der Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2) in
l. Zusätze℄ ergibt si
h für die

S
hnittkrümmung K von M

K = C + kC(r̃)
2 Lemma3.6(i)

=
1

sC(r̃)2
,

also gilt o�enbar au
h s = 1
sC(r̃)2

, d.h. na
h (5.43)

1

sC(r̃)2
≤ 1

sC(r)2
,

also gilt (5.45). ℄

Damit ist der Hauptsatz vollständig bewiesen. �

5.4 Kriterien für die Ri

i-Krümmung

Es ist nun interessant zu fragen, ob ein zu Hauptsatz 5.3.6 analoges Resultat au
h
für die Standard-Räume konstanter Krümmung gröÿer Null gilt.

Wir haben Hauptsatz 5.3.6 letztendli
h auf Hauptsatz 5.3.1 zurü
kgeführt,

und in dessen Beweis war ents
heidend, daÿ die Krümmung C kleiner oder glei
h

Null war (vgl. die Bemerkung im Ans
hluÿ an den Beweis von Hauptsatz 5.3.1).

Falls die Mannigfaltigkeit M mindestens drei-dimensional ist, hat Veeravalli

die Frage in [15℄, zumindest für den Fall, daÿ man in der Voraussetzung von 5.3.6

statt der na
h oben dur
h

1
sC(r)2

bes
hränkten Skalarkrümmung stärker na
h oben

dur
h

1
sC(r)2

bes
hränkten Ri

i-Krümmung und r ∈]0, π
2
√
C
[ mit r ≤ rq0 fordert,

mit ja beantwortet. Dieses Ergebnis werden wir in 5.4.2 na
hweisen, indem wir es

auf den folgenden, erhebli
h allgemeineren Hauptsatz zurü
kführen. Im wesentli-


hen handelt es si
h hierbei um [15, Theorem 2℄. Der Unters
hied besteht darin,

daÿ in [15℄ eine Voraussetzung fehlt.

Hauptsatz 5.4.1. Vor.: Seien m ∈ N mit m ≥ 3 und C ∈ R mit C ≥ 0.
Seien M eine m-dimensionale kompakte und zusammenhängende riemanns
he

Mannigfaltigkeit, M̃ eine (m + 1)-dimensionale vollständige und zusammenhän-

gende riemanns
he Mannigfaltigkeit für deren S
hnittkrümmung K̃ ≤ C gelte,

q0 ∈ M̃ und r ∈ R+ derart, daÿ Br(q0) ein normaler Ball ist. Im Falle C > 0
gelte zusätli
h r < π

2
√
C
.

Sei weiter f : M → M̃ eine isometris
he Immersion mit f(M) ⊂ Br(q0), und
es gelte für alle p ∈M , v ∈ T 1

pM und ξ0 ∈⊥1
p (f)

Ric(v, v) ≤ R̃ic(f∗v, f∗v)− K̃(Spann{f∗v, ξ0}) + (m− 1)kC(r)
2, (5.46)

wobei Ric bzw. R̃ic das Ri

i-Tensorfeld vom Typ (2, 0) von M bzw. M̃ bezei
hne.
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Beh.: Es gilt f(M) = Sr(q0), f ist sphäris
h mit Radius sC(r) (d.h. na
h De-

�nition 5.1 Sr(q0) ist isometris
h zu SsC(r)(0Em+1), und M ist von konstanter

Krümmung

1
sC(r)2

), und Ur(q0) ist isometris
h zu einer o�enen Vollkugel vom

Radius r in Mm+1
C .

f ist darüber hinaus injektiv, und M ist isometris
h zu SsC(r)(0Em+1).

Bemerkung. Zumindest wenn gilt |H| = kC(r), so ist (5.46) au
h notwendig

für f(M) = Sr(q0), (und daher ist na
h Satz 4.8(i) |H| = kC(r) z.B. erfüllt,

wenn M̃ sogar von konstanter Krümmung C ist.) Denn aus f(M) = Sr(q0) und
Satz 4.8(ii) folgt für alle p ∈ M und alle ξ ∈ V⊥

f (p) mit ‖ξ‖ = 1, daÿ gilt

Aξp = ±kC(r)idTpM , also ergibt die Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2)℄ für alle v ∈ T 1
pM

und jede Orthonormalbasis v = v1, . . . , vm von TpM

Ric(v, v) =
m∑

i=1

〈R(vi, v)v, vi〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i=1

=
m∑

i=2

〈R̃(f∗vi, f∗v)f∗v, f∗vi〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i=1

+
m∑

i=2

〈Aξ(vi), vi〉〈Aξ(v), v〉 − 〈Aξv, vi〉2

= R̃ic(f∗v, f∗v)− K̃(Spann{f∗v, ξp}) + (m− 1)kC(r)
2.

Beweis: Wir setzen ψ := 1
2
δ2q0 : M̃ → R und Ψ := ψ ◦ f : M → R. Na
h

Lemma 4.3 ist Ψ di�erenzierbar. Wir werden mittels (5.46) na
hweisen, daÿ für

alle p0 ∈M gilt

Ψ besitzt in p0 ein globales Maximum

⇒ Ψ(p0) =
1

2
r2 ∧ ∃ξ∈V⊥

f
(p0),‖ξ‖=1 ∀i∈{1,...,m}ϕ

ξ
i (p0) = kC(r) (5.47)

∧∃U∈Umg(p0,M) ∀p∈U △Ψ(p) ≥ 0, (5.48)

wobei ϕξ1 ≤ . . . ≤ ϕξm : Gξ → R die Hauptkrümmungen von f bzgl. ξ seien.
Hieraus ergibt si
h die Behauptung des Hauptsatzes folgendermaÿen:

Die Menge V := {p ∈ M |Ψ besitzt in p ein globales Maximum} ist wegen der

Kompaktheit von M und der Stetigkeit von Ψ ni
ht leer, und na
h (5.47) gilt

V = {p ∈M |Ψ(p) =
1

2
r2},

also ist V (erneut wegen der Stetigkeit von Ψ) abges
hlossen in M . Aus (5.48)

und dem Hopf-Lemma 2.7 (angewandt auf die o�ene reguläre riemanns
he Un-

termannigfaltigkeit U wie in (5.48)) folgt, daÿ zu jedem p ∈ V eine Umgebung

Ũ ∈ Umg(p,M) existiert derart, daÿ gilt

Ψ|Ũ = Ψ(p) =
1

2
r2,
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also ist V au
h o�en in M . Aus dem Zusammenhang von M und der De�niti-

on von Ψ ergibt si
h daher ∀p∈Mδq0(f(p)) = r, d.h. f(M) ⊂ Sr(q0). Da Sr(q0)

na
h Satz 3.5(i) (dort M = M̃) eine m-dimensionale reguläre riemanns
he Un-

termannigfaltigkeit von M̃ ist, ist na
h [7, 2.23℄ f : M → Sr(q0) eine isometri-

s
he Immersion zwis
hen glei
hdimensionalen riemanns
hen Mannigfaltigkeiten,

insbesondere ein lokaler Homöomorphismus. Folgli
h ist f(M) o�en in Sr(q0).
Wegen der Kompaktheit von M ist f(M) au
h eine kompakte und damit abge-

s
hlossene Teilmenge von Sr(q0). Aus dem Zusammenhang von Sr(q0) (vgl. Satz
3.5(i)) folgt daher f(M) = Sr(q0). Somit folgt aus (5.47)

∀ξ∈V⊥
f
,‖ξ‖=1 ∀i,j∈{1,...,m} |ϕξi | = kC(r) ∧ ϕξiϕξj > 0.

Aus Satz 4.8(ii) ergibt si
h |H| = kC(r), also folgt aus Satz 4.8(iii)1.), daÿ Ur(q0)
isometris
h zu einer o�enen Vollkugel vom Radius r in Mm+1

C ist, und aus Satz

4.9, daÿ f(M) = Sr(q0) isometris
h zu SsC(r)(0Em+1) ist, d.h. f ist sphäris
h mit

Radius sC(r).
Da M kompakt und Sr(q0) einfa
h-zusammenhängend ist, ergibt [7, 12.17, 11.29

(iv)℄, daÿ f : M → f(M) eine Isometrie ist. Folgli
h istM isometris
h zu SsC(r)(0Em+1).
Zum Na
hweis des Hauptsatzes bleiben daher (5.47) und (5.48) zu zeigen:

Sei also p0 ∈M derart, daÿ Ψ in p0 maximal wird. Dann folgt l := δq0(f(p0)) > 0,
da f andernfalls konstant vom Wert q0 ist, im Widerspru
h dazu, daÿ f eine

Immersion ist. Sei ξ ∈ V⊥
f (p0) mit ‖ξ‖ = 1 so gewählt, daÿ gilt

ϕξm(p0) ≥ 0. (5.49)

[ Dies ist mögli
h, da ϕξm(p0) die gröÿte Hauptkrümmung von f bzgl. ξ in p0 ist
(vgl. De�nition 1.1.2). Ist diese kleiner als Null, so gilt ∀i∈{1,...,m}ϕ

−ξ
i (p0) > 0 und

insbes. ϕ−ξ
m (p0) ≥ 0. ℄

Da Ψ in p0 maximal wird, gilt für alle v ∈ Tp0M v · Φ = 〈v, gradp0Ψ〉 = 0 und

0 = hessp0Ψ(v, v)
Satz 4.3(4.2)

= h̃essf(p0)ψ(f∗v, f∗v) + 〈g̃radf(p0)ψ, α(v, v)〉
Satz 3.9

≥
(1
l
− kC(l)

)
〈f∗v, g̃radf(p0)ψ〉2︸ ︷︷ ︸

Satz 4.3(4.1)
= 〈v,gradp0

Ψ〉2=0

+l‖f∗v‖2kC(l) + 〈g̃radf(p0)ψ, α(v, v)〉

= l‖v‖2kC(l) + 〈g̃radf(p0)ψ, α(v, v)〉,

also ergibt die Voraussetzung an r

∀v∈Tp0M\{0} 0
0<l≤r,Lemma3.6

< l‖v‖2kC(l) ≤ −〈g̃radf(p0)ψ, α(v, v)〉. (5.50)

Hieraus und aus der Cau
hy-S
hwarzs
hen Unglei
hung folgt für v ∈ Tp0M \ {0}

−〈g̃radf(p0)ψ, α(v, v)〉 = |〈g̃radf(p0)ψ, α(v, v)〉| ≤ ‖g̃radf(p0)ψ‖‖α(v, v)‖,
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und na
h Satz 3.5(ii) (dort M = M̃ und r = l) gilt ‖g̃radf(p0)ψ‖ = l. Daher folgt
aus (5.50) und l ≤ r (wegen f(M) ⊂ Br(q0)) sowie der Tatsa
he, daÿ kC na
h

Lemma 3.6(ii) streng monoton fallend ist

∀v∈Tp0M\{0} (0 <) ‖v‖2kC(r) ≤ ‖v‖2kC(l) ≤ ‖α(v, v)‖. (5.51)

Sei u1 ∈ T 1
p0M so gewählt, daÿ die stetige Abbildung

g : Tp0M −→ R

x 7−→ ‖α(x, x)‖2

auf der kompakten Menge T 1
p0
M in u1 ein Minimum annimmt. Wegen (5.51) gilt

‖α(u1, u1)‖ > 0, und folgli
h ist

αp0(u1, . . .) : Tp0M −→⊥p0 (f)

eine lineare Abbildung, die ni
ht die Nullabbildung ist, eines m-dimensionalen in

einen 1-dimensionalenR-Vektorraum, und besitzt daher einen (m−1)-dimensionalen

Kern. Wir beweisen als nä
hstes die Existenz von u2, . . . , um ∈ T 1
p0
M mit

u1, . . . , um ist Orthonormalbasis von Tp0M, bestehend

aus Eigenvektoren von Aξp0 mit ∀i∈{2,...,m} α(u1, ui) = 0.
(5.52)

[ Zu (5.52):

Da αp0 : Tp0M × Tp0M →⊥p0 (f) bekanntli
h eine symmetris
he bilineare Abbil-

dung ist und g|T 1
p0
M in u1 minimal wird, folgt aus Lemma 2.1(i)

∀v∈Tp0M (〈u1, v〉 = 0 =⇒ 〈α(u1, u1), α(u1, v)〉 = 0),

also ergibt die lineare Abhängigkeit von α(u1, u1), α(u1, v) (wegen dim ⊥p0 (f) =
1) und die Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung

∀v∈T 1
p0
M (〈u1, v〉 = 0 =⇒ ‖α(u1, u1)‖︸ ︷︷ ︸

(5.51)

6= 0

‖α(u1, v)‖ = 0

=⇒ |〈Aξ(u1), v〉|
1.1.2Bem. 4.)

= ‖α(u1, v)‖ = 0.)

Daher gilt für jede Orthonormalbasis v1, . . . , vm mit u1 = v1

Aξ(u1) =

m∑

i=1

〈Aξ(v1), vi〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i 6=1

vi = 〈Aξ(u1), u1〉u1, (5.53)

d.h. u1 ∈ T 1
p0
M ist Eigenvektor von Aξp0 .
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Ferner gilt Aξ
(
Kernαp0(u1, . . .)

)
⊂ Kernαp0(u1, . . .), da für w ∈ Kernαp0(u1, . . .)

wegen 1.1.2 Bemerkung 4.) und der Selbstadjungiertheit von Aξp0 gilt

0 = 〈Aξ(u1), u1〉α(u1, w) = 〈Aξ(u1), u1〉〈Aξ(u1), w〉ξp0
= 〈Aξ(u1), u1〉〈u1, Aξ(w)〉ξp0 =

〈
〈Aξ(u1), u1〉u1, Aξ(w)

〉
ξp0

(5.53)
= α(u1, Aξ(w)).

Mit Aξp0 ist daher au
h

Aξp0 |Kernαp0 (u1,...)
: Kernαp0(u1, . . .) −→ Kernαp0(u1, . . .)

ein selbstadjungierter Endomorphismus (des (m− 1)-dimensionalen euklidis
hen

Vektorraumes Kernαp0(u1, . . .)) und besitzt daher na
h linearer Algebra eine Or-

thonormalbasis u2, . . . , um ∈ Kernαp0(u1, . . .) ⊂ Tp0M , bestehend aus Eigenvek-

toren von Aξp0 .
Zum Na
hweis von (5.52) bleibt daher zu zeigen, daÿ u1 zu allen u2, . . . , um or-

thogonal ist:

Da g|T 1
p0
M in u1 minimal wird und u2, . . . , um ∈ Kernαp0(u1, . . .) liegen, folgt aus

Lemma 2.1(ii)

∀i∈{2,...,m} 〈u1, ui〉 = 0,

und wir haben (5.52) gezeigt. ℄

Da g|T 1
p0
M in u1 minimal wird und wegen (5.52) ergibt Lemma 2.1(iii), daÿ gilt

∀i∈{2,...,m} 〈α(u1, u1), α(ui, ui)〉 ≥ ‖α(u1, u1)‖2. (5.54)

Aus der Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2)℄ folgt nun

Ric(u1, u1) =
m∑

i=1

〈R(ui, u1)u1, ui〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i=1

=

m∑

i=2

(
〈R̃(f∗ui, f∗u1)f∗u1, f∗ui〉︸ ︷︷ ︸

=0 für i=1

+〈α(u1, u1), α(ui, ui)〉

− ‖α(u1, ui)‖2︸ ︷︷ ︸
(5.52)
= 0

)

(5.54)

≥
m∑

i=1

〈R̃(f∗ui, f∗u1)f∗u1, f∗ui〉
︸ ︷︷ ︸
=R̃ic(f∗u1,f∗u1)−K̃(Spann{f∗u1,ξp0})

+

m∑

i=2

‖α(u1, u1)‖2

(5.51)

≥ R̃ic(f∗u1, f∗u1)− K̃(Spann{f∗u1, ξp0}) + (m− 1)kC(r)
2

(5.46)

≥ Ric(u1, u1).
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Daher muÿ in der letzten Abs
hätzung stets Glei
hheit gelten, insbes. in (5.51)

für v = u1 und in (5.54) für alle i ∈ {2, . . . , m}. Ersteres bedeutet

‖α(u1, u1)‖ = kC(l) = kC(r)(> 0), also au
h l = r,

also folgt aus letzterem und der linearen Abhängigkeit von α(u1, u1) und α(ui, ui)
für i ∈ {2, . . . , m}

∀i∈{2,...,m} ‖α(u1, u1)‖‖α(ui, ui)‖ = ‖α(u1, u1)‖2 = kC(r)
2(> 0).

Daher haben wir gezeigt

∀i∈{1,...,m} |hξ(ui, ui)| = ‖α(ui, ui)‖ = kC(r) ∧ δq0(f(p0)) = l = r.

Aus δq0(f(p0)) = r, f(M) ⊂ Br(q0) und Satz 4.5(ii) folgt, daÿ alle Hauptkrüm-

mungen von f bzgl. ξ in p0 unglei
h Null sind und dasselbe Vorzei
hen haben,

d.h. wegen (5.49), (5.52) und ∀i∈{1,...,m}|hξ(ui, ui)| = kC(r):

∀i∈{1,...,m} ϕξi (p0) = kC(r)

Wegen δq0(f(p0)) = r gilt auÿerdem Ψ(p0) =
1
2
r2, und (5.47) ist gezeigt.

Zu zeigen bleibt (5.48):

Aus der Stetigkeit von ϕξ1, . . . , ϕ
ξ
m : Gξ → R, ∀i∈{1,...,m} ϕ

ξ
i (p0) = kC(r) > 0 und

m ≥ 3 folgt die Existenz einer Umgebung Ũ von p0 in Gξ mit

∀i∈{1,...,m} 0 < ϕξi |Ũ < (m− 1)kC(r). (5.55)

Dur
h Umnummerierung der ui errei
ht man, daÿ ϕξi (p0) die Hauptkrümmung zur

Hauptkrümmungsri
htung ui von f bzgl. ξ in p0 ist, also gilt (vgl. Bemerkung 4.)

zu 1.1.2)

∀i∈{1,...,m} α(ui, ui) = ϕξi (p0)ξp0.

Daher folgt aus (5.50) für alle i ∈ {1, . . . , m}: 0 > 〈g̃radf(p0)ψ, ϕ
ξ
i (p0)ξp0〉 Aus

Stetigkeitsgründen existiert eine Umgebung

˜̃
U von p0 in Gξ mit

∀i∈{1,...,m} 0 > 〈(g̃radψ) ◦ f, ϕξi ξ〉| ˜̃U . (5.56)

Wir beweisen, daÿ (5.48) mit U := Ũ ∩ ˜̃
U ∈ Umg(p0, Gξ) gilt:

Angenommen es existiert p ∈ U mit △Ψ(p) < 0.

Wir können wegen δq0(f(p0)) = r > 0 o.B.d.A. annehmen, daÿ l̃ := δq0(f(p)) > 0
gilt (sonst U entspre
hend verkleinern). Seien v1, . . . , vm die Hauptkrümmungs-

ri
htungen zu den Hauptkrümmungen ϕξ1(p) ≤ . . . ≤ ϕξm(p) von f bzgl. ξ in p.
Dann gilt

m∑

i=1

ϕξi (p) > m kC(r). (5.57)
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[ Zu (5.57):

Für alle i ∈ {1, . . . , m} gilt na
h Satz 3.9 (dort M = M̃ und l = l̃)

h̃essψ(f∗vi, f∗vi) ≥ (
1

l̃
− kC(l̃))〈f∗vi, gradf(p)ψ〉2 + l̃ ‖vi‖2︸ ︷︷ ︸

=1

kC(l̃),

und aus Lemma 3.6(iii),(iv) folgt wegen C ≥ 0, daÿ gilt (1
l̃
− kC(l̃)) ≥ 0, d.h.

h̃essψ(f∗vi, f∗vi) ≥ l̃kC(l̃). (5.58)

Auÿerdem gilt für alle i ∈ {1, . . . , m}

〈g̃radf(p)ψ, α(vi, vi)〉 = 〈g̃radf(p)ψ, ϕξi (p)ξp〉
(5.56)

≥ −‖g̃radf(p)ψ‖|ϕξi (p)|,

also folgt aus Satz 3.5(ii)(3.3) (dort M = M̃ und r = l̃) und (5.55)

〈g̃radf(p)ψ, α(vi, vi)〉 ≥ −l̃ ϕξi (p). (5.59)

Nun ergibt si
h aus der Annahme und Lemma 4.3(ii)(4.2)

0 > △Ψ(p) = Spur hesspΨ =

m∑

i=1

hesspΨ(vi, vi)

=
m∑

i=1

h̃essf(p) ψ(f∗vi, f∗vi) + 〈g̃radf(p)ψ, α(vi, vi)〉

(5.58),(5.59)

≥ l̃ (m kC(l̃)−
m∑

i=1

ϕξi (p)).

Hieraus folgt wegen 0 < l̃ ≤ r (bea
hte f(M) ⊂ Br(q0)) und der Tatsa
he, daÿ

kC na
h Lemma 3.6(ii) streng monoton fallend ist

m∑

i=1

ϕξi (p) > m kC(l̃) ≥ m kC(r),

d.h. (5.57) ist bewiesen. ℄

Aus (5.57) folgt

ϕξm(p) > kC(r), (5.60)

denn ϕξm(p) ist die gröÿte Hauptkrümmung von f bzgl. ξ in p; wäre (5.60) fals
h,
so folgte daher

∑m
i=1 ϕ

ξ
i (p) ≤ mϕξm(p) ≤ m kC(r), im Widerspru
h zu (5.57).

Nun ergibt die Gauÿ-Glei
hung [7, 8.6(2)℄

Ric(vm, vm) =

m∑

i=1

〈R(vi, vm)vm, vi〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i=m
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=

m−1∑

i=1

(〈R̃(f∗vi, f∗vm)f∗vm, f∗vi〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i=m

+ϕξm(p)ϕ
ξ
i (p))

= R̃ic(f∗vm, f∗vm)− K̃(Spann{f∗vm, ξp}) + ϕξm(p)

m−1∑

i=1

ϕξi (p)

(5.57)
> R̃ic(f∗vm, f∗vm)− K̃(Spann{f∗vm, ξp})

+ϕξm(p)(m kC(r)− ϕξm(p))
= R̃ic(f∗vm, f∗vm)− K̃(Spann{f∗vm, ξp})

+(m− 1)kC(r)
2 +

(
ϕξm(p)− kC(r)

)
︸ ︷︷ ︸

(5.60)
> 0

(
(m− 1)kC(r)− ϕξm(p)

)
︸ ︷︷ ︸

(5.55)
> 0

> R̃ic(f∗vm, f∗vm)− K̃(Spann{f∗vm, ξp}) + (m− 1)kC(r)
2,

im Widerspru
h zu (5.46), also ist die Annahme fals
h, und (5.48) ist bewiesen.

Damit haben wir (5.47) und (5.48) gezeigt. Hierauf hatten wir die Behauptung

zurü
kgefüht, also ist der Hauptsatz vollständig bewiesen. �

Bemerkung. Veeravalli behauptet in [15℄, der soeben geführte Beweis funktio-

niere au
h im Falle C ∈ R−. Beim Na
hweis von (5.57) haben wir jedo
h benötigt,

daÿ C ≥ 0 gilt. Denn damit (5.57) gilt, muÿten wir (5.58) zeigen, und hierbei

haben wir ausgenutzt , daÿ wegen C ≥ 0 au
h (1
l̃
− kC(l̃)) ≥ 0 gilt. Na
h Lemma

3.6 ist im Falle C < 0 aber gerade (1
l̃
− kC(l̃)) ≤ 0.

Wir beweisen nun das zu Beginn dieses Abs
hnittes angekündigte Resultat.

Hauptsatz 5.4.2. Vor.: Seien C ∈ R, m ∈ N mit m ≥
{

3 : C > 0
2 : C ≤ 0

}
,

M eine kompakte und zusammenhängende m-dimensionale riemanns
he Man-

nigfaltigkeit und f : M → Mm+1
C eine isometris
he Immersion. Ferner seien

q0 ∈ Mm+1
C \ f(M) und es existiere r ∈

{
]0, π

2
√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
derart, daÿ

Br(q0) ein normaler Ball ist, und es gelte

f(M) ⊂ Br(q0) und r ≤ 1

sC(r)2
. (5.61)

Beh.: f(M) = Sr(q0), d.h. na
h Beispiel 5.2 und den Bemerkungen zu De�nition

5.1: f ist sphäris
h mit Radius sC(r) undM ist von konstanter Krümmung

1
sC(r)2

.

Ist f darüber hinaus injektiv, so ist M isometris
h zur Sphäre vom Radius

sC(r) um 0Em+1
in Em+1

.

Bemerkung. Im Falle f(M) = Sr(q0) ist M na
h Beispiel 5.2 und den Bemer-

kungen zu De�nition 5.1 von konstanter Krümmung

1
sC(r)2

. Aus der De�nition
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von r (vgl. De�nition 1.1.1(ii)) folgt dann au
h r = 1
sC(r)2

, d.h. (5.61) ist au
h

eine notwendige Bedingung für f(M) = Sr(q0).

Beweis: Im Falle C ≤ 0 folgt für alle p ∈ M und jede Orthonormalbasis

v1, . . . , vm

s(p)
1.1.1(ii)
=

1

m

m∑

i=1

r(vi)
(5.61)

≤ 1

sC(r)2
,

also folgt die Behauptung aus Hauptsatz 5.3.6.

Im Falle C > 0 gilt für alle p ∈M , alle v ∈ T 1
pM und alle ξ0 ∈⊥1

p0
(f)

Ric(v, v)
1.1.1(ii)
= (m− 1)r(v)

(5.61)

≤ (m− 1)
1

sC(r)2

Lemma3.6
= mC − C + (m− 1) kC(r)

2

K̃=C
= R̃ic(f∗v, f∗v)− K̃(Spann{f∗v, ξ0}) + (m− 1)kC(r)

2,

also folgt die Behauptung aus Hauptsatz 5.4.1.

Damit ist der Hauptsatz vollständig bewiesen. �

5.5 Kriterien für die mittlere Krümmung

Wir hatten im letzten Korollar zu Satz 5.3.2 eine Bedingung für eine sphäri-

s
he Hyper�ä
he in den Standard-Räumen konstanter Krümmung kleiner oder

glei
h Null erhalten. Markvorsen hat in [11℄ ein erhebli
h allgemeineres Resultat

bewiesen, nämli
h den folgenden Hauptsatz:

Hauptsatz 5.5.1 ([11, Theorem 2℄). Vor.: Sei C ∈ R. Seien M eine kom-

pakte und zusammenhängendem-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und

M̃ eine vollständige und zusammenhängende (m+ 1)-dimensionale riemanns
he

Mannigfaltigkeit, für deren S
hnittkrümmung K̃ ≤ C gelte. Ferner seien q0 ∈ M̃
und r ∈

{
]0, π

2
√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
derart, daÿ Br(q0) ein normaler Ball ist und

daÿ gilt

f(M) ⊂ Br(q0) und |H| ≤ kC(r), (5.62)

(bea
hte, daÿ |H| na
h Bemerkung 3.) zu 1.1.2 eine auf ganz M wohlde�nierte

Funktion ist).

Beh.: Es gilt f(M) = Sr(q0), f ist sphäris
h mit Radius sC(r) (d.h. na
h De-

�nition 5.1 Sr(q0) ist isometris
h zu SsC(r)(0Em+1), und M ist von konstanter

Krümmung

1
sC(r)2

), und Ur(q0) ist isometris
h zu einer o�enen Vollkugel vom

Radius r in Mm+1
C .

Ist f darüber hinaus injektiv, so ist M isometris
h zu SsC(r)(0Em+1).
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Bemerkung.

1.) Der Hauptsatz ist tatsä
hli
h eine Verallgemeinerung des dritten Korollares

zu Satz 5.3.2, da die Bedingung (5.62) im Falle C = 0 (wegen k0(r) =
1
r
=

1
si0(r)

) mit der Bedingung (5.42) übereinstimmt, und im Falle C < 0 kann

(5.42) na
h Teil (ii) des Korollares nie erfüllt sein.

2.) Zumindest wenn M̃ sogar von konstanter Krümmung C ist, ist (5.62) na
h

Satz 4.8(i) au
h eine notwendige Bedingung für f(M) = Sr(q0).

Beweis: Wir gehen ähnli
h wie beim Beweis von Hauptsatz 5.4.1 vor und

setzen wieder ψ := 1
2
δ2q0 : M̃ → R und Ψ := ψ ◦ f : M → R. Na
h Lemma 4.3 ist

Ψ di�erenzierbar. Wir werden mittels (5.62) begründen , daÿ für alle p0 ∈M gilt

Ψ besitzt in p0 ein globales Maximum

=⇒ Ψ(p0) =
1

2
r2 (5.63)

∧∃U∈Umg(p0,M) ∀p∈U △Ψ(p) ≥ 0. (5.64)

Völlig analog zu Beginn des Beweises von Hauptsatz 5.4.1 auf Seite 103 bes
hrie-

ben, ergibt si
h die Behauptung.

Zum Na
hweis des Hauptsatzes bleiben daher (5.63) und (5.64) zu zeigen:

Besitze Ψ in p0 ∈M ein globales Maximum.

Zu (5.63):

Wegen der ersten Aussage in (5.62) und der De�nition von Ψ ist klar, daÿ gilt

Ψ(p0) ≤ 1
2
r2.

Angenommen es gälte sogar Ψ(p0) <
1
2
r2, d.h. da Ψ in p0 ein globales Maximum

besitzt ∀p∈Mδq0(f(p)) < r. Wegen der Kompaktheit von M , der Stetigkeit von

δq0 ◦f : M → R, und weil f : M → M̃ als Immersion ni
ht konstant vom Wert q0
sein kann, existierte dann r̃ ∈]0, r[ mit ∀p∈Mδq0(f(p)) ≤ r̃ und δq0(f(p0)) = r̃, also
folgte aus Satz 4.5(ii) |H(p0)| ≥ kC(r̃). Dies bedeutete aber wegen der zweiten

Aussage in (5.62) kC(r) ≥ kC(r̃), und da kC na
h Lemma 3.6(ii) streng monoton

fallend ist, folgte r ≤ r̃, im Widerspru
h zu r̃ ∈]0, r[. Daher ist die Annahme

fals
h, und (5.63) ist bewiesen.

Zu (5.64):

Analog zur Argumentation auf Seite 104 sieht man ein, daÿ für ξ ∈ V⊥
f (p0) mit

‖ξ‖ = 1 beliebieg und eine Basis von Hauptkrümmungsri
htungen u1, . . . , um zu

den Hauptkrümmungen ϕξ1(p0), . . . , ϕ
ξ
m(p0) von f bzgl. ξ in p0 gilt

∀i∈{1,...,m} 〈g̃radf(p0)ψ, ϕ
ξ
i (p0)ξp0〉

Bem. 4.) zu 1.1.2
= 〈g̃radf(p0)ψ, α(ui, ui)〉 < 0,

also existiert aus Stetigkeitsgründen U ∈ Umg(p0, Gξ) mit

∀i∈{1,...,m} 〈(g̃radψ) ◦ f, ϕξi ξ〉|U < 0. (5.65)
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Wir zeigen, daÿ (5.64) für dieses U gilt:

Seien p ∈ U beliebig, v1, . . . , vm eine Basis von Hauptkrümmungsri
htungen zu

den Hauptkrümmungen ϕξ1(p), . . . , ϕ
ξ
m(p) von f bzgl. ξ in p. Wegen δq0(f(p)) ≤

δq0(f(p0)) = r > 0 können wir o.B.d.A annehmen, daÿ U so klein ist, daÿ r ≥
l = δq0(f(p)) > 0 gilt. Sei ferner γ : [0, l]→ M̃ die na
h Satz 3.2 und [7, 10.24(i),

10.14(ii)℄ eindeutig bestimmte na
h der Bogenlänge parametrisierte Geodätis
he

mit γ(0) = q0 sowie γ(l) = f(p), d.h. na
h Satz 3.5 (dort M = M̃ und r = l)
gradf(p)ψ = lγ̇(l). Wir de�nieren

s(p) := |〈γ̇(l), ξp〉| = |〈
1

l
g̃radf(p)ψ, ξp〉| ∈ [0, 1]. (5.66)

Dann gilt

m∑

i=1

〈g̃radf(p)ψ, α(vi, vi)〉

=

m∑

i=1

〈g̃radf(p)ψ, ϕξi (p)ξp〉︸ ︷︷ ︸
(5.65)
< 0

= −|
m∑

i=1

ϕξi (p)〈g̃radf(p)ψ, ξp〉|

(5.66)
= −l s(p)|

m∑

i=1

ϕξi (p)| = −l s(p)m |H(p)|

(5.62)

≥ −l s(p)m kC(r)
0<l≤r,Lemma3.6

≥ −l s(p)m kC(l).

Hieraus und aus Satz 3.9 (dort M = M̃) folgt

1

l
△Ψ(p) =

1

l

m∑

i=1

hess Ψ(vi, vi)

Lemma4.3
=

1

l

m∑

i=1

h̃essψ(f∗vi, f∗vi) +
1

l

m∑

i=1

〈g̃radf(p)ψ, α(vi, vi)〉

≥
m∑

i=1

(
(
1

l
− kC(l))〈f∗vi, γ̇(l)〉2 + ‖vi‖2︸ ︷︷ ︸

=1

kC(l)
)
− s(p)m kC(l)

= (
1

l
− kC(l))

m∑

i=1

(
〈f∗vi, γ̇(l)〉2

)

︸ ︷︷ ︸
=‖γ̇(l)‖2−〈ξp,γ̇(l)〉2

+m kC(l)− s(p)m kC(l)

(5.66),‖γ̇‖=1
= (

1

l
− kC(l))(1− s(p)2) +m kC(l)(1− s(p)), (5.67)

daher genügt es zum Na
hweis von (5.64) wegen der Beliebigkeit von p ∈ U zu

zeigen, daÿ die letzte Zeile immer gröÿer oder glei
h Null ist.
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1. Fall: C ≥ 0
Dann folgt na
h Lemma 3.6(iii),(iv) wegen 0 < l ≤ r < π

2
√
C
:

1
l
− kC(l) ≥ 0 und

kC(l) > 0, also gilt für (5.67)

(
1

l
− kC(l))

︸ ︷︷ ︸
≥0

(1− s(p)2)︸ ︷︷ ︸
(5.66)

≥ 0

+m kC(l)︸ ︷︷ ︸
>0

(1− s(p))︸ ︷︷ ︸
(5.66)

≥ 0

≥ 0.

2. Fall: C < 0
Dann folgt na
h Lemma 3.6(v)

1
l
− kC(l) ≤ 0 und kC(l) > 0, also gilt für (5.67)

(
1

l
− kC(l))(1− s(p)2) +m kC(l)(1− s(p))

= (
1

l
− kC(l))(1− s(p))(1 + s(p)) +m kC(l)(1− s(p))

= (1− s(p))︸ ︷︷ ︸
(5.66)

≥ 0

(
(
1

l
− kC(l)

︸ ︷︷ ︸
≤0

) (1 + s(p))︸ ︷︷ ︸
(5.66)
∈ [1,2]︸ ︷︷ ︸

≥2
(

1
l
−kC(l)

)

+m kC(l)
)

︸ ︷︷ ︸
≥ 2

l
+(m−2) kC(l)

m≥2
≥ 0

≥ 0 ,

und der Hauptsatz ist vollständig bewiesen. �

Gilt in der Vor. des letzten Hauptsatzes anstatt (5.62) nur |H| ≤ kC(r), so
folgt bereits aus Satz 4.5, daÿ p0 ∈M existiert mit δq0(f(p0)) ≥ r.
[ Denn wie beim Beweis von (5.63) folgte andernfalls aus der Kompaktheit vonM
und der Tatsa
he, daÿ f eine Immersion ist, die Existenz von p0 ∈M und r̃ ∈]0, r[
mit f(M) ⊂ Br̃(q0) sowie δq0(f(p0)) = r̃, also na
h Satz 4.5 |H(p0)| ≥ kC(r̃) und
somit kC(r) ≥ kC(r̃) und r ≤ r̃ im Widerspru
h zu r̃ ∈]0, r[. ℄
Der letzte Hauptsatz ermögli
ht es, diese Aussage dahingehend zu vers
härfen,

daÿ im Falle δq0(f(p0)) = r bereits f(M) = Sr(q0) gelten muÿ:

Satz 5.5.2. Vor.: Sei C ∈ R. Seien M eine kompakte und zusammenhängende

m-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit und M̃ eine vollständige und zu-

sammenhängende (m+1)-dimensionale riemanns
he Mannigfaltigkeit, für deren

S
hnittkrümmung K̃ ≤ C gelte. Es existiere r ∈
{

]0, π
2
√
C
[ : C > 0

R+ : C ≤ 0

}
derart,

daÿ Br(q0) ein normaler Ball ist und daÿ gilt

|H| ≤ kC(r), (5.68)

(bea
hte, daÿ |H| na
h Bemerkung 3.) zu 1.1.2 eine auf ganz M wohlde�nierte

Funktion ist).

Ferner sei q0 ∈ M̃ beliebig.
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Beh.: Entweder gilt (i) f(M) = Sr(q0) (und in diesem Fall ist f sphäris
h mit

Radius sC(r) � d.h. na
h De�nition 5.1 Sr(q0) ist isometris
h zu SsC(r)(0Em+1),
und M ist von konstanter Krümmung

1
sC(r)2

� und Ur(q0) ist isometris
h zu einer

o�enen Vollkugel vom Radius r in Mm+1
C ),

oder es gilt (ii) f(M) 6⊂ Br̃(q0).

Beweis: Da f Immersion und M kompakt ist, existiert ein minimales r0 ∈ R+

mit f(M) ⊂ Br0(q0). Gilt r0 > r, so liegt (ii) vor, und es ist ni
hts zu zeigen. Gilt

r0 ≤ r, so folgt insbesondere f(M) ⊂ Br(q0). Dann ergeben (5.68) und Hauptsatz

5.5.1 die Behauptung von (i). �



Anhang A

Verzei
hnis der in dieser Arbeit

verwendeten Symbole

Soweit ni
ht ausdrü
kli
h anders erwähnt, sind die hier aufgeführten Symbole

stets folgendermaÿen zu verstehen:

In dieser Arbeit werden die folgenden beiden Funktionen de�niert:

kC siehe 3.6

sC siehe 1.3.1

Für eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit M bezei
hnet

AM die di�erenzierbare Struktur von M ,

C∞
M die Menge aller di�erenzierbaren Funktionen U → R auf einer

o�enen Teilmenge U von M ,

Gu den De�nitionsberei
h von u ∈ AM ,

p : TM → M die Fuÿpunktabbildung,

TM das Tangentialbündel von M ,

TpM den Tangentialraum von p ∈ M an M ,

VM(U) die Menge aller di�erenzierbaren Vektorfelder von M auf einer

o�enen Teilmenge U von M ,

VM(p) die Menge

⋃
U∈Umg(p,M)VM(U) für p ∈M ,

VM die Menge

⋃
p∈M VM(p).

Ist V =M sogar ein R-Vektorraum, so bezei
hnet

−→. . . : TpV → V den kanonis
hen R-Vektorraumisomorphismus von TpV na
h

V für p ∈ V ,
Ip : V → TpV die Umkehrabbildung von

−→. . . : TpV → V für p ∈ V .

115
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Für eine di�erenzierbare Abbildung f : M → M̃ zwis
hen di�erenzierbaren Man-

nigfaltigkeiten bezei
hnet

f∗p : TpM → Tf(p)M̃ die dur
h f in p ∈M induzierte Abbildung,

Vf (U) die Menge aller di�erenzierbaren Vektorfelder längs f
auf einer o�enen Teilmenge U von M ,

Vf(p) die Menge

⋃
U∈Umg(p,M)Vf (U) für p ∈M ,

Vf die Menge

⋃
p∈M Vf(p).

Für eine riemanns
he Mannigfaltigkeit M bezei
hnet

Br(q0) den abges
hlossenen Ball vom Radius r ∈ R+ um q0 ∈ M ,

siehe 1.2.3(ii),

div Y die Divergenz von Y ∈ VM ,

exp die Exponentialabbildung von M ,

K die S
hnittkrümmung von M ,

Gδq0 die Menge auf der δq0 di�erenzierbar ist,
gradΦ den Gradienten von Φ ∈ C∞

M ,

hess Φ die Hesseform von Φ ∈ C∞
M ,

I(. . . , . . .) die Indexform (von einer Geodätis
hen), siehe 2.5.3,

Jγ Menge der Ja
obifelder längs einer Geodätis
hen γ : [a, b]→ M ,

siehe 2.5.1(i),

r die Ri

i-Krümmung von M , siehe 1.1.1(ii),

R den riemanns
hen Krümmungstensor von M ,

Ric das Ri

i-Tensorfeld vom Typ (2, 0) auf M , siehe 1.1.1(i),

s die Skalarkrümmung von M , siehe 1.1.1(iii),

Sr(q0) die r-Sphäre um q0 ∈M für r ∈ R+, siehe 1.2.3(ii),

Ur(q0) die o�ene r-Umgebung von q0 ∈M , siehe 1.2.3(ii),

δq0 die Abstandsfunktion von q0 ∈M für r ∈ R+, siehe 1.2.3(i),

ψ = 1
2
δ2q0 für q0 ∈M ,

△Φ den Lapla
e-Operator von Φ ∈ C∞
M ,

∇ die Levi-Civita kovariante Ableitung von M ,

〈. . . , . . .〉 die riemanns
he Metrik von M .
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Für eine isometris
he Immersion f : M → M̃ zwis
hen riemanns
hen Mannigfal-

tigkeiten bezei
hnet

Aξ den zweiten Fundamentaltensor von f bzgl. ξ ∈ V⊥
f ,

Gξ den De�nitionsberei
h von ξ ∈ V⊥
f ,

hξ die zweite Fundamentalform von f bzgl. ξ ∈ V⊥
f ,

Hξ die mittlere Krümmung von f bzgl. ξ ∈ V⊥
f , siehe 1.1.2(ii),

Hξ,j die j-te mittlere Krümmung von f bzgl. ξ ∈ V⊥
f , siehe 1.1.2(ii),

V⊥
f (U) Menge aller aller di�erenzierbaren Normalenfelder längs f auf

einer o�enen Teilmenge U von M ,

V⊥
f (p) die Menge

⋃
U∈Umg(p,M)V

⊥
f (U) für p ∈ M ,

V⊥
f die Menge

⋃
p∈M V⊥

f (p),

X das Ri
htungsvektorfeld von f (bzgl. q0 ∈ M̃), siehe 1.3.2(i),

α die vektorwertige zweite Fundamentalform von f ,
‖α‖ die Längenfunktion von α, siehe 1.1.4,

ρq0,ξ die Stützfunktion von f bzgl. q0 ∈ M̃ bzgl. ξ ∈ V⊥
f ,

siehe 1.3.2(ii),

θC = s
′
C ◦ δq0 ◦ f für q0 ∈ M̃ ,

ϕξ1 ≤ . . . ≤ ϕξm die Hauptkrümmungen von f bzgl. ξ ∈ V⊥
f ,

Ψ = 1
2
δ2q0 ◦ f für q0 ∈ M̃ ,

⊥p (f) die Menge {w ∈ Tf(p)M̃ |∀v∈TpM〈w, f∗v〉 = 0} für p ∈M .

Ferner bezei
hnen wir mit

Em Rm
mit der euklidis
hen Metrik,

Lm Rm
mit der lorentz's
hen Metrik,

Mm
C den m-dimensionalen Standard-Raum konstanter Krümmung C ∈ R

und im Falle C > 0 bzw. C < 0 ist ι : Mm
C →֒ Em+1

bzw. ι : Mm
C →֒ Lm+1

die isometris
he Einbettung sowie N ∈ V⊥
ι (M

m
C ) das Einheitsnormalenfeld mit−→

N =
√
|C|ι, siehe 1.2.1.
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