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Für meinen Vater





Vorwort

Funktionalanalysis bedeutet, grob gesagt, die Untersuhung unendlih-dimen-

sionaler Vektorräume und der Eigenshaften der stetigen Abbildungen zwishen

solhen, wobei der Begri� der Stetigkeit natürlih eine Topologie oder etwas spe-

zieller eine Norm benötigt. Der Name Funktionalanalysis rührt daher, daÿ in den

Anfängen der Theorie die Analysis auf Funktionale von Funktionenräumen aus-

geweitet wurde. Funktionalanalytishe Resultate ergeben Möglihkeiten, Pro-

bleme der (Partiellen) Di�erentialgleihungen oder der Funktionentheorie zu

lösen und die Quantenmehanik zu formulieren. Ih verzihte hier allerdings

gröÿtenteils, auf die Anwendungen einzugehen.

Kapitel 1 behandelt fastmetrishe Räume und topologishe Eigenshaften

jener. Soweit es möglih ist, führe ih die Theorie auf dem Niveau topologisher

Räume. Bzgl. vieler Ergebnisse muÿ man sih allerdings auf den Fall fastme-

trisher Räume beshränken. Höhepunkt des Kapitels sind der Nahweis der

Existenz einer bis auf Isometrie eindeutigen Vervollständigung (fast-)metrisher

Räume, eine Charakterisierung kompakter Teilmengen fastmetrisher Räume

sowie die Sätze von Arzelà-Asoli und von Baire. Das Kapitel kann auh

als eine kleine Einführung in die Grundstrukturen der mengentheoretishen To-

pologie verstanden werden, wobei der Begri� des fastmetrishen Raumes im

Mittelpunkt steht.

Im zweiten Kapitel werden normierte Vektorräume und Algebren betrahtet,

welhe zusammen mit ihren stetigen linearen Abbildungen die eigentlihen Ob-

jekte der Funktionalanalysis bilden. Herausragende Ergebnisse sind die Existenz

einer bis auf Isometrie eindeutigen Vervollständigung normierter Vektorräume

bzw. Algebren zu sogenannten Banahräumen bzw. -algebren, eine Charakte-

risierung endlih-dimensionaler normierter Vektorräume, die Sätze von Hahn-

Banah, zu deren Beweis das Lemma von Zorn, dessen Beweis in Anhang A zu

�nden ist, benötigt wird, und die fundamentalen Prinzipien der gleihmäÿigen

Beshränktheit und der o�enen Abbildung.

Die wihtigsten Räume in der Funktionalanalysis sind Räume stetiger bzw.

integrierbarer Funktionen, denen die drei folgenden Kapitel gewidmet sind.

Die herausragenden Ergebnisse des dritten Kapitels sind, daÿ die im unendli-

hen vershwindenden stetigen Funktionen, die auf lokal-kompakten Hausdor�-

Räumen de�niert sind, in den stetigen Funktionen mit kompaktem Träger bzgl.

der Supremumsnorm diht liegen, wofür eine Version des Lemmas von Ury-

sohn, deren Beweis in Anhang C zu �nden ist, benötigt wird, und der Satz

von Stone-Weierstraÿ. Kapitel 4 stellt zunähst eine leistungsfähige Inte-

grationstheorie zur Verfügung, leistungsfähig in dem Sinne, daÿ das dargestellte

Lebesgueshe Integral, welhes nah H. L. Lebesgue benannt ist, unter gewis-

sen Grenzwertprozessen abgeshlossen ist. Sodann werden im fünften Kapitel die

Lebesgueshen Räume Lp
der p-integrierbaren Funktionen eingeführt und u.a.

die Ungleihungen von Hölder und Minkowski sowie der Satz von Riesz-

Fisher über die Vollständigkeit der Lebesgueshen Räume bewiesen.

Ein bedeutendes funktionalanalytishes Prinzip besteht darin, die Unter-

suhung eines normierten Vektorraumes mit dem Studium seines topologishen

Dualraumes zu verbinden. In diesem ist die Einheitsvollkugel bzgl. der durh die
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Operatornorm induzierten Topologie allerdings nur im endlih-dimensionalen

Falle kompakt, und dies erfordert die Entwiklung einer speziellen Methode für

die Funktionalanalysis. In Kapitel 6 wird u.a. die sog. shwahe-�-Topologie

eingeführt und gezeigt, daÿ die Einheitsvollkugel des topologishen Dualraumes

eines normierten Vektorraumes bzgl. dieser stets kompakt ist � d.i. der Satz von

Banah-Alaoglu, dessen Beweis den in Anhang B präsentierten Satz von

Tyhonoff verwendet. Mit diesem Rüstzeug kann ih im weiteren Verlauf des

Kapitels re�exive Räume harakterisieren, wobei ein normierter Vektorraum ge-

nau dann re�exiv heiÿt, wenn seine kanonishe Einbettung in den topologishen

Bidualraum surjektiv ist. An einer Stelle wird hierbei der Satz von Eberlein-

�mulian wesentlih ausgenutzt und deswegen skizzenhaft bewiesen. Eine der

Charakterisierungen ermögliht es auÿerdem, zu zeigen, daÿ die Approximati-

onsaufgabe in re�exiven Räumen mindestens eine Lösung besitzt.

Das siebente Kapitel behandelt Räume, in deren Vervollständigung die Ap-

proximationsaufgabe eindeutig lösbar ist, nämlih gleihmäÿig konvexe Räume.

Des weiteren werden die Sätze von Clarkson und Milman, die mit dem Satz

von Riesz-Fisher die Re�exivität der Lebesgueshen Räume Lp
für p > �1,ª�

ergeben, sowie der Darstellungssatz von Riesz, der im Falle p > �1,ª� den Dual-

raum eines Lebesgueshen Raumes Lp
als seinen konjugierten Lebesgueshen

Raum Lq
angibt, welher durh

1
p
�

1
q
� 1 harakterisiert ist, bewiesen.

I.d.R. werden dem Leser zum Abshluÿ eines Kapitels Übungsaufgaben ge-

stellt, die bewuÿt gelassene Lüken in vorherigen Beweisführungen shlieÿen

oder die Theorie vervollständigen.

Ih erhebe keinen Anspruh auf Originalität. Bei der Erstellung der Kapi-

tel dienten mir vor allem die Vorlesungen [20℄, die ih während meines Stu-

diums bei H. Rekziegel gehört und von denen ih hier entsheidend pro-

�tiert habe, sowie das Buh [13℄, das auf Grundlage einer Vorlesung von F.

Hirzebruh geshrieben wurde, als Quelle. Des weiteren fanden die Büher

von K. Floret [11℄, R. V. Kadison und J. R. Ringrose [15℄, S. Lang

[17℄ sowie W. Rudin [22℄ Verwendung. Bei topologishen Resultaten habe ih

in J. R. Munkres' Buh [18℄ Anleihe genommen. Die Lebesgueshe Integra-

tionstheorie, die auf F. Riesz sowie B. v. Sz. Nagy zurükgeht und von

P. Dombrowski erheblih verallgemeinert wurde, entstammt einer Mitshrift

der Vorlesungen [7℄ des letztgenannten sowie den Vorlesungen [12℄ meines Di-

plomvatersW. Henke, bei dem ih die Theorie erlernt habe; in der Fahliteratur

�ndet sih diese leider kaum. Während der Ausarbeitung des vierten Kapitels

bin ih auf das Buh [19℄ von J. Pöshel aufmerksam geworden, und auh

dieses hatte Ein�uÿ auf vorliegende Seiten. Ih habe auh weitere Literatur, die

mir teilweise niht mehr im einzelnen präsent ist, gelesen und bei meiner Dar-

stellung und Beweisführung verwendet.

Für den Austaush über die Materie sowie Literaturhinweise möhte ih

mih bei den Herren J. Bok, M. Bohn, K. Conrad, P. Dombrowski,

W. Henke, M. A. Nieper-Wiÿkirhen, J. Pöshel, H. Rekziegel und

P. Shwahn bedanken.
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Es sei angemerkt, daÿ ih mir siher bin, daÿ mir Fehler unterlaufen sind.

Für Hinweise auf solhe oder Kritik bin ih dankbar. Kontakten können Sie mih

per E-Mail an bok(at)mi.uni-erlangen.de. Bei der vorliegenden Version zur

Funktionalanlysis I handelt es sih nur um ein Preprint, das niht gegengelesen

wurde und im Laufe der Zeit noh verändert und ergänzt wird � insbesondere

kann sih die Numerierung ändern.

Erlangen, im Frühjahr 2025

C�hr�ist�o�ph B�o�k
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1 Fastmetrishe Räume

Grundlagen

De�nition 1.1 ((Fast-)Metrishe Räume). Sei X eine Menge.

(i) Eine Abbildung d� X�X � �0,ª� nennen wir eine Fastmetrik auf X genau

dann, wenn gilt

�D1� �x,y>X d�x, y� � 0
� x � y, (Positiv-De�nitheit),

�D2� �x,y>X d�x, y� � d�y,x�, (Symmetrie),

�D3� �x,y,z>X d�x, z� B d�x, y� � d�y, z�, (Dreieksungleihung),

wobei wir t �ª �� ª� t �� ª für alle t > �0,ª� setzen. Das Paar �X,d�

heiÿt dann ein fastmetrisher Raum.

(ii) Ist d wie in (i) sogar eine Abbildung X�X � �0,ª�, so heiÿt d eine Metrik

auf X und das Paar �X,d� ein metrisher Raum.

Bemerkung. Oft werden wir einen (fast-)metrishen Raum mit einem einzigen

Symbol � z.B. X � bezeihnen. Wir shreiben dann SX S (oder einfah X) für

die X zugrundeliegende Menge und dX (oder einfah d) für die Metrik von X,

also

X � � SX S
°

�X

, dX
°

�d

�.

Beispiel.

1.) Eine Teilmenge eines (fast-)metrishen Raumes ist in kanonisher Weise

ebenfalls ein (fast-)metrisher Raum. Wir versehen sie im folgenden stets

mit dieser induzierten (Fast-)Metrik.

2.) Sind K > �R,C�, n > N
�

sowie k > �1,2�, so werden durh

�x��x1,...,xn�,y��y1,...,yn�>Kn dk�x, y� �� �

n

Q

i�1

Sxi � yiS
k
�

1

k

und

�x��x1,...,xn�,y��y1,...,yn�>Kn d
ª

�x, y� ��max �Sxi � yiS S i > �1, . . . , n��

bekanntlih Metriken auf Kn
de�niert.

Im Falle n � 1 gilt dK �� d1 � d2 � dª. dK heiÿt Standardmetrik für K.

3.) Seien M eine niht-leere Menge und X ein fastmetrisher Raum. Dann

wird durh

�f,g>XM d
ª

�f, g� �� sup�d�f�p�, g�p�� Sp >M�

eine Fastmetrik, die sog. Supremumsfastmetrik auf XM
, de�niert.
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[ (M1) und (M2) sind trivial. (M3) folgt daraus, daÿ für alle f, g, h > XM

und p >M

d�f�p�, g�p�� B d�f�p�, h�p�� � d�h�p�, g�p�� B d
ª

�f,h� � d
ª

�h, g�

gilt. ℄

Im Falle M � �1, . . . , n� und X � K, wobei n > N
�

und K > �R,C�,

identi�ziert man n mit �1, . . . , n�, und die De�nitionen von d
ª

in 2.) und

3.) simmen überein.

4.) Sind n > N
�

und �X1, d1�, . . . , �Xn, dn� (fast-)metrishe Räume, so wird

durh

�x��x1,...,xn�,y��y1,...,yn�>�
n
i�1 Xi

d�x, y� ��
n

Q

i�1

di�xi, yi�

o�enbar eine Metrik, die sog. Produkt(fast-)metrik auf

�

n
i�1Xi, de�niert.

Lemma 1.2. Sei X ein metrisher Raum. Dann gilt für alle x, x̃, y, ỹ > X

Sd�x, x̃� � d�y, ỹ�S B d�x, y� � d�x̃, ỹ�.

Beweis. Aus der Dreieksungleihung folgt

d�x, x̃� B d�x, y� � d�y, ỹ� � d�ỹ, x̃�,

also

d�x, x̃� � d�y, ỹ� B d�x, y� � d�x̃, ỹ�

und ebenso

d�y, ỹ� � d�x, x̃� B d�x, y� � d�x̃, ỹ�.

✷

1.3 (Fastmetrishe Räume als topologishe Räume). Sei X ein fastmetrisher

Raum.

(i) Für jedes x > X und jedes ε > R
�

heiÿt die Menge

Uε�x� �� �y >X Sd�x, y� � ε�

die ε-Umgebung von x.

Es gilt:

(a) �x>X�ε>R
�

x > Uε�x�,

(b) �x>X�ε1,ε2>R�

Uε1�x� 9Uε2�x� � Umin�ε1,ε2��x�,

() �x,y>X�ε>R
�

y > Uε�x�Ô� Uε�d�x,y��y� ` Uε�x�.

[ (a),(b) sind trivial, und () folgt aus der Dreieksungleihung. ℄

(ii) Eine Teilmenge U von X heiÿt o�en in X genau dann, wenn gilt

�x>U§ε>R
�

Uε�x� ` U.

Beispiel. Sind x > X und ε > R
�

, so ist Uε�x� nah (i) () o�en.
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(iii) Sei

T �� �U `X SU o�en in X� `P�X�.

Dann gilt o�enbar

�T1� g,X > T ,

�T2� �I beliebige Menge , �i>I Ui > T �Ô��

i>I

Ui > T ,

�T3� U1,U2 > T Ô� U1 9U2 > T .

De�nition 1.4 (Topologishe Räume, o�ene Mengen, abgeshlossene Mengen,

Umgebungen, Hausdor�-Räume).

(i) Ein Paar �X,T �, bestehend aus einer Menge X zusammen mit einer Teil-

menge T von P�X�, das (T1) - (T3) erfüllt, heiÿt ein topologisher Raum.

T nennt man dann Topologie für X und die Elemente von T die o�enen

Mengen des topologishen Raumes �X,T �.

Bemerkung. Auh einen topologishen Raum bezeihnen wir oft mit

einem einzigen Symbol, z.B. X. Wir shreiben dann wieder SX S (oder

einfah X) für die X zugrundeliegende Menge und Top�X� für die To-

pologie von X, also

X � � SX S
°

�X

,Top�X��.

Beispiel. Ist X eine Menge, so heiÿt �g,X� die triviale Topologie für X

und P�X� die diskrete Topologie für X.

Bemerkung.

1.) Ist X ein (fast-)metrisher Raum, so wird durh 1.3 (iii) eine To-

pologie auf X de�niert, die sog. (fast-)metrishe Topologie. Jeder

(fast-)metrishe Raum ist also in kanonisher Weise ein topologisher

Raum. Wir betrahten jeden (fast-)metrishen Raum als topologi-

shen Raum mit dieser kanonishen Topologie.

2.) In [18, Chapter 6℄ werden notwendige und hinreihende Bedingungen

dafür angegeben, daÿ ein topologisher Raum metrisierbar ist, d.h.

eine Metrik besitzt so, daÿ die metrishe Topologie mit der gegebenen

übereinstimmt.

3.) Zu jeder Fastmetrik existiert eine Metrik derart, daÿ die kanonishen

Topologien übereinstimmen, vgl. 1.33 unten.

(ii) Sei X ein topologisher Raum.

(a) Eine Teilmenge A von X heiÿt abgeshlossen in X genau dann, wenn

X �A o�en ist.

Aus (T1) - (T3) folgt leiht, daÿ g,X, die Vereinigung endlih vieler

abgeshlossener Mengen und der Shnitt beliebig vieler abgeshlos-

sener Mengen abgeshlossen ist.
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(b) Ist x > X, so heiÿt eine Teilmenge U von X Umgebung von x in X

genau dann, wenn U o�en in X ist und x > U gilt.

Mit U

X

�x,X� bezeihnen wir die Menge aller Umgebungen von x in

X.

() X heiÿt Hausdor�-Raum oder hausdor�sh genau dann, wenn zu

x, y > X mit x x y Umgebungen U > U

X

�x,X� und V > U

X

�y,X�

existieren derart, daÿ U 9 V � g gilt.

Bemerkung. Für topologishe Räume hat man sog. Trennungsaxiome formu-

liert, die in einem gewissen Sinne Auskunft darüber geben, �wie viele� o�ene

Mengen es gibt, die Punkte oder allgemeiner Teilmengen voneinander �tren-

nen�. Das zweite Trennungsaxiom ist genau die Hausdor�-Eigenshaft, die auh

die Punktetrennungseigenshaft genannt wird.

Satz 1.5. Ist X ein Hausdor�-Raum, so ist �x� für jedes x > X abgeshlossen

in X.

Beweis. Sei x > X. Dann existieren zu jedem y > X � �x� Umgebungen

Uy > U
X

�x,X� und Vy > U
X

�y,X� mit Uy 9Vy, und es gilt X � �x� �
�y>X��x� Vy,

welhes nah (T2) eine o�ene Menge ist. ✷

Bemerkung. Das erste Trennungsaxiom für einen topologishen Raum besagt,

daÿ die einelementigen Teilmengen abgeshlossen sind.

Satz 1.6. Ist X ein fastmetrisher Raum, so ist X als topologisher Raum

hausdor�sh.

Beweis. Seien x, y > X mit x x y.

1. Fall: d�x, y� �ª. Wir setzen ε �� 1
2
d�x, y�. Dann gilt

Uε�x� 9Uε�y� � g,

da andernfalls z > X mit d�x, z� � ε und d�y, z� � ε, also

2ε � d�x, y� B d�x, z� � d�z, y� � 2ε,

existierte.

2. Fall: d�x, y� �ª. Dann gilt für jedes ε > R
�

Uε�x� 9Uε�y� � g,

da andernfalls z > X mit d�x, z� � ε und d�y, z� � ε, also

ª � d�x, y� B d�x, z� � d�z, y� � 2ε,

existierte. ✷

De�nition 1.7 (Teilraumtopologie). Seien X ein topologisher Raum und Y

eine Teilmenge von X sowie G eine Teilmenge von Y .

G heiÿt o�en im Teilraum Y von X genau dann, wenn eine in X o�ene

Menge U existiert mit

G � U 9 Y.
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Satz. Seien X ein topologisher Raum und Y eine Teilmenge von X. Dann ist

TopX�Y � �� �G ` Y SG o�en im Teilraum Y von X�

eine Topologie für Y , die sog. Teilraumtopologie von Y bzgl. X. Sofern keine

Verwehselungen auftreten können, shreiben wir auh Top�Y � anstelle von

TopX�Y �.

Beweis als Übung. ✷

Bemerkung. Wir betrahten eine Teilmenge eines topologishen Raumes stets

als topologishen Raum mit der durh den umgebenden Raum induzierten Teil-

raumtopologie.

Satz 1.8. Seien X ein fastmetrisher Raum und Y eine Teilmenge von X.

Dann stimmt die kanonishe Topologie von �Y,dSY �Y � mit der Teilraumto-

pologie von Y bzgl. X überein.

Beweis als Übung. ✷

Satz 1.9. Seien X ein hausdor�sh topologisher Raum und Y `X.

Dann ist der topologishe Teilraum Y von X hausdor�sh.

Beweis. Seien y, ỹ > Y `X mit y x ỹ. Da nah Voraussetzung o�ene Mengen

U,V ` X mit y > U , ỹ > V und U 9 V � g existieren, folgt für die in Y o�enen

Mengen U 9 Y und V 9 Y : y > U 9 Y , ỹ > V 9 Y und

�U 9 Y � 9 �V 9 Y � � �U 9 V � 9 Y � g.

✷

1.10 (Konvergenz von Folgen in topologishen Räumen).

De�nition 1. Seien X ein topologisher Raum, �xn�n>N eine Folge in X � d.i.

per de�nitionem ein Element von XN
� und x > X. Wir de�nieren dann:

�xn�n>N konvergiert (in X) gegen x �
� �U>UX�x,X�§n0>N�n>N,nCn0
xn > U .

Satz. Sind X ein topologisher Raum, Y ` X, �yn�n>N eine Folge in Y und

y > Y , so konvergiert �yn�n>N o�enbar genau dann in dem topologishen Teilraum

Y von X gegen y, wenn �yn�n>N in X gegen y konvergiert.

Beweis als Übung. ✷

Lemma. Sind X ein Hausdor�-Raum und �xn�n>N eine Folge in X, die sowohl

gegen x >X als auh gegen x̃ >X konvergiert, so gilt x � x̃.

Beweis. Angenommen, x x x̃. Nah Voraussetzung existieren U > U

X

�x,X�

und V > U

X

�x̃,X� mit U 9 V � g. Weiter existieren n1, n2 > N mit

�n>N,nCn1
xn > U und �n>N,nCn2

xn > V,

also folgt für n0 ��max�n1, n2�: xn0
> U 9 V , Widerspruh! ✷
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Bemerkung. Das Lemma ist i.a. falsh, wenn X niht hausdor�sh ist. Ist z.B.

X ein topologisher Raum, der mit der trivialen Topologie �g,X� versehen ist,

so konvergiert jede Folge in X gegen jedes Element von X.

De�nition 2. Sind daher X ein Hausdor�-Raum und �xn�n>N eine Folge in X,

die gegen x > X konvergiert, so ist x mit dieser Eigenshaft (nah dem Lemma)

eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim
n�ª

xn �� x

und nennen x den Grenzwert oder Limes von �xn�n>N für n gegen unendlih.

Satz 1.11. Seien A eine abgeshlossene Teilmenge eines topologishen Raumes

X und �xn�n>N eine Folge in A.

Ist dann x > X derart, daÿ �xn�n>N in X gegen x konvergiert, so gilt x > A.

Beweis. Da A abgeshlossen ist, ist X �A o�en. Angenommen, x > X �A.

Dann existiert n0 > N derart, daÿ �n>N, nCn0
xn > X � A, im Widerspruh zur

Voraussetzung. ✷

Satz 1.12 (Konvergenz von Folgen in fastmetrishen Räumen). Sei X ein fast-

metrisher Raum mit Fastmetrik d (also ist X nah 1.6 hausdor�sh).

Dann gilt für alle Folgen �xn�n>N in M und alle x >X:

lim
n�ª

xn � x 
� �ε>R
�

§n0>N�n>N,nCn0
xn > Uε�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� d�xn, x� � ε

. (1)

Die rehte Seite von (1) besagt gerade, daÿ limn�ª d�xn, x� � 0 bzgl. der Stan-

dardmetrik dR auf R gilt.

Beweis. ��� ist klar, da jede ε-Umgebung nah 1.3 o�en ist.

Zu �
�: Sei U > U

X

�x,X�. Nah De�nition der Topologie von X (vgl. 1.3)

existiert dann ε > R
�

mit Uε�x� ` U . Nah Voraussetzung gilt daher für fast alle

n > N: xn > Uε�x� ` U . ✷

Beispiel 1.13. SeienM eine niht-leere Menge, �X,d� ein fastmetrisher Raum,

�fn�n>N eine Folge in XM
und f >XM

. Dann gilt:

�fn�n>N konvergiert genau dann in �XM , d
ª

� gegen f , wenn sie im üblihen

Sinne gleihmäÿig konvergent gegen f ist, d.h. per de�nitionem

�ε>R
�

§n0>N�n>N, nCn0
�p>M d�fn�p�, f�p�� � ε.

Beweis als Übung. ✷

Bemerkung. Wir erinnern daran, daÿ man eine Folge �fn�n>N in XM
, wo-

bei M eine niht-leere Menge und X ein fastmetrisher Raum sei, punktweise

konvergent gegen f >XM
nennt, wenn gilt

�p>M�ε>R
�

§n0>N�n>N, nCn0
d�fn�p�, f�p�� � ε.
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De�nition 1.14 (o�ener Kern, abgeshlossene Hülle, Rand). Seien X ein to-

pologisher Raum und A `X.

(i) Wir de�nieren den o�enen Kern von A in X als

AX

��

�

U>Top�X�, U`A

U.

Nah (T2) ist AX

o�en in X, also ist AX

o�enbar die gröÿte o�ene Teil-

menge von X, die in Y enthalten ist.

(ii) Die abgeshlossene Hülle von A in X ist de�niert als

A ��

�

A�

`Xabgeschlossen,A�

aA

A�.

Nah 1.4 (ii) (a) ist A abgeshlossen in X, also ist A o�enbar die kleinste

abgeshlossene Teilmenge von X, die A umfaÿt.

(iii) Der Rand von A in X ist de�niert als

∂A �� A �AX.

Beispiel. Sei X �� ��1,1� 8 �i� ` C mit der durh dC induzierten Metrik. Dann

gilt

U1�0� ú U1�0� ú B1�0� �� �x >X SdC�x,0� B 1�,

da U1�0� � � � 1,1�, U1�0� � ��1,1� und B1�0� �X.

Satz 1.15. Seien X ein topologisher Raum und A `X. Dann gilt:

(i) AX

� �x >X S§U>UX�x,X�U ` A�.

Einen Punkt x > X mit §U>UX�x,X�U ` A nennen wir einen inneren Punkt

von A in X.

(ii) A � �x >X S�U>UX�x,X�U 9A x g�.

Einen Punkt x > X mit �U>UX�x,X�U 9 A x g nennen wir einen Berüh-

rungspunkt von A in X.

(iii) ∂A � �x > X S�U>UX�x,X�U 9 A x g , U 9 �X � A� x g� � A 9 X �A.

Insbesondere ist ∂A abgeshlossen in X.

Ein Element von ∂A nennen wir einen Randpunkt von A in X.

Beweis. Zu (i): �`� Sei x > AX

. Dann existiert nah 1.14 (i) ein U > Top�X�

mit U ` A und x > U , also U > U

X

�x,X� mit U ` A, d.h. x ist innerer Punkt von

A in X.

�a� Sei x ein innerer Punkt von A in X. Dann existiert U > U

X

�x,X� mit

U ` A, also x > AX

.

Zu (ii): �`� Sei x > A. Angenommen, x ist kein Berührungspunkt von A in

X, d.h. es existiert U > U

X

�x,X� mit U 9 A � g. Dann ist A�

�� X � U eine
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abgeshlossene Teilmenge von X mit A�

a A, folglih nah 1.14 (ii): A ` A�

,

insbesondere wegen x > A: x > A�

�X �U , im Widerspruh zu U > U

X

�x,X�.

�a� Sei x Berührungspunkt von A in X. Zu zeigen ist x > A, d.h. für jede

abgeshlossene Teilmenge A�

von X mit A�

a A gilt x > A. Angenommen, dies

ist falsh, d.h. es existiert eine abgeshlossene Teilmenge A�

von X mit A�

a A

und x ¶ A�

. Dann ist U ��X �A�

o�en in X, und es gilt x > U , also U > U

X

�x,X�,

folglih (da x Berührungspunkt von A in X): U 9 A x g, im Widerspruh zu

U �X �A�

und A ` A�

.

Zu (iii): Die Behauptung folgt sofort aus (i) und (ii). ✷

Satz 1.16. Seien A,B Teilmengen eines topologishen Raumes X Dann gilt:

(i) �X �A�
X

�X �A und X �A �X �AX

,

(ii) A ` B Ô� �AX

` BX

, A ` B�,

(iii) �A 9B�X � AX

9BX

,

(iv) �A 8B�X a AX

8BX

,

(v) A 9B ` A 9B,

(vi) A 8B � A 8B.

Die Inklusionen in (iv) und (v) sind i.a. eht.

Beweis als Übung. ✷

Satz 1.17. Seien X ein fastmetrisher Raum, A `X und x > X.

Dann ist x genau dann ein Berührungspunkt von A in X, wenn eine Folge

�xn�n>N in A mit limn�ª xn � x existiert.

Beweis. ��� Ist x ein Berührungspunkt von A in X, so können wir zu jedem

n > N ein xn > U 1

n�1
�x� 9A wählen. Dann gilt o�enbar limn�ª xn � x.

�
� Ist �xn�n>N eine Folge in A mit limn�ª xn � x, so liegen in jeder Um-

gebung U > U

X

�x,X� fast alle Folgenglieder, d.h. U 9A x g. ✷

De�nition 1.18 (Cauhyfolgen, vollständige fastmetrishe Räume). Sei X ein

fastmetrisher Raum.

(i) Eine Folge �xn�n>N in X heiÿt Cauhyfolge (in X) genau dann, wenn gilt

�ε>R
�

§n0>N�n,m>N, n,mCn0
d�xn, xm� � ε.

Beispiel. Konvegiert eine Folge �xn�n>N in X gegen x > X, so ist �xn�n>N
eine Cauhyfolge:

Denn zu ε > R
�

existiert n0 > N mit �n>N,nCn0
d�xn, x� �

ε
2
, also gilt für alle

n,m > N mit n,m C n0

d�xn, xm� B d�xn, x� � d�x,xm� � ε.

(ii) X (bzw. d) heiÿt vollständig genau dann, wenn jede Cauhyfolge in X

gegen ein Element von X konvergiert.
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Lemma 1.19. Seien X ein fastmetrisher Raum und A eine Teilmenge von X.

Dann ist A genau dann vollständig, wenn jede Cauhyfolge in A in X kon-

vergiert.

Beweis. ��� ist trivial.

�
� Sei �xn�n>N eine Cauhyfolge in A, d.h. eine Folge von Berührungspunk-

ten von A. Dann gilt

�n>NU 1

n�1
�xn� 9A x g,

und wir wählen zu jedem n > N ein

yn > U 1

n�1
�xn� 9A. (2)

Wir behaupten:

�yn�n>N ist Cauhyfolge. (3)

[ Zu (3): Sei ε > R
�

. Da �xn�n>N eine Cauhyfolge ist, existiert n0 > N mit

�n,m>N, n,mCn0
d�xn, xm� �

ε

3
,

und wir können ohne Einshränkung annehmen, daÿ

1
n0�1

�

ε
3
gilt. Dann folgt

für alle n,m C n0

d�yn, ym� B d�yn, xn�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�2�

�

1

n�1
�

ε
3

�d�xn, xm�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

ε
3

�d�xm, ym�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�2�

�

1

m�1
�

ε
3

� ε,

also gilt (3). ℄

Aus (3) und der Voraussetzung der rehten Seite folgt, daÿ �yn�n>N gegen

ein gewisses x > X konvergiert. Da für jedes n > N gilt

d�xn, x� B d�xn, yn�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�2�

�

1

n�1

�d�yn, x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

n�ª
�� 0,

konvergiert auh �xn�n>N gegen x. ✷

Ein zweiter Beweis von �
� nutzt die Existenz einer Vervollständigung

ÂX

von X aus, s.u. 1.37:

Es gilt für jedes x > ÂX

x Berührungspunkt von A in

ÂX
1.17

� §

�yn�n>N`A
N lim

n�ª
yn � x

Vor. d. r.S. für ���


� x Berührungspunkt von A in X
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�x>X

,

also stimmen die abgeshlossenen Hüllen von A in

ÂX und von A inX überein. Da

ÂX vollstänig ist, ergibt sih aus dem folgenden Satz 1.20 (i) die Vollständigkeit

von A.
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Satz 1.20. Es seien X ein fastmetrisher Raum und A eine Teilmenge von X.

(i) Ist X vollständig und A abgeshlossen in X, so ist A (bzgl. dSA�A) voll-

ständig.

(ii) Ist A (bzgl. dSA�A) vollständig, so ist A abgeshlossen in X.

Beweis. Zu (i): Sei �xn�n>N eine Cauhyfolge in �A,dSA�A�, also auh Cauhy-

folge in X. Wegen der Vollständigkeit von X existiert x >X, gegen das �xn�n>N
in X konvergiert. A ist abgeshlossen in X, also ergibt Satz 1.17: x > A.

Zu (ii): Wir zeigen A ` A. Hierzu sei x > A. Dann existiert nah Satz 1.17

eine gegen x > A ` X konvergente Folge �xn�n>N in A. Folglih ist �xn�n>N
eine Cauhyfolge in �A,dSA�A�, also nah Voraussetzung konvergent gegen ein

gewisses y > A. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes in X gilt y � x, d.h.

x > A. ✷

De�nition 1.21 (Isometrien, isometrishe fastmetrishe Räume). Seien X,Y

fastmetrishe Räume, wobei beide Fastmetriken mit d bezeihnet seien, sowie

f � X � Y eine Abbildung.

(i) f heiÿt genau dann isometrish, wenn gilt

�x,x̃>X d�f�x�, f�x̃�� � d�x, x̃�.

Bemerkung. Isometrishe Abbildungen X � Y sind o�enbar injektiv.

(ii) f heiÿt genau dann eine Isometrie, wenn f isometrish und surjektiv ist.

(iii) X und Y heiÿen isometrish genau dann, wenn eine Isometrie X � Y

existiert.

Satz 1.22. Es seien M eine niht-leere Menge und �X,d� ein fastmetrisher

Raum. Für jedes x > X bezeihne x� M �X die konstante Abbildung vom Wert

x. Des weiteren sei ι� X � XM
gegeben durh

�x>X ι�x� �� x.

(i) ι� �X,d� � �XM , d
ª

� ist isometrish, und ι�X� ist eine abgeshlossene

Teilmenge von �XM , d
ª

�.

(ii) �XM , d
ª

� ist genau dann vollständig, wenn �X,d� vollständig ist.

Beweis. Zu (i): Daÿ ι isometrish ist, ist klar. Wir zeigen, daÿ ι�X� abge-

shlossen ist: Hierzu sei f > XM
�ι�X�, d.h. f ist niht konstant. Dann existieren

p, q >M mit f�p� x f�q�, und wir setzen

ε ��
1

2
d�f�p�, f�q�� A 0.

Ist nun g > Ud
ª

ε �f�, so gilt insbesondere

d�f�p�, g�q�� � ε , d�f�q�, g�q�� � ε,
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also g�p� x g�q�, denn andernfalls gälte

2ε � d�f�p�, f�q�� B d�f�p�, g�q�� � d�g�q�, g�p�� � d�g�p�, f�q�� � 2ε.

Folglih ist g niht konstant, d.h. g >XM
� ι�X�. Damit ist gezeigt, daÿ gilt

Ud
ª

ε �f� `XM
� ι�X�.

Wegen der Beliebigkeit von f ist XM
� ι�X� o�en.

Zu (ii): ��� Ist �XM , d
ª

� vollständig, so ist die nah (i) abgeshlossene Teil-

menge ι�X� von XM
nah 1.20 (i) vollständig. Sei nun �xn�n>N eine Cauhy-

folge in �X,d�. Da ι nah (i) isometrish ist, ist auh �xn�n>N eine Cauhyfolge

in �ι�X�, d
ª

Sι�X�,ι�X��, die somit gegen ein gewisses x > ι�X� mit x > X in

�ι�X�, d
ª

Sι�X�,ι�X�� konvergiert. Erneut, da ι isometrish ist, konvergiert dann

auh �xn�n>N gegen x in �X,d�.

�
� Sei �fn�n>N eine Cauhyfolge in �XM , d
ª

�. Wir de�nieren eine Abbil-

dung f � M � X wie folgt: Zu p >M ist o�enbar auh �fn�p��n>N eine Cauhy-

folge in �X,d�, die nah Voraussetzung konvergiert, und wir setzen

f�p� �� lim
n�ª

fn�p�,

d.h. �fn�n>N konvergiert im üblihen Sinne punktweise gegen f .

Sei ε > R
�

. Da �fn�n>N eine Cauhyfolge in �XM , d
ª

� ist, gilt

§n0>N�n,m>N, n,mCn0
d
ª

�fn, fm� �
ε

3
. (4)

Nah Konstruktion von f gilt des weiteren für jedes p >M

§n�p�>N,n�p�Cn0
�n>N, nCn�p� d�fn�p�, f�p�� �

ε

3
. (5)

Daher folgt aus (4), (5) für jedes p >M und alle n > N mit n C n0

d�fn�p�, f�p�� B d�fn�p�, fn�p��p�� � d�fn�p��p�, f�p�� �
2ε

3
.

Bildet man nun das Supremum über alle p >M , so folgt für alle n > N mit n C n0

d
ª

�fn, f� B
2ε

3
� ε,

d.h. �fn�n>N konvergiert in �XM , d
ª

� gegen f . ✷

De�nition 1.23 (Stetigkeit, Homöomorphismen und homöomorphe topologi-

she Räume). Seien X,Y topologishe Räume und f � X � Y eine Abbildung.

(i) Sei x > X.

f heiÿt stetig in x �
� �U>UX�f�x�,Y �§V >U

X

�x,X� f�V � ` U.

Es gilt:

f stetig in x Ô� Für jede Folge �xn�n>N , die in X gegen x kon-

vergiert, konvergiert die Folge �f�xn��n>N in Y (6)

gegen f�x�.

[ Denn sind U > U

X

�f�x�, Y � beliebig und V > U

X

�x,X� wie oben gewählt,

so gilt für fast alle n > N: xn > V , also auh f�xn� > f�V � ` U . ℄
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Bemerkung. In (6) gilt i.a. niht ��� anstelle von ���, betrahte z.B.

die Abbildung id
�0,1�� ��0,1�,T � � ��0,1�,P��0,1��� im Punkte 1, wobei

T �� �U > P��0,1�� S#��0,1� � U� B #N� 8 �g�. Dagegen gilt stets ���,

falls X und Y sogar fastmetrishe Räume sind, s.u. 1.27.

(ii) f heiÿt stetig �
� �x>X f ist stetig in x.

C�X,Y � bezeihne die Menge aller stetigen Abbildungen X � Y .

(iii) Eine bijektive stetige Abbildung X � Y mit stetiger Umkehrabbildung

heiÿt ein Homöomorhismus. Existiert eine solhe Abbildung, so heiÿen X

und Y zueinander homöomorph.

Satz 1.24. Es seien X,Y topologishe Räume und f � X � Y eine Abbildung.

Dann gilt:

f ist stetig 
� �U>Top�Y � f
1
�U� > Top�X�, (7)

f ist stetig 
� �A`Y abgeschlossen f
1
�A� abgeshlossen in X. (8)

Beweis. Zu (7): ��� Sei U o�en in Y . Wegen der Stetigkeit von f existiert

zu jedem x > f
1
�U� � d.h. U > U

X

�f�x�, Y � � ein Vx > U
X

�x,X� mit f�Vx� ` U ,

d.h. Vx ` f
1
�U�. Dann folgt

f
1
�U� �

�

x>f
1

�U�

Vx, (9)

und die rehte Seite von (9) ist o�en nah (T2).

[ Zu (9): �`� gilt wegen �

x>f
1
�U�

x > Vx, und wegen �

x>f
1
�U�

Vx ` f
1
�U� gilt

auh �a�. ℄

�
� Sei p >M und U > U

X

�f�p�,N�.

Dann gilt p > f
1
�U�, und nah Voraussetzung ist f

1
�U� o�en in M , also

V �� f
1
�U� > UX

�p,M� und f�V � � f�f
1
�U�� ` U .

Zu (8): Für jede Teilmenge A von Y gilt

A abgeshlossen 
� Y �A > Top�Y � und f
1
�Y �A� �X � f

1
�A�.

Daher folgt (8) aus (7). ✷

Satz 1.25. Es seien X,Y,Z topologishe Räume sowie f � Y � Z und g� X � Y

zwei Abbildungen. Ferner sei x > X. Dann gilt:

(i) g stetig in x und f stetig in g�x� Ô� f X g stetig in x.

(ii) g stetig und f stetig Ô� f X g stetig.

Beweis. Zu (i): Zu U3 > U
X

��f X g��x�,Z� existiert zunähst wegen der Ste-

tigkeit von f in g�x� ein U2 > U

X

�g�x�, Y � mit f�U2� ` U3 und sodann wegen

der Stetigkeit von g in x ein U1 > U
X

�p,M1� mit g�U1� ` U2, also folgt

�f X g��U1� � f�g�U1�� ` f�U2� ` U3.

Aus der Beliebigkeit von U3 folgt die Behauptung von (i).

(ii) folgt trivial aus (i). ✷
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Satz 1.26. Seien X,Y topologishe Räume und f � X � Y eine Abbildung. Dann

folgt:

(i) Für jede Teilmenge

ÇX von X und alle x > ÇX gilt:

f � X � Y stetig in x Ô� f S
ÇX �
ÇX � Y stetig in x.

(ii) Für jede Teilmenge

ÇY von Y mit f�X� ` ÇY und alle x >X gilt:

f � X � Y stetig in x 
� f � X � ÇY stetig in x.

Beweis als Übung.

Bemerkung. Die Rihtung �
� in (i) ist i.a. falsh, wie das Beispiel

ÇX � g

zeigt.

Satz 1.27 (Stetige Abbildungen zwishen fastmetrishen Räumen). Seien X,

Y fastmetrishe Räume, wobei wir beide Fastmetriken mit d bezeihnen, und

f � X � Y eine Abbildung sowie x > X. Dann sind die folgenden drei Aussagen

paarweise äquivalent:

(i) f ist stetig in x.

(ii) �ε>R
�

§δ>R
�

�x̃>X �d�x, x̃� � δ 
� d�f�x�, f�x̃�� � ε�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶


� f�Uδ�x�� ` Uε�f�x��

.

(iii) Für jede Folge �xn�n>N in X mit limn�ª xn � x gilt limn�ª f�xn� � f�x�.

Beweis. �(i) � (iii)� gilt nah (6).

Zu �(iii) � (ii)�: Angenommen, (ii) ist falsh. Dann existieren ε > R
�

und

eine Folge �xn�n>N in X mit

�n>N �d�xn, x� �
1

n � 1
, d�f�xn�, f�x�� C ε� ,

und dies widerspriht (iii).

Zu �(ii) � (i)�: Sei U > U

X

�f�x�, Y �. Nah De�nition der Topologie von Y

existiert ε > R
�

mit Uε�f�x�� ` U . Wähle zu ε ein δ > R
�

gemäÿ (ii). Dann gilt

Uδ�x� > U
X

�x,X� und

�x̃>Uδ�x�
d�x̃, x� � δ, also nah (ii): d�f�x̃�, f�x�� � ε,

d.h. �x̃>Uδ�x�
f�x̃� > Uε�f�x�� ` U , also f�Uδ�x�� ` U . Damit ist (i) gezeigt. ✷

De�niton. Die Eigenshaft (iii) nennt man Folgenstetigkeit von f in x.

Beispiel. Isometrishe Abbildungen zwishen fastmetrishen Räumen sind nah

�(ii) � (i)� des letzten Satzes stetig. Folglih sind Isometrien zwishen solhen

Homöomorphismen.

Satz 1.28. Seien M ein niht-leerer topologisher Raum und �X,d� ein fast-

metrisher Raum.

Dann ist C�M,X� abgeshlossen in �XM , d
ª

�.

13



Beweis. Sei �fn�n>N eine Folge in C�M,X�, die in �XM , d
ª

� gegen f > XM

konvergiert, d.h.

�ε>R
�

§n0>N�n>N, nCn0
d
ª

�fn, f� �
ε

3
. (10)

Nah Satz 1.17 genügt es zu zeigen, daÿ f stetig ist: Für alle n > N ist fn
stetig, also gilt

�p>M�ε>R
�

§δp>R�

�q>Uδp�p�
d�fn�p�, fn�q�� �

ε

3
. (11)

Sind nun p >M beliebig, ε > R
�

und n0, δ gemäÿ (10), (11) gewählt, so folgt für

jedes q > Uδ�p�

d�f�p�, f�q�� B d�f�p�, fn0
�p�� � d�fn0

�p�, fn0
�q�� � d�fn0

�q�, f�q�� � ε.

✷

Aus 1.22 (ii), dem letzten Satz sowie 1.20 (i) ergibt sih unmittelbar das

folgende Korollar.

Korollar 1.29. Seien M ein niht-leerer topologisher und �X,d� ein vollstän-

diger fastmetrisher Raum.

Dann ist �C�M,X�, d
ª

S

C�M,X��C�M,X�� vollständig. ✷

Satz 1.30 (Fixpunktsatz von Banah). Seien X ein vollständiger metrisher

Raum, A ` X eine niht-leere abgeshlosssene Teilmenge und f � A � X eine

Abbildung mit folgenden Eigenshaften:

f ist kontrahierend, d.h. per de�nitionem

§C>�0,1��x,y>A d �f�x�, f�y�� B C d�x, y�, (12)

also insbes. stetig, und eine Selbstabbildung, d.h. per de�nitionem

f�A� ` A. (13)

Dann gilt:

(i) Es existiert genau ein x
�

> A mit f�x
�

� � x
�

.

(ii) Sind x0 > A beliebig gewählt und die Folge �xn�n>N rekursiv de�niert durh

�n>N xn�1 �� f�xn�, so gilt limn�ª xn � x
�

und darüber hinaus

�n>N d�xn, x�� B
Cn

1 �C
d�x0, x1�. (14)

Beweis. Wir zeigen zunähst:

�xn�n>N ist Cauhyfolge. (15)

[ Es gilt für alle n > N
�

d�xn, xn�1� � d �f�xn�1�, f�xn��
�12�
B C d �xn�1, xn�

�12�
B C2 d �xn�2, xn�1� B . . . B C

n d�x0, x1�,

also auh für m > N
�

14



d�xn, xn�m� B
m�1

Q

i�1

d�xn�i, xn�i�1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BCn�i d�x0,x1�

B

Cn

1 �C
d�x0, x1�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

, (16)

und hieraus folgt (15). ℄

Da X vollständig ist, folgt aus (15) die Existenz von x
�

> X mit

lim
n�ª

xn � x�,

und weil �xn�n>N eine Folge in der abgeshlossenen Menge A ist, gilt x
�

> A

nah Satz 1.11.

Die Gültigkeit von (14) folgt aus (16) durh Bildung des Grenzwertes für

m�ª.

Zum Nahweis des Satzes bleibt daher zu zeigen, daÿ x
�

die in (i) genannte

Eigenshaft hat:

Aus (12) folgt, daÿ f � A �X stetig ist, also gilt

x
�

� lim
n�ª

xn�1 � lim
n�ª

f�xn� � f�x��.

Sei x > A beliebig mit f�x� � x. Dann ergibt (12)

d�x
�

, x� � d �f�x
�

�, f�x�� B C
®

>�0,1�

d�x
�

, x�,

und dies ist nur im Falle d�x
�

, x� � 0, d.h. x � x
�

, möglih. ✷

De�nition 1.31 ((Cauhy-)Äquivalenz von Fastmetriken). Seien X eine Menge

und d, d̃ Fastmetriken auf X.

(i) d und d̃ heiÿen äquivalent genau dann, wenn der in 1.3 beshriebe Prozeÿ

für d und d̃ dieselbe Topologie liefert.

(ii) d und d̃ heiÿen Cauhy-äquivalent genau dann, wenn jede Cauhyfolge in

�X,d� eine Cauhyfolge in �X, d̃� ist und umgekehrt.

Satz 1.32. Seien X eine Menge und d, d̃ Fastmetriken auf X.

Sind d und d̃ Cauhy-äquivalent, so sind d und d̃ äquivalent.

Beweis. Bezeihnen T , ÇT die durh d, d̃ induzierten Topologien. Ohne Be-

shränkung der Allgemeinheit genügt es zu zeigen, daÿ gilt T `

Ç

T . Hierfür

wiederum ist nah (7) zu zeigen, daÿ

idX � �X, d̃� �� �X,d� (17)

stetig ist.

Sei x > X. Wir zeigen, daÿ (17) in x folgenstetig ist. Sei daher �xn�n>N eine

Folge in X, die bzgl. d̃ gegen x konvergiert. Dann konvergiert auh �yn�n>N,

de�niert durh

�n>N y2n �� xn , y2n�1 �� x,

bzgl. d̃ gegen x, ist also eine Cauhyfolge bzgl. d̃ und somit nah Voraussetzung

auh eine Cauhyfolge bzgl. d, die die gegen x konvergente Teilfolge �y2n�1�n>N
besitzt. Hieraus folgt o�enbar, daÿ �yn�n>N und damit auh die Teilfolge �xn�n>N
bzgl. d gegen x konvergiert. ✷
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Bemerkung. Durh

�x,y>R d�x, y� �� dR�arctan�x�,arctan�y�� � Sarctan�x� � arctan�y�S

wird eine Metrik d auf R de�niert, die zu dR äquivalent aber niht Cauhy-

äquivalent ist. Denn arctan� �R, d� � �� � π
2
, π
2
�, dR� ist eine Isometrie und somit

ebenso wie tan� ���π
2
, π
2
� , dR� � �R, dR� ein Homöoomorphismus, also ist auh

idR� �R, d� � �R, dR� ein Homöomorphismus

�R, d�
arctan
�� ���

π

2
,
π

2
� , dR�

tan
�� �R, dR�,

d.h. d und dR sind äquivalent. Der zu �R, d� isometrishe Raum
��
�

π
2
, π
2
� , dR�

ist aber im Gegensatz zu �R, dR� niht vollständig, d.h. d und dR sind niht

Cauhy-äquivalent.

Satz 1.33. Seien �X,d� ein fastmetrisher Raum und ϕ� �0,ª� � �0,1� de�-

niert durh

�t>�0,ª� ϕ�t� ��
t

1 � t
, ϕ�ª� �� lim

t�ª

t

1 � t
� 1.

Dann ist ϕ X d eine zu d (Cauhy-)äquivalente Metrik auf X.

Beweis. 1.) ϕ X d ist eine Metrik: Daÿ ϕ X d reellwertig ist, ist ebenso wie

(M1) und (M2) trivial. (M3) folgt o�enbar daraus, daÿ für alle t1, t2 > �0,ª�

ϕ�t1 � t2� �
t1 � t2

1 � t1 � t2
�

t1

1 � t1 � t2
�

t2

1 � t1 � t2
B

t1

1 � t1
�

t2

1 � t2
� ϕ�t1� � ϕ�t2�

und für alle t > �0,ª�

ϕ�t �ª� � ϕ�ª� � 1 B ϕ�t� � 1 � ϕ�t� � ϕ�ª�

gilt.

2.) Sei �xn�n>N eine Cauhyfolge bzgl. d, d.h.

�ε>R
�

§n0>N�n,m>N, n,mCn0
d�xn, xm� � ε. (18)

Wegen �t>�0,ª� ϕ�t� �
t

1�t
B t folgt hieraus

�ε>R
�

§n0>N�n,m>N, n,mCn0
�ϕ X d��xn, xm� � ε, (19)

d.h. �xn�n>N ist eine Cauhyfolge bzgl. ϕ X d.

3.) Sei �xn�n>N eine Cauhyfolge bzgl. ϕ X d, d.h. es gilt (19). Sei ε > R
�

.

Dann existiert gemäÿ (19) eine Zahl n0 > N derart, daÿ für alle n,m > N mit

n,m C n0 gilt

�ε>R
�

§n0>N�n,m>N, n,mCn0
�ϕ X d��xn, xm� � ϕ�ε� > �0,1�. (20)

ϕS
�0,ª�� �0,ª�� �0,1� ist di�erenzierbar mit �t>�0,ª� ϕ

�

�t� � 1
�1�t�2

A 0, also ist

ϕ� �0,ª� � �0,1� streng monoton wahsend und o�enbar bijektiv. Daher ist auh

ϕ�1� �0,1� � �0,ª� streng monoton wahsend, und aus (20) folgt die Gültigkeit

von (18), d.h. �xn�n>N ist eine Cauhyfolge bzgl. d. ✷
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Vervollständigung fastmetrisher Räume

De�nition 1.34 (Gleihmäÿige Stetigkeit). Seien X,Y fastmetrishe Räume,

wobei beide Fastmetriken mit d bezeihnet seien, und f � X � Y eine Abbildung.

f heiÿt gleihmäÿig stetig genau dann, wenn gilt

�ε>R
�

§δ>R
�

�x,x̃>X �d�x, x̃� � δÔ� d�f�x�, f�x̃�� � ε� .

Beispiel. Eine isometrishe Abbildung zwishen fastmetrishen Räumen ist

gleihmäÿig stetig.

Lemma 1.35. Sei �X,d� ein metrisher Raum.

Dann ist d� �X �X, d̃�� �R, dR�, wobei d̃ die Produktmetrik auf X �X und

dR die üblihe Metrik auf R bezeihne, gleihmäÿig stetig.

Beweis. Nah 1.2 gilt für alle �x, x̃�, �y, ỹ� > X �X

Sd�x, x̃� � d�y, ỹ�S B d�x, y� � d�x̃, ỹ� � d̃��x, x̃�, �y, ỹ��,

und hieraus ergibt sih die Behauptung. ✷

Satz 1.36 (Fortsetzungssatz gleihmäÿig stetiger Abbbildungen).

Vor.: Seien X,Y fastmetrishe Räume, wobei beide Fastmetriken mit d bezeih-

net seien, A `X und f � A� Y eine Abbildung mit

�

x>A
§U>UX�x,X� f SA9U ist gleihmäÿig stetig. (21)

Ferner sei Y vollständig.

Beh.: Es existiert genau eine stetige Abbildung f � A � Y mit f SA � f .

Beweis. 1.) Wenn eine Abbildung f wie in der Behauptung existiert, so muÿ

aus Stetigkeitsgründen

�

x>A
�

�xn�n>N>A
N, limn�ª xn�x

f�x� � lim
n�ª

f�xn
¯

>A

� (22)

gelten, d.h. f ist durh f eindeutig bestimmt. Beahte, daÿ nah 1.17 zu jedem

x > A eine gegen x konvergente Folge �xn�n>N in A existiert. Wir de�nieren f

durh (22) und haben zu zeigen, daÿ dies wohlde�niert ist. Es ist nahzuwei-

sen, daÿ zu �xn�n>N wie in (22) die Folge �f�xn��n>N in Y konvergiert und der

Grenzwert unabhängig von der speziellen Wahl der Folge �xn�n>N ist.

a) Seien x > A und �xn�n>N eine Folge in A, die gegen x konvergiert, insbe-

sondere ist �xn�n>N eine Cauhyfolge in A, d.h.

�δ>R
�

§n0>N�n,m>N, n,mCn0
d�xn, xm� � δ. (23)

Um zu zeigen, daÿ �f�xn��n>N in Y konvergiert, genügt es wegen der Vollstän-

digkeit von Y zu zeigen

�f�xn��n>N ist Cauhyfolge. (24)
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[ Zu (24): Sei ε > R
�

. Wegen (21) können wir ein δ > R
�

wählen derart, daÿ

gilt

�a,b>A �d�a, b� � δÔ� d�f�a�, f�b�� � ε� ,

also folgt aus (23) die Existenz einer Zahl n0 > N mit

�n,m>N �n,m C n0Ô� d�f�xn�, f�xm�� � ε�

und (24) ist gezeigt. ℄

b) Seien nun x > A und �xn�n>N, �x̃n�n>N Folgen in A, die beide gegen x

konvergieren. Dann wird durh

�n>N
˜̃x2n �� xn ,

˜̃x2n�1 �� x̃n

eine weitere Folge in A de�niert, die x als Grenzwert besitzt. Nah a) konvergiert

dann auh �f�˜̃xn��n>N in Y und somit jede Teilfolge von �f�˜̃xn��n>N gegen

denselben Grenzwert. Insbesondere ergibt sih limn�ª f�xn� � limn�ª f�x̃n�.

2.) Für das in 1.) de�nierte f gilt f SA � f , denn für jedes x > A besitzt die

konstante Folge vom Wert x die konstante Folge vom Wert f�x� als Bildfolge.

3.) Zu zeigen bleibt, daÿ f stetig ist. Seien x > A und ε > R
�

. Es existiert

eine Zahl δ > R
�

derart, daÿ

�a>A �d�a,x� � 2δ Ô� d�f�a�, f�x�� �
ε

2
� , (25)

denn andernfalls gäbe es eine Folge in A, die gegen x konvergiert, deren Bilder-

folge niht gegen f�x� konvergiert, im Widerspruh zu 1.).

Sei x̃ > A mit d�x, x̃� � δ.

Da x̃ ein Berührungspunkt von A ist, existiert eine Folge �x̃n�n>N in A mit

limn�ª x̃n � x̃, d.h. insbes.

§n1>N�n>N, nCn1
d�x̃n, x̃� � δ, (26)

und wegen 1.) (angewandt auf x̃ anstelle von x) gilt limn�ª f�x̃n� � f�x̃�, d.h.

insbes.

§n2>N�n>N, nCn2
d�f�x̃n�, f�x̃�� �

ε

2
. (27)

Nun gilt für n0 ��max�n1, n2� wegen der Voraussetzung an x̃ und (26)

d�x, x̃n0
� B d�x, x̃� � d�x̃, x̃n0

� � 2δ,

d.h. nah (25)

d�f�x̃n0
�, f�x�� �

ε

2
, (28)

und es ergibt sih aus (28), (27)

d�f�x�, f�x̃�� B d�f�x�, f�x̃n0
�� � d�f�x̃n0

�, f�x̃�� � ε.

Mit. 1.), 2.) und 3.) ist der Satz vollständig bewiesen. ✷
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Bemerkung. Die Bedingung (21) ist natürlih erfüllt, wenn f sogar gleihmäÿig

stetig ist. Der letzte Satz gilt dagegen niht, wenn man (21) durh die shwähere

Bedingung der Stetigkeit von f ersetzt. Z.B. läÿt sih

1
x
� R

�

� R niht auf

�0,ª�` R stetig fortsetzen.

Hauptsatz 1.37 (Vervollständigung (fast-)metrisher Räume).

Vor.: Sei �X,d� ein metrisher Raum.

Beh.: Es existiert ein metrisher Raum �

ÂX, Âd� mit folgenden Eigenshaften:

(i)

ÂX ist vollständig.

(ii) X `

ÂX und d � ÂdSX�X .

(iii) X �

ÂX, d.h. per de�nitionem X ist diht in

ÂX.

(iv) �

ÂX, Âd� mit (i) - (iii) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt, daher be-

zeihnet man �

ÂX, Âd� als �die� Vervollständigung von �X,d�.

Zusatz. Da ein fastmetrisher Raum X die disjunkte Vereinigung seiner Äqui-

valenzklassen bzgl. der Äquivalenzrelation �, wobei � durh

�x,y>X x � y �
� d�x, y� �ª

de�niert sei, welhes dann metrishe Räume sind, gilt der letzte Hauptsatz auh,

wenn man �metrish� jeweils durh �fastmetrish� ersetzt.

Beweis. Es sei X die Menge aller Cauhyfolgen in X. Auf X wird durh

�x��xn�n>N,y��yn�n>N>X x � y �
� �d�xn, yn��n>N ist Nullfolge

o�enbar eine Äquivalenzrelation � in X de�niert. Wir setzen

ÂX �� X~ �� ��x�
�

S x > X�

und fassen die o�enbar injektive Abbildung

ι� X �� ÂX, x z� �x�
�

,

wobei x für jedes x > X die konstante Folge vom Wert x bezeihne, als Inklusion

auf, d.h. �x>X ι�x� � x.

Zunähst gilt für alle x � �xn�n>N, x̃ � �x̃n�n>N,y � �yn�n>N, ỹ � �ỹn�n>N > X

�d�xn, yn��n>N konvergiert in R (bzgl. der üblihen Metrik dR), (29)

x � x̃ , y � ỹÔ� lim
n�ª

d�xn, yn� � lim
n�ª

d�x̃n, ỹn�. (30)

[ Zu (29): Da R vollständig ist, genügt es zu zeigen, daÿ �d�xn, yn��n>N eine

Cauhyfolge ist. Sei ε > R
�

. Da x,y Cauhyfolgen sind existiert n0 > N derart,

daÿ für alle n,m > N mit n,m C n0 gilt

d�xn, xm� �
ε

2
, d�yn, ym� �

ε

2
,
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also folgt aus 1.2

Sd�xn, yn� � d�xm, ym�S B d�xn, xm� � d�yn, ym� � ε.

Zu (30): Wegen x � x̃ und y � ỹ gilt

lim
n�ª

d�xn, x̃n� � 0 , lim
n�ª

d�yn, ỹn� � 0.

Erneute Anwendung von 1.2 ergibt für alle n > N

Sd�xn, yn� � d�x̃n, ỹn�S B d�xn, x̃n� � d�yn, ỹn�,

also folgt limn�ª d�xn, yn� � limn�ª d�x̃n, ỹn�. ℄

Wegen (29), (30) wird durh

�x��xn�n>N,y��yn�n>N>X
Âd��x�

�

, �y�
�

� �� lim
n�ª

d�xn, yn�

o�enbar eine Metrik auf

ÂX de�niert.

1

Damit ist (ii) bereits gezeigt.

Zu (i): Sei �x̂k�k>N eine Cauhyfolge in

ÂX , also gilt

�i>N§ki>N�k,l>N, k,lCki
Âd�x̂k, x̂l� �

1

i � 1
, (31)

und wir �xieren zu jedem i > N ein ki mit (31) und

�ki�i>N ist streng monoton wahsende Folge in N. (32)

Wir wählen zu k > N ein xk � �xk,n�n>N > X mit �xk�� � x̂k. Dann besagt (31)

�i,k,l>N, k,lCki§ni,k,l>N�n>N, nCni,k,l
d�xk,n, xl,n� �

1

i � 1
. (33)

Wir wählen zu i, k, l > N mit k, l C ki ein ni,k,l > N gemäÿ (33) und de�nieren für

alle i > N eine Folge �ni,j�j>N, jCi durh

�j>N, jCini,j ��max�ni,k,kj Sk > N , ki B k B kj�,

beahte, daÿ aus j C i wegen (32) folgt kj C ki. (33) ergibt nun (mit l � kj)

�i,j,k,n>N, jCi, kiBkBkj, nCni,j
d�xk,n, xkj ,n� �

1

i � 1
. (34)

Da xk � �xk,n�n>N für jedes k > N als Element von X eine Cauhyfolge in X

ist, können wir nah eventueller Vergröÿerung der ni,j erreihen, daÿ gilt

�i,j,k,n>N, jCi,nCni,j
d�xk,n, xk,ni,j

� �

1

i � 1
. (35)

und auÿerdem nah ggf. zusätzliher Vergröÿerung der nj,j

�nj,j�j>N ist streng monoton wahsende Folge in N. (36)

1

Auf X wird durh die entsprehende De�nition nur eine Halbmetrik de�niert. Eine Halb-

metrik de�niert man analog zu einer Metrik, indem man in (D1) nur �
� anstelle von ���

fordert.
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Wir zeigen:

x
ª

�� �xkj ,nj,j
�j>N > X. (37)

[ Zu (37): Seien ε > R
�

und j, l > N mit j C l A 2
ε
� 1. Dann gilt wegen

nj,j
�36�
C nl,l nah (35) (wähle dort i � l, j � l, k � kj , n � nj,j)

d�xkj ,nj,j
, xkj ,nl,l

� �

1

l � 1

und nah (34) (wähle dort i � l, j � l, k � kl, n � nl,l)

d�xkj ,nl,l
, xkl,nl,l

� �

1

l � 1
,

also auh

d�xkj ,nj,j
, xkl,nl,l

� B d�xkj ,nj,j
, xkj ,nl,l

� � d�xkj ,nl,l
, xkl,nl,l

� �

1

l � 1
�

1

l � 1
� ε,

d.h. x
ª

ist eine Cauhyfolge in X. ℄

Zum Beweis von �i� bleibt nahzuweisen, daÿ ��xk���k>N in �

ÂX, Âd� gegen

�x
ª

�

�

konvergiert, d.h. genau

lim
k�ª

lim
j�ª

d�xk,j, xkj ,nj,j
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

Âd��xk��,�xª���

� 0. (38)

[ Zu (38): Seien ε > R
�

und i > N mit i A 2
ε
� 1. Für jedes k > N ist �xk,j�j>N

eine Cauhyfolge in X, also existiert ji,k > N derart, daÿ gilt

�j,l>N, j,lCji,k d�xk,j, xk,l� �
1

i � 1
. (39)

Dann gilt für j > N mit j C ji,k nah (36) auh nj,j C ji,k und somit wegen (39)

d�xk,j, xk,nj,j
� �

1

i � 1

und wegen (34), falls zusätzlih ki B k B kj ,

d�xk,nj,j
, xkj ,nj,j

� �

1

i � 1
,

folglih

�j,k>N, jCji,k, kiBkBkj d�xk,j, xkj ,nj,j
� B d�xk,j, xk,nj,j

� � d�xk,nj,j
, xkj ,nj,j

� �

2

i � 1
.

Hieraus folgt für j �ª, d.h. nah (32) auh kj �ª,

�k>N, kCki lim
j�ª

d�xk,j, xkj ,nj,j
� B

2

i � 1
� ε,

und (38) ist bewiesen. ℄
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Zu (iii): Seien x � �xn�n>N > X und ε > R
�

beliebig. X 9 U
Âd
ε ��x��� x g ist zu

zeigen, d.h. die Existenz von x >X mit

Âd��x�
�

, �x�
�

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�limn�ª d�xn,x�

� ε.

Da �xn�n>N eine Cauhyfolge in X ist, existiert n0 > N derart, daÿ für alle

n,m > N mit n,m C n0 gilt d�xn, xm� �
ε
2
. Hieraus folgt für x �� xn0

�n>N, nCn0
d�xn, x� �

ε

2
,

also auh limn�ª d�xn, x� B
ε
2
� ε.

Zu (iv): Sei auh �

ÇX, Çd� ein metrisher Raum, der (i) - (iii) für �

ÇX, Çd� anstelle

von �

ÂX, Âd� erfüllt. Die Inklusionen ι� �X,d� � � ÂX, Âd� und ι̃� �X,d� � � ÇX, Çd� sind

nah (ii) isometrish, also Isometrien � und damit auh Bijektionen � auf ihr

Bild X � ι�X� � ι̃�X�. Dann ist auh

f �� ι̃ X �ι� X � ι�X��
�1
� �X,d�
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

`�

ÂX,Âd�

�� �

ÇX, Çd� eine isometrishe Abbildung, (40)

d.h. insbes. eine gleihmäÿge stetige Abbildung. �

ÇX, Çd� ist vollständig, und es

gilt X �

ÂX. Nah 1.36 läÿt sih f daher zu einer stetigen Abbildung

f � � ÂX, Âd� �� � ÇX, Çd�

fortsetzen. Wir behaupten:

f � � ÂX, Âd� �� � ÇX, Çd� ist eine isometrishe Abbildung. (41)

[ Zu (41): Seien x̂, ŷ >

ÂX. Wegen

ÂX � X existieren Folgen �xn�n>N, �yn�n>N

in X mit lim
Âd
n�ª xn � x̂ und lim

Âd
n�ª yn � ŷ. Aus Stetigkeitsgründen folgt dann

f�x̂� � lim
Çd
n�ª f�xn� � lim

Çd
n�ª f�xn�, f�ŷ� � lim

Çd
n�ª f�yn� � lim

Çd
n�ª f�yn�,

also mittels 1.35, angewandt auf

Çd, Âd,

Çd�f�x̂�, f�ŷ�� � lim
n�ª

Çd�f�xn�, f�yn��
�40�
� lim

n�ª

Âd�xn, yn� � Âd�x̂, ŷ�,

und (41) ist gezeigt. ℄

Wegen (41) bleibt zu zeigen, daÿ f surjektiv ist: Durh Vertaushung der

Rollen von ι und ι̃ erhält man eine stetige Fortsetzung g� � ÇX, Çd� �� � ÂX, Âd� von

g �� ι X �ι̃� X � ι̃�X��
�1
� �X,d�
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

`�

ÇX,Çd�

�� �

ÂX, Âd�.

Dann ist f X g� � ÇX, Çd� � �

ÇX, Çd� o�enbar ebenso wie id
ÇX
� �

ÇX, Çd� � �

ÇX, Çd� eine

stetige Fortsetzung der gleihmäÿig stetigen Abbildung

idX � �X,d�
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

`�

ÇX,Çd�

�� �

ÇX, Çd�.

Da X �

ÇX und �

ÇX, Çd� vollständig ist, ergibt sih aus 1.36 die Eindeutigkeit einer

solhen Fortsetzung, d.h. f X g � id
ÇX
. Somit muÿ f surjektiv sein. ✷
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Bemerkung. Der hier gegebene Beweis geht wesentlih auf G. Cantor zu-

rük. Er gab eine Konstruktion zur Vervollständigung der Menge der rationalen

Zahlen zu der der reellen Zahlen. F. Hausdorff verallgemeinerte diese Ideen

zum hier angegebenen Beweis. H. König hat einen weiteren Beweis gegeben, der

mehr �funktionalanalytishen Charakter� hat, siehe Übung 1.81. Letztgenannter

Beweis benötigt aber bereits die Vollständigkeit der Menge der reellen Zahlen.

Dies hat den Autor dieser Zeilen bewogen, den oben vorgeführten Beweis zu

präsentieren.

Kompakta und der Satz von Arzelà-Asoli

De�nition 1.38 ((Relative) Kompaktheit). Seien X ein topologisher Raum

und K eine Teimenge von X.

(i) K heiÿt kompakt genau dann, wenn jede Überdekung von K durh o�ene

Teilmengen von X eine endlihe Teilüberdekung besitzt; d.h. genauer:

Zu jeder Abbildung I � Top�X�, i ( Ui, einer beliebigen Menge I mit

�i>I Ui aK existieren endlih viele i1, . . . , ik > I mit Ui1 8 . . . 8Uik aK.

Es gilt:

K ist kompakt 
� Jede Überdekung von K durh

o�ene Teilmengen von K besitzt (42)

eine endlihe Teilüberdekung.

[ Zu (42): ��� Sei �Vi�i>I eine Überdekung vonK durh o�ene Teilmengen

des Teilraumes K von X. Nah De�nition der Teilraumtopologie existiert

für jedes i > I eine o�ene Menge Ui von X mit Vi � Ui 9 K. Dann ist

�Ui�i>I eine Überdekung von K durh o�ene Teilmengen von X, welhe

nah Voraussetzung eine endlihe Teilüberdekung Ui1 8 . . . 8 Uik a K

besitzt, und es gilt folglih auh Vi1 8 . . . 8 Vik aK.

�
� Sei �Ui�i>I eine Überdekung von K durh o�ene Teilmengen von

X. Dann ist �Ui 9K�i>I eine Überdekung von K durh o�ene Teilmen-

gen des Teilraumes K von X, welhe nah Voraussetzung eine endlihe

Teilüberdekung

�Ui1 9K� 8 . . . 8 �Uik 9K� aK

besitzt, d.h. �Ui1 8 . . . 8Uik� 9K aK.℄

(ii) K heiÿt relativ kompakt (i.Z. K ``X ) genau dann, wenn K kompakt ist.

Beispiel 1.39. Wir versehen Nmit der Topologie der ko�niten Mengen, d.h. per

de�nitionem, daÿ die ehten Teilmengen genau dann abgeshlossenen sind, wenn

sie endlih sind. Dieser topologishe Raum besitzt nur kompakte Teilmengen

(und ist somit selbst kompakt). Insbesondere müssen kompakte Teilmengen i.a.

niht abgeshlossen sein.

Seien nämlih M ` N und �Ui�i>I eine o�ene Überdekung von M . Ohne

Einshränkung gelte �i>I Ui x g. Fixiere i0 > I. Dann existieren k > N sowie

n1, . . . , nk > N mit Ui0 � N � �n1, . . . , nk�. Nah eventueller Umnumerierung der
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ni �nden wir l > �1, . . . , k� mit �n1, . . . , nl� ` M und �nl�1, . . . , nk� ` N �M .

Zu jedem j > �1, . . . , l� können wir ein ij > I mit nj > Uij wählen, und es gilt

�

l
i�0Uij aM .

Satz 1.40 (Äquivalente Charakterisierung der Kompaktheit). Es seien X ein

topologisher Raum und K eine Teilmenge von X. Dann sind die folgenden

beiden Aussagen äquivalent:

(i) K ist kompakt.

(ii) Jedes zentrierte System in K abgeshlossener Mengen besitzt einen niht-

leeren Shnitt, dabei heiÿt eine Familie �Ai�i>I von Teilmengen von X,

wobei I eine beliebige Menge sei, zentriertes System genau dann, wenn

für jede endlihe Teilmenge I0 von I gilt:

�

i>I0

Ai x g.

Beweis. �(i)� (ii)� Seien alsoK kompakt, I eine beliebige Menge und �Ai�i>I

ein zentriertes System in K abgeshlossener Mengen. Wäre

�i>I Ai � g, so folgte

K � K � �

�i>I Ai� � �i>I �K �Ai�, also existierte wegen (i) und der O�enheit

von K �Ai in K für jedes i > I eine endlihe Teilmenge I0 von I mit

K �

�

i>I0

�K �Ai� �K � �

�

i>I0

Ai� ,

d.h.

�i>I0 Ai � g, Widerspruh!

�(ii) � (i)� Gelte (ii), und angenommen, K ist niht kompakt. Dann exi-

stiert eine Überdekung �Ui�i>I durh o�ene Mengen von K, die keine endlihe

Teilüberdekung besitzt, und es gilt

g �K � �

�

i>I

Ui� ��

i>I

�K �Ui�

sowie für jede endlihe Teilmenge I0 von I

g xK � �

�

i>I0

Ui� � �

i>I0

�K �Ui� ,

im Widerspruh zu (ii), da K �Ui für jedes i > I abgeshlossen in K ist. ✷

Satz 1.41. Seien X ein topologisher Raum und K ` X eine kompakte Teil-

menge von X. Dann gilt:

(i) Ist A eine abgeshlossene Teilmenge von X mit A `K, so ist A kompakt.

(ii) Ist X zusätzlih hausdor�sh, so ist K abgeshlossen in X.

Beweis. Zu (i): Sei �Ui�i>I eine Überdekung von A durh o�ene Teilmengen

von X. Dann ist �Ui�i>I zusammen mit der o�enen Menge X � A eine o�ene

Überdekung von K (sogar von X). Wegen der Kompaktheit von K existieren

daher endlih viele i1, . . . , ik > I mit

K ` Ui1 8 . . . 8Uik 8 �M �A�,
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also gilt auh (wegen A `K)

A ` Ui1 8 . . . 8Uik .

Damit ist die Kompaktheit von A gezeigt.

Zu (ii): Wir zeigen

�x>X�K§Wx>U
X

�x,X�Wx `X �K. (43)

Aus (43) folgt o�enbar X �K �

�x>X�KWx, und diese Menge ist o�en in X,

d.h. es gilt (ii).

Zu (43): Sei x > X �K fest gewählt. Da X hausdor�sh ist, existieren zu

jedem y >K

Uy > U
X

�x,X� und Vy > U
X

�y,X�

mit Uy 9 Vy � g.

�Vy�y>K ist eine Überdekung von K durh o�ene Teilmengen von X. Wegen

der Kompaktheit von K existieren daher endlih viele Punkte y1, . . . , yk >K mit

K `

�

k
i�1 Vyi .

Dann gilt Wx �� �
k
i�1Uyi > U

X

�x,X� und V ��

�

k
i�1 Vyi ist eine o�ene Ober-

menge von K mit

V 9Wx � �

k

�

i�1

Vyi� 9Wx �

k

�

i�1

�Vyi 9 Wx
°

`Uyi

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

`Vyi
9Uyi

�g

� � g,

also gilt (43). ✷

Korollar 1.42. Seien X ein Hausdor�-Raum und K ` X eine kompakte Teil-

menge von X.

Dann gilt �x>X�K§U>UX�x,X�§V >Top�X�, V aK U 9 V � g.

Beweis. Mit U �� Wx und V wie im Beweis von (43) ergibt dieser die Be-

hauptung. ✷

Satz 1.43. Seien X ein topologisher Raum, I eine beliebige Menge und Ki `X

für jedes i > I kompakt. Dann gilt:

(i) X hausdor�sh Ô�

�

i>I

Ki ist kompakt.

(ii) #I �ªÔ�
�

i>I

Ki kompakt.

Beweis. (ii) ist klar, wir beweisen (i): Da X hausdor�sh ist, ist Ki für jedes

i > I nah 1.41 (ii) abgeshlossen, also ist auh

�i>IKi abgeshlossen. Ferner

ist

�i>IKi eine Teilmenge des Kompaktums Ki0 , wobei i0 > I beliebig sei, und

somit nah 1.41 (i) kompakt. ✷

Satz 1.44 (Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen). Seien X,Y topologishe

Räume, K eine kompakte Teilmenge von X und f � X � Y eine stetige Abbil-

dung.

Dann ist f�K� eine kompakte Teilmenge von Y .
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Beweis. Sei �Vi�i>I eine Überdekung von f�K� durh o�ene Teilmengen

von Y . Wegen der Stetigkeit von f ist Ui �� f
1
�Vi� für jedes i > I eine o�ene

Teilmenge von X, und es gilt

�

i>i

Ui ��

i>I

f
1
�Vi� � f

1
�

�

i>I

Vi� a f
1
�f�K�� aK.

Daher ist �Ui�i>I eine Überdekung von K durh o�ene Teilmengen von X.

Wegen der Kompaktheit von K existieren i1, . . . , ik > I mit

Ui1 8 . . . 8Uik aK,

also gilt auh

Vi1 8 . . . 8 Vik a f�Ui1� 8 . . . 8 f�Uik� � f�Ui1 8 . . . 8Uik� a f�K�,

d.h. f�K� ist kompakt. ✷

Satz 1.45.

Vor.: Seien f � X � Y eine bijektive stetige Abbildung zwishen topologishen

Räumen. Zusätzlih sei X kompakt und Y hausdor�sh.

Beh.: f ist ein Homöomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist, daÿ f�1� Y � X stetig ist. Hierzu sei A ` X eine

beliebige abgeshlossene Teilmenge von X. Nah (8) genügt es zu zeigen, daÿ

dann auh das Urbild von A unter f�1 eine abgeshlossene Teilmenge von Y ist.

Dieses Urbild ist gleih

�y > Y Sf�1�y� > A�
f bij.

� f�A�.

Wegen der Kompaktheit von X ist A nah 1.41 (i) eine kompakte Teilmenge von

X, also ist nah 1.44 f�A� eine kompakte Teilmenge von Y . Aus der Hausdor�-

Eigenshaft von Y folgt shlieÿlih mit 1.41 (ii), daÿ f�A� eine abgeshlossene

Teilmenge von Y ist. ✷

Satz 1.46 (Satz von Dini). Seien X ein kompakter topologisher Raum und

�fn�n>N eine monoton wahsende (bzw. fallende) Folge in C�X,R�, wobei R mit

der Standardmetrik dR versehen sei, die punktweise gegen f > C�X,R� konver-

giert.

Dann konvergiert �fn�n>N gleihmäÿig gegen f .

Beweis. Wir führen den Beweis nur für denn Fall, daÿ �fn�n>N monoton

wahsend ist. (Hieraus folgt durh Übergang von �fn�n>N und f zu ��fn�n>N
und �f nämlih die Behauptung im anderen Falle.) Es gilt also

�n,m>NmCn 0 B f � fm B f � fn. (44)

Sei ε > R
�

. Für jedes n > N ist f � fn� X � R stetig, also ist

Un �� �x > X S Sf � fnS�x� � ε� (45)
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als Urbild von ��ε, ε� unter f�fn eine inX o�ene Menge. Wegen der punktweisen

Konvergenz von �fn�n>N gegen f bildet �Un�n>N somit eine o�ene Überdekung

des Kompaktums X. Folglih existieren endlih viele n1, . . . , nk > N mit

X �

n

�

i�1

Uni
.

Wegen (44) gilt aber �n>NUn ` Un�1, d.h.

X � Un0
mit n0 ��max�n1, . . . , nk�,

also nah (45)

�x>X Sf � fn0
S�x� � ε,

woraus sih mit (44) ergibt: �mCn0
�x>X Sf � fmS�x� � ε. ✷

De�nition 1.47 (Folgenkompaktheit). Seien X ein topologisher Raum und

K eine Teilmenge von X.

K heiÿt folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge in K eine in K konver-

gente Teilfolge besitzt.

De�nition 1.48 (Präkompaktheit). Seien X ein fastmetrisher Raum und K

eine Teilmenge von X.

K heiÿt präkompakt :
� �ε>R
�

§x1,...,xk>KK `

�

k
i�1Uε�xi�.

Satz 1.49. Seien X ein fastmetrisher Raum und K eine Teilmenge von X.

Dann gilt:

(i) K kompakt Ô� K präkompakt.

(ii) K präkompakt 
� K präkompakt.

(iii) K relativ kompakt Ô� K präkompakt.

Beweis. Zu (i): Sei ε > R
�

. Dann ist �Uε�x��x>K eine o�ene Überdekung

der nah Voraussetzung kompakten Menge K, also existieren x1, . . . , xk >K mit

K `

�

k
i�1Uε�xi�.

Zu (ii): ��� Sei ε > R
�

. Dann existieren nah Voraussetzung der linken Seite

x1, . . . , xk >K mit K `

�

k
i�1U ε

2

�xi�, also gilt K `

�

k
i�1U ε

2

�xi�, und �
k
i�1U ε

2

�xi�

ist als Vereinigung endlih vieler abgeshlossener Mengen selbst abgeshlossen.

Da K die kleinste abgeshlossene Obermenge von K ist, folgt

K `

k

�

i�1

U ε
2

�xi� `
k

�

i�1

Uε�xi�.

�
� Sei ε > R
�

. Dann existieren nah Voraussetzung der rehten Seite

x̃1, . . . , x̃k >K mit K `

�

k
i�1U ε

2

�x̃i�. Wähle zu jedem i > �1, . . . , k� ein

xi >K mit d�x̃i, xi� �
ε

2
.

Folglih gilt für alle x > U ε
2

�x̃i�

d�x,xi� � d�x, x̃i� � d�x̃i, xi� � ε,

d.h. U ε
2

�x̃i� ` Uε�xi�. Daher ergibt sih K `K `

�

k
i�1U ε

2

�x̃i� ` �
k
i�1Uε�xi�.

Zu (iii): Wegen (ii) genügt es zu zeigen, daÿ die nah Voraussetzung kom-

pakte Menge K präkompakt ist, und dies gilt nah (i). ✷
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Hauptsatz 1.50. Seien X ein fastmetrisher Raum und K eine Teilmenge von

X. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise äquivalent:

(i) K ist kompakt.

(ii) K ist folgenkompakt

(iii) K ist präkompakt und vollständig.

Beweis. �(i)� (ii)� Angenommen, K ist niht folgenkompakt. Dann existiert

eine Folge �xn�n>N in K derart, daÿ keine ihrer Teilfolgen gegen ein Element von

K konvergiert. Wir behaupten

�y>K§ε>R
�

#�r > N Sxr > Uε�y�� �ª. (46)

[ Zu (46): Angenommen, es existiert y >K mit

�ε>R
�

#�r > N Sxr > Uε�y�� �ª. (47)

Wir de�nieren dann rekursiv eine Teilfolge �in�n>N von �n�n>N durh

i0 ��min �r > N Sxr > U1�y��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�47�

x g

und

�n>N in�1 ��min �r > N S r A in , xr > U 1

n�2
�y��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�47�

x g

.

Dann ist �xin�n>N eine Teilfolge von �xn�n>N, und wegen xin > U 1

n�1
�y� für alle

n > N konvergiert diese Teilfolge gegen y >K im Widerspruh zu oben. ℄

Zu jedem y >K können wir gemäÿ (46) eine Zahl εy > R�

wählen mit

#�r > N Sxr > Uεq�y�� �ª. (48)

Dann ist
�Uεy�y��y>K eine o�ene Überdekung von K. Wegen der Kompaktheit

von K existieren endlih viele Punkte y1, . . . , ym >K mit

K `

m

�

j�1

Uεyj
�yj�.

Hieraus folgt

N �

m

�

j�1

�r > N Sxr > Uεyj
�yj��,

und die rehte Seite ist nah (48) eine endlihe Menge, im Widerspruh dazu,

daÿ N bekanntlih eine unendlihe Menge ist.

�(ii) � (iii)� 1.) Zur Präkompaktheit: Ohne Beshränkung sei der Allge-

meinheit K x g. Wir bezeihnen mit

ÇP�K� ` P�K� die Menge aller endlihen

niht-leeren Teilmengen von K.
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Angenommen, K ist niht präkompakt, d.h. es existiert ε > R
�

mit

�

M>

ÇP�K� K Ø

�

x>M

Uε�x�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�K�

�x>M Uε�x�xg

.

Nah dem Auswahlaxiom existiert dann eine Abbildung ϕ� ÇP�K� �K mit

�M>

ÇP�K�ϕ�M� >K �

�

x>M

Uε�x�. (49)

Wir wählen x0 >K und de�nieren rekursiv

�n>N xn�1 �� ϕ��x0, . . . , xn�� >K. (50)

Dann ist �xn�n>N eine Folge in K, und es gilt

�j,k>N �j � kÔ� d�pj , pk� C ε� . (51)

[ Denn für j � k gilt j B k � 1 und daher

xk
�50�
� ϕ��x0, . . . , xk�1��

�49�
> �K �

k�1

�

i�0

Uε�xi�� `K �Uε�xj�,

also d�xk, xj� C ε. ℄

Aufgrund der Folgenkompaktheit von K können wir ohne Beshränkung der

Allgemeinheit annehmen, daÿ x >K mit limn�ª xn � x existiert. Dann existiert

ein n0 > N mit

�n>N, nCn0
d�xn, x� �

ε

2
,

also auh

�m,n>N, n0Bn�m d�xn, xm� B d�xn, x� � d�x,xm� � ε,

im Widerspruh zu (51).

2.) Zur Vollständigkeit: Sei �xn�n>N eine Cauhyfolge in K. Da K folgen-

kompakt ist, existieren eine Teilfolge �xin�n>N von �xn�n>N und x >K mit

lim
n�ª

xin � x,

und wir behaupten, daÿ auh �xn�n>N gegen x konvergiert.

Hierzu sei ε > R
�

. Da �xn�n>N eine Cauhyfolge ist, so existiert n0 > N mit

�n,m>N,n,mCn0
d�xn, xm� �

ε

2
.

Es existiert weiter m0 > N derart, daÿ gilt

�m>N,mCm0
im C n0 , d�xim , x� �

ε

2
.

Somit ergibt sih für jedes n,m > N mit n C n0 und m Cm0

d�xn, x� B d�xn, xim� � d�xim , p� � ε,

womit die Behauptung bewiesen ist.
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�(iii)� (i)� Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei K x g, und angenom-

men, K ist niht kompakt. Dann existiert eine o�ene Überdekung �Ui�i>I von

K derart, daÿ gilt

�I0`I �#I0 �ªÔ�K Ø

�

i>I0

Ui� . (52)

Wir de�nieren rekursiv eine Folge �Kn�n>N niht-leerer Teilmengen von K der-

art, daÿ für alle n > N

n > N
�

Ô�Kn `Kn�1, (53)

sup�d�x, x̃� Sx, x̃ >Kn� B
1

n
���ª, falls n � 0�, (54)

�I0`I �#I0 �ªÔ�Kn Ø

�

i>I0

Ui� (55)

gilt, wie folgt:

K0 �� K erfüllt (53) - (55) für n � 0, denn die erste dieser Aussagen ist für

n � 0 leer, die zweite trivial, und die dritte gilt nah (52).

Seien n > N und K0, . . . ,Kn bereits de�niert. Wegen der Präkompaktheit

von K existieren x1, . . . , xk >K mit

K `

k

�

j�1

U 1

2�n�1�
�xj�.

Setze Kn�1,j ��Kn 9U 1

2�n�1�
�xj� für j > �1, . . . , k�. Dann gilt wegen Kn `K

Kn �

k

�

j�1

Kn�1,j (56)

sowie (53), (54) für n � 1 mit Kn�1,j anstelle von Kn�1 für alle j > �1, . . . , k�.

Wir zeigen

§j0>�1,...,k��Ij0`I

�

�

#Ij0 �ªÔ�Kn�1,j0 Ø �

i>Ij0

Ui

�

�

, (57)

d.h. Kn�1 ��Kn�1,j0 erfüllt (53) - (55) für n � 1.

[ Angenommen, (57) ist falsh, d.h.

�j>�1,...,k�§Ij`I

�

�

#Ij �ª , Kn�1,j ` �

i>Ij

Ui

�

�

.

Dann ist I0 �� �
k
j�1 Ij eine endlihe Menge, und es gilt

Kn
�56�
�

k

�

j�1

Kn�1,j ` �

i>I0

Ui,

im Widerspruh zu (55) für n. ℄
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Wähle nun zu jedem n > N ein xn > Kn. Wegen (53), (54) ist �xn�n>N dann

o�enbar eine Cauhyfolge in K `

�i>I Ui. Da K vollständig ist, existieren x >K

und i0 > I derart, daÿ gilt

lim
n�ª

xn � x > Ui0 . (58)

Ui0 ist o�en, also existiert eine Zahl ε > R
�

mit

U2ε�x� ` Ui0 , (59)

und wegen (58) existiert n0 > N mit

�n>N, nCn0
d�xn, x� � ε. (60)

Sei shlieÿlih n > N
�

mit n C n0 und
1
n
� ε. Wir zeigen

Kn ` Ui0 ,

womit ein Widerspruh zu (55) hergeleitet ist. Sei also y > Kn beliebig. Dann

gilt

d�y,x� B d�y,xn� � d�xn, x�
�54�,�60�

�

1

n
� ε � 2ε,

y > U2ε�x�
�59�
` Ui0 . ✷

Korollar 1.51. Seien X ein fastmetrisher Raum und K eine Teilmenge von

X. Dann gilt:

K präkompakt und K vollständig Ô� K relativ kompakt.

Beweis. Das Korollar folgt sofort aus 1.49 (ii) und 1.50. ✷

Satz 1.52.

Vor.: Seien X,Y fastmetrishe Räume und f � X � Y eine stetige Abbildung.

Ferner sei X kompakt.

Beh.: f stetig 
� f gleihmäÿig stetig.

Beweis. �
� ist trivial.

��� Angenommen, f ist niht gleihmäÿig stetig. Dann gibt es eine Zahl

ε > R
�

derart, daÿ gilt

�δ>R
�

§x,x̃>X �d�x, x̃� � δ , d�f�x�, f�x̃�� C ε� .

Hieraus folgt die Existenz von Folgen �xn�n>N, �x̃n�n>N in X mit

�n>N d�xn, x̃n� �
1

n � 1
, d�f�xn�, f�x̃n�� C ε. (61)

X ist als Kompaktum folgenkompakt, also besitzt �xn�n>N eine etwa gegen

x > X konvergente Teilfolge �xin�n>N. Aus �n>N d�xin , x̃in� �

1
in�1

folgt dann

wegen

d�x̃in , x� B d�x̃in , xin� � d�xin , x�,
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daÿ auh �x̃in�n>N gegen x konvergiert, also ergibt die Stetigkeit von f in x

lim
n�ª

f�xin� � f�x� � lim
n�ª

f�x̃in�,

d.h.

lim
n�ª

d�f�xin�, f�x̃in��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Bd�f�xin �,f�x���d�f�x�,f�x̃in ��

� 0,

im Widerspruh zu (61). ✷

De�nition 1.53. Seien X ein fastmetrisher Raum und A eine niht-leere Teil-

menge von X. Wir de�nieren den Durhmesser von A als

diam�A� �� sup�d�x, y� Sx, y > A� > �0,ª�

und nennen A beshränkt , falls diam�A� �ª gilt. Zusätzlih de�nieren wir die

leere Menge als beshränkt.

Bemerkung. Für eine Teilmenge A eines fastmetrishen Raumes X gilt

A beshränkt
� §x>X§C>R
�

�y>A d�x, y� B C,

denn ��� ist trivial und �
� folgt aus der Dreieksungleihung.

Satz 1.54. Seien X ein metrisher Raum und K eine Teilmenge von X. Dann

gilt:

K kompakt Ô� K beshränkt.

Beweis. Wäre K niht beshränkt, so existierten Folgen �xn�n>N, �yn�n>N in

K mit limn�ª d�xn, yn� �ª. Da K kompakt und somit folgenkompakt ist, kön-

nen wir zunähst ohne Beshränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ �xn�n>N
gegen ein x >K konvergiert, denn andernfalls ersetzen wir �xn�n>N durh eine in

K konvergente Teilfolge. Sodann können ebenfalls wir annehmen, daÿ �yn�n>N
gegen ein y >K konvergiert. Nun folgt für jedes n > N

d�xn, yn� B d�xn, x� � d�x, y� � d�y, yn�
n�ª
�� d�x, y� �ª,

im Widerspruh zu limn�ª d�xn, yn� �ª. ✷

Satz 1.55 (von Weierstraÿ).

Vor.: Seien X ein topologisher Raum, K eine niht-leere kompakte Teilmenge

von X und f � X � R eine stetige Abbildung, wobei wir R mit der üblihen Metrik

dR versehen.

Beh.: f nimmt auf K ein Maximum und ein Minimum an.

Beweis. K ist kompakt und f stetig, also ist nah 1.44 f�K� eine kompakte

Teilmenge von R, die dann nah 1.54 und 1.41 (ii) beshränkt und abgeshlossen

ist. Hieraus folgt o�enbar die Behauptung. ✷

De�nition 1.56 (Gleihgradige Stetigkeit). Seien X ein topologisher Raum,

Y ein fastmetrisher Raum und F ` Y X
.
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(i) Sei x > X. F heiÿt gleihgradig stetig in x genau dann, wenn gilt

�ε>R
�

§U>UX�x,X��f>F f�U� ` Uε�f�x��.

(ii) F heiÿt gleihgradig stetig �
� �x>X F gleihgradig stetig in x.

Beispiel. � xn
¯

��fn

S

�0,1� Sn > N� ist in allen t > �0,1� gleihgradig stetig, niht aber

im Punkte 1.

Beweisskizze. 1.) Für die erste Aussage genügt es zu zeigen, daÿ

�fnS
�0,C� Sn > N�

für alle C > �0,1� gleihgradig stetig ist. Dies wiederum ergibt sih aus

L �� sup�Yfn
�

Y

ª

Sn > N� �ª, (62)

wobei

Yfn
�

Y

ª

�� sup�Sfn
�

�t�S S t > �0,C�� � nCn�1,

denn dann folgt aus dem Mittelwertsatz

�n>N�t,t0>�0,C� Sfn�t� � fn�t0�S B L St � t0S,

und für jedes t0 > �0,C� sowie ε > R�

gilt

�n>N�t>�0,C� �St � t0S �
ε

L
Ô� Sfn�t� � fn�t0�S � ε� .

Zum Nahweis von (62) zeigt man, daÿ die Funktion g �� xCx�1
S

�0,ª� in �

1
ln�c�

ein globales Maximum besitzt.

2.) Die zweite Aussage folgt daraus, daÿ �fnS
�0,1��n>N punktweise gegen die

konstante Funktion vom Wert 0 konvergiert und �n>N fn�1� � 1 gilt. ✷

Bemerkung. Eine Abbildung f � X � Y zwishen fastmetrishen Räumen heiÿt

Lipshitz-stetig , wenn §L>R�x,x̃>X d�f�x�, f�x̃�� B Ld�x, x̃� gilt. Solhe Abbil-

dungen sind o�enbar gleihmäÿig stetig.

Satz 1.57. Seien X ein kompakter topologisher Raum, Y ein fastmetrisher

Raum, �fn�n>N eine Folge in C�X,Y � und f > Y X
.

Dann konvergiert �fn�n>N genau dann gleihmäÿig gegen f , wenn �fn�n>N
punktweise gegen f konvergiert und �fn Sn > N� gleihgradig stetig ist.

Beweis. ��� Trivialerweise ist nur zu zeigen, daÿ �fn Sn > N� gleihgradig

stetig ist. Seien hierzu x0 > X und ε > R
�

. Da �fn Sn > N� gleihmäÿig gegen f

konvergiert, existiert zum einen n0 > N derart, daÿ gilt

�n>N, nCn0
�x>X d�fn�x�, f�x�� �

ε

3
,

und zum anderen ist wegen der Stetigkeit von fn für jedes n > N auh f stetig,

insbes. in x0. Daher gibt es ein U > U

X

�x0,X� mit

�x>U d�f�x�, f�x0�� �
ε

3
,
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und es folgt für alle n > N mit n C n0 sowie jedes x > U

d�fn�x�, fn�x0�� B d�fn�x�, f�x�� � d�f�x�, f�x0�� � d�f�x0�, fn�x0�� � ε.

Damit ist gezeigt, daÿ �fn Sn > N , n C n0� in x0 gleihgradig stetig ist. Die

Hinzunahme der endlih vielen in x0 stetigen Abbildungen f0, . . . , fn0�1 spielt

o�enbar im Bezug auf die gleihgradige Stetigkeit in x0 keine Rolle.

�
� Sei ε > R
�

. Da �fn Sn > N� gleihgradig stetig ist, existiert zu jedem

x0 >X ein Ux0
> U

X

�x0,X� derart, daÿ gilt

�n>N�x>Ux0
d�fn�x�, fn�x0�� �

ε

3
, (63)

also aufgrund der punktweisen Konvergenz von �fn�n>N gegen f auh

�x>Ux0
d�f�x�, f�x0�� B

ε

3
, (64)

beahte, daÿ d auf Uε�fn�x0�� und Uε�f�x�� eine Metrik und damit stetig ist.

�Ux�x>X ist eine o�ene Überdekung des Kompaktums X, also existieren

x1, . . . , xk > X mit

k

�

i�1

Uxi
�X. (65)

Für i > �1, . . . , k� konvergiert �fn�xi��n>N nah Voraussetzung der rehten Seite

gegen f�xi�, und wir können o�enbar ein (gemeinsames) n0 > N wählen so, daÿ

gilt

�i>�1,...,k��n>N, nCn0
d�fn�xi�, f�xi�� �

ε

3
. (66)

Sei nun x >X beliebig. Wegen (65) existiert i > �1, . . . , k� mit x > Uxi
. Dann

gilt für alle n > N mit n C n0

d�fn�x�, f�x�� B d�fn�x�, fn�xi��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�63�

�

ε
3

�d�fn�xi�, f�xi��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�66�

�

ε
3

�d�f�xi�, f�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�64�

B

ε
3

� ε,

d.h. die linke Seite ist gezeigt. ✷

Hauptsatz 1.58 (Satz von Arzelà-Asoli).

Vor.: Seien X ein kompakter topologisher Raum, �Y,d� ein fastmetrisher

Raum und H eine niht-leere Teilmenge von C�X,Y �. Wir versehen C�X,Y �

mit der Fastmetrik d
ª

. (Ist d sogar eine Metrik, so folgt aus 1.55 wegen der

Kompaktheit von X und der Stetigkeit von d, vgl. 1.35, daÿ d
ª

eine Metrik auf

C�X,Y � ist.)

Beh.: Die folgenden Aussagen sind paarweise äquivalent:

(i) H ist gleihgradig stetig und alle Orbiten sind relativ kompakte Teimengen

von Y , letzteres bedeutet

�x>XH�x� �� �f�x� Sf >H� `` Y. (67)

(ii) H `` C�X,Y �.

(iii) Jede Folge �fn�n>N in H besitzt eine Teilfolge die gleihmäÿig gegen eine

stetige Abbildung f � X � Y konvergiert.
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Beweis. �(i) � (ii)� Wegen 1.51 haben wir zu zeigen

H präkompakt, (68)

H vollständig. (69)

Zu (68): Sei ε > R
�

. Wegen der gleihgradigen Stetigkeit von H existiert zu

jedem x0 > X ein Ux0
> U

X

�x0,X� mit

�f>H f�Ux0
� ` U ε

5

�f�x0��, (70)

und �Ux�x>X ist eine o�ene Überdekung des Kompaktums X. Daher gibt es

x1, . . . , xk > X derart, daÿ gilt

X �

k

�

i�1

Uxi
. (71)

Wir de�nieren

K ��

k

�

i�1

H�xi� `
k

�

i�1

H�xi�.

Dann ist K eine abgeshlossene Teilmenge der nah Voraussetzung von (i) kom-

pakten Menge

�

k
i�1H�xi�, denn �

k
i�1H�xi� ist eine abgshlossene Obermenge

von K und K ist die kleinste solhe. Aus 1.41 (i) folgt die Kompaktheit von

K, d.h. K ist relativ kompakt und somit nah 1.49 (iii) präkompakt. Daher

existieren y1, . . . , yl > Y mit

k

�

i�1

H�xi� �K `

l

�

j�1

U ε
5

�yj�. (72)

Wir betrahten nun die endlihe Menge von Abbildung

Φ �� �1, . . . , l��1,...,k�

(der Mähtigkeit lk, falls H x g) und für jedes ϕ > Φ

Hϕ �� �f >H S�i>�1,...,k� f�xi� ` U ε
5

�yϕ�i���. (73)

Dann gilt

H �

�

ϕ>Φ

Hϕ, (74)

denn �a� ist trivial und �`� folgt daraus, daÿ nah (72) für jedes i > �1, . . . , k�

sowie f >H

f�xi� >
l

�

j�1

U ε
5

�yj�

gilt, also ein ϕ > Φ mit

�i>�1,...,k� f�xi� ` U ε
5

�yϕ�i��

existiert. (De�niere ϕ durh �i>�1,...,k�ϕ�i� � j, wobei f�xi� > U ε
5

�yj�.)
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Wir behaupten

�ϕ>Φ �f,g>Hϕ dª�f, g� � ε. (75)

[ Zu (75): Seien ϕ > Φ, f, g > Hϕ und x > X beliebig. Dann existiert nah

(71) ein i > �1, . . . , k� mit x > Uxi
, und es gilt

d�f�x�, g�x��

B d�f�x�, f�xi��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�70�

�

ε
5

�d�f�xi�, yϕ�i��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�73�

�

ε
5

�d�yϕ�i�, g�xi��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�73�

�

ε
5

�d�g�xi�, g�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�70�

�

ε
5

�

4ε

5
,

also d
ª

�f, g� B 4ε
5
� ε. ℄

Nun ist Φ0 �� �ϕ > Φ SHϕ x g� mit Φ eine endlihe Menge. Zu jedem ϕ > Φ0

existiert ein fϕ >Hϕ, und es gilt nah (75)

Hϕ ` Ud
ª

ε �fϕ�,

also nah (74)

H `

�

ϕ>Φ0

Ud
ª

ε �fϕ�,

womit die Präkompaktheit von H gezeigt ist.

Zu (69): Für jedes x >X ist die Evaluationsbbildung

Ex� C�X,Y � �� Y, f z� f�x�,

gleihmäÿig setig, denn für alle ε > R
�

gilt mit δ �� ε

�f,g>C�X,Y � �dª�f, g� � δÔ� d�f�x�, g�x�� � ε� .

Hieraus folgt � auh ohne die Voraussetzungen von (i) �

�x>XH�x� � �f�x� Sf >H� � Ex�H� `H�x�. (76)

[ Zur letzten Inklusion in (76): Seien x > X und f > H. Dann existiert eine

Folge �fn�n>N aus H, die bzgl. d
ª

gegen f konvergiert. Da Ex stetig (sogar

gleihmäÿig stetig) ist, konvergiert auh die Folge �fn�x��n>N aus H�x� bzgl. d

gegen f�x�, d.h. f�x� >H�x�. ℄

Es sei �fn�n>N eine Cauhyfolge in H. Für jedes x > X ist Ex gleihmäÿig

stetig, also ist o�enbar auh �fn�x��n>N eine Cauhyfolge in Ex�H�
�76�
` H�x�.

Nah Voraussetzung von (i) ist H�x� kompakt, also vollständig, d.h. �fn�x��n>N
konvergiert in H�x� (bzgl. d). Wir setzen

f�x� �� lim
n�ª

fn�x� >H�x� ` Y.

Wegen der Beliebigkeit von x > X ist somit eine Abbildung f � X � Y de�niert.

Wir behaupten

�fn�n>N konvergiert in Y X
(bzgl. d

ª

). (77)
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[ Zu (77): Sei ε > R
�

. �fn�n>N ist eine Cauhyfolge, also existiert n0 > N

derart, daÿ gilt

�n,m>N, n,mCn0
d
ª

�fn, fm� �
ε

2
,

d.h.

�n,m>N, n,mCn0
�x>X dª�fn�x�, fm�x�

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

m�ª
�� f�x�

� �

ε

2
,

also �n>N, nCn0
�x>X d�fn�x�, f�x�� B

ε
2
. Somit gilt auh für jedes n > N mit

n C n0: dª�fn, f� B
ε
2
� ε. ℄

Da �fn�n>N eine Folge in H ` C�X,Y � ist, folgt aus 1.28, daÿ auh f � X � Y

stetig ist. Da H auÿerdem abgeshlossen in C�X,Y � ist, ergibt sih aus 1.11

shlieÿlih f >H, und wir haben (69) bewiesen.

�(ii) � (i)� Wir zeigen zunähst, daÿ H gleihgradig stetig ist. Seien hierzu

x > X und ε > R
�

beliebig. Wegen (ii) ist H nah 1.49 (iii) präkompakt, also

existieren f1, . . . , fk >H derart, daÿ gilt

H `

k

�

i�1

Ud
ª

ε
3

�fi�, (78)

und wir de�nieren

U ��

k

�

i�1

fi
1
�U ε

3

�fi�x��Ǳ > U
X

�x,X�, (79)

beahte, daÿ f1, . . . , fk stetig sind.

Seien nun f >H beliebig und i > �1, . . . , k� mit

f > Ud
ª

ε
3

�fi�, (80)

welhes wegen (78) existiert.

Dann gilt für jedes x̃ > U

d�f�x̃�, f�x�� B d�f�x̃�, fi�x̃��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�80�

�

ε
3

�d�fi�x̃�, fi�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�79�

�

ε
3

�d�fi�x�, f�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�80�

�

ε
3

� ε,

d.h. H ist gleihgradig stetig in x.

Zum Nahweis von (i) bleibt (67) zu zeigen. Sei also x > X. Wie oben er-

wähnt, ist für jedes x >X die Evaluationsabbildung Ex� C�X,Y � � Y stetig. Da-

her folgt aus der Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen und (ii), daÿ Ex�H�

kompakt, insbes. abgeshlossen (da Y hausdor�sh als fastmetrisher Raum),

ist. Somit ist Ex�H� � H�x� eine abgeshlossene Teilmenge des Kompaktums

Ex�H� und somit kompakt.

�(ii) � (iii)� Sei �fn�n>N eine Folge in H ` H. Wegen (ii) ist H kompakt,

also nah 1.51 folgenkompakt in C�X,Y �. Somit besitzt �fn�n>N eine Teilfolge,

die bzgl. d
ª

in C�X,Y � konvergiert, und das bedeutet genau (iii).

�(iii)� (ii)� Wir zeigen, daÿH folgenkompakt, also kompakt, ist. Sei �fn�n>N
eine Folge in H, d.h. eine Folge von Berührungspunkten von H. Dann gilt

�n>NU
d
ª

1

n�1

�fn� 9H x g,
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und wir wählen zu jedem n > N ein gn > U
d
ª

1

n�1

�fn�9H. Wegen (iii) besitzt �gn�n>N

eine Teilfolge �gin�n>N, die gegen ein gewisses f > C�X,Y � bzgl. d
ª

konvergiert,

und es gilt sogar f >H, da �gin�n>N eine Folge in H ist. Nun folgt für jedes n > N

d
ª

�fin , f� B dª�fin , gin�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B

1

in�1

�d
ª

�gin , f�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

n�ª
�� 0,

d.h. �fin�n>N konvergiert in H. ✷

Bemerkung.

1.) Der Beweis zeigt, daÿ die Kompaktheit von X nur für �(i)� (ii)� benötigt

wird. Verzihtet man bei �(ii) � (i)� und �(ii) � (iii)� auf die Voraus-

setzung der Kompaktheit von X, so ist d
ª

allerdings auh im Falle eines

metrishen Raumes �X,d� i.a. keine Metrik auf C�X,Y �.

2.) Wenn �C�X,Y �, d
ª

� ein metrisher Raum ist, so folgt aus (ii) die Be-

shränktheit von H bzgl. d
ª

, vgl. 1.54.

3.) Ist in Y jede beshränkte Menge relativ kompakt

2

, und ist H bzgl. d
ª

beshränkt, so gilt (67).

4.) In der Literatur wird bei der Formulierung des Satzes vonArzelà-Asoli

häu�g zusätzlih gefordert, daÿ X hausdor�sh ist. Nah Meinung des Au-

tors hat dies entweder historishe Gründe, da z.B. in [13℄ oder [20℄ ein kom-

pakter Raum per de�nitionem auh hausdor�sh ist. (Bei N. Bourbaki

werden kompakte Räume in unserem Sinne quasikompakt genannt.) Oder

es liegt daran, daÿ man den Satz auh allgemeiner für lokal-kompakte Räu-

me X zeigen kann, wenn man C�X,Y � mit der Topologie der kompakten

Konvergenz versieht, worauf wir hier niht eingehen, vgl. z.B. [18, Thero-

em 47.1℄. Da in der Literatur aber teilweise untershiedlihe De�nitionen

der lokalen Kompaktheit gegeben werden, die nur für Hausdor�-Räume

äquivalent sind, setzt man die Hausdor�-Eigenshaft vermutlih voraus,

um Konfusionen zu vermeiden. In [18℄ wird auh ein lokal-kompakter

Hausdor�-Raum vorausgesetzt, obwohl der Beweis die Hausdor�-Eigen-

shaft eigentlih niht verwendet.

3

(Wir wollen hier einen topologishen

Raum X lokal-kompakt nennen, wenn gilt �x>X§U>UX�x,X�U ``X.)

Der Satz von Baire

De�nition 1.59 ((Nirgends) dihte, generishe und magere Mengen). Es seien

X ein topologisher Raum und A eine Teilmenge von X.

(i) A heiÿt diht (in X) �
� A �X.

2

Dies ist z.B. erfüllt, wenn �Y,d� ein kompakter metrisher Raum oder (vgl. Kapitel 2)

gleih �K
n, dk�, wobei K > �R,C�, n > N

�

sowie k > �1,2,ª� sei, ist.

3

Munkres verwendet die Hausdor�-Eigenshaft, um die Stetigkeit der Evaluationsabbil-

dung X � C�X,Y � � Y, �x, f� ( f�x�, zu erhalten. Der Beweis des Satzes erfordert aber nur

die Stetigkeit für festes x >X, welhe auh allgemein gegeben ist.
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(ii) A heiÿt nirgends diht (in X) �
� A
X

� g.

(iii) A heiÿt generish (in X) genau dann, wenn eine Folge �Un�n>N o�ener

sowie dihter Teilmengen von X mit

�

n>N

Un ` A

existiert.

Bemerkung. Der endlihe Shnitt von Teilmengen von X, die o�en bzw.

diht sind, ist wieder o�en bzw. diht.

(iv) A heiÿt mager (in X) genau dann, wenn eine Folge �Nn�n>N nirgends

dihter Teilmengen von X mit

A �

�

n>N

Nn

existiert.

Bemerkung. Die mageren Mengen heiÿen bei R. Baire Mengen erster

Kategorie, die niht-mageren heiÿen Mengen zweiter Kategorie.

Beispiel. Sei K > �R,C�. Wir versehen K mit der Standardmetrik dK.

1.) Für jedes q > Q ist R � �q� o�en und diht in R, also ist die dihte und

niht-o�ene Teilmenge

R �Q �

�

q>Q

�R � �q��

von R generish � beahte, daÿ Q abzählbar ist.

2.) S1
�� �σ > C S SσS � 1� ist nirgends diht in C.

3.) �0,1� ist weder diht noh nirgends diht in R.

4.) Das Cantorshe Diskontinuum C ist eine nirgends dihte überabzählbare

Teilmenge von R. (C entsteht aus �0,1�, indem man im ersten Shritt

das in der Mitte liegende o�ene Intervall �

1
3
, 2
3
� der Länge

1
3
entfernt, im

zweiten Shritt aus jedem verbleibenden Intervall das in der Mitte liegende

o�ene Intervall der Länge

1
9
�
�

1
3
�

2
entfernt, im k-ten Shritt (k > N

�

) aus

jedem verbliebenen Intervall das in der Mitte liegende o�ene Intervall der

Länge
�

1
3
�

k
entfernt usw.)

5.) Jede einelementige Teilmenge von K ist nirgends diht in K, also sind

abzählbare Teilmengen von K mager. Insbesondere ist Q mager in R.

Satz 1.60. Sei X ein topologisher Raum. Dann gilt:

(i) G `X ist genau dann generish, wenn eine Folge �Gn�n>N von Teilmengen

von X derart, daÿ �Gn�
X

für jedes n > N diht in X ist und

�n>NGn � G

gilt, existiert.
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(ii) G `X ist genau dann generish, wenn X �G mager ist.

(iii) Der abzählbare Shnitt generisher Teilmengen von X ist wieder generish.

Beweis. Zu (i): ��� Sei G `X generish, d.h. es existiert eine Folge �Un�n>N

o�ener sowie dihter Teilmengen von X mit

�n>NUn ` G. De�niere dann für

jedes n > N

Gn �� Un 8G.

Dann gilt zum einen �Gn�
X

a �Un�
X

� Un, d.h. wegen der Dihtheit von Un, daÿ

auh �Gn�
X

diht in X ist, und zum anderen

�

n>N

Gn � �

�

n>N

Un�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

`G

8G � G.

�
� Existiere eine Folge �Gn�n>N gemäÿ der rehten Seite. Dann wird für

jedes n > N durh Un �� �Gn�
X

eine o�ene sowie dihte Teilmenge vonX de�niert,

und es gilt

�n>NUn ` G.

Zu (ii): Sei G ` X generish, d.h. genau nah (i), daÿ eine Folge �Gn�n>N

von Teilmengen von X mit

�n>N �Gn�
X

�X ,

�

n>N

Gn � G

existiert. Dies ist gleihbedeutend damit daÿ für Nn ��X �Gn, n > N, gilt

Nn �X �Gn �X � �Gn�
X,

Nn
X

� �X � �Gn�
X

�

X

�X � �Gn�
X

�X �X � g,

X �G �X � �

�

n>N

Gn� � �

n>N

Nn

gilt, d.h. genau, daÿ X �G mager ist.

Zu (iii): Sei Gk für jedes k > N eine generishe Menge. Dann existiert zu k

eine Folge �Uk,n�n>N o�ener sowie dihter Teilmengen von X mit

�

n>N

Uk,n ` Gk,

also gilt auh

�

k>N

�

n>N

Uk,n ` �

k>N

Gk.

Da N �N abzählbar ist, folgt, daÿ auh

�k>NGk generish ist. ✷

Bemerkung. �Generish� ist niht das Gegenteil von �mager�. Betrahte z.B.

N mit der Topologie der ko�niten Mengen, vgl. 1.39. In diesem kompakten

topologishen Raum ist N sowohl generish als auh mager. (Daÿ N �

�n>N�n�

mager ist, liegt an �n>N �n�
X

� g.) Analog sieht man ein, daÿ die Teilmenge

Q des niht-vollständigen metrishen Raumes Q (mit der durh dR induzieren

Metrik) ebenfalls sowohl generish als auh mager ist.
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Satz 1.61. Sei X ein topologisher Raum. Dann sind die folgenden Aussagen

paarweise äquivalent:

(i) Jede generishe Menge in X ist diht in X.

(ii) Jede magere Menge in X hat einen leeren o�enen Kern.

(iii) Ist �An�n>N eine Folge abgeshlossener Mengen von X und hat

�n>NAn

einen inneren Punkt, so existiert ein n0 > N mit �An0
�

X

x g.

(iv) Ist �An�n>N eine Folge abgeshlossener Mengen von X mit �n>N �An�
X

� g,

so hat auh

�n>NAn keinen inneren Punkt.

(v) Ist �Un�n>N eine Folge o�ener sowie dihter Mengen in X, so ist auh

�n>NUn diht in X.

Beweis. �(i) � (ii)� folgt sofort aus 1.60 (ii), und �(iii) � (iv)� ist trivial.

Die Gültigkeit von �(iv) � (v)� erhält man, indem man für jedes n > N setzt

Un �� X �An bzw. An �� X � Un. �(i) � (v)� ergibt sih aus 1.60 (iii), und die

Aussage �(v) � (i)� ist wieder trivial. ✷

Bemerkung. Dihte Teilmengen können einen leeren o�enen Kern besitzen.

Betrahte hierzu erneut N mit der Topologie der ko�niten Mengen. In diesem

Raum gilt 2N � N und �2N�X � g. (Letzteres liegt daran, daÿ es keine niht-

leeren Teilmenge von 2N gibt, deren Komplement in N endlih ist).

De�nition 1.62. Ein topologisher Raum X, der eine � und damit alle � der

Aussagen (i) - (v) des letzten Satzes erfüllt, heiÿt ein Baire-Raum oder Bairesh.

Korollar 1.63. Seien X ein niht-leerer Baire-Raum und G eine generishe

Teilmenge von X.

Dann ist G niht mager in X.

Beweis. Anderenfalls wäre nah 1.60 (ii), (iii)

G 9 �X �G� � g

generish in X, also � da X Bairesh � diht in X, Widerspruh! ✷

Beispiel. Die in der Bemerkung zu Satz 1.60 angegebenen Räume sind niht

Bairesh.

Der folgende Hauptsatz � der Satz von Baire � rehtfertigt überhaupt erst

die Einführung der obigen Begri�ihkeiten. In einer reihhaltigen Klasse von

Räumen � nämlih der der Baire-Räume � ist eine generishe Teilmenge so etwas

wie �groÿ�. Entsprehend ist sie �klein�, wenn sie mager ist. Daÿ die Klasse der

Baire-Räume viele �shöne� Räume enthält, besagt gerade der Satz von Baire.

Vor der Formulierung benötigen wir eine De�nition.

De�nition 1.64 (Lokale Kompaktheit). Ein topologisher Raum X heiÿt lokal-

kompakt genau dann, wenn jeder Punkt in X eine relativ kompakte Umgebung

besitzt, d.h. genau �x>X§U>UX�x,X�U ``X.
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Beispiel.

1.) Jeder kompakte topologishe Raum ist lokal-kompakt.

2.) Jeder metrishe Raum, in dem jede beshränkte Menge relativ kompakt

ist, ist lokal-kompakt. Aus 2.27 und 2.35 (s.u.) folgt daher, daÿ �Kn, dk�

für K > �R,C�, n > N
�

und k > �1,2,ª� lokal-kompakt ist.

Hauptsatz 1.65 (Satz von Baire). Jeder vollständige fastmetrishe Raum und

jeder lokal-kompakte Hausdor�-Raum ist Bairesh.

Wir bereiten den Beweis des Satzes von Baire durh die folgenden Eregb-

nisse vor:

Satz 1.66 (Durhshnittssatz von Cantor).

Vor.: Seien X ein vollständiger fastmetrisher Raum und �An�n>N eine Folge

niht-leerer abgeshlossener Teilmengen von X mit

�n>NAn�1 ` An (81)

sowie

lim
n�ª

diam�An� � 0. (82)

Beh.: Es existiert a >X mit

�

n>N

An � �a�.

Beweis. 1.) Wähle zu jedem n > N ein an > An. Dann ist �an�n>N eine Cauhy-

folge in X, denn zu ε > R
�

existiert nah (82) ein n0 > N mit diam�An0
� � ε,

und es gilt wegen (81) an, am > An0
für alle n,m > N mit n,m C n0, also

d�an, am� B diam�An0
� � ε. Da X vollständig ist, konvergiert �an�n>N gegen

ein gewisses a > X und wir behaupten: a >
�n>NAn.

Beweis hiervon: Für jedes n > N gilt nah (81)

�m>N,mCn am
°

m�ª
�� a

> An,

also folgt aus der Abgeshlossenheit von An und 1.11: a > An.

2.) Seien a, b >
�n>NAn, also gilt

�n>N d�a, b� B diam�An�,

also nah (82) d�a, b� � 0, d.h. a � b.

Mit 1.) und 2.) ist der Satz bewiesen. ✷

Satz 1.67. Es seien X ein Hausdor�-Raum und �An�n>N eine Folge niht-leerer

kompakter Teilmengen von X mit

�n>NAn�1 ` An. (83)

Dann gilt

�

n>N

An x g.
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Beweis. DaX hausdor�sh ist, ist �An�n>N eine Folge niht-leerer abgeshlos-

sener Teilmengen von X. Für jedes n > N gilt nah (83) An ` A0 und

A0 �An � �X �An�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

o�en in X

9A0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

o�en in A0

,

d.h. �An�n>N eine Folge niht-leerer in A0 abgeshlossener Teilmengen von A0.

A0 ist kompakt, und aus (83) folgt o�enbar, daÿ �An�n>N ein zentriertes System

ist. Daher ergibt sih die Behauptung aus 1.40 �(i) � (ii)�. ✷

Satz 1.68. Seien X ein lokal-kompakter Hausdor�-Raum und K eine kompakte

sowie U eine o�ene Teilmenge von X mit K ` U .

Dann gilt �x>K§V >U

X

�x,X�K ` V ` V ` U , V kompakt.

Beweis. Sei x >K. Wir behaupten zunähst, daÿ wir ohne Beshränkung der

Allgemeinheit annehmen können, daÿ gilt U ``X.

[ Nahweis hiervon: Aufgrund der lokalen Kompaktheit von X existiert zu

jedem y > K eine relativ kompakte Umgebung Uy > U
X

�y,X�. Wegen der Kom-

paktheit von K besitzt die o�ene Überdekung �Uy�y>K
von K eine endlihe

Teilüberdekung �Uyi�i>�1,...,n�
, also gilt

ÇU �� U 9 �

�

n
i�1Uyi� > U

X

�x,X�, K `

ÇU

und

ÇU ` U 9 �

�

n
i�1Uyi� ` �

n
i�1Uyi � �

n
i�1Uxi

, wobei

�

n
i�1Uxi

kompakt ist, d.h.

nah 1.41 (i):

ÇU ``X. ℄

Nun ist die abgeshlossene Menge ∂U
1.15�iii�

� U 9X �U als Teilmenge des

Kompaktums U selbst kompakt, und wegen ∂U `X �U �X�U sowieK ` U gilt

∂U 9K � g. Da X hausdor�sh ist, folgt aus 1.42 o�enbar die Existenz o�ener

Mengen

ÇU, ÇV mit

ÇU 9

ÇV � g, ∂U `

ÇU und K `

ÇV , also für V ��

ÇV 9U > U

X

�x,X�

auhK ` V und

ÇU9V � g. Somit gilt V ` U9�X�ÇU� ` U 9 �X �

ÇU� ` U9X �

ÇU ,

d.h. V ` U 9X �

ÇU . Wegen X �U
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�X�U

9�U 9X �

ÇU�
1.15�iii�

� ∂U
°

`

ÇU

9X �

ÇU
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�X�

ÇU

� g gilt

daher V ` U . Auÿerdem ist V als abgeshlossene Teilmenge der kompakten

Menge U kompakt. ✷

Korollar 1.69. Sei X ein lokal-kompakter Hausdor�-Raum.

Dann gilt �x>X�U>UX�x,X�§V >U

X

�x,X� V ` U , V kompakt. ✷

Bemerkung 1.70. Wir haben soeben bewiesen, daÿ eine o�ene Teilmenge

eines lokal-kompakten Hausdor�-Raumes ebenfalls lokal-kompakt (und haus-

dor�sh) ist. Man kann leiht zeigen, daÿ jeder lokal-kompakte Hausdor�-Raum

X, der niht bereits kompakt ist, eine o�ene dihte Teilmenge seiner (Alexan-

dro�) Einpunkt-Kompakti�zierung Xª

�� X < �ª�, wobei ª ein �unendlih

ferner Punkt�, der niht zu X gehört, sei, versehen mit der Topologie

Top�Xª

� �� Top�X� 8 ��X �K� 8 �ª� SK `X kompakt�,

ist. Xª

ist ebenfalls ein Hausdor�-Raum, da X � K für kompaktes K of-

fen in X ist, weil X als hausdor�sh vorausgesetzt ist. Daher folgt, daÿ die

lokal-kompakten Hausdor�-Räume genau die o�enen Teilmengen der kompak-

ten Hausdor�-Räume sind.
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Beweis des Satzes von Baire. Seien X ein (ohne Beshränkung der Allge-

meinheit niht-leerer)

(A) fastmetrisher Raum bzw. ein

(B) lokal-kompakter Hausdor�-Raum

und G ` X generish. Es existiert also eine Folge �Un�n>N o�ener sowie dihter

Teilmengen von X mit

�n>NUn ` G.

Zu zeigen ist G �X, d.h. genau �x>X�U>UX�x,X�U 9G x g bzw.

�U>Top�X���g� U 9G x g.

Hierfür genügt es nahzuweisen, daÿ gilt

�U>Top�X���g� U 9 �

�

n>N

Un� x g.

Sei daher U eine beliebige niht-leere o�ene Menge. Wir konstruieren rekur-

siv eine Folge �An�n>N niht-leerer Teilmengen von U derart, daÿ für alle n > N

gilt An�1 ` An, �An�
X

x g, An ` Un und

(A) An ist abgeshlossen mit diam�An� B
1

n�1
bzw.

(B) An ist kompakt.

U0 ist diht in X, also existiert x0 > U 9U0. Wegen der O�enheit von U,U0

gilt U 9 U0 > U

X

�x0,X�. Im Falle (A) leistet A0 �� �x > X Sd�x,x0� B r� für

hinreihend kleines r > �0, 1
2
� das Gewünshte. Im Falle (B) existiert nah 1.69

eine relativ kompakte Umgebung V0 > U
X

�x0,X� mit V0 ` U9U0, und wir können

A0 �� V0 setzen.

Sei n > N und An bereits konstruiert. Un�1 ist diht in X, also existiert

xn�1 > �An�
X

9 Un�1, d.h. �An�
X

9 Un�1 > U

X

�xn�1,X�, da Un�1 o�en ist. Im

Falle (A) existiert r > �0, 1
2�n�1�

� derart, daÿ An�1 �� �x > X Sd�x,xn�1� B r�

die gewünshten Eigenshaften hat. Im Falle (B) existiert wieder nah 1.69 eine

relativ kompaktes Vn�1 > U
X

�xn�1,X� mit Vn�1 ` �An�
X

9Un�1, und wir können

An�1 �� Vn�1 setzen.

Nun folgt im Falle (A) aus dem Cantorshen Durhshnittssatz 1.66 und im

Falle (B) aus 1.67 die Existenz von a >
�n>NAn. Wegen �n>NAn ` Un gilt dann

auh a >
�n>NUn. Da Un für jedes n > N ferner eine Teilmenge von U ist, ergibt

sih a > U 9 �

�n>NUn�. ✷

Beispiel. Wir betrahten R wieder mit der Standardmetrik dR. Nah dem Satz

von Baire ist dieser Raum Bairesh, also ist �0,1� weder generish noh mager

in R. (Wir sehen also, daÿ auh in Baire-Räumen �generish� niht das Gegenteil

von �mager� ist.)

Des weiteren folgt aus 1.63, daÿ die oben bereits als generish erkannte Teil-

menge R �Q von R niht mager ist. Nah 1.60 (ii) ist daher auh die magere

Teilmenge Q von R niht generish.

Für topologishe Anwendungen des Satzes von Baire sei auf [18, S. 297 �.℄

verwiesen. Funktionalanalytishe Folgerungen werden wir im nähsten Kapitel

sehen.
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Übungsaufgaben

Aufgabe 1.71. Beweise den Satz in 1.7.

Aufgabe 1.72. Seien X ein topologisher Raum und Y eine o�ene (bzw. abge-

shlossene) Teilmenge von X.

Zeige, daÿ jede o�ene (bzw. abgeshlossene) Teilmenge von Y auh o�en

(bzw. abgeshlossen) in X ist.

Aufgabe 1.73. Beweise Satz 1.8.

Aufgabe 1.74. Beweise den Satz in 1.10.

Aufgabe 1.75. Beweise die in Beispiel 1.13 genannte Aussage.

Aufgabe 1.76. Beweise Satz 1.16.

Aufgabe 1.77. Seien X,Y topologishe Räume.

Zeige, daÿ eine Abbildung f � X � Y genau dann stetig ist, wenn für jede

Teilmenge A von X gilt f�A� ` f�A�, d.h. A ` f
1
�f�A��.

Aufgabe 1.78. Beweise Satz 1.26.

Aufgabe 1.79. Es seien X,Y topologishe Räume, I eine Menge und Ai für

alle i > I eine abgeshlossene Teilmenge von X derart, daÿ gilt

�

i>I

Ai �X. Ferner

sei fi� Ai � Y für jedes i > I eine stetige Abbildung mit

�i,j>I fiSAi9Aj
� fj SAi9Aj

.

Zeige, daÿ genau eine stetige Abbildung f � X � Y mit �i>I f SAi
� fi existiert.

Tip: Aufgabe 1.72.

Aufgabe 1.80 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Piard-Lindelöf). Es

seien a, b > R mit a � b, X ein endlih-dimensionaler normierter R-Vektorraum

und f > C��a, b� �X,R� sowie L > R
�

derart, daÿ gilt

�x>�a,b��y1,y2>X Sf�x, y1� � f�x, y2�S B L Yy1 � y2Y.

Zeige, daÿ zu jedem y0 >X genau eine Lösung y > C��a, b�,X� der Anfangs-

wertaufgabe

y� � f�x, y�, y�a� � y0,

existiert.

Tip: Durh

�g,h>C��a,b�,X� d�g,h� �� sup�exp��2L�t � a�� Yg�t� � h�t�Y S t > �a, b��

wird eine Metrik d auf C��a, b�,X� de�niert bzgl. derer C��a, b�,X� vollständig

ist. Für jedes y > C��a, b�,X� gilt des weiteren Ty > C��a, b�,X�, wobei

Ty �� y0 �
S

x

a
f�t, y�t��dt,

sei, und

T � C��a, b�,X� �� C��a, b�,X�, y z� Ty,

ist kontrahierend bzgl. d (mit �Kontrahierungsfaktor�

1
2
).
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Aufgabe 1.81 (Vervollständigung metrisher Räume nah H. König). Es sei

�X,d� ein metrisher Raum. Wir de�nieren eine Teilmenge

Z �� �f > RX
S�x,y>X f�x� � f�y� B d�x, y� B f�x� � f�y��.

von RX
.

Zeige, daÿ für jedes a >X

fa� X �� R, x z� d�x,a�,

ein Element von Z ist, so daÿ wir eine wohlde�nierte Abbildung

j� X �� Z, az� fa,

erhalten.

Zeige weiterhin

�f,g>Z�x,y>X f�x� � f�y� B g�x� � g�y�,

�f,g>Z�x,y>X Sf�x� � g�x�S B f�x� � g�y�

und folgere, daÿ d
ª

SZ�Z eine Metrik auf Z ist.

Beweise nun, daÿ Z eine bzgl. d
ª

abgeshlossene Teilmenge von RX
ist, und

daher ist �Z,d
ª

SZ�Z� ein vollständiger metrisher Raum mit der Eigenshaft

�a>X�f>Z dª�fa, f� � f�a�.

Folgere hieraus, daÿ

j� �X,d� �� �H, d
ª

SZ�Z�

eine isometrishe Abbildung ist. Daher (!) ist j�X� eine dihte Teilmenge des

vollständigen metrishen Raumes �j�X�, d
ª

S

j�X��j�X�
�, wobei j�X� die abge-

shlossene Hülle von j�X� in �RX , d
ª

� bezeihne.

Identi�ziere nun X � j�X� und setze

ÂX ��X 8 �j�X� � j�X�Ǳ .

De�niere des weiteren für alle x, y > ÂX

d̂�x, y� �

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

d�x, y�, falls x, y >X,

y�x�, falls x > X und y > j�X� � j�X�,

d
ª

�x, y�, falls x, y > j�X� � j�X�.

Beweise shlieÿlih, daÿ �

ÂX, d̂� eine Vervollständigung von �X,d� ist.

Aufgabe 1.82. Seien X ein fastmetrisher Raum und A,B niht-leere disjunkte

Teilmengen von X derart, daÿ A kompakt und B abgeshlossen ist.

Zeige, daÿ dann gilt d�A,B� �� inf�d�a, b� Sa > A , b > B� A 0.
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Aufgabe 1.83. Es seien X ein topologisher Raum, Y ein metrisher Raum

und H ` C�X,Y �. Ferner sei jede in Y beshränkte Menge relativ kompakt in

Y .

Zeige, daÿ

A �� �x > X SH�x� `` Y �

sowohl o�en als auh abgeshlossen in X ist.

Ist X sogar zusammenhängend, d.h. per de�nitionem, daÿ g und X die

einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl o�en als auh abgehlossen sind,

so folgt daher

�§x>XH�x� ``X�
� ��x>XH�x� ``X� .

Tip: A ` AX

.

Aufgabe 1.84 (Zum Beweis des Satzes von Montel der Funktionentheorie).

Es sei G ` C ein Gebiet, d.h. per de�nitionem, daÿ G ` C o�en und zusammen-

hängend ist. Ferner sei C > R
�

.

Zeige, daÿ die Menge der holomorphen Funktionen f � G � C mit Sf S B C

gleihgradig stetig ist.

Bemerkung. Der Satz von Montel besagt, daÿ eine lokal beshränkte Funk-

tionenfolge auf einem Gebiet de�nierter holomorpher Funktionen eine lokal

gleihmäÿig konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 1.85. Versehe Q mit der durh die Standardmetrik dR induzierten

Metrik.

Zeige, daÿ jede Teilmenge von Q generish ist.

Aufgabe 1.86. Beweise, daÿ jede generishe und jede niht-leere o�ene Teil-

menge eines Baire-Raumes als Teilraum auh wieder ein Bairesher Raum ist.
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2 Normierte Räume und Algebren

Sei von nun an stets K > �R,C�.

Grundlagen

De�nition 2.1 (Norm, normierter Vektorraum, normierte Algebra). Sei X ein

K-Vektorraum.

(i) Eine Abbildung Y . . . Y� X � �0,ª� heiÿt Norm auf X (es sei hier bereits

auf 2.36 (i) unten hingewiesen), genau dann, wenn gilt

�N1� �x>X YxY � 0
� x � 0, (Positiv-De�nitheit),

�N2� �λ>K�x>X YλxY � SλS YxY, (Homogenität),

�N3� �x,y>X Yx � yY B YxY � YyY, (Dreieksungleihung).

Gelten nur (N2) und (N3), so spriht man von einer Halbnorm.

(ii) Ist Y . . . Y� X � �0,ª� eine Norm auf X, so heiÿt das Paar �X, Y . . . Y�, für

das wir auh kurz X shreiben, ein normierter K-Vektorraum.

(iii) Sei X sogar ein normierter K-Vektorraum. Besitzt X zusätzlih die Struk-

tur einer assoziativen K-Algebra mit Einselement e,4 so heiÿt X eine nor-

mierte K-Algebra, wenn gilt

�N4� YeY � 1 , �x,y>X YxyY B YxY YyY.

Gilt anstelle von (N4) nur �x,y>X YxyY B YxY YyY, so heiÿt Y . . . Y submulti-

plikativ.

4

De�nition (Assoziative Algebra, Unteralgebra, Ideal). Sei A ein K-Vektorraum.

(i) A heiÿt assoziative K-Algebra, wenn eine K-bilineare Abbildung, eine sog.Multiplikation,

A �A �� A, �a, b� z� a � b,

wobei wir für a � b auh oft a b shreiben, mit

�a,b,c>A a �b c� � �a b� c

existiert. Bei unserer Notation bindet die Multiplikation stärker als die Addition.

(ii) A wie in (i) heiÿt assoziative K-Algebra mit Einselement, wenn e > A mit

�a>A ea � ae � a

existiert. e ist also eindeutig bestimmt, und es gilt e � 0� A � �0�.

(iii) Ist A eine assoziative K-Algebra, so heiÿt ein K-Untervektorraum B von A eine K-Un-

teralgebra von A, wenn gilt

�b,b̃>B b b̃ > B.

Gilt darüber hinaus AB ` B und BA ` B, wobei wir

AB �� �a b Sa > A , b > B� bzw. BA �� �b a Sb > B , a > A�,

setzen, so heiÿt B ein K-Ideal von A. Im Falle B ú A heiÿt B ehtes K-Ideal.

Bemerkung. Besitzt A ein Einselement, so ist ein K-Ideal o�enbar genau dann eht,

wenn es das Einselement niht enthält.
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Bemerkung. Eine normierte K-Algebra besitzt für uns also per de�-

nitionem immer ein Einselement. Dies ist aber keine wesentlihe Ein-

shränkung, da sih jede assoziative K-Algebra A, die kein Einselement

hat, durh Adjunktion der Eins wie folgt zu einer assoziativen K-Algebra

Ae mit Eins erweitern läÿt, die A als Unteralgebra enthält: Man setzt

Ae �� A �K und de�niert für alle λ > K sowie �a,µ�, �b, ν� > Ae

λ �a,µ� �� �λa,λµ�,

�a,µ� � �b, ν� �� �a � b, x � y�,

�a,µ� �b, ν� �� �ab � µb � ν a,µν�.

Diese Operationen mahen Ae zu einer assoziativen K-Algebra mit Eins-

element �0,1�, die A durh die Identi�kation A � A��0� als Unteralgebra

enthält. Ist auf A bereits eine submultiplikative Norm Y . . . Y gegeben, so

wird diese durh

�

�a,µ�>Ae
Y�a,µ�Ye �� YaY � SµS

zu einer Norm Y . . . Ye auf Ae erweitert, die Ae zu einer normierten K-Al-

gebra maht.

Beispiel.

1.) Seien n > N
�

sowie p > �1,2�. Dann werden durh

�x��x1,...,xn�>Kn YxYp �� �

n

Q

i�1

SxiS
p
�

1

p

und

�x��x1,...,xn�>Kn YxY
ª

��max�SxiS S i > �1, . . . , n��

bekanntlih Normen auf Kn
de�niert, siehe ggf. Beispiel 5.6 1.) unten.

Im Falle n � 1 erhält man also hier jeweils die üblihe Betragsfunktion

S . . . S� K� �0,ª� und K versehen mit der Multiplikation in K ist eine nor-

mierte K-Algebra. Wir betrahten K stets als diese normierte K-Algebra.

2.) Sind X1, . . . ,Xn normierte K-Vektorräume, wobei sämtlihe Normen mit

Y . . . Y bezeihnet seien, so wird durh

�

�x1,...,xn�>�
n
i�1 Xi

YxY
ª

��max�YxiY S i > �1, . . . , n��

eine Norm, die sog. Maximumsnorm auf

�

n
i�1Xi, de�niert. In dem Falle,

daÿ alle Xi gleih K mit der Betragsfunktion sind, ist die De�nition mit

1.) verträglih.

3.) Sei M ein niht-leerer kompakter topologisher Raum. Auf C�M,K� wird

dann durh

�f>C�M,K� YfYª �� sup�Sf�p�S Sp >M� �max�Sf�p�S Sp >M� (84)

eine Norm de�niert, die sog. Maximumsnorm auf C�M,K�. (Daÿ das Ma-

ximum in (84) tatsählih existiert, liegt an der Stetigkeit von Sf S und der

Kompaktheit von M .) Im Falle n > N
�

und M � �1, . . . , n� � n ist auh

diese De�nition mit obigem verträglih.
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4.) Seien a, b > R mit a � b. Auf dem R-Vektorraum C��a, b�,R� wird durh

�f>C��a,b�,R� YfY1 ��

S

b

a
Sf�t�Sdt

eine Norm de�niert, wobei wir hier (zunähst) das Riemann-Integral ver-

wenden, vgl. hierzu ggf. z.B. [12, � 6℄ oder [1, Kapitel 8℄.

2.2. Sei �X, Y . . . Y� ein normierter K-Vektorraum.

(i) Durh

�x,y>X d�x, y� �� Yx � yY

wird o�enbar eine Metrik auf X de�niert. Wir betrahten X stets als

metrishen Raum mit dieser induzierten Metrik. Damit ist X auh ein to-

pologisher Raum, dessen Topologie Top�X, Y . . . Y� wir die Normtopologie

nennen.

Im Falle X � K ergibt unsere Konvention, daÿ wir K stets als K-Algebra

mit der Betragsfunktion betrahten also auh, daÿ wir K stets als metri-

shen Raum mit der Standardmetrik betrahten.

Lemma. Seien X1, . . . ,Xn normierte K-Vektorräume, wobei sämtlihe

Normen mit Y . . . Y bezeihnet seien.

Eine Folge �x1,k, . . . , xn,k�k>N in

�

n
i�1Xi konvergiert genau dann gegen

�x1, . . . , xn� > �
n
i�1Xi bzgl. Y . . . Yª, wenn für jedes i > �1, . . . , n� die Folge

�xi,k�k>N in Xi gegen xi konvergiert.

Beweisskizze. ��� ist klar. Für �
� setzt man zu ε > R
�

n0 ��max�ni S i > �1, . . . , n��,

wobei für alle i > �1, . . . , n� gilt �n>N, nCni
Yxi,n � xiY � ε. ✷

(ii) Für alle ε > R
�

und alle x > X gilt

Uε�x� � x �Uε�0� �� �x � y Sy > Uε�0��,

Uε�x� � ε � U1�x� �� �εy Sy > Uε�0��,

Uε�x� � Bε�x� �� �y > X S Yx � yY B ε�.

[ �a� in der letzten Gleihung liegt daran, daÿ zu jedem y > Bε�x� die

Folge �

n
n�1

y�n>N gegen y konvergiert; �`� ist trivial. ℄

Bε�x� heiÿt (abgeshlossene) Vollkugel vom Radius ε um x.

(iii) Für alle x, y > X gilt

YxY � YyY B SYxY � YyYS B Yx � yY,

denn die erste Ungleihung ist trivial und die zweite folgt aus der Drei-

eksungleihung.

Folglih ist Y . . . Y� X � R eine gleihmäÿig stetige Funktion.
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(iv) Wir versehen K�X und X �X jeweils mit der Maximumsnorm. Dann ist

die Addition X �X �X gleihmäÿig stetig und die skalare Multiplikation

K �X � X stetig. Ist X sogar eine normierte K-Algebra, so ist auh die

Multiplikation X �X �X stetig.

Beweis. 1.) Seien x, x̃, y, ỹ > X. Dann gilt

Y�x�y���x̃�ỹ�Y � Y�x�x̃���y�ỹ�Y B Yx�x̃Y�Yy�ỹY B 2 max�Yx�x̃Y, Yy�ỹY�.

2.) Seien λ > K, x > V , �λn�n>N eine Folge in K mit limn�ª λn � λ und

�xn�n>N eine Folge in X mit limn�ª xn � x, beahte erneut das Lemma in

(i). Dann gilt für jedes n > N

Yλn xn � λxY � Yλn �xn � x� � �λn � λ�xY

B Yλn �xn � x�Y � Y�λn � λ�xY

� SλnS
°

n�ª
�� λ

Yxn � xY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

� Sλn � λS
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

YxY

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

.

3.) Daÿ im Falle einer normierten K-Algebra auh die Multiplikation stetig

ist, sieht man analog zu 2.) ein. ✷

De�nition 2.3 (Banahraum, -algebra). Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Ist X als metrisher Raum vollständig, so nennen wir X einen K-Banahraum.

Falls X sogar eine normierte K-Algebra ist, heiÿt X im Falle der Vollständigkeit

eine K-Banahalgebra.

Bemerkung. Ist A eine K-Algebra ohne Einselement, auf der eine submultipli-

kative Norm Y . . . Y gegeben ist, bzgl. derer A als metrisher Raum vollständig

ist, so ist �Ae, Y . . . Ye) wie in der Bemerkung zu 2.1 (iii) eine K-Banahalgebra.

Beispiel.

1.) Sei M niht-leerer ein kompakter topologisher Raum. �C�M,K�, Y . . . Y
ª

�

ist dann eine K-Banahalgebra, denn Y . . . Y
ª

induziert auf C�M,K� o�en-

bar die Supremumsfastmetrik d
ª

S

C�M,K��C�M,K�, die in diesem Falle na-

türlih eine Metrik ist, und K ist ein vollständiger metrisher Raum, also

ist nah 1.29 auh �C�M,X�, d
ª

S

C�M,X��C�M,X�� vollständig.

2.) �C���1,1�,R�, Y . . . Y1� ist kein R-Banahraum.

Beweis. Betrahte für jedes n > N, die stetige Funktion fn� ��1,1� � R, die

durh

�t>R fn�t� ��

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

0, �1 B t � 0,

�n � 1�t, 0 B t B 1
n�1

,

1, 1
n�1

� t B 1

de�niert ist. Die Funktionenfolge �fn�n>N konvergiert punktweise gegen

f � ��1,1� � R, gegeben durh

�t>R f�t� �� �
0, �1 B t B 0,

1, 0 � t B 1.
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Es gilt für jedes n > N

Yfn � fY1 �
S

1

n�1

0
S�n � 1�t � 1Sdt �

1

n � 1
�

1

2�n � 1�
�

1

2�n � 1�

n�ª
�� 0,

f ist aber niht stetig.

De�nition 2.4 ((Absolute) Konvergenz von Reihen). Seien X ein normierter

K-Vektorraum und �xk�k>N eine Folge in X.

(i) Die Reihe

ª

Q

k�0

xk ist per de�nitionem gleih der Folge der Partialsummen

�

P

n
k�0 xk�n>N. Die Folge �xk�k>N heiÿt Gliederfolge der Reihe

P

ª

k�0 xk.

(ii) Im Falle der Konvergenz der Reihe

P

ª

k�0 xk � �

P

n
k�0 xk�n>N in X, so be-

zeihnet man den Grenzwert limn�ªP
n
k�0 xk ebenfalls mit

ª

Q

k�0

xk , also

mit demselben Symbol wie die Reihe.

Lemma. Konvergiert

P

ª

k�0 x
k
in X, so ist �xk�k>N eine Nullfolge (in dem

K-Vektorraum X).

Beweis. Für jedes n > N sei yn �� P
n
k�0 xk. Dann folgt aus der Voraussetzung

limn�ª yn�1 � yn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�xn�1

� 0, also auh limn�ª xn � 0. ✷

(iii) Im Falle der Konvergenz der Reihe

P

ª

k�0 YxkY in R, heiÿt die Reihe
P

ª

k�0 xk
absolut konvergent.

Satz 2.5.

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: X ist genau dann ein K-Banahraum, wenn jede absolut konvergente

Reihe in X konvergiert.

Beweis. ��� Seien

P

ª

k�0 xk eine absolut konvergente Reihe in X und ε > R
�

.

Aus der Konvergenz von

P

ª

k�0 YxkY in R folgt, daÿ

P

ª

k�0 YxkY eine Cauhyfolge

in R ist, d.h. es existiert n0 > N derart, daÿ für alle n,m > N mit m A n C n0 gilt

m

Q

k�n�1

YxkY �
m

Q

k�0

YxkY �
n

Q

k�0

YxkY � ε,

also auh

℄

m

Q

k�0

xk �
n

Q

k�0

xk℄ � ℄
m

Q

k�n�1

xk℄ B
m

Q

k�n�1

YxkY � ε.

Daher ist �

P

n
k�0 xk�n>N eine Cauhyfolge in dem K-Banahrraum X, also kon-

vergent.

�
� Sei �yk�k>N eine Cauhyfolge in X. Dann existiert zu jedem k > N eine

ik > N mit

�i,j>N, i,jCik Yyi � yjY �
1

2k
,
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und �yik�k>N ist eine Folge in X mit

�k>N Yyik � yik�1Y �
1

2k
.

Für k > N sei xk �� yik�1 � yik , also gilt

P

ª

k�0 YykY B 2. Nah Voraussetzung

der rehten Seite existiert dann x > X mit

lim
n�ª

n

Q

k�0

xk

²

�yin�1�yi0

� x,

und es folgt limn�ª yin � x � yi0 .

Wir zeigen, daÿ dann auh limk�ª yk � x � yi0 gilt: Sei nämlih ε > R
�

. Da

�yk�k>N eine Cauhyfolge ist, existiert k0 > N mit

�k,l>N, k,lCk0 Yyk � ylY �
ε

2
,

und wegen limk�ª yik � x � yi0 existiert k1 > N mit k1 C k0 und

�k>N, kCk1 Yyik � �x � yi0�Y �
ε

2
.

Daher folgt für für jedes k > N mit k C k1�C k0�

Yyk � �x � yi0�Y B Yyk � yik1Y � Yyik1 � �x � yi0�Y � ε.

✷

Satz 2.6 (Neumannshe Reihen). Es seien A eine K-Banahalgebra mit Eins-

element e und x > A. Wie üblih setzen wir x0 �� e. Dann gilt:

(i) Die Folge �

k
»

YxkY�k>N
�

konvergiert in R.

rσ�x� �� lim
k�ª

k
»

YxkY

heiÿt Spektralradius an der Stelle x.

(ii) rσ�x� B YxY.

(iii) Konvergiert die Neumannshe Reihe

P

ª

k�0 x
k
(an der Stelle x) in A, so

besitzt e � x ein inverses Element in A.5Es gilt dann �e � x��1 �
P

ª

k�0 x
k
.

(iv) rσ�x� � 1Ô�
P

ª

k�0 x
k
konvergiert in A.

(v) YxY � 1Ô� �n>N Y�e � x�
�1
�

P

n
k�0 x

k
Y B

YxYn�1

1�YxY
.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durh das folgende Lemma vor:

5

De�nition. In jeder assoziativen K-Algebra A mit Einselement e besitzt a > A per de�-

nitionem ein inverses Element b > A, wenn gilt a b � b a � e. b mit dieser Eigenshaft ist dann

eindeutig bestimmt und wird mit a
�1

bezeihnet. In diesem Falle heiÿt a invertierbar.
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Lemma 2.7. Es sei �ak�k>N eine Folge niht-negativer reeller Zahlen derart,

daÿ gilt

�k,l>N ak�l B ak al. (85)

Dann konvergiert �

k
º

ak�k>N
�

und es gilt

lim
k�ª

k
º

ak � inf� k
º

ak Sk > N�

�.

Beweis. Seien λ �� inf� k
º

ak Sk > N�

� > �0,ª� und ε > R
�

. Dann ist λ� ε keine

untere Shranke von �

k
º

ak Sk > N
�

�, also können wir l > N
�

mit

l
º

al � λ � ε

�xieren, d.h.

al � �λ � ε�
l. (86)

Sei k > N
�

. Dann existieren pk, qk > N mit

k � pk l � qk, (87)

qk > �0, . . . , l � 1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��0�, falls l�1

, (88)

also folgt mit

C ��max�a0, . . . , al�1� > �0,ª�, (89)

daÿ gilt

ak � apk l�qk

�85�
B �al�

pk

evtl. �0
«

aqk
�86�
B �λ � ε�l pk aqk

�88�,�89�
B �λ � ε�l pk C. (90)

Für alle k > N
�

mit k C l gilt pk x 0, also wegen l
�87�
�

k�qk
pk

und (90)

ak B �λ � ε�
k�qk C,

d.h.

�k>N, kCl λ B
k
º

ak B �λ � ε�
1�

qk
k C

1

k
� �λ � ε�

C
1

k

�λ � ε�
qk
k

. (91)

Im Falle C � 0 folgt aus 0 B λ und (91) sofort λ � limk�ª
k
º

ak.

Sei daher im folgenden C A 0. Wir begründen unten, daÿ gilt

lim
k�ª

C
1

k

�λ � ε�
qk
k

� 1. (92)

Dann folgt die Existenz von k0 > N mit

�k>N, kCk0

C
1

k

�λ � ε�
qk
k

�

λ � 2ε

λ � ε
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

A1

,

also aus (91) für jedes k > N mit k C l und k C k0

λ B

k
º

ak � λ � 2ε,

also aus der Beliebigkeit von ε > R
�

, daÿ gilt λ � limk�ª
k
º

ak.
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Zu zeigen bleibt (92): Wegen C A 0 gilt limk�ª
k
º

C � 1. Des weiteren folgt

aus (88) limk�ª
qk
k
� 0, also limk�ª�λ � ε�

qk
k
� �λ � ε�0 � 1, insgesamt somit

(92). ✷

Beweis des Satzes. (i) und (ii) folgen sofort aus dem Lemma, angewandt auf

ak �� Yx
k
Y für alle k > N. Beahte bei (i), daÿ X eine normierte K-Algebra ist,

und bei (ii), daÿ YxY > � k
»

YxkY Sk > N�

� gilt.

Zu (iii): Konvergiere also

P

ª

k�0 x
k
. Dann gilt für jedes n > N

�e � x�
n

Q

k�0

xk �
n

Q

k�0

xk �
n�1

Q

k�1

xk � e � xn�1
n�ª
�� e

und analog

�

n

Q

k�0

xk� �e � x�
n�ª
�� e,

beahte das Lemma in 2.4 (ii). Hieraus folgt (iii).

Zu (iv): Aus dem Wurzelkriterium der Analysis I folgt mittels der Voraus-

setzung von (iv) und

lim
k�ª

k
»

YxkY � rσ�x� � 1

sowie 2.5 die Behauptung, da X eine K-Banahalgebra ist.

Zu (v): Aus YxY � 1 ergibt sih via (iv), (ii) und (iii): �e�x��1 �
P

ª

k�0 x
k
. Es

gilt auÿerdem für jedes n > N

℄

ª

Q

k�0

xk �
n

Q

k�0

xk℄ � ℄

ª

Q

k�n�1

xk℄ B
ª

Q

k�n�1

YxYk �
ª

Q

k�0

YxYk �
n

Q

k�0

YxYk

�

1

1 � YxY
�

1 � YxYn�1

1 � YxY
�

YxYn�1

1 � YxY
,

also folgt (v). ✷

Satz 2.8. Seien X ein normierter K-Vektorraum (bzw. eine normierte K-Al-

gebra mit Einselement e) und Y ` X ein K-Untervektorraum (bzw. eine K-

Unteralgebra). Dann gilt:

(i) Y ist in kanonisher Weise ebenfalls ein normierter K-Vektorraum (bzw.

eine normierte K-Algebra, falls e > Y ).

(ii) Y ` X ist ebenfalls ein K-Untervektorraum (bzw. eine K-Unteralgebra;

und sogar ein ehtes K-Ideal, falls Y ein solhes ist).

Beweis. (i) ist trivial.

Zu (ii): Seien λ > K und y1, y2 > Y . Es existieren also Folgen �yi,n�n>N in Y

mit limn�ª yi,n � yi für i > �1,2�. Dann gilt für jedes n > N sowohl λy1,n > Y

also auh y1,n � y2,n > Y , also folgt mit 2.2 (iv)

λy1 � lim
n�ª

λy1,n
²

>Y

und y1 � y2 � lim
n�ª

�y1,n � y2,n�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>Y

,

d.h. λy1 > Y und y1 � y2 > Y .
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Im Falle einer normierten K-Algebra gilt zusätzlih y1,n � y2,n > Y für jedes

n > N, also wiederum aus Stetigkeitsgründen y1 � y2 � limn�ª�y1,n � y2,n� > Y . Im

folgenden sei Y ein K-Ideal. Man argumentiert analog, daÿ für jedes x > X gilt

x �y2 > Y , y1 �x > Y . Zu zeigen bleibt daher, daÿ aus e ¶ Y auh e ¶ Y folgt: Gälte

e > Y , so existierte y > Y mit Ye � yY � 1, d.h. nah 2.6 (v), daÿ y � e � �e � y�

invertierbar wäre, Widerspruh!

6

✷

Satz 2.9. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein abgeshlossener

K-Untervektorraum von X. Dann gilt:

(i) Durh

�ξ>X~Y YξY
�

�� inf�YxY > R Sx > ξ� � d��0�, Y �

wird eine Norm auf X~Y de�niert.

7

Wir betrahten X~Y im folgenden stets mit dieser induzierten Norm, für

die wir häu�g auh wieder Y . . . Y anstelle von Y . . . Y
�

shreiben.

(ii) Der kanonishe Homomorphismus π� X �X~Y ist gleihmäÿig stetig und

eine o�ene Abbildung. Letzteres heiÿt per de�nitionem, daÿ π o�ene Men-

gen auf o�ene Mengen abbildet.

(iii) Ist X ein K-Banahraum, so ist auh X~Y ein solher.

(iv) Sind zusätzlih X eine normierte K-Algebra und Y ein ehtes K-Ideal von

X, so ist X~Y eine normierte K-Algebra.8

6

Lemma. Seien A eine assoziative K-Algebra mit Einselement e und b ein K-Ideal in A.

Dann ist b genau dann ein ehtes K-Ideal, wenn b keine invertierbaren Elemente enthält.

Beweis. �
� ist trivial.

��� Angenommen, es existieren b > b und a > A mit b a � a b � e. Dann folgt sofort, da b ein

K-Ideal ist, daÿ gilt e > b, im Widerspruh dazu, daÿ b ein ehtes K-Ideal ist. ✷

7X~Y ist (auh für niht-abgeshlossenes Y ) per de�nitionem der K-Vektorraum der Äqui-

valenzklassen bzgl. der Äquivalenzrelation �, welhe durh

�x,x̃>X x � x̃ �
� x � x̃ > Y

gegeben ist. Es gilt dann für jedes x >X: �x�
�

� x � Y �� �x�y Sy > Y �, d.h. per de�nitionem,

daÿ �x�
�

die Menge aller zu Y parallelen Mengen, die x enthalten, ist.

In einem beliebigen metrishen Raum X de�niert man für je zwei niht-leere Teilmengen

Y1, Y2 von X den Abstand von Y1 zu Y2 als d�Y1, Y2� �� inf�d�y1, y2� Sy1 > Y1 , y2 > Y2�.

8

Sind A eine assoziative K-Algebra und b ein K-Ideal von A, so ist eine kanonishe Multi-

plikation in A~b durh

�a,ã>A �a � b� �ã � b� � �a ã� � b

gegeben, die A~b zu einer K-Algebra maht. Daÿ dies wohlde�niert ist, liegt daran, daÿ b ein

K-Ideal von X ist: Gilt nämlih sowohl a�b � a� �b als auh ã�b � ã� �b, so existieren b, b̃ > b

mit a � a� � b und ã � ã� � b̃, also folgt

a ã � �a
�

� b� �ã
�

� b̃� � a
�

ã
�

� a
�

b̃
°

>b

� b ã
�

°

>b

� b b̃
¯

>b

,

d.h. �a ã� � b � �a� ã�� � b. Bezeihnet π� A � A~b die kanonishe Projektion, so gilt demnah

�a,ã>A π�a�π�ã� � π�a ã�. Besitzt A ein Einselment e, so besitzt A~b das Einselement e � b

und es gilt π�e� � e � Y .
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Beweis. Zu (i): Sei ξ > X~Y . YξY
�

C 0 ist trivial.

Gilt YξY
�

� 0 und ist x > ξ, letzteres heiÿt ξ � x�Y , so existiert o�enbar eine

Folge �yn�n>N in Y , die gegen x konvergiert. Dann ergibt die Abgeshlossenheit

von Y : x � limn�ª yn > Y , also ξ � Y � 0X~Y .

Ferner gilt für λ > K

YλξY
�

� inf�YλxY Sx > ξ� � SλS inf�YxY Sx > ξ� � SλS YξY
�

sowie für jedes ξ1, ξ2, ξ3 >X~Y

Yξ1 � ξ2Y� � inf�Yx1 � x2Y S�i>�1,2� xi > ξi�

B inf�Yx1 � x3Y � Yx3 � x2Y S�i>�1,2,3� xi > ξi�

B inf�Yx1 � x3Y S�i>�1,3� xi > ξi� � inf�Yx3 � x2Y S�i>�2,3� xi > ξi�

� Yξ1 � ξ3Y� � Yξ3 � ξ2Y�.

Zu (ii): Daÿ π gleihmäÿig stetig ist, folgt aus

�x,x̃>X Yπ�x� � π�x̃�Y
π linear

� Yπ�x � x̃�Y
�

x � x̃ > π�x � x̃�
B Yx � x̃Y. (93)

Wir zeigen, daÿ für alle x >X und ε > R
�

gilt

π �Uε�x�� � Uε�π�x��. (94)

[ Zum Nahweis von (94) ist wegen

π �Uε�x��
2.2�ii�
� π �x �Uε�0��

π linear

� π�x� � π �Uε�0X~Y �� ,

Uε�π�x��
2.2�ii�
� π�x� �Uε�π�0��

zu zeigen, daÿ π�Uε�0X~Y �� � Uε�π�0�� gilt.

Beweis hiervon: Zu � `� sei x0 > Uε�0�. Dann gilt

Yπ�x0� � π�0�Y�
π linear

� Yπ�x0�Y�
�93�
B Yx0Y � ε, (95)

also π�x0� > Uε�π�0��.

Zu �a� sei ξ > Uε�π�0��, also existiert x0 > ξ mit Yx0Y � ε. Es ergibt sih

Y ξ
®

�π�x0�

�π�0�Y
�

�95�
� ε,

d.h. ξ � π�x0� > Uε�π�0��. ℄

Aus (94) folgt direkt die O�enheit der Abbildung π� X �X~Y .

Zu (iii): Sei �ξn�n>N eine Cauhyfolge in X~Y , d.h. insbesondere

�n>N§k0>N�k,l>N, k,lCk0 Yξk � ξlY� �
1

2n
.

Wir können daher eine Teilfolge �ξin�n>N von �ξn�n>N mit

�n>N Yξin�1 � ξinY� �
1

2n
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wählen. Zu jedem n > N existiert dann xn > ξin , d.h. π�xn� � ξin , mit

Yxn�1 � xnY �
1

2n
,

und es folgt für alle n0, k > N

Yxn0�k�1 � xn0
Y B Yxn0�k�1 � xn0�kY � . . . � Yxn0�1 � xn0

Y �

1

2n0�k
� . . . �

1

2no
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n0�ª

�� 0

.

Dann ist o�enbar �xn�n>N eine Cauhyfolge in X, die nah Voraussetzung von

(iii) gegen ein gewisses x > X konvergiert. Folglih konvergiert wegen der Ste-

tigkeit von π auh �ξin�n>N gegen π�x�.

Zu (iv): Bezeihne e das Einselement von X. Trivialerweise gilt Ye� bY
�

B 1.

Aus Ye�Y Y
�

� 1 folgte die Existenz von y > Y mit Ye�yY � 1, d.h. wie oben nah

2.6 (v), daÿ y � e� �e� y� invertierbar wäre, im Widerspruh zu dem Lemma in

der Fuÿnote auf Seite 57.

Seien ξ1, ξ2 >X~Y . Dann gilt

Yξ1 ξ2Y� � inf�Yx1 x2Y S�i>�1,2� xi > ξi�

B inf�Yx1Y Yx2Y S�i>�1,2� xi > ξi�

B inf�Yx1Y Sx1 > ξ1� � inf�Yx2Y Sx2 > ξ2�

� Yξ1Y� Yξ2Y�,

womit der Satz bewiesen ist. ✷

Bemerkung. Aus (ii) folgt, daÿ für jede Teilmenge U `X~Y gilt

U o�en 
� π1�U� o�en,

d.h. Y . . . Y
�

induziert die Quotiententopologie auf X~Y .9

Beshränkte Operatoren

De�nition 2.10 ((Stetige bzw. beshränkte) Operatoren). Seien X,Y K-Vek-

torräume.

(i) Den K-Vektorraum aller K-linearen Abbildungen X � Y bezeihnen wir

mit HomK�X,Y � . Ein Element von HomK�V,W � nennen wir einen Ope-

rator von X nah Y . Im Falle Y � K spriht man auh von einem Funk-

tional von X.

9

Ist X ein topologisher Raum und � eine Äquivalenzrelation auf X, so de�niert man die

Quotiententopologie für X~ ���X
�

durh

�U`X
�

U o�en in X
�

:
� π1
�U� o�en in X,

wobei π� X �X
�

die kanonishe Projektion bezeihne. Somit ist eine Abbildung f � X
�

�M ,

wobei M ein topologisher Raum sei, genau dann stetig, wenn f X π� X �M stetig ist.
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Im folgenden seien X,Y sogar normiert, wobei wir beide Normen mit Y . . . Y

bezeihnen.

(ii) Ein stetiger Operator von X nah Y ist per de�nitionem eine stetiges

Element von HomK�X,Y �. Den K-Vektorraum aller solhen Abbildungen

bezeihnen wir mit LK�X,Y � . (Daÿ dies tatsählih ein K-Vektorraum

ist, folgt daraus, daÿ für alle λ,µ > K und T,S > LK�X,Y �

�x>X Y�λT � µS��x�Y B SλS YT �x�Y � SµS YS�x�Y

gilt, d.h. λT � µS ist mit T,S stetig.)

(iii) Ein Operator T � X � Y heiÿt beshränkt genau dann, wenn gilt

§C>R�x>X YT �x�Y B C YxY.

Satz 2.11. Seien X,Y normierte K-Vektorräume. (Beide Normen seien mit

Y . . . Y bezeihnet.) Für jedes T > HomK�X,Y � sind die folgenden Aussagen paar-

weise äquivalent:

(i) T ist Lipshitz-stetig, also insbesondere gleihmäÿig stetig.

(ii) T ist stetig, d.h. genau T > LK�X,Y �.

(iii) T ist stetig in 0.

(iv) T ist ein beshränkter Operator.

Beweis. �(i) � (ii)� und �(ii) � (iii)� sind trivial.

�(iii)� (iv)� Angenommen, (iv) ist falsh. Dann existiert eine Folge �xn�n>N
�

in X mit �n>N
�

YT �xn�Y A n2YxnY, also xn x 0. Folglih ist �

xn

n YxnY
Ǳ

n>N
�

eine

Nullfolge mit (beahte, daÿ T K-linear ist)

lim
n�ª

℄T �
xn

n YxnY
�℄ � lim

n�ª

YT �xn�Y

n YxnY
�ª,

im Widerspruh zur Stetigkeit von T in 0 � T �0�.

�(iv) � (i)� Es seien x, x̃ > X beliebig. Dann folgt aus der K-Linearität von

T und (iv) die Existenz von C > R derart, daÿ gilt

YT �x� � T �x̃�Y � YT �x � x̃�Y B CYx � x̃Y,

d.h. T ist Lipshitz-stetig. ✷

Satz 2.12.

Vor.: Seien X,Y normierte K-Vektorräume, T > LK�X,Y � und W ein abge-

shlossener K-Untervektorraum von X mit W ` KernT , also ist auh X~W ein

normierter K-Vekrorraum und die kanonishe Abbildung π� X � X~W stetig

und o�en, vgl. 2.9. Beahte, daÿ W � KernT möglih ist, da KernT als stetiges

Urbild einer abgeshlossenen Menge selbst abgeshlossen in X ist.
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Beh.:

(i) Es existiert genau ein S > LK�X~W,Y � mit T � S X π, insbes. kommutiert

das folgende Diagramm:

X
T

✲ Y

X~W

π

❄
❄

S

✲

(ii) (Homomorphiesatz)

Im Falle W �KernT ist S wie in (i) injektiv.

Beweisskizze. Zu (i): Wegen der Surjektivität von π ist die Eindeutigkeit von

S mit T � S X π sofort klar. Man kann S daher nur folgendermaÿen de�nieren

�ξ>X~W S�ξ� �� T �x�, wobei x > X mit π�x� � ξ sei.

Wir haben zu zeigen, daÿ dies wohlde�niert ist. Seien daher ξ > X~W und

x1, x2 > X mit π�x1� � π�x2� � ξ. Dann gilt x1�x2 >W , also wegen W ` KernT

auh T �x1� � T �x2�.

Die K-Linearität von S ergibt sih sofort aus der De�nition von S. Zu zeigen

bleibt die Stetigkeit von S. Hierzu sei U ` Y eine o�ene Menge. Wegen der

Stetigkeit von T und der O�enheit von π ist dann auh π�T
1
�U�� o�en in

X~W . Wir zeigen

S
1
�U� � π�T

1
�U��. (96)

Dann folgt aus der Beliebigkeit von U , daÿ S stetig ist.

[ Zu (96): Es gilt wegen der Surjektivität von π

ξ > S
1
�U� 
� S�ξ� > U , §x>X π�x� � ξ
� §x>X T �x� > U , π�x� � ξ


� §

x>T
1
�U�

π�x� � ξ 
� ξ > π�T
1
�U��

für jedes ξ >X~KernS. ℄

Zu (ii): Seien ξ1, ξ2 > X~KernT mit S�ξ1� � S�ξ2�. Es existieren x1, x2 > X

mit π�x1� � ξ1 sowie π�x2� � ξ2. Dann gilt T �x1� � S�ξ1� � S�ξ2� � T �x2�, d.h.

x1 � x2 > KernT , also folgt π�x1 � x2� � 0 und somit ξ1 � π�x1� � π�x2� � ξ2. ✷

Bemerkung. Seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > LK�X,Y �. Dann

ist S� X~KernT � T �X� wie in (ii) ein stetiger K-Vektorraum-Isomorphismus

aber i.a. kein Homöomorphismus. Der Satz vom inversen Operator (siehe 2.79

unten) ergibt allerdings die Stetigkeit von S�1� T �X� �X~KernT , falls X und

T �X� vollständig sind.

Satz 2.13 (über die Operatornorm). Seien X,Y normierte K-Vektorräume,

wobei beide Normen mit Y . . . Y bezeihnet seien.
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(i) Indem man für jedes T > LK�X,Y �

YT Y
LK�X,Y � �� sup�

YT �x�Y

YxY
Sx > X � �0�¡ ��� 0, falls X � �0��

setzt, wird eine Norm, die sog. Operatornorm auf LK�V,W �, de�niert.

Wir betrahten LK�X,Y � im folgenden stets als durh die Operatornorm,

die wir meistens auh wieder mit Y . . . Y bezeihnen, normierten K-Vektor-

raum.

(ii) Für jedes T > LK�X,Y � gilt

YT Y � sup�YT �x�Y Sx >X , YxY B 1� � sup�YT �x�Y Sx > X , YxY � 1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��0, falls X��0�

(97)

sowie

�x>X YT �x�Y B YT Y YxY. (98)

Darüber hinaus ist YT Y die kleinste reelle Zahl mit der Eigenshaft (98).

Beweis. Ohne Einshränkung gelte dimKX A 0.

Zu (i): 2.11 �(i) � (iii)� gibt die Wohlde�niertheit von YT Y als reelle Zahl

für T > LK�X,Y �.

Beweis, daÿ Y . . . Y eine Norm für LK�X,Y � ist:

(N1) ist trivial. Weiter gilt für alle T,S > LK�X,Y �, λ > K und x >X � �0�

Y�λT ��x�Y

YxY
� SλS

YT �x�Y

YxY
,

Y�T � S��x�Y

YxY
B

YT �x�Y

YxY
�

YS�x�Y

YxY
B YT Y � YSY,

also folgen (N2) und (N3).

Zu (ii): Sei T > LK�V,W �. Für alle x >X � �0� mit YxY B 1 gilt

YT �x�Y B
YT �x�Y

YxY
B YT Y,

weshalb

sup�YT �x�Y Sx >X , YxY � 1� B sup�YT �x�Y Sx > X , YxY B 1� B YT Y

folgt.

Andererseits gilt für x > X � �0�

YT �x�Y

YxY
� ℄T �

x

YxY
�℄ B sup�YT �x̃�Y S x̃ > X , Yx̃Y � 1�,

also folgt auh YT Y B sup�YT �x̃�Y S x̃ > X , Yx̃Y � 1�. Damit ist (97) gezeigt.

Die übrigen Aussagen in (ii) folgen sofort aus der De�nition in (i). ✷
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Bemerkung. Sind X,Y normierte K-Vektorräume, so spielt die Fastmetrik d
ª

,

die HomK�V,W � als K-Untervektorraum des K-Vektorraumes Y X
erbt, keine

Rolle, da für alle Abbildungen T,S > HomK�X,Y � mit T x S

d
ª

�T,S� � sup�YT �x� � S�x�Y Sx >X� �ª

gilt; denn aus T x S folgt die Existenz von x > X mit T �x� x S�x�, und es gilt

für alle x > X und λ > R

YT �λx� � S�λx�Y � SλS YT �x� � S�x�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

λ�ª
�� ª,

also d
ª

�T,S� �ª. Aus diesem Grunde ist auh der Begri� der �gleihmäÿigen

Konvergenz� für Operatoren niht relevant.

Satz 2.14. Seien X,Y,Z normierte K-Vektorräume.

Dann gilt für alle T > LK�X,Y � und S > LK�Y,Z�

S X T > LK�X,Z� , YS X T Y B YSY YT Y.

Beweis. Für jedes x >X gilt nah (98)

Y�S X T ��x�Y B YSY YT �x�Y B YSY YT Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��C

YxY,

d.h. S X T ist ein beshränkter Operator, und aus der letzten Aussage in 2.13

(ii) folgt

YS X T Y B C � YSY YT Y.

✷

Satz 2.15. Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Dann ist LK�X,X� bzgl. der Multiplikation

LK�X,X� �LK�X,X� �� LK�X,X�, �S,T � z� S X T,

eine normierte K-Algebra mit Einselement idX .

Beweis. Wegen des vorherigen Satzes ist nur zu zeigen, daÿ YidXY � 1 gilt.

Dies folgt aus (97). ✷

Satz 2.16. Es seien X,Y normierte K-Vektorräume und Y sogar ein K-Banah-

raum.

Dann ist LK�X,Y � ein K-Banahraum.

Beweis. Sei �Tn�n>N eine Cauhyfolge in LK�X,Y �.

1.) Sei x >X. Dann gilt für alle n,m > N

YTn�x� � Tm�x�Y � Y�Tn � Tm��x�Y
�98�
B YTn � TmY YxY,
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also ist o�enbar �Tn�x��n>N eine Cauhyfolge in Y , da �Tn�n>N eine Cauhyfolge

in LK�X,Y � ist. Y ist als vollständig vorausgesetzt, also können wir de�nieren

T �x� �� lim
n�ª

Tn�x�.

2.) Wir behaupten, daÿ für die durh 1.) de�nierte Abbildung T � X � Y gilt

T ist K-linear, (99)

T ist stetig, (100)

lim
n�ª

Tn � T, (101)

womit der Satz bewiesen ist.

Zu (99): Seien x, x̃ >X sowie λ,µ > K. Dann gilt

T �λx � µ x̃� � lim
n�ª

�Tn�λx � µ x̃�� � lim
n�ª

�λTn�x� � µTn�x̃��

2.2�iv�
� λ lim

n�ª
Tn�x� � µ lim

n�ª
Tn�x̃� � λT �x� � µT �x̃�.

Zu (100): Für alle n,m > N gilt nah 2.2 (iii) SYTnY � YTmYS B YTn � TmY, also

ist �YTnY�n>N eine Cauhyfolge in R, da �Tn�n>N eine Cauhyfolge in LK�X,Y �

ist. Aus der Vollständigkeit von R folgt die Konvergenz von �YTnY�n>N in R, d.h.

insbes.

§C>R�n>N YTnY B C,

also gilt auh für jedes x > X

YT �x�Y � Y lim
n�ª

Tn�x�Y
2.2�iii�
� lim

n�ª
YTn�x�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BYTnY YxY

B C YxY,

d.h. T ist ein beshränkter Operator.

Zu (101): Für jedes x >X mit YxY B 1 und jedes n > N gilt

Y�Tn � T ��x�Y � YTn�x� � T �x�Y � YTn�x� � lim
m�ª

Tm�x�Y

2.2�ii�
� lim

m�ª
YTn�x� � Tm�x�Y � lim

m�ª
Y�Tn � Tm��x�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�98�

B YTn�TmY YxY
°

B1

B lim
m�ª

YTn � TmY.

Daher genügt es zum Nahweis von (101) wegen (97) zu zeigen, daÿ für hinrei-

hend groÿes n > N gilt limm�ª YTn � TmY � 0. Sei hierzu ε > R
�

. Da �Tn�n>N
eine Cauhyfolge ist, existiert n0 > N mit

�n,m>N, nCn0
YTn � TmY �

ε

2
,

also gilt für alle n C n0: limm�ª YTn � TmY � ε. ✷
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Bemerkung. Da die Operatornorm niht die Supremumsfastmetrik induziert,

vgl. die Bemerkung nah 2.13, kann der letzte Satz niht auf 1.22 (ii) zurükge-

führt werden. Man hat übrigens auh keine zu 1.22 analoge kanonishe Abbil-

dung von Y nah LK�X,Y �, da konstante Abbildungen, die niht die Nullab-

bildung sind, niht linear sind.

Aus 2.15 und 2.16 ergibt sih sofort das folgende Korollar.

Korollar 2.17. Ist X ein K-Banahraum, so ist LK�X,X� eine K-Banah-

algebra mit Einselement idX . ✷

Satz 2.18. Sei A eine normierte K-Algebra mit Einselement e.

(i) Für alle a > A sind die Linksmultiplikation mit a

La� A �� A, x z� ax,

und die Rehtsmultiplikation mit a

Ra� A�� A, xz� xa,

beshränkte Operatoren, und es gilt YLaY � YRaY � YaY.

(ii) Die Abbildung L� A � LK�A,A� , die durh

�a>ALa �� La

de�niert ist, ist ein isometrisher K-Algebra-Homomorphismus10 , also

inbesondere injektiv und gleihmäÿig stetig.

(iii) L�A� ist eine K-Unteralgebra von LK�A,A� mit Einselement Le � idX .

Beweis. Zu (i): Sei a > A.

La ist o�enbar K-linear, und für jedes x > X

YLa�x�Y � YaxY B YaY YxY,

YLa�e�Y � YaY,

also folgt La > LK�A,A� und YLaY � YaY, beahte (97).

Die Behauptung für Ra sieht man analog ein.

Zu (ii): Da für alle λ > K, a, b > A sowie x > A

Lλa�x� � λ �ax� � λLa�x� � �λLa��x�,

La�b�x� � �a � b�x � ax � bx � La�x� �Lb�x� � �La �Lb��x�,

Le�x� � ex � x � idA�x�,

Lab�x� � �ab�x � a �bx� � La�Lb�x�� � �La X Lb��x�

gilt, folgt (ii) aus (i).

Zu (iii): Die Behauptung ergibt sih sofort aus (ii). ✷

10

De�nition. Sind A,B assoziative K-Algebren mit Einselement, wobei wir beide Eins-

elemente mit e bezeihnen, so heiÿt ϕ > HomK�A,B� ein K-Algebra-Homomorphismus genau

dann, wenn gilt ϕ�e� � e , �a,ã>A ϕ�a ã� � ϕ�a�ϕ�ã�.

Sind A und B normiert und gilt �a>A Yϕ�a�Y � YaY, so heiÿt ϕ ein isometrisher K-Algebra-

Homomorphismus und, falls ϕ zusätzlih surjektiv ist, eine K-Algebra-Isometrie. Wegen der

K-Linearität von ϕ ist dies mit den De�nitionen des letzten Kapitels konform.
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Satz 2.19. Sei A eine K-Banahalgebra mit Einselement e.

Dann ist die (multilplikative) Gruppe der invertierbaren Elemente von A

G�A� �� �x > A S§y>A xy � y x � e�

o�en in A und die Inversenabbildung

inv� G�A� �� G�A�, x z� x�1,

ist ein Homöomorphismus.

Beweis. 1.) Wir zeigen zunähst für jedes a > G�A�, daÿ die Linksmultipli-

kation mit a

La� A�� A, xz� ax,

ein Homöomorphismus ist:

a) La ist nah 2.18 (i) ein beshränkter Operator, d.h. genau stetig.

b) Wegen der Beliebigkeit von a > G�A� ist auh La�1 � A � A stetig, also

folgt aus

La X La�1 � La�1 X La � idA

die Bijektivität von La mit �La�
�1

� La�1 , d.h. La ist ein Homöomorphismus.

2.) Analog zu 1.) sieht man ein, daÿ für jedes a > G�A� die Rehtsmultipli-

kation mit a

Ra� A �� A, x z� xa,

ein Homöomorphismus ist.

3.) Wir zeigen weiterhin, daÿ G�A� o�en ist:

Hierfür zeigen wir zunähst

U1�e� ` G�A�, (102)

�a>G�A�La�U1�e�� ` G�A�. (103)

[ Zu (102): Sei x > U1�e�, d.h. Ye � xY � 1. Aus 2.6 (ii), (iv), (iii) folgt dann

auh x � e � �e � x� > G�A�.

Zu (103): Seien a > G�A� und x > U1�e�
�102�
` G�A�. Dann gilt natürlih auh

La�x� � ax > G�A� (mit �ax��1 � x�1 a�1). ℄

Sei nun a > G�A� beliebig. Als Homöomorphismus ist La eine o�ene Abbil-

dung, also folgt aus (103), daÿ a � La�e� ein innerer Punkt von G�A� ist.

4.) Wir zeigen shlieÿlih, daÿ inv� G�A� � G�A� ein Homöomorphismus ist:

a) Sei �xn�n>N eine Folge in G�A� mit limn�ª xn � e, d.h. limn�ª e�xn � 0,

und wir können ohne Einshränkung annehmen, daÿ gilt �n>N Ye�xnY � 1. Dann

folgt wieder aus 2.6 (ii), (iv), (iii) xn � e � �e � xn� > G�A� sowie des weiteren

xn
�1

�

P

ª

k�0�e � xn�
k
für jedes n > N, und es gilt

Yinv�xn� � inv�e�Y � ℄�

ª

Q

k�0

�e � xn�
k
� � e℄ � ℄

ª

Q

k�1

�e � xn�
k
℄

B

ª

Q

k�1

Ye � xnY
k
�

1

1 � Ye � xnY
� 1

n�ª
�� 0,

d.h. inv ist stetig in e.
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b) Für jedes a > G�A� gilt o�enbar

inv � La�1 X inv XRa�1 .

Ra�1 ist nah 2.) stetig in a, J ist nah a) stetig in e � Ra�1�a� und La�1 ist nah

1.) stetig in e � inv�e�, also ist auh inv stetig in a. Aus der Beliebigkeit von

a > G�A� folgt die Stetigkeit von inv.

) Da inv o�enbar selbstinvers ist, ergibt b), daÿ inv ein Homöomorphismus

ist. ✷

Satz 2.20 (Fortsetzungssatz beshränkter Operatoren).

Vor.: Es seien X,Y normierte K-Vektorräume und Y sogar ein K-Banahraum.

Ferner seien W ein K-Untervektorraum von X sowie T > LK�W,Y �.

Beh.: Es existiert genau ein T > LK�W,Y � mit T SW � T . Des weiteren gilt

YT Y � YT Y.

Beweis. T ist nah 2.11 �(ii) � (i)� gleihmäÿig stetig, also existiert gemäÿ

1.36 ein T > C�W,Y � mit T SW � T . Zu zeigen bleiben die K-Linearität von T

und YT Y � YT Y.

Zur K-Linearität: Seien λ > K und x, x̃ >W . Dann existieren Folgen �wn�n>N

sowie �w̃n�n>N in W mit limn�ªwn � x sowie limn�ª w̃n � x̃, und es folgt aus

Stetigkeitsgründen und der K-Linearität von T

T �λx� � T � lim
n�ª

λwn� � T � lim
n�ª

λwn� � λT � lim
n�ª

wn� � λT � lim
n�ª

wn� � λT �x�,

T �x � x̃� � T � lim
n�ª

�wn � w̃n�� � lim
n�ª

T �wn� � lim
n�ª

T �w̃n� � T �x� � T �x̃�.

Zu YT Y � YT Y: Zu x > X existiert wieder eine Folge �wn�n>N in W mit

limn�ªwn � x, und es ergibt sih erneut aus Stetigkeisgründen

YT xY � Y lim
n�ª

T wnY � lim
n�ª

YT wnY B YT Y lim
n�ª

YwnY � YT Y YxY,

d.h. nah der letzten Aussage in 2.13 (ii): YT Y B YT Y. Des weiteren gilt

YT Y � sup�YT wY Sw >W , YwY B 1� � sup�YT wY Sw >W , YwY B 1�

B sup�YT xY Sx >W , YxY B 1� � YT Y,

also folgt YT Y � YT Y. ✷

Korollar 2.21. Sind A,B normierte K-Algebren, wobei wir beide Einselemente

mit e bezeihnen, C eine K-Unteralgebra von A mit e > C und T � C � B ein

stetiger K-Algebra-Homomorphismus, so existiert genau ein stetiger K-Algebra-

Homomorphismus T � C � B mit T SC � T . Des weiteren gilt YT Y � YT Y.

Beweis. Da T �e� � T �e� � e klar ist, müssen wir wegen des letzten Satzes

nur

�

a,ã>C
T �a ã� � T �a�T �ã�

nahweisen: Seien also a, ã > C und �cn�n>N sowie �c̃n�n>N in C mit limn�ª cn � a

sowie limn�ª c̃n � c̃. Dann folgt analog zum Beweis der K-Linearität im Beweis

des letzten Satzes

T �a ã� � T � lim
n�ª

�cn c̃n�� � lim
n�ª

T �cn� � lim
n�ª

T �c̃n� � T �a�T �ã�.

✷
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Hauptsatz 2.22 (Vervollständigung normierter K-Vektorräume).

Vor.: Sei �X, Y . . . Y� ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: Es existiert ein K-Banahraum �

ÂX,ÅY . . . Y� mit folgenden Eigenshaften:

(i) X ist K-Untervektorraum von

ÂX mit X �

ÂX und Y . . . Y � ÅY . . . YSX .

(ii) Der K-Banahraum �

ÂX,ÅY . . . Y� mit (i) ist bis auf Isometrie normierter

K-Vektorräume11eindeutig bestimmt, daher nennt man �

ÂX,ÅY . . . Y� �die�

Vervollständigung von �X, Y . . . Y�.

Beweis. Zu (i): Obwohl die Behauptung eine einfahe Folgerung aus 2.60

sein wird, zeigen wir, wie man sie aus 1.37 herleitet. Hiernah besitzt X mit der

induzierten Metrik, die durh

�x,y>X d�x, y� � Yx � yY

gegeben ist, eine bis auf Isometrie metrisher Räume eindeutig bestimmte Ver-

vollständigung �

ÂX, Âd�, die X als dihte Teilmenge enthält. Wir konstruieren auf

ÂX die Struktur eines normierten K-Vektorraumes:

Wir betrahten auf

ÂX �

ÂX die Produktmetrik, vgl. 1.1 Beispiel 4.), die wir

hier mit

Âd � Âd bezeihnen, und behaupten

X �X �

ÂX �

ÂX. (104)

[ Zu (104): �`� ist trivial.

�a� Sei �x
�

, y
�

� >

ÂX�

ÂX. WegenX �

ÂX existieren Folgen �xn�n>N und �yn�n>N
in X mit limn�ª xn � x� sowie limn�ª yn � y�, und es gilt für jedes n > N

�

Âd � Âd���xn, yn�, �x�, y��� � Âd�xn, x�� � Âd�yn, y��
n�ª
�� 0,

also nah 1.17: �x
�

, y
�

� > X �X. ℄

Nun ist A� X �X �X `

ÂX, de�niert durh

�x,y>X A�x, y� �� x � y,

wegen

�

�x,y�,�x̃,ỹ�>X�XY�x � y� � �x̃ � ỹ�Y � Y�x � x̃� � �y � ỹ�Y B Yx � x̃Y � Yy � ỹY

eine gleihmäÿig stetige Abbildung. Aus der Vollständigkeit von

ÂX und (104)

folgt mittels 1.36 die Existenz einer eindeutig bestimmten stetigen Fortsetzung

A� ÂX �

ÂX � ÂX von A. Wir erweitern die Addition von X nun auf

ÂX, indem wir

�x
�

,y
�

>

ÂX x� � y� �� A�x�, y��

setzen.

11

De�nition. Eine K-lineare Abbildung T � X � Y zwishen normierten K-Vektorräumen

heiÿt genau dann isometrish, wenn �x>X YT �x�Y � YxY gilt. Ist T zusätzlih surjektiv, so heiÿt

T eine K-Vektorraum-Isometrie. Wegen der K-Linearität von T ist dies mit den De�nitionen

des letzten Kapitels konform.
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Des weiteren wird für jedes λ > K durh

�x>X Sλ�x� �� λx

o�enbar ein beshränkter Operator Sλ� X � X `

ÂX de�niert, der nah 2.20

zu einem beshränkten Operator Sλ� ÂX � ÂX fortsetzbar ist. Wir erweitern die

skalare Multiplikation von X auf

ÂX via

�λ>K�x
�

>

ÂX λ � x� �� Sλ�x��.

Nun weisen wir nah:

�

ÂX,�, �� ist ein K-Vektorraum. (105)

[ Zu (105): Es ist zu zeigen, daÿ für alle λ,µ > K sowie x
�

, y
�

, z
�

>

ÂX folgende

Eigenshaften gelten:

x
�

� �y
�

� z
�

� � �x
�

� y
�

� � z
�

, (106)

0X � x
�

� x
�

, x
�

� ��1�x
�

� 0X , (107)

x
�

� y
�

� y
�

� x
�

, (108)

1x
�

� x
�

, (109)

�λµ�x
�

� λ �µx
�

�, (110)

λ �x
�

� y
�

� � λx
�

� λy
�

, (111)

�λ � µ�x
�

� λx
�

� µx
�

. (112)

Sämtlihe dieser Aussagen lassen sih analog zum Beweis von 2.20 mittels Ste-

tigkeitsargumenten nahweisen. (109) sowie (111) ergeben sih bereits aus der

K-Linearität der Abbildung Sλ. Wir zeigen jetzt exemplarish (108) und (112):

Seien �xn�n>N sowie �yn�n>N Folgen in X, die gegen x
�

bzw. y
�

konvergieren.

Dann gilt aus Stetigkeitsgründen

x
�

� y
�

� lim
n�ª

A�xn, yn� � A� lim
n�ª

yn, lim
n�ª

xn� � y� � x�.

Sind zusätzlih λ,µ > K, so folgt des weiteren

�λ � µ�x
�

� Sλ�µ� lim
n�ª

xn� � lim
n�ª

Sλ�µ�xn� � lim
n�ª

�Sλ X Sµ��xn�

� lim
n�ª

�λµ��xn� � lim
n�ª

�λxn � µxn� � lim
n�ª

Sλ�xn� � lim
n�ª

Sµ�xn�

� Sλ�x�� � Sµ�y�� � λx� � µy�,

womit die Behauptung gezeigt ist. ℄

Wir weisen nun die Existenz einer kanonishen Norm nah und nutzen aus,

daÿ sih die gleihmäÿig stetige Abbildung Y . . . Y� X � R, vgl. 2.2 (iii), nah

1.36 zu einer einer stetigen Abbildung

Å

Y . . . Y� ÂX � R erweitern läÿt.

Seien x
�

>

ÂX und �xn�n>N eine Folge in X mit limn�ª xn � x
�

. Dann ist

aus Stetigkeitsgründen direkt klar, daÿ

Ä

Yx
�

Y � limn�ª YxnY C 0 folgt. Zu zeigen

bleiben (N1) - (N3):
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Zu (N1): Es gilt

x
�

� 0 � lim
n�ª

0
Ä

Y...Y stetig
Ô�

Ä

Yx
�

Y � lim
n�ª

Y0Y � 0

und

Ä

Yx
�

Y � 0
� Æ

Y lim
n�ª

xnY � 0
Ä

Y...Y stetig
Ô� lim

n�ª
YxnY

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�YxY

� 0.

Zu (N2): Sei λ > K. Dann gilt

Æ

Yλx
�

Y � Yλ lim
n�ª

xnY � SλS Y lim
n�ª

xnY � SλS
Ä

Yx
�

Y

Zu (N3): Es seien x
�i >

ÂX und �xi,n�n>N Folgen in X mit limn�ª xi,n � x
�i

für i > �1,2�. Es ergibt sih

Æ

Yx1 � x2Y � lim
n�ª

Yx1,n � x2,nY B lim
n�ª

Yx1,nY � lim
n�ª

Yx2,nY �
Ä

Yx1Y �
Ä

Yx2Y.

Zu (ii): Der Beweis wird analog zu dem von 1.37 (iv) geführt. Im jetzigen

Falle sind die Inklusionen isometrishe Abbildungen normierter K-Vektorräume,

und eine stetige Abbildung läÿt sih nah 2.20 stetig auf eine Vervollständigung

fortsetzen. Die genaue Ausführung des Beweises sei dem Leser als Übung über-

lassen. ✷

Korollar 2.23 (Vervollständigung normierter K-Algebren).

Vor.: Sei �A, Y . . . Y� eine normierte K-Algebra.

Beh.: Es existiert eine K-Banahalgebra � ÂA,ÅY . . . Y� mit folgenden Eigenshaf-

ten:

(i) A ist K-Unteralgebra von

ÂA mit A �

ÂA und Y . . . Y � ÅY . . . YSA.

(ii) Die K-Banahalgebra � ÂA,ÅY . . . Y� mit (i) ist bis auf Isometrie normierter

K-Algebren eindeutig bestimmt, daher nennt man �

ÂA,ÅY . . . Y� �die� Vervoll-

ständigung von �A, Y . . . Y�.

Beweis. (ii) zeigt man analog zu 2.22 (ii) unter Verwendung von 2.21.

Zu (i): Sei X der A zugrundeliegende normierte K-Vektorraum. Wegen des

letzten Hauptsatzes existiert ein K-Banahraum ÂX , der X als normierten K-

Vektorraum vervollständigt. Nah 2.17 ist LK�
ÂX, ÂX� mit der Operatornorm

eine K-Banahalgebra, die A unter der Identi�kation A � L�A�, vgl. 2.18, als K-

Unteralgebra enthält, und die Einshränkung der Operatornorm auf A � L�A�

stimmt mit der Norm von A � L�A� überein. Wegen 2.8 (ii) ist L�A� ebenfalls

eine K-Unteralgebra der K-Banahalgebra LK�
ÂX, ÂX�, also nah 1.20 (i) bzgl.

der Operatornorm vollständig. O�enbar ist L�A� eine Vervollständigung von

A � L�A�. ✷
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Endlih-dimensionale Räume

De�nition 2.24 (Äquivalenz von Normen). Seien X ein K-Vektorraum und

Y . . . Y sowie Y . . . Y
�

Normen auf X.

Y . . . Y, Y . . . Y
�

heiÿen äquivalent (i.Z. Y . . . Y � Y . . . Y
�

) genau dann, wenn gilt

Top�X, Y . . . Y� � Top�X, Y . . . Y
�

�, vgl. 2.2 (i).

Bemerkung. Sei X ein K-Vektorraum. Dann ist � o�enbar eine Äquivalenzre-

lation in der Menge aller Normen auf X.

Satz 2.25. Seien X ein K-Vektorraumm und Y . . . Y sowie Y . . . Y
�

Normen auf

X. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise äquivalent:

(i) Y . . . Y � Y . . . Y
�

.

(ii) idX � �X, Y . . . Y� � �X, Y . . . Y�� ist ein Homöomorphismus.

(iii) Es existieren C,D > R
�

mit �x>X C YxY B YxY� BD YxY.

Beweis als Übung. ✷

Korollar 2.26. Seien X ein K-Vektorraum und Y . . . Y, Y . . . Y
�

äquivalente Nor-

men auf X.

Dann sind die durh Y . . . Y und Y . . . Y
�

induzierten Metriken Cauhy-äqui-

valent; insbes. ist �X, Y . . . Y� genau dann ein K-Banahraum, wenn �X, Y . . . Y
�

�

ein solher ist. ✷

Satz 2.27. Sei X ein endlih-dimensionaler K-Vektorraum.

Dann sind je zwei Normen auf X äquivalent.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durh ein Lemma vor, dessen Formulie-

rung zunähst folgende De�nition benötigt.

De�nition 2.28 (Beshränkte Mengen und Folgen). Sei X ein normierter K-

Vektorraum.

(i) Nah der Bemerkung zu 1.53 ist eine Teilmenge B von X genau dann

beshränkt, wenn gilt §C>R
�

�x>B YxY B C.

(ii) Eine Folge in X heiÿt per de�nitionem beshränkt, wenn die Menge ihrer

Folgenglieder beshränkt ist.

Das folgende Lemma zeige der Leser als Übung. Beahte, daÿ der Fall n � 1

nah dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ der Analysis I bereits klar ist.

Lemma 2.29 (Satz von Bolzano-Weierstraÿ in �Rn, Y . . . Y
ª

�). Jede be-

shränkte Folge in �Rn, Y . . . Y
ª

� besitzt eine konvergente Teilfolge. ✷

Beweis des Satzes. Zunähst ist jeder normierte C-Vektorraum in kanoni-

sher Weise ein normierter R-Vektorraum, dessen Topologie mit der des C-

Vektorraumes übereinstimmt. Daher können wir ohne Einshränkung K � R
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annehmen. Des weiteren genügt es o�enbar den Fall n �� dimRX > N
�

zu be-

trahten. Wir wählen eine Basis �b1, . . . , bn� vonX. Bezeihnet dann �e1, . . . , en�

die kanonishe Basis von Rn
, so ist

Rn
��X,

n

Q

i�1

λi ei z�
n

Q

i�1

λi bi,

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, unter dem den Normen auf Rn
umkehrbar

eindeutig die Normen auf X entsprehen, wobei äquivalenten Normen auf Rn

äquivalente Normen auf X entsprehen. Daher können wir weiterhin annehmen,

daÿ X � Rn
gilt.

Sei nun Y . . . Y eine Norm auf Rn
. Da � eine Äquivalentrelation ist, genügt es

zu zeigen, daÿ Y . . . Y zu Y . . . Y
ª

äquivalent ist, d.h. nah 2.25 �(iii) � (i)�

§C,D>R
�

�x>Rn C YxY
ª

B YxY BD YxY
ª

.

Beweis hiervon: 1.) Für alle x �
P

n
i�1 λi ei > R

n
gilt mit D ��

P

n
i�1 YeiY > R�

YxY B
n

Q

i�1

SλiS YeiY B YxYª

n

Q

i�1

YeiY �D YxYª.

2.) Wir setzen

C �� inf�YxY Sx > Rn
, YxY

ª

� 1� (113)

und zeigen zunähst, daÿ gilt

C A 0. (114)

[ Zu (114): Nah De�nition von C existiert o�enbar eine Folge �xk�k>N in

Rn
mit

�k>N YxkYª � 1 und C � lim
k�ª

YxkY. (115)

Als beshränkte Folge in Rn
bzgl. Y . . . Y

ª

besitzt �xk�k>N nah 2.29 eine in

�Rn, Y . . . Y
ª

� konvergente Teilfolge. Wir können ohne Beshränkung der Allge-

meinheit annehmen, daÿ x > Rn
mit

lim
k�ª

xk � x in �Rn, Y . . . Y
ª

� (116)

existiert. Da wir 1.) bereits gezeigt haben, folgt dann auh

lim
k�ª

xk � x in �Rn, Y . . . Y�. (117)

Nah 2.2 (iii) sind Y . . . Y
ª

� �Rn, Y . . . Y
ª

� � R und Y . . . Y� �Rn, Y . . . Y� � R stetig,

also folgt zunähst YxY
ª

� limk�ª YxkYª
�115�
� 1, insbesondere also x x 0, und

sodann aus (117)

0 � YxY � lim
k�ª

YxkY
�115�
� C.

Damit ist (114) gezeigt. ℄

Sei nun x > Rn
� �0� beliebig. Dann folgt aus (113) wegen Y

x
YxY

ª

Y

ª

� 1

C B ℄

x

YxY
ª

℄ �

YxY

YxY
ª

,

also ist die Behauptung wegen (114) o�enbar gezeigt. ✷
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Satz 2.30. Sei X ein endlih-dimensionaler normierter K-Vektorraum.

Dann ist X ein K-Banahraum.

Beweis. Wir bemerken zunähst, daÿ die Begri�e �Cauhyfolge� und �Kon-

vergenz� von der Norm nah 2.25 �(i)� (iii)� nur bis auf Äquivalenz abhängen.

Dieselbe Begründung wie im Beweis des letzten Satzes zeigt nun, daÿ es genügt

den Fall X � Rn
mit n > N

�

zu betrahten. Der letzte Satz 2.27 zeigt des weite-

ren, daÿ wir annehmen können, daÿ die Norm die Maximumsnorm auf Rn
ist.

Zeige unter Ausnutzung der Vollständigkeit von R als Übung, daÿ �Rn, Y . . . Y
ª

�

ein R-Banahraum ist. Damit ist der Satz dann bewiesen. ✷

Korollar 2.31. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein endlih-

dimensionaler K-Untervektorraum von X. Dann gilt:

(i) Y ist abgeshlossen in X.

(ii) Ist Z ein abgeshlossener K-Untervektorraum von X, so ist auh Y � Z

ein solher.

12

Beweis. (i) ergibt sih sofort aus 2.30 und 1.20.

Zu (ii): Nah 2.9 (i), (ii) ist der kanonishe Homomorphismus π� X � X~Z

eine stetige Abbildung zwishen normierten K-Vektorräumen. π�Y � ist ein end-

lih-dimensionaler K-Untervektorraum von X~Z, also nah (i) abgeshlossen in

X~Z. Wegen der Stetigkeit von π ist dann auh Y �Z � π1�π�U�� abgeshlossen

in X. ✷

Satz 2.32. Seien X ein K-Banahraum, I eine höhstens abzählbare Menge und

B � �bi S i > I� eine Basis von X, vgl. A.5 und beahte A.6.

Dann ist B endlih, d.h. dimKX �ª.

Beweis. Angenommen, es gilt #I � #N. Sei dann ohne Beshränkung der

Allgemeinheit I � N. Nah 2.31 (i) ist für jedes i > N

Ai �� SpanK�b1, . . . , bi�1�

ein abgeshlossener K-Untervektorraum desK-Banahraumes X, wobei letzterer

nah dem Satz von Baire 1.65 Bairesh ist, vgl. 1.62. Wegen

�i>NAi � X und

dimKX A 0 besitzt
�i>NAi einen inneren Punkt, also existiert i0 > N derart, daÿ

�Ai0�
X

x g, und wir zeigen

Ai0 �X, (118)

womit dann ein Widerspruh hergeleitet ist.

Zu (118): Da �`� ist trivial ist, haben wir nur �a� zu zeigen. Wie oben

eingesehen existiert a > �Ai0�
X

, d.h. auh, daÿ wir eine Zahl ε > R
�

mit

Uε�a� ` Ai0

12

De�nition. Sind X ein beliebiger K-Vektorraum und Y1, Y2 K-Untervektorräume von X,

so heiÿt der K-Untervektorraum Y1 � Y2 �� �y1 � y2 Sy1 > Y1 , y2 > Y2� von X die Summe von

Y1 und Y2. Diese Summe heiÿt direkt (i.Z. Y1 ` Y2 ) genau dann, wenn gilt Y1 9 Y2 � �0�.

Letzteres ist o�enbar gleihbedeutend damit, daÿ zu jedem y > Y1 � Y2 eindeutig bestimmte

y1 > Y1 und y2 > Y2 mit y � y1 � y2 existieren.
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�nden können. Sei nun x > X mit x x a beliebig. Dann gilt

y �� a �
ε

2

x � a

Yx � aY
> Uε�a� ` Ai0 ,

also x � a
®

>Ai0

�

2Yx�aY

ε
�y � a�
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

>Ai0

> Ai0 . ✷

Satz 2.33. Seien X ein endlih-dimensionaler normierter K-Vektorraum und

Y ein normierter K-Vektorraum.

Dann ist jede K-lineare Abbildung T � X � Y stetig.

Beweis. Ohne Einshränkung sei n �� dimKX > N
�

. Wir wählen eine Basis

B �� �b1, . . . , bn� von X und betrahten auf X die Maximumsnorm bzgl. B, die

durh

�x�
P

n
i�1 λibi>X YxY

B
ª

��max�SλiS S i > �1, . . . , n��

gegeben ist. Es genügt zu zeigen, daÿ T � X � Y bzgl. dieser Norm auf X stetig

ist, und dies ist klar, da für alle x �
P

n
i�1 λi bi > X mit C ��

P

n
i�1 YT �bi�Y > R�

YT �x�Y �
n

Q

i�1

SλiS YT �bi�Y B C YxY
B
ª

gilt. ✷

Korollar 2.34. Seien X ein endlih-dimensionaler K-Vektorraum und r > N
�

.

Ferner seien auf Xr
eine Norm gegeben und Y ein normierter K-Vektorraum.

Dann ist jede r-fah K-multilineare Abbildung ϕ� Xr
� Y stetig.

Beweisskizze. Seien n �� dimKX > N
�

und B � �b1, . . . , bn� eine Basis von X.

Wähle eine Norm Y . . . Y aufX. Bezeihnet dann �b�1 , . . . , b
�

n� die zuB duale Basis

von HomK�X,K�, d.h. �i,j>�1,...,n� b
�

i �bj� � δij , so sind b
�

1 , . . . , b
�

n nah dem letzten

Satz stetig. Betrahte auf Xr
die durh Y . . . Y induzierte Maximumsnorm. Dann

ist für jedes k > �1, . . . , r� die Projektion πk� X
r
� X auf die k-te Komponente

stetig, und es gilt

ϕ �

n

Q

i1,...,ir�1

�b�i1 X π1�� �b
�

ir
X πr�ϕ�bi1 , . . . , bir�,

also ist auh ϕ stetig. ✷

Hauptsatz 2.35 (Charakterisierung endlih-dimensionaler normierter Vektor-

räume).

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: Die folgenden drei Aussagen sind paarweise äquivalent:

(i) dimKX �ª.

(ii) In X gilt der Satz von Heine-Borel, welher besagt, daÿ für alle Teil-

mengen K von X gilt

K kompakt 
� K beshränkt und abgeshlossen. (119)

(iii) Die Einheitsvollkugel B1�0� ist kompakt.
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Beweis. �(i)� (ii)� Sei X endlih-dimensional und sei K eine Teilmenge von

X. Zu zeigen ist (119):

��� ist klar nah 1.41 (ii) und 1.54.

�
� Wie oben können wir annehmen, daÿ gilt X � �Rn, Y . . . Y
ª

� mit n > N
�

.

Sei K beshränkt und abgeshlossen. Nah 1.50 �(i)� (ii)� genügt es zu zeigen,

daÿ K folgenkompakt ist. Ist eine Folge in K gegeben, so besitzt diese wegen

2.29 eine in �Rn, Y . . . Y
ª

� konvergente Teilfolge, deren Folgenglieder in K liegen.

Da K abgeshlossen ist, ist der Grenzwert der Teilfolge nah 1.11 ein Element

von K. Damit ist die Folgenkompaktheit von K gezeigt.

�(ii)� (iii)� B1�0� ist beshränkt und abgeshlossen, also nah (ii) kompakt.

�(iii) � (i)� Sei B1�0� kompakt. Nah 1.49 (i) ist B1�0� präkompakt, d.h. es

existieren insbes. y1, . . . , yk > B1�0� mit

B1�0� `
k

�

i�1

U 1

2

�yi�. (120)

Wir de�nieren einen endlih-dimensionalen K-Untervektorraum Y von X

durh

Y �� SpanK�y1, . . . , yk�

und behaupten

Y �X, (121)

womit (i) bewiesen ist.

Angenommen, (121) ist falsh, d.h. Y ú X, also existiert ξ > X~Y � �0�. Da

Y endlih-dimensional ist, ist Y nah 2.31 (i) abgeshlossen in X. Wegen 2.9 (i)

ist dann X~Y in kanonisher Weise ein normierter K-Vektorraum, und es gilt

α �� YξY � inf�YxY Sx > ξ� > R
�

.

Daher existiert x > ξ, d.h. ξ � x � Y , mit

0 � α B YxY �
3

2
α. (122)

Es gilt

x
YxY

> B1�0�, also �nden wir nah (120) ein i > �1, . . . , k� derart, daÿ gilt

x

YxY
> U 1

2

�yi�. (123)

Nun folgt zunähst aus der De�nition von Y

YxY�
x

YxY
� yi� � x � YxYyi > x � Y � ξ

und sodann aus der De�nition von α sowie (122), (123)

α B YxY℄
x

YxY
� yi℄ �

3

4
α,

Widerspruh. ✷
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Existenz von Normen

Wir wollen eine Charakterisierung dafür angeben, daÿ ein K-Vektorraum eine

Norm besitzt, letztere hatten wir in 2.1 (i) als eine Abbildung Y . . . Y� X � �0,ª�

mit (N1) - (N3) de�niert. Tatsählih folgt aus (N2) und (N3) bereits die Niht-

Negativität:

Lemma 2.36. Seien X ein K-Vektorraum und p� X � R eine Funktion mit

�x,y>X�λ>K p�λx� � SλSp�x� und p�x � y� B p�x� � p�y�.

(i) Es folgt p C 0, d.h. p ist eine Halbnorm.

(ii) Gilt zusätzlih

�x>X p�x� � 0 Ô� x � 0,

so ist p eine Norm.

Beweis. Für alle x, y > X gilt p�x� � p�x � y � y� B p�x � y� � p�y�, d.h.

p�x�� p�y� B p�x� y� und ebenso p�y�� p�x� B p�y�x�. Aus p�x� y� � p�y �x�

folgt daher Sp�x��p�y�S B p�x�y�, also für y � 0: p�x� C 0. Damit ist (i) gezeigt,

und (ii) folgt trivial. ✷

De�nition 2.37 (Absorbierende, konvexe und ausgewogene Mengen sowie das

Minkowski-Funktional einer absorbierenden Menge). Seien X ein K-Vektorraum

und A,C Teilmengen von X. Wir de�nieren dann:

(i) A absorbierend �
� X �

�τ>R
�

τ A.

Bemerkung.

1.) Eine absorbierende Menge enthält notwendigerweise das Nullelement.

2.) A ist z.B. absorbierend, wenn eine Norm auf X existiert bzgl. derer

0 > AX

gilt.

(ii) Ist A eine absorbierende Menge, so heiÿt die Funktion pA� X � R, die

durh

�x>X pA�x� �� inf�τ > R
�

Sx > τ A�

de�niert ist, das Minkowski-Funktional von A.

(iii) Für alle x, y > X bezeihnen wir die Verbindungsstreke von x und y mit

�x, y� �� ��1 � t�x � t y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�x�t �y�x�

S t > �0,1��.

(iv) C konvex �
� �x,y>C �x, y� ` C.

Beispiel.

1.) g, jede Verbindungsstreke und jeder K-Untervektorraum von X ist

konvex. Insbesondere ist X konvex.
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2.) Ist C ` X konvex, so ist für jedes x0 > X auh x0 �C konvex, denn

für alle x, y > C und jedes t > �0,1� gilt

�1 � t� �x0 � x� � t �x0 � y� � x0 � �1 � t�x � t y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>C

.

3.) Seien C, ÇC konvexe Teilmengen von X und λ > K. Dann sind auh

C �

ÇC und λC konvexe Teilmengen von X.

13

Sind nämlih x, y > C,

x̃, ỹ > ÇC und t > �0,1�, so gilt

�1 � t� �x � x̃� � t �y � ỹ� � �

>C
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�1 � t�x � t y� � �

>

ÇC
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�1 � t� x̃ � t ỹ�,

�1 � t� �λx� � t �λx� � λ ��1 � t�x � t y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>C

�.

4.) Der Shnitt beliebig vieler konvexer Teilmengen von X ist wieder

konvex. (Daher existiert zu A eine kleinste konvexe Menge C�A� ,

die A enthält, die sog. konvexe Hülle von A.)

5.) Im Falle eines normierten K-Vektorraumes X ist mit C auh C eine

konvexe Teilmenge von X, da zu x, y > C Folgen �xn�n>N und �yn�n>N
in C mit limn�ª xn � x sowie limn�ª yn � y existieren, d.h. für jedes

t > �0,1� gilt

�1 � t�x � t y � lim
n�ª

�1 � t�x � t y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>C

> C.

6.) Im Falle eines normierten K-Vektorraumes ist mit C auh CX

konvex,

vgl. 2.86.

(v) A ausgewogen �
� �λ>K, SλSB1 λA ` A.

De�nition 2.38 (Sublineare Funktionen). SeiX ein K-Vektorraum. Eine Funk-

tion p� X � R heiÿt sublinear genau dann, wenn für alle t > R mit t C 0 und alle

x, y > X gilt

p�t x� � t p�x� , p�x � y� B p�x� � p�y�.

Beispiel. Lineare Abbildungen X � K und Halbnormen auf X sind sublinear.

Satz 2.39. Seien X ein K-Vektorraum, p� X � R eine sublineare Funktion und

α > R
�

. Dann gilt:

(i) p1���ª, α�� und p1���ª, α�� sind absorbierend sowie konvex. Die Kon-

vexität ist sogar für α > R gegeben.

13

De�nition. Für beliebige Teilmengen A,B eines K-Vektorraumes und λ > K setzt man

A �B �� �a � b Sa > A , b > B� und λA �� �λa Sa > A�. (Beahte, daÿ 2A ú A �A gelten

kann.) Gilt A � �a�, so shreibt man auh a �B anstelle von �a� �B.
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(ii) Ist p� X � R sogar eine Halbnorm, so sind p1��0, α�� und p1��0, α�� aus-

gewogen.

Beweis. Zu (i): 1.) Sei x > X. Dann existiert wegen α > R
�

eine Zahl τ > R
�

mit p�x� � τ � α. Aus der Sublinearität von p folgt p�x
τ
� � α, also ergibt sih

x
τ
> p1�� �ª, α�� ` p1���ª, α��. Somit gilt x > τ p1�� �ª, α�� ` τ p1���ª, α��.

2.) Seien α > R und x, y > X mit p�x� � α und p�y� � α. Dann gilt für jedes

t > �0,1�

p��1 � t�x � t y� B p��1 � t�x� � p�t x� � �1 � t�p�x� � t p�y� � α,

womit gezeigt ist, daÿ p1�� �ª, α�� konvex ist. Die Aussage für p1�� �ª, α��

sieht man analog ein.

Zu (ii): Für jedes λ > K mit SλS B 1 und alle x > X gilt

p�λx� � SλSp�x� B p�x�,

also folgt aus p�x� � α bzw. p�x� B α auh p�λx� � α bzw. p�λx� B α. ✷

Bemerkung. Der letzte Satz zeigt, daÿ im Falle eines normierten K-Vektor-

raumes die Mengen Uε�X� und Bε�x� für jedes x >X und ε > R
�

absorbierend,

konvex und ausgewogen sind.

Satz 2.40. Seien X ein K-Vektorraum und C eine absorbierende konvexe Teil-

menge von X. Dann folgt:

(i) Das Minkowski-Funktional pC ist eine sublineare Funktion mit pC C 0.

(ii) pC
1
��0,1�� ` C.

(iii) Ist zusätzlih

�x>C§τ>�1,ª� τ x > C (124)

erfüllt, so gilt in (ii) Gleihheit.

(iv) Unter der Voraussetzung

�σ>K, SσS�1 σC ` C (125)

ist pC eine Halbnorm.

(v) Gilt zusätzlih zu (125) auh

�

τ>R
�

τ C � �0�, (126)

so ist pC eine Norm.

Beweis. Zu (i): pC C 0 ist trivial. Zu zeigen ist also die Sublinearität von pC :

1.) pC�0� � 0 ist klar. Seien x > X und t > R
�

. Dann gilt

pC�t x� � inf�τ > R
�

S t x > τ C� � inf�t τ̃ > R
�

Sx > τ̃ C�

� t inf�τ̃ > R
�

Sx > τ̃ C� � t pC�x�.
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2.) Seien x, y > X und ε > R
�

beliebig. Es existieren τ, σ > R
�

mit x > τ C

und pC�x� B τ � pC�x� � ε sowie y > σC und pC�y� B σ � pC�y� � ε. Insbes. gilt
x
τ
, y
σ
> C. Dann folgt wegen

τ
τ�σ

, σ
τ�σ

> �0,1� mit

τ
τ�σ

�

σ
τ�σ

� 1

x � y

τ � σ
�

τ

τ � σ

x

τ
�

σ

τ � σ

y

σ
> C

� beahte, daÿ C konvex ist �, also x � y > �τ � σ�C bzw. pC�x � y� B τ � σ. Es

ergibt sih

pC�x � y� B τ � σ � pC�x� � pC�y� � 2ε,

also aus der Beliebigkeit von ε > R
�

: pC�x � y� B pC�x� � pC�y�.

Zu (ii): Sei x > X mit pC�x� � 1. Dann existiert τ > �pC�x�,1� mit x > τ C,

d.h.

x
τ
> C, wobei 1

τ
A 1. Da C konvex ist, folgt �0, x

τ
� ` C, insbes. x > C.

Zu (iii): Seien x > C und τ > �1,ª� mit τ x > C. Dann folgt x >

1
τ
C, wobei

0 � 1
τ
� 1, also auh pC�x� B

1
τ
� 1.

Zu (iv): Wir folgern aus (125), daÿ sogar gilt

�σ>K, SσS�1 σC � C. (127)

[ Zu (127): Seien x > C und σ > K mit SσS � 1. Dann gilt auh

1
SσS

� 1, also
x
σ
> A nah (125), d.h. x > σA. ℄

Nun ergibt sih für jedes x > X und jedes λ > K � �0�

pC�λx� � pC �SλS
λ

SλS
x�

�i�
� SλSpC �

λ

SλS
x�

�127�
� SλSpC�x�.

Aus (i) und 2.36 (i) folgt daher (ii).

Zu (v): Da für jedes x > X gilt

pC�x� � 0 Ô� �τ>R
�

x > τ C
�126�
Ô� x � 0,

folgt (iii) aus 2.36 (ii). ✷

Bemerkung. Seien X ein K-Vektorraum und C eine Teilmenge von X.

1.) Es ist leiht einzusehen, daÿ (ii) unter den Voraussetzungen des Lem-

mas durh pC
1
��0,1�� ` C ` pC

1
��0,1�� vershärft werden kann. Auh

pC
1
��0,1�� und pC

1
��0,1�� sind dann absorbierend sowie konvex, und es

gilt ppC1
��0,1�� � pC � ppC1

��0,1��, vgl. 2.42.

2.) (124) ist z.B. erfüllt, wenn eine Norm auf X existiert, bzgl. derer C o�en

ist, denn dann gilt für x > C zum einen C > U

X

�x,X� und zum anderen

limn�ª
n�1
n
x � x.

3.) (126) ist z.B. erfüllt, wenn eine Norm auf X existiert, bzgl. derer C be-

shränkt ist.

Satz 2.41. Sei X ein K-Vektorraum.

Dann entsprehen die Halbnormen auf X den Minkowski-Funktionalen ab-

sorbierender konvexer ausgewogener Teilmengen von X.
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Wir bereiten den Beweis des Satzes durh ein Lemma vor.

Lemma 2.42. Seien X ein K-Vektorraum, p� X � R eine sublineare Funktion

mit p C 0 und

C >
�p1��0,1��, p1��0,1��� ,

insbes. ist C nah 2.39 (i) absorbierend sowie konvex.

Dann gilt p � pC.

Beweis. Sei x > X. Zum einen gilt für jedes τ > R
�

mit τ A p�x��C 0�:

p�x
τ
� � 1, d.h. x

τ
> C, also x > τ C und somit p�x� B τ . Daher folgt p�x� B pC�x�.

Für jedes τ > R
�

mit τ � p�x� gilt zum anderen p�x
τ
� A 1, d.h. x

τ
¶ C, also x ¶ τ C

und somit p�x� C τ . Daher folgt auh p�x� C pC�x�. ✷

Beweis des Satzes. Jedes Minkowski-Funktional einer absorbierenden konve-

xen ausgewogenen Teilmenge von X ist nah 2.40 (iv) eine Halbnorm auf X. Sei

p eine Halbnorm auf X. Dann ist C �� p1��0,1�� nah 2.39 eine absorbierende

konvexe ausgewogene Teilmenge von X und aus Lemma 2.42 folgt p � pC . ✷

Satz 2.43. Zu jeder absorbierenden konvexen Teilmenge C von X, die (124),

d.h. �x>C§τ>�1,ª� τ x > C, sowie (125), d.h. �σ>K, SσS�1 σC ` C, und (126), d.h.

�τ>R
�

τ C � g, genügt, existiert genau eine Norm � nämlih das Minkowski-

Funktional pC � derart, daÿ U1�0� � C gilt. Im Falle ihrer Existenz läÿt sih

darüber hinaus jede Norm so erzeugen.

Beweis. 1.) Sei C eine Menge wie im im Satz. Daÿ das Minkowski-Funktional

pC von C dann eine Norm ist, haben wir in 2.40 eingesehen. Wegen (124) gilt

dann nah 2.40 (iii) auh U
pC
1 �0� � C.

Sei Y . . . Y� X � R eine weitere Norm auf X mit U
Y...Y
1 �0� � C. Wir behaupten

B
pC
1 �0� � B

Y...Y
1 �0�. (128)

[ Zu (128): �`� Sei x > X mit pC�x� B 1. Dann gilt pC�
n

n�1
x� � 1 für alle

n > N, also n
n�1

x > C, d.h. wegen U
Y...Y
1 �0� � C

n

n � 1
²

n�ª
�� 1

YxY � \
n

n � 1
x\ � 1.

Somit folgt YxY B 1.

�a� sieht man analog zu �`� ein, indem man die Rollen von pC und Y . . . Y

vertausht. ℄

Aus (128) folgt wegen U
pC
1 �0� � C � U

Y...Y
1 �0�

�x > X SpC�x� � 1� � �x >X S YxY � 1� �� S,

also gilt

pC SS � Y . . . YSS . (129)

Hieraus ergibt sih

pC SC � Y . . . YSC . (130)
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[ Zu (130): Sei x > C � U
Y...Y
1 �0� beliebig. Ohne Einshränkung gelte x x 0.

Aus (129) folgt pC�
x
YxY
� � Y

x
YxY
Y. Weil pC und Y . . . Y Normen sind, gilt dann auh

pC�x� � YxY. ℄

Sei shlieÿlih x̃ >X. Da C absorbierend ist, existieren τ > R
�

und x > C mit

x̃ � τ x. Dann folgt pC�x̃� � τ pC�x�
�130�
� τ YxY � Yx̃Y, also gilt Y . . . Y � pC .

2.) Sei Y . . . Y� X � R eine Norm auf X. Wir setzen

C �� U
Y...Y
1 �0�.

Wegen 2.42 bleibt zu zeigen, daÿ C die Eigenshaften (124) - (126) erfüllt.

(124) ist klar, da C bzgl. Y . . . Y o�en ist � beahte, daÿ für jedes x > C gilt

C > U�x,X� und limn�ª
n�1
n
x � x �; (125) ist erfüllt, da C nah 2.39 (ii) sogar

ausgewogen ist; und (126) gilt, da C bzgl. Y . . . Y beshränkt ist. ✷

Hahn-Banah Sätze

Wir beweisen in 2.45 eine rein algebraishe Fassung des Fortsetzungssatzes von

Hahn-Banah. Unter stärkeren Prämissen erhält man auh stärkere Konklu-

sionen, die wir im Anshluÿ aus 2.45 folgern. Die für die Theorie der normierten

Vektorräume interessante Version des Fortsetzungssatzes wird in 2.47 hergelei-

tet.

De�nition 2.44 (Algebraisher und topologisher Dualraum). Sei X ein K-

Vektorraum.

(i) Wie üblih bezeihnen wir mit

X�

�� HomK�X,K�

den algebraishen Dualraum von X. Seine Elemente sind die Funktionale

von X, die wir auh Linearformen von X nennen.

Beispiel. Sei n > N
�

. Im Falle X � Kn
ist

Kn
�� �Kn

�

�, �a1, . . . , an� z�
n

Q

i�1

ai xi,

wobei xi� K
n
� K für i > �1, . . . , n� hier die Projektion auf die i-te Kom-

ponente bezeihne, ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

(ii) Ist X zusätzlih normiert, so ist der topologishe Dualraum von X per

de�nitionem

X �

�� LK�X,K�,

welher nah 2.16 ein K-Banahraum ist.

Beispiel. T > C���1,1�,R�� sei durh �f>C���1,1�,R� T �f� � f�0� de�niert.

1.) T � �C���1,1�,R�, Y . . . Y
ª

� � R ist stetig, denn für f > C���1,1�,R�

gilt T �f� � f�0� B YfY
ª

.
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2.) T � �C���1,1�,R�, Y . . . Y1� � R ist niht stetig, denn für jedes k > N
�

ist durh

�t>��1,1� fk�t� ��

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

0, t > ��1,� 1
k
� 8 �

1
k
,1�,

k2 t � k, t > � � 1
k
,0�,

�k2 t � k, t > �0, 1
k
�

eine stetige Funktion fk� ��1,1� � R mit ST �fk�S � Sfk�0�S � k und

YfkY1 �
R

1
�1 Sfk�t�Sdt � 1 gegeben.

Beim Beweis des oben angekündigten folgenden Satzes werden wir das Zorn-

she Lemma und die damit verbundenen Begri�e verwenden, vgl. Anhang A.

Hauptsatz 2.45 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banah).

Vor.: Es seien X ein R-Vektorraum, p� X � R eine sublineare Funktion und Y

ein R-Untervektorraum von X.

Beh.: Zu jedem f > Y �

mit f B pSY existiert ein F >X�

mit F SY � f und F B p.

Beweis. Sei f > Y �

mit f B pSY . Auf der Menge

X �� �g > Yg
�

SYg R-Untervektorraum von X , Y ` Yg , gSY � f , g B pSYg�

wird durh

�

�g1�Yg1
�R�,�g2�Yg2

�R�>X g1 j g2 �
� Yg1 ` Yg2 , g2SYg1
� g1

o�enbar eine Ordnung de�niert.

Wegen f > X gilt X x g, und wir behaupten:

Jede bzgl. j totalgeordnete niht-leere Teilmenge von X besitzt eine

obere Shranke in X .

(131)

[ Zu (131): Sei M eine bzgl. j totalgeordnete niht-leere Teilmenge von X .

Dann ist

Z ��

�

�g�Yg�R�>M

Yg (132)

ein R-Untervektorraum von X mit Y ` Z.

Beweis hiervon: Seien z1, z2 > Y und λ > R. Dann existieren für i > �1,2�

Elemente gi� Ygi � R von M mit zi > Yi �� Ygi . Da M bzgl. j totalgeordnet ist,

können wir ohne Beshränkung der Allgemeinheit Y1 ` Y2 annehmen, also gilt

z1, z2 > Y2. Y2 ist ein R-Untervektorraum von X, daher folgt z1�z2, λ z1 > Y2 ` Z,

d.h. Z ist ein R-Untervektorraum von X. Z ` Y ist trivial.

Wir behaupten weiter, daÿ durh

g̃� Z �� R, z z� g�z�, wobei �g� Yg �� R� >M mit z > Yg beliebig, (133)

eine Linearform auf X wohlde�niert ist.

Beweis der Wohlde�niertheit von g̃: Seien z > Z und g1� Yg1 � R sowie

g2� Yg2 � R Elemente von M mit z > Y1 9 Y2, wobei wir wieder Yi �� Ygi für
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i > �1,2� setzen. Da M bzgl. j totalgeordnet ist, können wir ohne Einshrän-

kung g1 j g2 annehmen, also gilt z > Y1 ` Y2 und g2�z� � g1�z�. Damit ist die

Wohlde�niertheit von g̃ gezeigt.

Beweis der R-Linearität von g̃: Seien z1, z2 > Y und λ > R. Es existieren zu

i > �1,2� wieder Elemente gi� Ygi � R von M mit zi > Yi �� Ygi , und wir können

erneut ohne Beshränkung der Allgemeinheit annehmen g1 j g2. Dann gilt

g̃�λz1� � g1�λz1� � λg1�z1� � λ g̃�z1�,

g̃�z1 � z2� � g2�z1 � z2� � g2�z1� � g2�z2� � g̃�z1� � g̃�z2�.

Damit haben wir gezeigt: g̃ > Z�

. Daÿ g̃ zusätzlih ein Element von X und

eine obere Shranke von M ist, ergibt sih aus (132) und (133). Damit haben

(131) bewiesen. ℄

Als einelementige Teilmenge von X ist �f � Y � R� eine bzgl. j totalgeord-

nete Teilmenge von X . Daher folgt aus (131) und der vershärften Version des

Lemmas von Zorn A.4 die Existenz eines F > X derart, daÿ

F � YF �� R maximales Element von X bzgl. j (134)

und obere Shranke von �f � Y � R� ist, d.h. insbes. YF ist ein R-Untervektor-

raum von X mit Y ` YF sowie

F > �YF �
�

, F SY � f , F B pSYF
. (135)

Zum Nahweis des Hauptsatzes bleibt daher zu zeigen:

YF �X.

Beweis hiervon: Angenommen, es existiert a >X � YF . Dann ist

ÇY �� YF `Ra ein R-Untervektorraum von X mit Y ú

ÇY . (136)

[ Zu (136): Y ú

ÇY ist wegen a >X � Y klar, und da für alle y1, y2 > YF sowie

t1, t2 > R gilt

y1 � t1 a � y2 � t2 aÔ� y1 � y2
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

>YF

� �t2 � t1�a
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>Ra

a>X�YF
Ô� t2 � t1 � 0 , y1 � y2 � 0,

ist YF �Ra sogar eine direkte Summe von R-Vektorräumen. ℄

Wir zeigen nun

�y0,y>YF
F �y� � p�y � a� B p�y0 � a� � F �y0�. (137)

[ Zu (137): Seien y0, y > YF beliebig. Dann folgt aus der R-Linearität von F ,

F B pSYF
und der Sublinearität von p

F �y� � F �y0� � F �y � y0� B p�y � y0� � p��y � a� � �y0 � a��

B p�y � a� � p�y0 � a�,

also F �y� � p�y � a� B p�y0 � a� � F �y0�. ℄
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Wegen (137) gilt

s �� sup�F �y� � p�y � a� Sy > YF� �ª, (138)

und wir können

ÇF � ÇY � R durh

�y�t a>ÇY �YF`Ra
ÇF �y � t a� �� F �y� � t s (139)

de�nieren. Dann folgt

ÇF >

ÇY �, (140)

ÇF SYF
� F. (141)

[ (141) ist trivial, und (140) ergibt sih daraus, daÿ für alle y1, y2 > YF ,

t1, t2 > R und λ > R

ÇF �λ �y1 � t1 a�� �

ÇF �λy1 � �λ t1�a� � F �λy1� � �λ t1� s

� λF �y1� � λ �t1 s� � λ �F �y1� � t1 s� � λ ÇF �y1 � t1 a�

sowie

ÇF ��y1 � t1 a� � �y2 � t2 a�� �

ÇF ��y1 � y2� � �t1 � t2�a�

� F �y1 � y2� � �t1 � t2� s

� F �y1� � F �y2� � t1 s � t2 s

� �F �y1� � t1 s� � �F �y2� � t2 s�

�

ÇF �y1 � t1 a� � ÇF �y2 � t2 a�,

gilt. ℄

Shlieÿlih weisen wir nah

ÇF B pS
ÇY . (142)

[ Zu (142): Aus (138) folgt

�y0>YF
F �y0� � s B p�y0 � a�, (143)

und aus (138), (137) folgt

�y0>YF
F �y0� � s B p�y0 � a�. (144)

Sei y � t a > ÇY � YF `Ra.

1. Fall: t � 0. Dann gilt

ÇF �y � t a� � ÇF �y�
�141�
� F �y�

Vor.

B p�y� � p�y � t a�.

2. Fall: t > R
�

. Dann gilt

ÇF �y � t a�
�140�
� t ÇF �

y

t
� a�

�139�
� t �F �

y

t
� � s�

�144�
B t p�

y

t
� a�

Vor.

� p�y � t a�.
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3. Fall: t > R
�

. Dann gilt

ÇF �y � t a�
�140�
� �t ÇF ��

y

t
� a�

�139�
� �t �F ��

y

t
� � s�

�143�
B �t p��

y

t
� a�

Vor.

� p�y � t a�.

Damit ist (142) gezeigt. ℄

Aus (140), (136),

ÇF SY � f � wegen (141), (135) � und (142) folgt

ÇF > X .

Nah (136) und (141) gilt ferner

ÇF i F , im Widerspruh zu (134). ✷

Satz 2.46.

Vor.: Es seien X ein K-Vektorraum, p� X � R eine Halbnorm und Y ein K-

Untervektorraum von X.

Beh.: Zu jedem f > Y �

mit Sf S B pSY existiert ein F > X�

mit F SY � f und

SF S B p.

Beweis. Sei f > Y �

mit Sf S B pSY .

1. Fall: K � R. Dann folgt aus f B Sf S B pSY und 2.45 die Existenz von F >X�

mit F SY � f und F B p. Da p eine Halbnorm ist, gilt zusätzlih

�x>X �F �x� � F ��x� B p��x� � p�x�,

also SF S B p.

2. Fall: K � C. X sowie Y sind in kanonisher Weise R-Vektorräume, die wir

mit XR sowie YR bezeihnen. p ist dann auh eine Halbnorm für XR, und YR ist

ein R-Untervektorraum von XR. Es gilt o�enbar f1 �� Ref > YR
�

� HomR�YR,R�

und Sf1S B Sf S B pSYR
. Nah dem 1. Fall existiert F1 > XR

�

� HomR�XR,R� mit

F1SYR
� f1 und SF1S B p. Der Leser zeige als Übung, daÿ durh

�x>X F �x� �� F1�x� � iF1�ix�

ein Element F von X�

� HomC�X,C� mit F SY � f gegeben ist.

14

Des weiteren

existiert zu jedem x > X ein t > �0,2π� mit eit F �x� � SF �x�S > �0,ª�, d.h. es gilt

SF �x�S � F �Sei tSx� � S�ReF ��Sei t Sx�S � Sei tS SF1�x�S � SF1�x�S B p�x�,

womit die Behauptung auh im 2. Falle bewiesen ist. ✷

Satz 2.47.

Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein K-Untervektorraum

von X, der dann in kanonisher Weise ebenfalls ein normierter K-Vektorraum

ist.

Beh.: Zu jedem f > Y �

existiert ein F > X �

mit F SY � f und YF Y � YfY.

14

Verwende, daÿ die Abbildung

X
�

�� �XR�
�

, F z� ReF,

eine R-lineare Bijektion mit R-linearer Umkehrabbildung

�XR�
�

��X
�

, F1 z� �x ( F1�x� � iF1�ix�� ,

bei dessen Nahweis �z>CRe�iz� � �Im�z� eingeht, ist.
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Beweis. Sei f > Y �

. Dann wird durh

�x>X p�x� �� YfY YxY

o�enbar eine Halbnorm auf X de�niert, und es gilt � beahte, daÿ f ein be-

shränkter Operator ist �

�y>Y Sf�y�S
�98�
B YfY YyY � p�y�,

also folgt aus 2.46 die Existenz von F > X�

mit F SY � f sowie SF S B p � YfY Y . . . Y.

Letzteres bedeutet, daÿ auh F ein beshränkter Operator ist, d.h. F >X �

, und

wegen (97) weiterhin YF Y B YfY. Da trivialerweise

sup�S f�y�
±

�F �y�

S Sy > Y , YyY B 1� B sup�SF �x�S Sx > X , YxY B 1�

gilt, folgt aus (97) auÿerdem YfY B YF Y. ✷

Korollar 2.48. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) Ist Y ein K-Untervektorraum von X, so existiert zu jedem x0 > X mit

positivem Abstand zu Y , d.h.

δ �� d��x0�, Y � � inf�Yx0 � yY Sy > Y � A 0, 15 (145)

ein F > X �

mit F �x0� � δ, F SY � 0 und YF Y � 1.

(ii) Zu jedem x0 >X � �0� existiert ein F > X �

mit F �x0� � Yx0Y und YF Y � 1.

(iii) Sind x1, x2 > X mit x1 x x2, so existiert F > X �

mit F �x1� x F �x2�. Man

nennt X �

daher auh punktetrennend.

Beweis. Zu (i): Wir mahen eine ähnlihe Konstruktion wie im Beweis von

2.45 und setzen

ÇY �� Y `Kx0. Dann wird durh

�y>Y �λ>K f�y � λx0� �� λδ

o�enbar eine Linearform f � ÇY � K mit f�x0� � δ und f SY � 0 de�niert. Wir

werden zeigen, daÿ gilt

f >

ÇY �

, YfY � 1. (146)

Daher folgt aus 2.47 die Existenz von F > X �

mit F S
ÇY � f und YF Y � YfY, d.h.

F hat die gewünshten Eigenshaften.

[ Zu (146): Für alle y > Y und λ > K gilt

Sf�y � λx0�S
Def.

� SλS δ B Yy � λx0Y,

15

Es sei darauf hingewiesen, daÿ aus der Kompaktheit von �x0� und Übung 1.82

δ � d��x0�, Y � A 0

folgt, falls Y ein abgeshlossener K-Untervektorraum von X ist.
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denn für λ � 0 ist dies trivial, und für λ x 0 ergibt sih

Yy � λx0Y � SλS \x0 �
�y

λ
\

�145�
C SλS δ.

Also ist f stetig mit YfY B 1; zu zeigen bleibt YfY C 1.

Hierzu sei ε > R
�

. Aus (145) folgt die Existenz eines y > Y mit

δ � ε δ C Yx0 � yY,

also gilt

0 � δ
�145�
B Yx0 � yY B δ � ε δ

Def.

� Sf�y � x0�S � ε δ B YfY Yy � x0Y � ε δ,

d.h.

1 B YfY �
ε δ

Yx0 � yY
B YfY � ε,

und aus der Beliebigkeit von ε > R
�

ergibt sih 1 B YfY. ℄

Zu (ii): Die Behauptung ergibt sih sofort, indem man (i) auf Y �� �0�

anwendet, denn dann gilt δ � Yx0Y.

Zu (iii): Sei x0 �� x2 � x1 > X � �0�. Dann existiert nah (ii) F > X �

mit

0 x F �x0� � F �x2 � x1� � F �x2� � F �x1�, also F �x1� x F �x2�. ✷

Bemerkung.

1.) Das Korollar zeigt, daÿ für einem normierten K-Vektorraum die Menge der

stetigen Linearformen �reihhaltig� ist. Wir haben oben bereits gesehen,

daÿ im Falle endliher Dimension sogar jede Linearform stetig ist.

2.) IstX ein normierter K-Vektorraum mit dimKX �ª, so existiert stets eine

unstetige Linearform: Nah A.6 existiert nämih eine Basis �bi S i > I� von

X, wobei I eine Menge mit #I C #N sein muÿ. Ohne Beshränkung der

Allgemeinheit gelte �i>I YbiY � 1. Wir können eine abzählbare Teilmenge

�bik Sk > N� von I wählen und eine Linearform F � X � K durh

�x�
Pi>I λi bi mit eindeutig bestimmten λi>K, wobei fast alle λi�0 sind

F �x� �
ª

Q

k�0

k λik

de�nieren. Dann gilt �k>N SF �bik�S � k, d.h. F kann kein beshränkter

Operator sein.

Unser nähstes Ziel ist der Beweis der Trennungssätze von Hahn-Banah,

welhe besagen, daÿ sih disjunkte konvexe Mengen in einem nun zu erklärenden

Sinne trennen lassen.

Ist X ein (ggf. normierter) C-Vektorraum so bezeihnen wir mit XR den

kanonish aus X erhaltenen (normierten) R-Vektorraum, d.i. seine sog. Reelli-

�zierung . Als Mengen (bzw. ggf. Abbildungen) stimmen X und XR (bzw. ihre

Normen) natürlih überein. Um die De�nitionen und Sätze einheitlih formulie-

ren zu können, vereinbaren wir im Falle eines (ggf. normierten) R-Vektorraumes

X zusätzlih:

XR ��X und �F >X� ReF �� F.
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De�nition 2.49 (Hyperebene). Es sei X ein K-Vektorraum.

(i) Seien F > X�

� �0� und α > K.

Wir setzen

HF,α �� F
1
��α�� � �x > X SF �x� � α�.

Diese Menge ist niht-leer, da F o�enbar surjektiv ist.

Bemerkung.

1.) HF,α ist genau dann ein K-Untervektorraum von X, wenn α � 0

gilt. In diesem Fall ergibt der Homomorphiesatz der linearen Algebra

dimK�V ~HF,0� � 1.

2.) Ist Y ein K-Untervektorraum von X mit dimKX~Y � 1, so existiert

nah A.6 eine Basis von Y , die durh Hinzunahme eines Elementes

x0 > X � Y zu einer Basis von X wird, und die Projektion X � Kx0
liefert mittels der Identi�kation Kx0 � K ein Element von X�

� �0�,

welhes Y als Kern besitzt.

3.) Für jedes a > HF,α gilt HF,α � a �HF,0.

(ii) Ist H eine Teilmenge von X, so heiÿt H eine R-Hyperebene genau dann,

wenn F > �XR�
�

� �0� und α > R mit H �HF,α existieren.

Bemerkung. Für jedes F >X�

� �0� gilt ReF > �XR�
�

� �0�.

Bemerkung. Sind X ein normierter K-Vektorraum und F > X �

, so gilt auh

ReF > �XR�
�

, denn aus der Existenz eines C > R mit �x>X SF �x�S B C YxY folgt,

daÿ für jedes x > XR gilt: S�ReF ��x�S B SF �x�S B C YxY.

Lemma 2.50. Es seien X ein normierter K-Vektorraum und F > X�

� �0�.

Dann gilt:

(i) F >X �


� �α>KHF,α ist abgeshlossen in X.

(ii) F ¶X �


� �α>KHF,α ist diht in X.

Beweis. Sei α > K beliebig. Es genügt o�enbar zu zeigen, daÿ die folgenden

Aussagen paarweise äquivalent sind:

F > X �. (147)

HF,α ist abgeshlossen in X. (148)

HF,α xX. (149)

�(147) � (148)� ist wegen (8) klar.

�(148) � (149)� Aus der Surjektivität von F folgt HF,α x X. Hieraus und

aus (148) ergibt sih (149).

�(149) � (147)� Wegen (149) können wir x0 > X �HF,α �xieren. Letzteres

ist eine o�ene Menge, also existiert ε > R
�

mit Uε�x0� `X �HF,α, d.h.

Uε�x0� 9HF,α � g. (150)
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Wir setzen

C ��

F �x0� � α

ε
.

Zum Nahweis von (147) genügt es zu zeigen, daÿ gilt

�x>X SF �x�S B C YxY. (151)

Beweis hiervon: Sei x > X beliebig. Im Falle F �x� � 0 ist die Behauptung

klar, gelte daher F �x� x 0. Dann folgt o�enbar y �� x0 �
F �x0��α

F �x�
x > HF,α, also

nah (150): Yy � x0Y C ε. Dies bedeutet genau (151). ✷

De�nition 2.51. Seien X ein K-Vektorraum sowie F > �XR�
�

��0� und α > R,

also ist H �� HF,α eine R-Hyperebene von X. Ferner seien A,B niht-leere

Teilmengen von X.

Per de�nitionem trennt H die Mengen A und B, wenn

sup�F �a� Sa > A� B α B inf�F �b� S b > B� (152)

bzw.

sup�F �b� S b > B� B α B inf�F �a� Sa > A� (153)

gilt. Die Trennung heiÿt strikt, wenn eine der Ungleihungen in (152) bzw. (153)

eht ist.

Bemerkung. Aus (152) folgt A ` F
1
�� �ª, α�� und B ` F

1
��α,ª��, entspre-

hendes folgt aus (153). Dies rehtfertigt den Begri� der �Trennung�, obwohl

A9B Elemente von H � F
1
��α�� enthalten kann. Im Falle einer strikten Tren-

nung gilt A 9B � g.

Hauptsatz 2.52 (Trennungssätze von Hahn-Banah).

Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und A,B niht-leere disjunkte

Teilmengen von X. Ferner seien A,B konvex.

Beh.:

(i) Ist A o�en, so existieren F >X �

� �0� und α > R derart, daÿ gilt

�a>A�b>B �ReF ��a� � α B �ReF ��b�,

insbes. trennt die abgeshlossene R-Hyperebene HReF,α die konvexen Men-

gen A und B.

(ii) Gilt δ �� d�A,B� > R
�

, so existieren F > X �

� �0� und α,β > R mit

�a>A�b>B �ReF ��a� B α � β B �ReF ��b�,

insbes. trennt die abgeshlossene R-Hyperebene HReF,α die konvexen Men-

gen A und B strikt.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh das folgende Lemma vor.
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Lemma 2.53. Seien X ein normierter K-Vektorraum und C eine niht-leere

konvexe Teilmenge von X sowie ε > R
�

.

Dann ist auh die ε-Umgebung Uε�C� �� �a>C Uε�a� von C eine konvexe

Teilmenge von X.

Beweis. Seien x, y > Uε�C�. Dann existieren a, b > C mit x > Uε�a� sowie

y > Uε�b� und für jedes t > �0,1� gilt �1 � t�a � t b > C. Nun folgt für t > �0,1�

Y�1 � t�x � t y � ��1 � t�a � t b
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>C

�Y B �1 � t� Yx � aY
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�ε

�t Yy � bY
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

�ε

� ε,

also �1 � t�x � t y > Uε�C�. ✷

Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: K � R.

Zu (i): Sei also A o�en. Es seien a0 > A und b0 > B. Wir setzen x0 �� b0�a0 x 0

sowie

C �� x0 � �A �B�.

Wir behaupten:

C > U

X

�0,X� ist konvex, (154)

x0 ¶ C. (155)

[ Zu (154): Daÿ C konvex ist, ergibt sih sofort aus den Beispielen 2.) und

3.) zu 2.37 (iv). Weiterhin ist 0 � x0 � a0 � b0 > C.

Für jedes y > X ist Ty � X �X, de�niert durh

�x>X Ty�x� �� y � x,

o�enbar eine bijektive stetige Abbildung mit Umkehrabbildung T
�y. Insbes. ist

Ty ein Homöomorphismus, also eine o�ene Abbildung. Wegen

C �

�

b>B

Tx0�b�A�

ist C daher mit A o�en.

Zu (155): Wäre x0 > C, so existierten a > A und b > B mit x0 � x0 � a � b,

also a � b, im Widerspruh zu A 9B � g. ℄

Wegen (154) können wir das Minkowosi-Funktional pC � X � R von C, vgl.

2.37 (i) inkl. Bemerkung 2.), (ii) und 2.40 (i) - (iii) inkl. Bemerkung 2.), be-

trahten, und aus (155) folgt pC�x0� C 1. Wir setzen Y �� Rx0 und zeigen

f � Y �� R, t xo z� t, ist eine Linearform mit f B pC SY . (156)

[ Zu (156): Die R-Linearität ist trivial. Des weiteren gilt für t > R
�

f�t x0� � t
pC�x0�C1

B t pC�x0� � pC�t x0�,

sowie für t > R
�

f�t x0� � t � 0
2.40�i�
B pC�t x0�

und auÿerdem f�0� � 0
2.40�i�
� pC�0�. ℄
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Aus dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banah 2.45 ergibt sih wegen (156)

die Existenz eines F >X�

mit F SY � f und F B pC , also gilt o�enbar F x 0 und

nah 2.40 (iii) inkl. Bemerkung 2.) auÿerdem F SC B pC SC � 1. Hieraus folgt, daÿ

H ��HF,1 eine R-Hyperebene von X mit

H 9C � g

ist. Da C nah (154), (155) eine niht-leere o�ene Teilmenge von X ist, folgt

hieraus mittels 1.15 (ii): H x X, d.h. wegen 2.50 (ii), daÿ F stetig ist. Es gilt

also F > X �

.

Zum Nahweis von (i) genügt es nun zu zeigen

�a>A�b>B F �a� � F �b�, (157)

F ist eine o�ene Abbildung, (158)

denn (157) ergibt α �� inf�F �b� S b > B� > R sowie �a>A�b>B F �a� B α B F �b�,

und hieraus sowie (158) folgt zusätzlih, da A o�en ist, �a>A F �a� � α.

[ Zu (157): Seien a > A und b > B, d.h. x0 �a� b > C, also wegen F SC � 1 und

F �x0� � f�x0� � f�1x0� � 1

1 A F �x0 � a � b� � F �x0� � F �a� � F �b� � F �a� � F �b�.

Somit gilt F �a� � F �b�.

Zu (158): Da F stetig ist, ist Z �� KernF ein abgeshlossener R-Untervektor-

raum des normierten R-Vektorraumes X. Nah 2.9 (i), (ii) ist dann auh X~Z

ein normierter R-Vektorraumraum und π� X � X~Z eine o�ene Abbildung.

Auÿerdem ist F wegen F x 0 surjektiv, daher folgt aus dem Homomorphiesatz,

daÿ ein R-Vektorraum-Isomorphismus T � X~Z � R existiert so, daÿ das folgende

Diagramm kommutiert:

X
F

✲ R

X~Z

π

❄
❄

T

✲

Nun sind R-lineare Abbildungen zwishen endlih-dimensionalen normierten R-

Vektorräumen stetig, vgl. 2.33, also ist T als Abbildung zwishen den normierten

R-Vektorräumen X~Y und R ein Homöomorphismus, d.h. insbosondere eine

o�ene Abbildung. Somit ist auh F � T Xπ eine o�ene Abbildung, und (158) ist

gezeigt. ℄

Zu (ii): Sei nun δ � d�A,B� > R
�

. Mit A ist nah Lemma 2.53 auh die o�ene

Menge Uδ�A� �� �a>AUδ�a� konvex, und es gilt Uδ�A�9B � g. Aus dem Beweis

von (i), insbes. (157), (158) � angewandt auf Uδ�A� anstelle von A �, folgt die

Existenz eines F > X �

� �0� mit

�ã>Uδ�A�
�b>B F �ã� � inf�F �b̃� S b̃ > B�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��β>R

B F �b�. (159)
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Wir setzen

α �� sup�F �a� Sa > A� > R

und haben α � β zu zeigen: F > X �

� �0� ist eine o�ene Abbildung, vgl. (158),

also ist F �Uδ�0�� ein o�enes Intervall, das 0 enthält, d.h. ρ �� supF �Uδ�0�� > R�

.

Es genügt nahzuweisen, daÿ

α � ρ B β.

Beweis hiervon: Sei ε > R
�

. Nah De�nition von α,ρ existieren a > A und

x > Uδ�0� mit

F �a� C α � ε , F �x� C ρ � ε,

also folgt mittels (159) aus a � x > Uε�A�

β A F �a � x� � F �a� � F �x� C α � ρ � 2ε.

Die Beliebigkeit von ε > R
�

ergibt β C α � ρ.

2. Fall: K � C. Analog zum Beweis von 2.46 wendet man den 1. Fall auf XR

an, erhält dann F1 > �XR�
�

� �0� mit den entsprehenden reellen Eigenshaften

und zeigt, daÿ F � X � C, de�niert durh

�x>X F �x� �� F1�x� � iF1�ix�,

die Behauptung erfüllt. ✷

Transponierte Operatoren und der topologishe Bidualraum

De�nition 2.54. Seien X,Y normierte K-Vektorräume. Dann induziert jedes

T > LK�X,Y � ein T �

� Y �

�X �

, den sog. zu T transponierten Operator , der

durh

�F >Y � T �F �� F X T

gegeben ist.

Satz 2.55. Seien X,Y normierte K-Vektorräume und T,S > LK�X,Y � sowie

λ > K. Dann gilt:

(i) T > LK�Y
�,X �

� und YT �

Y � YT Y.

(ii) �T � S�� � T �

� S� und �λT �� � λT �

.

Beweis. Zu (i): Seien F,G > Y �

und λ > K. Dann gilt

T �

�F �G� � �F �G� X T � �F X T � � �G X T � � T �F � T �G,

T �

�λF � � �λF � X T � λ �F X T � � λ �T � F �,

YT �F Y � YF X T Y B YF Y YT Y � YT Y YF Y,

also folgt T > LK�Y
�,X �

� und YT �

Y B YT Y.

Zu zeigen bleibt YT Y B YT �

Y. Hierzu sei x > X mit T �x� x 0. Nah 2.48 (ii)

existiert F > Y �

mit F �T �x�� � YT �x�Y > R
�

und YF Y � 1, also ergibt sih

YT �x�Y � SF �T �x��S B YF X T Y YxY � YT �F Y YxY B YT �

Y YF Y YxY � YT �

Y YxY.
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Da YT �x�Y B YT �

Y YxY natürlih auh im Falle T �x� � 0 gilt, folgt YT Y B YT �

Y.

Zu (ii): Für alle F > Y �

und x > X gilt

��T � S�� F ��x� � �F X �T � S���x� � F ��T � S��x�� � F �T �x� � S�x��

� F �T �x�� � F �S�x�� � �F X T ��x� � �F X S��x�

� �T �F ��x� � �S�F ��x�

und

��λT �

��F ���x� � �F X �λT ���x� � F �λT �x�� � λF �T �x�� � λ �F X T ��x�

� λ �T � F ��x�,

womit der Satz bewiesen ist. ✷

Satz 2.56. Die Zuordnung

X z�X �, T z� T �,

de�niert einen kontravarianten Funktor

�

von der Kategorie der normierten

K-Vektorräume mit ihren stetigen linearen Abbildungen in die Kategorie der K-

Banahräume mit ihren stetigen linearen Abbildungen. D.h. per de�nitionem,

daÿ für alle normierten K-Vektorräume X,Y,Z und alle T > LK�X,Y � sowie

S > LK�Y,Z� gilt:

(i) X �

ist ein K-Banahraum.

(ii) T �

> LK�Y
�,X �

�.

(iii) �idX�
�

� idX�

.

(iv) �S X T �� � T �

X S�.

Beweis. (i) sowie (ii) haben wir bereits eingesehen, und (iii) ist klar.

Zu (iv): Für alle F > Z �

gilt

�S X T ��F � F X �S X T � � �F X S� X T � T �

�S��F �� � �T �

X S��F,

d.h. (iv) ist gezeigt. ✷

Bemerkung. In [13, Satz 7.10℄ wird behauptet, der Funktor

�

sei exakt, d.h.,

daÿ er kurze exakte Sequenzen auf kurze exakte Sequenzen abbilde.

16

Diese

Behauptung ist falsh.

17

Seien nämlih z.B. X �� �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

� und

16

Sind n > N, X0, . . . ,Xn�1 K-Vektorräume und Ti� Xi � Xi�1 K-lineare Abbildungen für

i > �0, . . . , n�, so heiÿt die Sequenz

X0

T0

��X1

T1

�� . . .
Tn

�� Tn�1

exakt genau dann, wenn gilt �i>�0,...,n�1� Ti�Xi� � Ti�1
1

��0��. Im Falle n � 2 spriht man auh

von einer kurzen exakten Sequenz.

17

Mit den Bezeihnungen wie in [13, S. 36 f.℄ wird beim �Beweis� von [13, Satz 7.10℄ Y ~α�X�

mit β�Y � identi�ziert. Y ~α�X� ist jedoh i.a. niht homöomorph zu β�Y �. Ist zusätzlih Y

ein K-Banahraum und β�Y � vollständig, so liefert der Satz vom inversen Operator (s.u. 2.79)

diese Homöomorphie.
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T � X � X de�niert durh �f>C��0,1�,R� T f ��
R

x
0 f�t�dt. Dann ist T > LR�X,X�

injektiv, d.h. �0� � X
T
� X ist exakt. T �

� X �

�X �

ist aber niht surjektiv, denn

F > X �

, de�niert durh �f>C��0,1�,R� F �f� �� f�1�, liegt niht im Bild von T �

.

Daher ist X �

T �

�X �

� �0� niht exakt.

Korollar 2.57. Seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > LK�X,Y �. Dann

gilt:

(i) T � X �� Y K-Vektorraum-Isomorphismus

Ô� T �

� Y �

��X � K-Vektorraum-Isomorphismus.

(ii) T � X �� Y K-Vektorraum-Isometrie

Ô� T �

� Y �

��X � K-Vektorraum-Isometrie.

Beweis. (i) folgt sofort aus 2.56 (iii) und (iv).

Zu (ii): Im Falle X � �0� ist die Behauptung klar. Sei daher dimKX x 0 und

T � X � Y eine K-Vektorraum-Isometrie. Als surjektive isometrishe Abbildung

bildet T die Einheitskugel �x >X S YxY � 1� in X surjektiv auf die Einheitskugel

�y > Y S YyY � 1� in Y ab, also folgt für jedes F > Y �

: YT �F Y � YF X T Y � YF Y. ✷

De�nition 2.58 (Topologisher Bidualraum). Sei X ein normierter K-Vektor-

raum.

(i) Der K-Banahraum

X ��

�� �X �

�

�

� LK�LK�X,K�,K�

heiÿt der topologishe Bidualraum von X.

(ii) Sind Y ein weiterer normierter K-Vektorraum und T > LK�X,Y �, so setzen

wir

T ��

�� �T �

�

�

> LK�X
��, Y ��

�.

Es gilt also �Φ>X��

�F >X�

�T ��Φ��F � � �Φ X T �

��F � � Φ�T �

�F �� � Φ�F X T �.

Lemma 2.59. Seien X ein normierter K-Vektorraum und x >X.

Dann ist die Evaluationsabbildung von x

Ex� X
�

�� K, F z� F �x�,

K-linear und stetig, d.h. Ex > X
��

, mit YExY � YxY.

Beweis. Die K-Linearität von Ex ist trivial.

Für jedes F > X �

gilt

SEx�F �S � SF �x�S B YF Y YxY � YxY YF Y,

also folgt die Stetigkeit von Ex� X
�

� K und YExY B YxY.

Aus der letzten Ungleihung ergibt sih sofort, daÿ in ihr im Falle x � 0

Gleihheit gelten muÿ. Im Falle x x 0 existiert nah 2.48 (ii) ein Funktional

F >X �

mit F �x� � YxY > R
�

und YF Y � 1, also folgt

SEx�F �S � SF �x�S � YxY � YxY YF Y,

d.h. YExY C YxY. ✷
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Satz 2.60. Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Dann ist

iX � X ��X ��, x z� Ex,

eine K-lineare isometrishe � also insbes. stetige und injektive � Abbildung.

Beweis. 1.) Aus 2.59 folgt �x>X Ex > X
��

, d.h. iX ist wohlde�niert.

2.) Die K-Linearität von iX ist trivial.

3.) Wegen 2.59 gilt auÿerdem �x>X YiX�x�Y � YExY � YxY. Daher ist iX wegen

2.) eine isometrishe Abbildung. ✷

Korollar 2.61. Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Dann ist iX�X� ` X
��

eine Vervollständigung des zu X K-linear isometri-

shen K-Vektorraumes iX�X�.

Beweis. X ��

ist vollständig und iX�X� ist abgeshlossen in X ��

. Daher folgt

die Behauptung aus 1.20 (i). ✷

De�nition 2.62. Ein normierter K-Vektorraum heiÿt re�exiv genau dann,

wenn iX � X �X ��

surjektiv, d.h. genau eine K-Vektorraum-Isometrie, ist.

Beispiel. Jeder endlih-dimensionale K-Vektorraum ist re�exiv.

Satz 2.63. Es seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > LK�X,Y �.

Dann gilt YT ��

Y � YT Y und T ��

X iX � iY X T . Letzteres bedeutet, daÿ das

folgende Diagramm kommutiert:

X
T

✲ Y

X ��

iX

❄

❄

T ��

✲ Y ��

iY

❄

❄

Beweis. YT ��

Y � YT �

Y � YT Y folgt aus 2.55 (i), und für alle x > X und F > X �

gilt

�T ��

�iX�x����F � � �T ��Ex��F � � Ex�F X T � � F �T �x��� � �ET �x���F �

� �iY �T �x����F �,

also �T ��

X iX��x� � �iY X T ��x�. ✷

Die Prinzipien der gleihmäÿigen Beshränktheit und der o�e-

nen Abbildung

Der folgende Satz wird in der Literatur als �Prinzip der gleihmäÿigen Be-

shränktheit� bezeihnet.

Hauptsatz 2.64 (Satz von Banah-Steinhaus).

Vor.: Es seien X,Y normierte K-Vektorräume, H ` LK�X,Y � und

B �� �x >X S H�x�
²

��T �x� ST >H�

beshränkt�.

Beh.: B niht mager in X Ô� H beshränkt in LK�X,Y �.
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Bemerkung. Sind X,Y normierte K-Vektorräume, so ist H ` LK�X,Y � genau

dann beshränkt, wenn C > R
�

mit

�T >H�x>X YT �x�Y B C

existiert, d.h. H ist gleihmäÿig beshränkt.

Beweis. Wir zeigen die zur Behauptung äquivalente Aussage

sup�YT Y ST >H� �ªÔ� B mager in X
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�X�B generish in X

.

Für jedes n > N de�nieren wir eine o�ene Menge Un durh

Un �� �x > X S§T >H YT �x�Y A n� � �
T >H

�x > X S YT �x�Y A n�

und behaupten

Un ist diht in X. (160)

[ Zu (160): Angenommen, Un ist niht diht in X, d.h. es existieren x0 > X

und ε > R
�

mit

Uε�x0� 9Un � g.

Dann folgt T x̃ B n für jedes x̃ > Uε�x0� sowie T > H, also für jedes x > Uε�0�

sowie T >H

YT �x�Y B YT �x � x0�Y � YT �x0�Y B 2n,

und für jedes T >H sowie x > X � �0� gilt

YT �x�Y �
2YxY

ε
℄T �

εx

2YxY
�℄ B

2YxY

ε
2n �

4n

ε
YxY.

Wegen YT �0�Y B 4n
ε
Y0Y bedeutet die letzte Ungleihung

�T >H YT Y B
4n

ε
,

im Widerspruh zu sup�YT Y ST >H� �ª. ℄

Wir haben damit bewiesen � vgl. 1.59 �, daÿ

�

n>N

Un � �x > X SH�x� unbeshränkt� �X �B

generish ist. ✷

Satz 2.65.

Vor.: Es seien X ein K-Banahraum, Y ein normierter K-Vektorraum und

H ` LK�X,Y � sowie B �� �x > X SH�x� beshränkt�.

Beh.: BX

x g Ô� H beshränkt in LK�X,Y �.
18

18BX

x g ist z.B. erfüllt, wenn H�x� für jedes x >X beshränkt ist.
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Beweis. X ist vollständig, also Bairesh nah dem Satz von Baire 1.65. Da-

her folgt � vgl. 1.62, 1.61 (ii) �, daÿ B niht mager ist. Somit ergibt sih die

Behauptung aus dem Satz von Banah-Steinhaus 2.64. ✷

Korollar 2.66. Seien X ein K-Banahraum, Y ein normierter K-Vektorraum

und �Tn�n>N eine Folge in LK�X,Y �, die punktweise gegen T > Y X
konvergiert,

d.h.

�x>X lim
n�ª

Tn�x� � T �x�. (161)

Dann gilt T > LK�X,Y � und YT Y B lim infn�ª YTnY �ª.

Beweis. Die K-Linearität von T ist trivial. Zum Nahweis der Stetigkeit von

T wenden wir 2.65 auf

H �� �Tn Sn > N� ` LK�X,Y �

an. Wegen (161) gilt �x > X STn�x� beshränkt� � X, also folgt die Existenz

einer reellen Zahl C > R
�

derart, daÿ �n>N YTnY B C gilt. Hieraus folgt zum

einen

lim inf
n�ª

YTnY B C (162)

und wegen der Stetigkeit von Y . . . Y� Y � R zum anderen für jedes x > X

YT �x�Y � lim
n�ª

YTn�x�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BYTnY YxYBC YxY

B C YxY,

also ist T stetig, und es gilt des weiteren

lim
k�ª

inf�

BYTkY YxY
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

YTk�x�Y Yn > N , n C k� B lim
k�ª

YxY inf�YTkY Sn > N , n C k�

� YxY lim
k�ª

inf�YTkY Sn > N , n C k�,

also

YT �x�Y � lim
n�ª

YTn�x�Y � lim inf
n�ª

YTn�x�Y B YxY lim inf
n�ª

YTnY,

d.h. YT Y B lim infn�ª YTnY
�162�
� ª. ✷

Korollar 2.67. Seien X ein normierter K-Vektorraum und B eine Teilmenge

von X derart, daÿ gilt

�F >X� F �B� beshränkte Teilmenge von K.

Dann ist B eine beshränkte Teilmenge von X.

Beweis. Wir wenden 2.65 auf

H �� iX�B� � �Eb S b > B� `X
��

� LK�X
�,K�

an. Beahte, daÿ X �

ein K-Banahraum ist. Es gilt H�F � � F �B� für jedes

F > X �

, also nah Voraussetzung �F > X �

SH�F � beshränkt� � X. Somit folgt

die Beshränktheit vonH � iX�B�. Da iX � X �X ��

eine isometrishe Abbildung

ist, ist auh B beshränkt. ✷
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Obwohl wir den Begri� der �O�enheit einer Abbildung� bereits verwendet

haben, geben wir der Vollständigkeit halber die De�nition erneut an.

De�nition 2.68 (O�ene Abbildungen). Seien X,Y topologishe Räume und

f > Y X
. Dann heiÿt f eine o�ene Abbildung, wenn für jedes U > Top�X� gilt

f�U� > Top�Y �.

Satz 2.69. Es seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > HomK�X,Y �.

Dann sind die folgenden drei Aussagen paarweise äquivalent:

(i) T ist eine o�ene Abbildung.

(ii) §C>R
�

�y>Y §x>X T �x� � y , C YxY B YyY.

(iii) §δ>R
�

Uδ�0Y � ` T �U1�0X��.

Beweis. �(i) � (iii)� ist trivial.

�(iii) � (i)� Seien U ` X o�en und y0 > T �U�. Dann existieren x0 > U und

ε > R
�

mit T �x0� � y0 sowie Uε�x0� ` U . Ist δ > R�

wie in (iii), so gilt für alle

y > Uε δ�y0�
1

ε
�y � y0� > Uδ�0Y � ` T �U1�0X��,

also existiert x > U1�0X� mit T �x� � 1
ε
�y � y0�, d.h.

y � y0 � εT �x� � T �x0� � εT �x� � T �x0 � εx� > T �Uε�x0�
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

`U

� ` T �U�.

Damit ist Uε δ�y0� ` T �U� gezeigt. Wegen der Beliebigkeit von y0 > T �U� folgt

die O�enheit von T �U� in Y .

�(iii) � (ii)� Sei δ gemäÿ (iii) gewählt. Wir setzen C ��

δ
2
> R

�

. Für y � 0Y
ist (ii) trivial. Sei daher y > Y � �0�. Dann gilt

δ

2

y

YyY
> Uδ�0Y � ` T �U1�0X��,

also existiert x̃ > U1�0X� mit T �x̃� � δ
2

y
YyY

, also gilt mit x ��
2YyY

δ
x̃

T �x� � y , YxY �
2YyY

δ
Yx̃Y �

1

C
YyY.

�(ii) � (iii)� Seien C > R
�

wie in (ii) und δ �� C. Dann existiert zu jedem

y > Uδ�0Y � gemäÿ (ii) ein x > X mit

T �x� � y , δ YxY B YyY � δ,

also gilt y � T �x� und YxY � 1. ✷

Korollar 2.70. Es seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > HomK�X,Y �.

Ist T eine o�ene Abbildung, so ist T surjektiv.

Beweis. Die Behauptung folgt trivial aus 2.69 �(i) � (ii)�. ✷
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De�nition 2.71 (Graph eines Operators). Seien X,Y normierte K-Vektor-

räume, W ein K-Untervektorraum von X und T � W � Y eine K-lineare Abbil-

dung. Dann heiÿt der K-Untervektorraum

ΓT �� ��x,T �x�� >W � Y Sx >W�

von X � Y der Graph von T .

Sprehen wir im folgenden davon, daÿ ΓT abgeshossen in X � Y ist, so

meinen wir dies bzgl. der Maximumsnorm auf X � Y .

Bemerkung. In der funktionalanalytishen Literatur wird T wie oben gelegent-

lih abgeshlosser Operator genannt, wenn ihr Graph in X�Y abgeshlossen ist.

Um Verwehselungen zu vermeiden, verwenden wir diese Terminologie niht, da

man eine Abbildung zwishen topologishen Räumen grundsätzlih abgeshlos-

sen nennt, wenn sie abgeshlossene Mengen auf solhe abbildet.

Lemma 2.72. Seien X,Y normierte K-Vektorräume, W ein K-Untervektor-

raum von X und T � W � Y eine K-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden

Aussagen äquivalent:

(i) ΓT ist abgeshlossen in X � Y .

(ii) Ist �xn�n>N eine Folge inW derart, daÿ x >X und y > Y mit limn�ª xn � x

und limn�ª T �xn� � y existieren, so gilt x >W und T �x� � y.

Beweis. �(i) � (ii)� Sind �xn�n>N, x, y wie in (ii), so ist �xn, T �xn��n>N eine

Folge in der abgeshlossenen Menge ΓT , die gegen �x, y� > X � Y konvergiert.

Dann folgt �x, y� > ΓT , d.h. x >W und T �x� � y.

�(ii) � (i)� Ist �xn, T �xn��n>N eine Folge in ΓT , die gegen �x, y� > X � Y

konvergiert, so folgt o�enbar aus (ii), daÿ gilt �x, y� > ΓT . ✷

Satz 2.73. Seien X,Y normierte K-Vektorräume, W ein K-Untervektorraum

von X und T � W � Y eine K-lineare Abbildung.

(i) ΓT abgeshlossen in X � Y Ô� KernT abgeshlossen in X.

(ii) W abgeshlossen in X und T > LK�W,Y � Ô� ΓT abgeshlossen in X �Y .

Beweis. Zu (i): Seien ΓT abgeshlossen und �xn�n>N eine Folge in KernT

sowie x >X mit limn�ª xn � x. Es folgt limn�ª�xn, T �xn�� � �x,0�, also ergibt

die Abgeshlossenheit von ΓT zusammen mit 2.72 �(i) � (ii)� sowohl x >W als

auh T �x� � 0, d.h. x > KernT .

Zu (ii): Seien W abgeshlossen in X, T > LK�W,Y � und �xn�n>N eine Folge

in W , die gegen x > X konvergiert. Aus der Abgeshlossenheit von W folgt

x >W und aus der Stetigkeit von T , daÿ limn�ª T �xn� � T �x� gilt, also liefert

2.72 �(ii) � (i)� die Abgeshlosssenheit von ΓT . ✷

Beispiel 2.74. Der R-Banahraum �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

� besitzt den R-Unter-

vektorraum C

1
��0,1�,R� der stetig di�erenzierbaren Funktionen �0,1� � R, und

der R-lineare Di�erentialoperator

d

dx
� C

1
��0,1�,R� �� C��0,1�,R�

hat einen abgeshlossenen Graphen, ist aber niht stetig.
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[ Verwende beim Nahweis der Abgeshlossenheit des Graphen des Di�eren-

tialoperators 2.73 �(ii)� (i)� und beim Nahweis der Unstetigkeit, daÿ für jedes

n > N
�

d

dx
xnS

�0,1� � nx
n�1
S

�0,1�

gilt. ℄

Satz 2.75. Seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > LK�X,Y � injektiv.

Dann ist ΓT�1
�T �X��X abgeshlossen in Y �X.

Beweis. Seien �yn�n>N eine Folge in T �X� und y > Y mit limn�ª yn � y.

Dann existiert wegen der Injektivität von T eine eindeutig bestimmte Folge

�xn�n>N in X mit �n>N T �xn� � yn, also �n>N T
�1
�yn� � xn. Sei ferner x > X mit

limn�ª xn � x. Da T stetig ist, gilt

lim
n�ª

T �xn�
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�yn

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�y

� T �x�,

d.h. y > T �X� und T �1
�y� � x. Aus 2.72 �(ii) � (i)� ergibt sih daher die

Behauptung. ✷

Hauptsatz 2.76 (Prinzip der o�enen Abbildung).

Vor.: Seien X ein K-Banahraum, W ein K-Untervektorraum von X, Y ein

normierter K-Vektorraum und T � W � Y eine K-lineare Abbildung mit abge-

shlossenem Graphen. Ferner sei T �W � niht mager in Y .

Beh.: T � W � Y ist eine o�ene � insbes. surjektive � Abbildung.

Zusatz. Zusätzlih zu Voraussetzungen des Hauptsatzes sei T injektiv.

Dann ist T surjektiv und T �1
� Y � X eine stetige Abbildung.

Beweis. Für jedes r > R
�

de�nieren wir eine abgeshlossen Teilmenge von Y

durh

Ar �� T �UW
r �0�� (163)

und zeigen naheinander

�r>R
�

�Ar�
X

> U

X

�0, Y �, (164)

�r>R
�

Ar ` T �U
W
3r �0��. (165)

Hieraus folgt die Existenz von δ > R
�

mit UY
δ �0� ` �A 1

3

�

X

` T �UW
1 �0��, also ist

der Hauptsatz wegen 2.69 �(iii) � (i)� dann bewiesen.

Den Nahweis von (164) bereiten wir durh die folgende Aussage vor:

�r>R
�

�Ar�
X

x g. (166)

Zu (166): Es gilt W �

�n>N
�

UW
n �0�, also

T �W � �

�

n>N
�

T �UW
n �0��

�163�
`

�

n>N
�

An. (167)
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Wir behaupten

�

n>N
�

An ist niht mager in Y. (168)

[ Zu (168): T �W � ist niht mager in Y , d.h. es existiert keine Folge nirgends

dihter Teilmengen von Y , deren Vereinigung gleih T �W � ist. Wäre

�n>N
�

An

mager in Y , so existierte eine Folge nirgends dihter Teilmengen �Nk�k>N von Y

mit

�k>NNk � �n>N
�

An. Dann folgte für jedes k > N

�T �W � 9NkǱ
X

� T �W �

X

9 Nk
X

±

�g

� g

und

�

k>N

T �W � 9Nk � T �W � 9 �

�

k>N

Nk� � T �W � 9 �

�

n>N
�

An�
�167�
� T �W �,

Widerspruh! ℄

Aus (168) ergibt sih

§n0>N�

�An0
�

X

x g. (169)

[ Zu (169): Angenommen, es gilt �n>N
�

�An�
X

� g. Wegen der Abgeshlos-

senheit von An in Y für n > N sind dann alle An nirgends diht in Y , also ist

�n>NAn mager in Y , im Widerspruh zu (168). ℄

Seien nun r > R
�

und n0 > N�

wie in (169). Wir betrahten für t �� r
n0

> R
�

stetige Abbildungen

RW
t � W ��W, x z� t x,

(mit stetiger Umkehrabbildung RW
1

t

� W �W ) und

RY
t � Y �� Y, y z� t y,

mit stetiger Umkehrabbildung RY
1

t

� Y � Y . Aus der K-Linearität von T folgt

T XRW
t � RY

t X T,

also wegen UW
r �0� � RW

t �U
W
n0
�0��

T �UW
r �0�� � T �RW

t �U
W
n0
�0��� � RY

t �T �U
W
n0
�0���.

Da RY
t � Y � Y ein Homöomorphismus ist, ergibt sih hieraus

Ar
�163�
� T �UW

r �0�� � R
Y
t �T �U

W
n0
�0��Ǳ

�163�
� RY

t �An0
�,

also erneut wegen der Homöomorphie von RY
t � Y � Y

�Ar�
X

� RY
t ��An0

�

X

�

�169�
x g,

d.h. (166) ist gezeigt.
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Zu (164): Sei r > R
�

. (166), angewandt auf

r
2
anstelle von r, ergibt

�A r
2

�

X

x g,

also existieren y0 > �A r
2

�

X

und ε > R
�

mit

UY
ε �y0� ` �A r

2

�

X

` A r
2

. (170)

Zum Nahweis von (164) genügt es zu zeigen, daÿ gilt

UY
ε �0� ` T �U

W
r �0��

�163�
� Ar.

Beweis hiervon: Sei y > UY
ε �0�. Dann gilt

y0 � y > U
Y
ε �y0�

�170�
` A r

2

�163�
� T �UW

r
2

�0��,

also existieren Folgen �xn�n>N, �x̃n�n>N in UW
r
2

�0� mit

lim
n�ª

T �xn� � y0 und lim
n�ª

T �x̃n� � y0 � y.

Es folgt x̃n � xn > UW
r �0� sowie

y � �y0 � y� � y0 � lim
n�ª

�T �x̃n� � T �xn�� � lim
n�ª

�T �x̃n � xn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>UW
r �0�

�� > T �UW
r �0��,

womit (164) bewiesen ist.

Zum Nahweis von (165) zeigen wir zunähst

�r>R
�

�y>Ar§x>UW
r �0�§ỹ>UY

r
2

�0�9�A r
2
�

X

y � T �x� � ỹ. (171)

Zu (171): Seien r > R
�

und y > Ar. Aus (164), angewandt auf
r
2
anstelle von

r, folgt 0 > �A r
2

�

X

, also

y > �y� � �A r
2

�

X. (172)

Da die Translation y � . . . � Y � Y o�enbar ein Homöomorphismus ist, gilt

�y� � �A r
2

�

X

� ��y� �A r
2

�

X,

also ergibt (172)

U �� UY
r
2

�y� 9 ��y� �A r
2

�

X

> U

X

�y,Y �.

Wegen y > Ar
�163�
� T �UW

r �0�� folgt hieraus mittels 1.15 (ii), angewandt auf

T �UW
r �0�� anstelle von Y ,

U 9 T �UW
r �0�� x g,

d.h. es existiert ein x > UW
r �0� derart, daÿ gilt

T �x� > U � UY
r
2

�y� 9 ��y� �A r
2

�

X.
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Dies bedeutet o�enbar

ỹ �� y � T �x� > UY
r
2

�0� 9 �A r
2

�

X,

womit (171) gezeigt ist.

Zu (165): Seien r > R
�

sowie y > Ar. Wir setzen y0 �� y > A r

20
. Dann können

für jedes n > N gemäÿ (171) durh

yn � T �xn�1��yn�1, wobei xn�1 > U
W
r
2n
�0� und yn�1 > U

Y
r

2n�1
�0�9 �A r

2n�1
�

X

seien,

rekursiv Folgen �yn�n>N in Ar sowie �xn�n>N
�

in UW
r �0� mit

�m>N
�

y0 � T �x1� � y1 � T �x1� � T �x2� � y2 � . . . �
m

Q

n�1

T �xn� � ym, (173)

�m>N
�

m

Q

n�1

YxnY B r
m�1

Q

n�0

1

2n
m�ª
�� 2r, (174)

lim
m�ª

ym � 0 (175)

de�nieren. Nah Voraussetzung ist X ein K-Banahraum, also folgt aus 2.5 und

(174) die Existenz von x > UX
2r�0� mit

ª

Q

n�1

xn � x.

Weil W niht vollständig sein muÿ, folgt aus �xn�n>N
�

` UW
r �0� ` W a priori

niht die Gültigkeit von x >W . Die K-Linearität von T , (173) und (175) ergeben

jedoh

T �
ª

Q

n�1

xn� � y0,

und wegen �n>N
�

xn > W gilt �m>N
�

P

m
n�1 xn > W , also folgt aus der Tatsahe,

daÿ ΓT nah Voraussetzung abgeshlossen ist, und 2.72 �(i) � (ii)� doh x >W ,

d.h. x > UX
2r�0�9W ` UW

3r �0�, sowie T �x� � y0 � y. Damit ist auh (165) gezeigt.

Der Zusatz ist klar. ✷

Beispiel 2.77. Wir betrahten X �� ��f > C��0,1�,R� Sf�0� � 0�, Y . . . Y
ª

� und

Y �� ��f > C

1
��0,1�,R� Sf�0� � 0�, Y . . . Y

ª

� sowie T � X � Y de�niert durh

�f>X T f ��
S

x

0
f�t�dt.

T � X � Y ein R-Vektorraum-Isomorphismus, dessen Graph folglih abgeshlos-

sen ist. Die Umkehrabbildung

d
dx
SY � Y �X ist jedoh niht stetig! (Das in 2.74

genannte Argument zeigt auh dies.) Da X ein R-Banahraum ist, folgt aus dem

Zusatz, daÿ T �X� � Y mager in Y ist, d.h. Y ist niht Bairesh � also auh kein

R-Banahraum.

Satz 2.78. Seien X,Y K-Banahräume und T > LK�X,Y � eine surjektive Ab-

bildung.

Dann ist T eine o�ene Abbildung.
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Beweis. Zum einen ist X abgeshlossen in X, also folgt aus 2.73 (ii) die

Abgeshlossenheit von ΓT . Zum anderen ist Y als K-Banahraum ein Baire-

Raum, also ist die nah 1.60 generishe Teilmenge T �X� � Y von Y wegen 1.63

niht mager in Y . Daher folgt aus 2.76 die O�enheit von T . ✷

Korollar 2.79 (Satz vom inversen Operator). Seien X,Y K-Banahräume und

T > LK�X,Y � eine bijektive Abbildung.

Dann ist T �1
� Y �X eine stetige Abbildung, also ein Homöomorphismus. ✷

Korollar 2.80. Seien X ein K-Vektorraum und Y . . . Y, Y . . . Y
�

zwei Normen

für X derart, daÿ �X, Y . . . Y� sowie �X, Y . . . Y
�

� K-Banahräume sind. Ferner

existiere D > R
�

mit Y . . . Y
�

BD Y . . . Y.

Dann existiert C > R
�

mit C Y . . . Y B Y . . . Y
�

, also sind Y . . . Y und Y . . . Y
�

äquivalent.

Beweis. Nah Voraussetzung ist idX � �X, Y . . . Y� � �X, Y . . . Y
�

� eine stetige

Abbildung, die die Voraussetzung des letzten Korollares erfüllt. Daher ist auh

idX � �X, Y . . . Y�� � �X, Y . . . Y� eine stetige Abbildung, d.h. es existiert ÇC > R mit

Y . . . Y B ÇC Y . . . Y
�

. O�enbar gilt

ÇC A 0, d.h. C ��

1
ÇC
leistet das Gewünshte. ✷

Satz 2.81 (Satz vom abgeshlossen Graphen). Seien X,Y K-Banahräume und

T � X � Y eine K-lineare Abbildung mit abgeshlossenem Graphen.

Dann ist T � X � Y stetig.

Beweis.Wir versehenX�Y wieder mit der Maximumsnorm, womitX�Y mit

X und Y o�enbar ebenfalls ein K-Banahraum ist, der ΓT nah Voraussetzung

als abgeshlossenen K-Untervektorraum besitzt. Daher ist ΓT zusammen mit

der Maximumsnorm ein K-Banahraum. π1� ΓT �X, �x,T �x�� ( x, ist eine K-

lineare stetige bijektive Abbildung, also nah dem Satz vom inversen Operator

ein Homöomorphismus. Da auh π2� ΓT � Y, �x,T �x�� ( T �x�, stetig ist, ergibt

sih die Stetigkeit von T � π2 X π1
�1
. ✷

Anhang: Normierbare topologishe Vektorräume

Für die Existenz einer Norm auf einem K-Vektorraum ist es o�enbar notwendig,

daÿ es sih um einen topologishen K-Vektorraum im folgenden Sinne handelt.

De�nition 2.82 (Topologishe Vektorräume). Ein topologisher K-Vektorraum

ist ein topologisher Raum X, der eine Struktur als K-Vektoraum besitzt derart,

daÿ die Addition und die skalare Multiplikation stetig sind, d.h.

�

�x1,x2�>X�X�U>UX�x1�x2,X�§V1>U
X

�x1,X�§V2>U
X

�x2,X� V1 � V2 ` U,

�λ>K�x>X�U>UX�λx,X�§ε>R
�

§V >U

X

�x,X��µ>UXε�0,K� µV ` U.

Bemerkung. Im Gegensatz zur De�nition in [15℄ oder [22℄ brauht ein topo-

logisher K-Vektorraum für uns niht hausdor�sh zu sein. Z.B. ist jeder niht-

nulldimensionale K-Vektorraum X versehen mit der trivialen Topologie �g,X�

ein niht-hausdor�sher topologisher K-Vektorraum.
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Wir wollen uns zum Abshluÿ dieses Kapitels mit der Frage beshäftigen,

ob ein topologisher K-Vektorraum normierbar ist. Dies soll bedeuten, daÿ ei-

ne Norm existiert so, daÿ die entsprehende Normtopologie mit der gegebenen

Topologie übereinstimmt.

Der folgende Satz ergibt sih unmittelbar aus der letzten De�nition.

Satz 2.83. Sei X ein topologisher K-Vektorraum.

(i) Für jedes a >X ist die Translation Ta mit a

Ta� X ��X, x z� a � x,

ein Homöomorphismus mit Umkehrabbildung T
�a.

(ii) Für jedes λ > K � �0� ist die skalare Multiplikation mit λ

Sλ� X ��X, x z� λx ,

ein Homöomorphismus mit Umkehrabbildung Sλ�1 . ✷

Bemerkung. Sei X ein topologisher K-Vektorraum.

1.) Wegen (i) gilt

�a>X U
X

�a,X� � a � UX�0,X� �� �a �U SU > U

X

�0,X��,

d.h. die Topologie von X ist durh U

X

�0,X� vollständig bestimmt.

2.) Für jede o�ene Teilmenge U von X und jedes λ > K��0� ist λU nah (ii)

o�en in X.

Satz 2.84. Sei X ein topologisher K-Vektorraum. Dann sind die folgenden

Aussagen paarweise äquivalent:

(i) X ist hausdor�sh.

(ii) �x>X��0�§U>UX�0,X� x ¶ U .

(iii) �0� ist abgeshlossen in X.

(iv)

�

U>UX�0,X�

U � �0�.

Beweis. �(i) � (ii)� Zu x > X ��0� existieren U > U

X

�0,X� und V > U

X

�x,X�

mit U 9 V � g, also x ¶ U .

�(ii) � (i)� Seien x, y > X mit x x y, also x � y x 0. Dann gibt es aufgrund

von (ii) eine Umgebung U > U

X

�0,X� derart, daÿ x�y ¶ U . Wegen der Stetigkeit

von . . . � . . . � X �X � X existiert o�enbar V > U

X

�0,X� mit V � V ` U , und

wir zeigen �x � V � 9 �y � V � � g, womit (i) bewiesen ist: Existierten nämlih

v1, v2 > V mit x � v1 � y � v2, so folgte x � y � v1 � v2 > V � V ` U , Widerspruh!

�(i) � (iii)� ist nah 1.5 klar.

�(iii) � (iv)� folgt sofort aus

�U>UX�0,X�U � �0�.

�(iv)� (i)� WäreX niht hausdor�sh, so existierte wegen der bereits bewie-

senen Aussage �(ii) � (i)� ein x > X ��0� mit x >
�U>UX�0,X�U , im Widerspruh

zu (iv). ✷
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Bemerkung. Aus �(ii) � (i)� ergibt sih, daÿ ein topologisher K-Vektorraum

mit dem ersten Trennungsaxiom auh das zweite erfüllt.

Satz 2.85. Seien X ein topologisher K-Vektorraum und U > U

X

�0,X�. Dann

gilt:

(i) U enthält eine ausgewogene Umgebung von 0.

(ii) Ist U konvex, so enthält U eine ausgewogene konvexe Umgebung von 0.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durh das folgende Lemma vor.

Lemma 2.86. Seien X ein topologisher K-Vektorraum und C eine konvexe

Teilmenge von X.

Dann ist auh CX

eine konvexe Teilmenge von X.

Beweis. Seien x, y > CX

. Dann existiert o�enbar U > U

X

�0,X� mit x � U ` C

sowie y �U ` C und für jedes t > �0,1� sowie u > U gilt

�1 � t�x � t y � u � �1 � t�x � t y � �1 � t�u � t u � �1 � t� � x � u
²

>C

� � t �y � u
±

>C

� > C,

d.h. ��1 � t�x � t y� �U ` C, also gilt �1 � t�x � t y > CX

. ✷

Beweis des Satzes. Zu (i): Wegen der Stetigkeit von S0 existieren ε > R
�

und V > U

X

�0,X� derart, daÿ für alle µ > Uε�0,K� gilt µV ` U . O�enbar ist

W ��

�µ>Uε�0,K� µV > U

X

�0,X� eine ausgewogene Teilmenge von X mit W ` U .

Zu (ii): Sei also U konvex. Wir setzen

C ��

�

σ>K, SσS�1

σ U, (176)

also ist C nah den Beispielen 3.) und 4.) zu 2.37 (iv) konvex.

W > U

X

�0,X� sei eine nah (i) existierende ausgewogene Teilmenge von U .

Dann gilt für jedes σ > K mit SσS � 1

1

σ
W `W ` U,

also W ` σU . Aus (176) folgt W ` C und wegen W > U

X

�0,X� somit auh

CX

> U

X

�0,X�. Es genügt nun zu zeigen, daÿ CX

konvex und ausgewogen ist,

wobei wir die Konvexität von CX

in Lemma 2.86 bewiesen haben.

Zur Ausgewogenheit von CX

: Wir behaupten

�λ>K, SλSB1 λC �

�

σ>K, SσS�1

SλSσ U. (177)

[ Zu (177): Sei λ > Kmit SλS B 1. Wegen (176) können wir ohne Einshränkung

λ x 0 annehmen. Dann gilt

λC � SλS
λ

SλS
C
�176�
�

�

σ>K, SσS�1

SλS
λ

SλS
σ U �

�

σ̃>K, Sσ̃S�1

SλS σ̃ U,

womit (177) gezeigt ist. ℄
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Für jedes σ > K (mit SσS � 1) ist σ U nah 2.37 (iv) Beispiel 3.) eine konvexe

Teilmenge von X, die zusätzlih 0 enthält, also gilt

�λ>K, SλSB1 SλSσ U ` σ U.

Hieraus und aus (177), (176) folgt λC ` C für λ > K mit SλS B 1. ✷

De�nition 2.87 (Beshränkte Mengen). Seien X ein topologisher K-Vektor-

raum und B eine Teilmenge von X.

B heiÿt beshränkt genau dann, wenn zu jeder Umgebung U > U

X

�0,X� eine

Zahl C > R
�

mit �t>R
�

, tAC B ` tU existiert.

Bemerkung. Im Falle eines normierten K-Vektorraumes X stimmt diese De�-

nition einer beshränkten Teilmenge vonX o�enbar mit der in 2.28 (i) gegebenen

überein.

Satz 2.88. Seien X ein topologisher K-Vektorraum und U > U

X

�0,X�.

(i) Ist �tn�n>N eine streng monoton wahsende Folge positiver reeller Zahlen

mit limn�ª tn �ª, so gilt X �

�n>N tnU . Insbesondere ist U absorbierend.

(ii) Ist U beshränkt und �tn�n>N eine streng monoton fallende Folge in R

mit limn�ª tn � 0, so existiert zu jedem

ÇU > U

X

�0,X� ein n0 > N mit

�n>N, nCn0
tnU `

ÇU .

Beweis. Zu (i): Sei x > X. Da X ein topologisher K-Vektorraum ist, ist die

Abbildung Mx� K � X, λ ( λx, stetig. Daher gilt Mx
1
�U� > UX�0,K� und es

existiert n0 > N mit �n>N, nCn0

1
tn

>Mx
1
�U�, d.h. x > tnU .

Zu (ii): Da U beshränkt ist, existiert C > R
�

derart, daÿ �t>R, tAC U ` t ÇU

gilt. Insbesondere existiert n0 > N mit �n>N, nCn0
U `

1
tn
ÇU , d.h. tnU `

ÇU . ✷

De�nition 2.89 (Lokal-beshränkte sowie lokal-konvexe Vektorräume). Sei X

ein topologisher K-Vektorraum. Wir de�nieren dann:

(i) X lokal-beshränkt �
� �x>X�U>UX�x,X�§V >U

X

�x,X� V ` U , V beshränkt.

Bemerkung. Die De�nition der lokalen Beshränktheit erfolgt in der Li-

teratur durh 2.90 (i). Der Autor dieser Seiten hat obige Form gewählt,

um den typishen Aspekt einer Lokalitätsbedingung hervorzuheben.

(ii) X lokal-konvex �
� �x>X�U>UX�x,X�§V >U

X

�x,X� V ` U , V konvex.

Satz 2.90. Sei X ein topologisher K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) X ist genau dann lokal-beshränkt, wenn 0 eine beshränkte Umgebung

besitzt.

(ii) X ist genau dann lokal-konvex, wenn gilt

�U>UX�0,X�§V >U

X

�0,X� V ` U , V konvex.
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(iii) X ist genau dann lokal-beshränkt und lokal-konvex, wenn eine beshränkte

konvexe Umgebung von 0 existiert.

Wir bereiten den Beweis der Satzes durh ein Lemma vor.

Lemma 2.91. Seien X ein topologisher K-Vektorraum und B1,B2 beshränkte

Teilmengen von X.

Dann ist B1 �B2 beshränkt.

Beweis. Sei U > U

X

�0,X� beliebig. Aus der Stetigkeit der Addition folgt

o�enbar die Existenz von V > U

X

�0,X� mit V � V ` U . Da B1,B2 beshränkt

sind, existieren des weiteren C1,C2 > R�

mit �i>�1,2��t>R
�

, tACi
Bi ` t V , also folgt

für jedes t > R mit t Amax�C1,C2�: B1 �B2 ` t V � t V � t �V � V � ` tU . ✷

Beweisskizze des Satzes. (i) ��� sowie (ii) ��� sind trivial.

(ii) �
� folgt aus 2.83 (i), beahte, daÿ mit V > U�0,X� auh x�V für jedes

x > X konvex ist.

(iii) ��� folgt aus (i), (ii), da jede Teilmenge einer beshränkten Menge

ebenfalls beshränkt ist.

(iii) �
� folgt aus (i), (ii) und 2.88 (ii), weil die Multiplikation einer konvexen

Menge mit einem Skalar ebenfalls konvex ist.

Zu (i) �
�: Wir begründen zunähst

�U>UX�0,X�§V >U

X

�0,X� V ` U , V beshränkt. (178)

[ Zu (178): Seien

ÇU > U

X

�0,X� die nah Voraussetzung existierende be-

shränkte Umgebung von 0 und U > U

X

�0,X�. Dann ist V �� U 9

ÇU > U�0,X�

eine beshränkte Teilmenge von U . ℄

Seien x > X und x � U > x � UX�0,X�
2.83�i�
� U

X

�x,X�, wobei U > U

X

�0,X�.

Wegen (178) existiert eine beshränkte Teilmenge V > U

X

�0,X� von U . Es genügt

o�enbar zu zeigen, daÿ x�V beshränkt ist, und dies ist nah Lemma 2.91 klar,

da �x� wegen 2.88 (i) beshränkt ist. ✷

Hauptsatz 2.92 (Charakterisierung normierbarer Vektorräume).

Vor.: Sei X ein K-Vektorraum.

Beh.: X besitzt genau dann eine Norm, wenn eine hausdor�she Topologie für

X existiert, die X zu einem lokal-beshränkten lokal-konvexen K-Vektorraum

maht. Genauer gilt:

(i) Bzgl. jeder Norm auf X ist die Normtopologie hausdor�sh. Sie maht X

zu einem lokal-beshränkten lokal-konvexen K-Vektorraum.

(ii) Ist X ein hausdor�sher lokal-beshränkter lokal-konvexer K-Vektorraum

mit Topologie Top�X�, so existiert eine Norm Y . . . Y auf X derart, daÿ die

entsprehende Normtopologie Top�X, Y . . . Y� mit Top�X� übereinstimmt.

Beweis. Zu (i): Besitzt X eine Norm, so ist die Normtopologie eine hausdor�-

she Topologie für X. Wegen 2.90 (iii) ist daher zu zeigen, daÿ eine beshränkte

konvexe Umgebung von 0 existiert. Dies ist aber klar; beahte die Bemerkung

in 2.87 und 2.39 (i).
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Zu (ii): SeiX ein hausdor�sher lokal-beshränkter lokal-konvexer K-Vektor-

raum mit Topologie Top�X�. Nah 2.90 (iii) existiert eine konvexe beshränkte

Umgebung von 0, die wiederum nah 2.85 (ii) eine ausgewogene konvexe Teil-

menge C > U

X

�0,X� enthält, welhe natürlih ebenfalls beshränkt und nah

2.88 (i) absorbierend ist. Wenn wir begründen, daÿ (124) - (126) gelten, folgt

aus 2.43, daÿ Y . . . Y �� pC eine Norm auf X mit

U1�0� � C (179)

ist, wobei pC das Minkowsi-Funtional von C bezeihne.

[ Zu (124): Sei x > C. Dann gilt wegen der O�enheit von C auh C > U

X

�x,X�.

Da X ein topologisher K-Vektorraum ist, ist Mx� K � X, λ ( λx, stetig, also

folgt die Existenz eines n0 > N derart, daÿ �n>N, nCn0

n�1
n
x > C gilt.

Zu (125): Dies folgt sofort, da C ausgewogen ist.

Zu (126): Da C beshränkt ist, existiert zu jedem U > U

X

�0,X� eine Zahl

τ > R
�

mit C `

1
τ
U , d.h. τ C ` U und somit

�τ>R
�

τ C ` U . Weil X hausdor�sh

ist, ergibt 2.84 �(i) � (iv)� daher

�τ>R
�

τ C `

�U>UX�0,X�U � g. ℄

Es bleibt zu zeigen, daÿ gilt

Top�X� � Top�X, Y . . . Y�.

Beweis hiervon: Für alle x > X und ε > R
�

gilt

Uε�x�
2.2�ii�
� x � εU1�0�

�179�
� x � εC � �Tx X Sε��C�.

Wegen C > Top�X� und 2.83 folgt hieraus Uε�x� > Top�X�, woraus sih o�enbar

�a� ergibt. Zum Nahweis von �`� genügt es wegen 2.83 Bemerkung 1.) zu zeigen,

daÿ gilt

�U>UX�0,X�§V >U

X

�0,�X,Y...Y�� V ` U.

Dies ist aber klar, da wegen der Beshränktheit von C > U

X

�0,X� und Satz 2.88

(ii) zu jedem U > U

X

�0,X� eine Zahl ε > R
�

mit εC ` U existiert und

εC � εU1�0� � Uε�0� > U
X

�0, �X, Y . . . Y��

gilt. ✷

Übungsaufgaben

Aufgabe 2.93. Sei A eine assoziative K-Algebra mit Einselement.

Zeige, daÿ ein K-Ideal von A genau dann eht ist, wenn es das Einselement

niht enthält.

Aufgabe 2.94. ℓ1K sei der K-Vektorraum aller K-wertigen Folgen derart, daÿ

die Summe der Folgenglieder absolut konvergent ist, zusammen mit der Norm,

die durh

�

�xn�n>N>ℓ
1

K

Y�xn�n>NY1 ��
ª

Q

n�0

SxnS.

gegeben ist.

Zeige, daÿ ℓ1K ein K-Banahraum ist.
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Aufgabe 2.95. Es seien X ein K-Banahraum und

P

ª

k�0 xk eine Reihe in X,

die gegen x > X konvergiert.

Beweise die folgenden Aussagen:

(i) Ist

P

ª

k�0 xk sogar absolut konvergent und i� N� N eine bijektive Abbildung,

so konvergiert

P

ª

k�0 xi�k� absolut, und es gilt

P

ª

k�0 xk � P
ª

k�0 xi�k�.

(ii) Gelte zusätzlih n �� dimKX > N. Ist
P

ª

k�0 xk niht absolut konvergent, so

existiert eine bijektive Abbildung i� N� N derart, daÿ

P

ª

k�0 xi�k� gegen ein

Element von X � �x� oder gar niht konvergiert.

Tip: Der Beweis von (i) verläuft völlig analog zum Beweis im Falle X � R,

vgl. hierzu z.B. [1, Hauptsatz 4.37 (i)℄. Zum Nahweis von (ii) überlege man

sih zunähst, daÿ es genügt X � Rn
mit der euklidishen Norm Y . . . Y2 zu

betrahten, um sodann den Riemannshen Umordnungssatz, den man ggf. z.B.

in [1, Hauptsatz 4.37 (ii)℄ �ndet, auf eine niht absolut konvergente Komponente

der Rn
-wertigen Reihe

P

ª

k�0 xk anwenden zu können.

Bemerkung. Seien X ein normierter K-Vektorraum und

P

ª

k�0 xk eine Reihe

in X. Dann heiÿt

P

ª

k�0 xk genau dann unbedingt konvergent , wenn ein x > X

existiert, so daÿ

P

ª

k�0 xi�k� für jede bijektive Abbildung i� N � N gegen x kon-

vergiert. Dvoretzky und Rogers' [8, Theorem 1℄ besagt, daÿ absolute und

unbedingte Konvergenz von Reihen im Falle eines K-Banahraumes X genau

dann äquivalent sind, wenn X endlih-dimensional ist, d.h. also nah der letzten

Aufgabe, daÿ es in unendlih-dimensionalen K-Banahräumen stets eine Reihe

gibt, die unbedingt aber niht absolut konvergent ist.

Aufgabe 2.96. Wir werden unten in Kapitel 5 sehen, daÿ der K-Vektorraum

ℓ2K �� ��xk�k>N > KN
S

P

ª

k�0 Sxk S
2
�ª� zusammen mit der Norm Y . . . Y2, die durh

�

�xk�k>N>ℓ
2

K

Y�xk�k>NY2 ��

¿

Á

Á
À

ª

Q

k�0

Sxk S2

gegeben ist, ein K-Banahraum ist. Für jedes k > N sei ek > ℓ2K die Folge mit

�j>N ek,j � δkj .

Zeige, daÿ die Reihe

P

ª

k�0
1

k�1
ek in ℓ2K unbedingt aber niht absolut konver-

giert.

Aufgabe 2.97. Beweise, daÿ die in der Fuÿnote auf Seite 59 de�nierte Quoti-

ententopologie tatsählih eine Topologie ist.

Aufgabe 2.98. Führe den Beweis der Aussage (ii) des Hauptsatzes 2.22 in

allen Einzelheiten aus.

Aufgabe 2.99. Beweise Satz 2.25.

Aufgabe 2.100 (Satz von Bolzano-Weierstraÿ).

(i) Beweise Lemma 2.29, das beim Beweis des Satzes 2.27 benötigt wird.

(ii) Sei X ein endlih-dimensionaler normierter K-Vektorraum.

Zeige, daÿ jede beshränkte Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt.

110



Aufgabe 2.101. Es seien X ein K-Vektorraum und A eine Teilmenge von X.

C�A� bezeihne die konvexe Hülle von A, vgl. Beispiel 4.) zu 2.37 (iv).

(i) C�A� � �
n�1

Q

i�1

λi xi W n > N , �i>�1,...,n�1� �λi > �0,1� , xi > A� ,
n�1

Q

i�1

λi � 1¡.

(ii) Ist n �� dimR SpanRA > N, so gilt

C�A� � �
n�1

Q

i�1

λi xi W �i>�1,...,n�1� �λi > �0,1� , xi > A� ,
n�1

Q

i�1

λi � 1¡ .

(iii) Ist X zusätzlih normiert und A kompakt mit dimR SpanRA � ª, so ist

C�A� kompakt.

De�niton. Es seien X ein fastmetrisher Raum, A eine niht-leere Teilmenge

von X und ε > R
�

.

Dann heiÿt

Uε�A� ��

�

a>A

Uε�a�

die ε-Umgebung von A.

Aufgabe 2.102. Sei X ein normierter K-Vektorraum, A eine niht-leere Teil-

menge von X und ε > R
�

.

(i) A konvex Ô� Uε�A� konvex.

(ii) C�Uε�A�� � Uε�C�A��.

(iii) A präkompakt Ô� C�A� präkompakt.

(iv) (Satz von Mazur).

Ist X ein K-Banahrraum und A eine relativ kompakte Teilmenge von X,

so ist C�A� ebenfalls eine relativ kompakte Teilmenge von X.

Tip zu (iii): Aufgabe 2.101 (iii).

Aufgabe 2.103. Seien X ein K-Vektorraum und C eine absorbierende konvexe

Teilmenge von X. pC bezeihne das Minkowski-Funktional von C.

Zeige C ` pC
1
��0,1��.

Aufgabe 2.104.

(i) Beweise die Aussage der Fuÿnote auf Seite 85. (Dort ist X ein C-Vektor-

raum!)

(ii) Sei X ein normierter C-Vektorraum.

Zeige, daÿ eine R-Vektorraum-Isometrie �X �

�R � �XR�
�

existiert.

Aufgabe 2.105. Führe den Beweis des Trennungssatzes von Hahn-Banah

2.52 (ii) im Falle K � C in allen Einzelheiten aus.
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Aufgabe 2.106. Es bezeihne C

1
��0,1�,R� den R-Vektorraum aller stetig dif-

ferenzierbaren Funktionen �0,1� � R.

(i) Der Integraloperator

T � �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

� �� �C

1
��0,1�,R�, Y . . . Y

ª

�,

de�niert durh

�f>C��0,1�,R� T f �� S
x

0
f�t�dt,

ist R-linear, injektiv und stetig. Das Bild von C��0,1�,R� unter T ist ein

abgeshlossener Teilraum von �C

1
��0,1�,R�, Y . . . Y

ª

�.

(ii) Der Di�erentialoperator

d

dx
� �C

1
��0,1�,R�, Y . . . Y

ª

� �� �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

�

ist R-linear, hat einen abgeshossenen Graphen und ist niht stetig. Ferner

ist das Funktional

d

dx
V

x�1
� �C

1
��0,1�,R�, Y . . . Y

ª

� �� R

ebenfalls unstetig.

(iii) T �

� �C

1
��0,1�,R�, Y . . . Y

ª

�

�

� �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

�

�

ist niht surjektiv.

(iv) �C

1
��0,1�,R�, Y . . . Y

ª

� ist kein R-Banahraum.

Aufgabe 2.107. Es seien X,Z normierte K-Vektorräume, Y ein K-Banah-

raum, T > LK�X,Y �, S > LK�Y,Z� und S�Y � vollständig sowie

X
T
�� Y

S
�� Z

eine exakte Sequenz.

Zeige, daÿ dann auh

Z �

S�

�� Y �

T �

��X �

eine exakte Sequenz ist.

Aufgabe 2.108. Seien X,Y normierte K-Vektorräume und T > LK�X,Y �.

(i) X,T �X� vollständig und T injektiv Ô� T �

surjektiv.

(ii) Y vollständig und T surjektiv Ô� T �

injektiv.

(iii) Ist X vollständig, so ist T �

�X �

� abgeshlossen in Y �

, und es existiert ein

kanonisher stetiger K-Vektorraum-Isomorphismus

X �

~T �

�Y �

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Cokern �T �

�

�� �KernT ��

mit stetiger Umkehrabbildung.
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(iv) Ist Y vollständig und T �X� abgeshlossen in Y , so existiert ein kanoni-

sher stetiger K-Vektorraum-Isomorphismus

�Y ~T �X���

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� �CokernT ��

�� Kern �T �

�

mit stetiger Unkehrabbildung.

Aufgabe 2.109. Es seien X,Y,Z K-Banahräume und T � X � Y eine K-line-

are Abbildung sowie S� Y � Z eine injektive K-lineare Abbildung. Ferner seien

S� Y � Z und S X T � X � Z stetig.

Zeige, daÿ T � X � Y stetig ist.
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3 Räume stetiger Abbildungen

De�nition 3.1. Es seien M eine niht-leere Menge und Y ein normierter K-

Vektorraum (bzw. eine normierte K-Algebra).

(i) Für jedes f > YM
setzen wir

YfY
ª

�� sup�Yf�p�Y Sp >M� > �0,ª�.

(ii) Eine Abbildung f > YM
heiÿt beshränkt , wenn gilt YfY

ª

� ª. Den K-

Untervektorraum (bzw. die K-Unteralgebra) von YM
der beshränkten

Abbildungen M � Y bezeihnen wir mit B�M,Y � .

(iii) Sei M sogar ein topologisher Raum. Wir bezeihnen dann den K-Unter-

vektorraum (bzw. die K-Unteralgebra) von YM
der beshränkten stetigen

Abbildungen M � Y mit Cb�M,Y � � C�M,Y � 9B�M,Y �.

Satz 3.2. Es seien M eine niht-leere Menge und Y ein normierter K-Vektor-

raum. Dann gilt:

(i) Y . . . Y
ª

ist eine Norm auf B�M,Y �, sie heiÿt die Supremumsnorm auf

B�M,Y � und induziert die Metrik d
ª

auf B�M,Y � ` YM
, vgl. Beispiel

3.) zu 1.1.

(ii) B�M,Y � ist eine abgeshlossene Teilmenge des fastmetrishen Raumes

�Y M , d
ª

�.

(iii) Ist Y ein K-Banahraum, so ist auh �B�M,Y �, Y . . . Y
ª

� ein K-Banah-

raum.

(iv) Sei Y sogar eine normierte K-Algebra Y mit Einselement e. Dann ist auh

�B�M,Y �, Y . . . Y
ª

� eine normierte K-Algebra, die die konstante Abbildung

vom Wert e als Einselement besitzt.

Insbes. ist �B�M,Y �, Y . . . Y
ª

� im Falle einer K-Banahalgebra Y eine

ebensolhe.

Beweis. (i) ist klar.

Zu (ii): Seien f > YM
und �fn�n>N eine Folge in B�M,Y �, die bzgl. d

ª

gegen

f konvergiert. Dann existiert n0 > N mit Yfn0
� fY

ª

� 1, also gilt

YfY
ª

B Yf � fn0
Y

ª

� Yfn0
Y

ª

� 1 � Yfn0
Y

ª

�ª,

d.h. f > B�M,Y �. Damit ist gezeigt, daÿ jeder Berührungspunkt von B�M,Y �

in �Y M , d
ª

� zu B�M,Y � gehört, also gilt (ii).

(iii) folgt aus 1.22, (ii) sowie 1.20 (i), und (iv) ist mit (iii) klar. ✷

Satz 3.3. Es seien X ein niht-leerer topologisher Raum und Y ein normierter

K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) Cb�X,Y � ist eine abgeshlossene Teilmenge des fastmetrishen Raumes

�C�X,Y �, d
ª

�.
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(ii) Cb�X,Y � ist abgeshlossener K-Untervektorraum von �B�X,Y �, Y . . . Y
ª

�.

(iii) Ist Y ein K-Banahraum, so ist auh �Cb�X,Y �, Y . . . Yª� ein K-Banah-

raum.

(iv) Sei Y sogar eine normierte K-Algebra Y mit Einselement e. Dann ist auh

�Cb�X,Y �, Y . . . Yª� eine normierte K-Algebra, die die konstante Abbildung

vom Wert e als Einselement besitzt.

Insbes. ist �Cb�X,Y �, Y . . . Yª� im Falle einer K-Banahalgebra Y eine

ebensolhe.

Beweis. (i) folgt aus 1.28 und 3.2 (ii).

Zu (ii): Daÿ Cb�X,Y � ein K-Untervektorraum von B�X,Y � ist, ist klar. Es

seien f > B�X,Y � und �fn�n>N eine Folge in Cb�X,Y �, die bzgl. Y . . . Y
ª

gegen

f konvergiert. Dann konvergiert die Folge �fn�n>N stetiger Abbildungen auh in

�Y X , d
ª

� gegen f , also folgt aus 1.28 und 1.11 die Stetigkeit von f .

(iii) und (iv) folgen aus (ii) und 3.2 (iii), (iv), beahte 1.20 (i). ✷

De�nition 3.4. Seien X ein niht-leerer topologisher Raum und Y ein nor-

mierter K-Vektorraum (bzw. eine normierte K-Algebra).

(i) Eine Abbildung f � X � Y heiÿt im Unendlihen vershwindend genau

dann, wenn zu jedem ε > R
�

eine kompakte Teilmenge K von X mit

�x>X�K Yf�x�Y � ε existiert.

Den K-Untervektorraum (bzw. die K-Unteralgebra) von Y X
der stetigen

Abbildungen X � Y , die im Unendlihen vershwinden, bezeihnen wir

mit C0�X,Y � .

(ii) Für jede Abbildung f � X � Y heiÿt Tr�f� �� �x > X Sf�x� x 0� der Trä-

ger von f .

Mit Cc�X,Y � bezeihnen wir den K-Untervektorraum (bzw. die K-Un-

teralgebra) von Y X
der stetigen Abbildungen X � Y mit kompaktem

Träger.

19

Satz 3.5. Seien X ein niht-leerer topologisher Raum und Y ein normierter

K-Vektorraum.

(i) C0�X,Y � ist abgeshlossener K-Untervektorraum von �Cb�X,Y �, Y . . . Yª�.

(ii) Ist Y ein K-Banahraum, so ist auh �C0�X,Y �, Y . . . Yª� ein K-Banah-

raum.

(iii) Sei X zusätzlih als kompakt vorausgesetzt.

Ist Y eine normierte K-Algebra, so ist auh �C0�X,Y �, Y . . . Yª� eine nor-

mierte K-Algebra, die die konstante Abbildung vom Wert e als Einselement

besitzt, wobei e das Einselement von Y bezeihne.

19

Beahte, daÿ für alle f, g > Cc�X,Y � gilt �x>X �x ¶ Tr�f� 8Tr�g�� f�x� � g�x� � 0�, also

auh �x >X S �f � g��x� x 0� ` Tr�f� 8Tr�g� und somit Tr�f � g� ` Tr�f� 8Tr�g�.
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Insbes. ist dann �C0�X,Y �, Y . . . Yª� im Falle einer K-Banahalgebra Y

eine ebensolhe.

(iv) Cc�X,Y � ` C0�X,Y �.

Beweis. Zu (i): 1.) Zu jedem f > C0�X,Y � existiert eine kompakte Teilmenge

K von X mit �x>X�K Yf�x�Y � 1. Da K kompakt und YfY stetig ist, existiert

weiter C > R mit Yf SKY B C, also gilt YfY
ª

Bmax�1,C�, d.h. f > Cb�X,Y �.

2.) Seien f > Cb�X,Y � und �fn�n>N eine Folge in C0�X,Y �, die bzgl. Y . . . Yª
gegen f konvergiert. Ferner sei ε > R

�

. Dann existiert n0 > N derart, daÿ gilt

�n>N, nCn0
Yfn � fYª �

ε
2
. Wegen fn0

> C0�X,Y � gibt es ein Kompaktum K ` X

mit �x>X�K Yfn0
�x�Y � ε

2
, also folgt für jedes x > X �K

Yf�x�Y B Yfn0
�x�Y � Yfn0

�x� � f�x�Y B Yfn0
�x�Y � Yfn0

� fY
ª

�

ε

2
�

ε

2
� ε,

also gilt f > C0�X,Y �.

Aus 1.) und 2.) folgt (i).

(ii) und (iii) folgen aus (i) und 3.3 (iii), (iv), beahte 1.20 (i). (iv) ist trivial. ✷

Bemerkung. Sind X x g ein niht-kompakter topologisher Raum und Y eine

normierte K-Algebra, so besitzen die assoziativen K-Algebren C0�X,Y � und

Cc�X,Y � kein Einselement.

Beispiel 3.6. Wir betrahten N wie üblih als topologishen Teilraum von R

und setzen

c0K �� �C0�N,K�, Y . . . Yª� und ℓªK �� �B�N,K�, Y . . . Y
ª

�.

c0K bzw. ℓªK ist also ein K-Banahraum bzw. eine K-Banahalgebra, dessen zu-

grundeligender K-Vektorraum aus den Null- bzw. beshränkten Folgen in K be-

steht. Ferner sei ℓ1K der K-Banahraum mit zugrundeliegendem K-Vektorraum

Sℓ1KS � ��xn�n>N S
ª

Q

n�0

xn ist absolut konvergent ¡

und der Norm Y . . . Y1 , die durh

�

�xn�n>N>Sℓ
1

K
S

Y�xn�n>NY1 ��
ª

Q

n�0

SxnS

gegeben ist. Dann sind

T � ℓªK �� �ℓ
1
K�

�, �xn�n>N z� ��x̃n�n>N (
ª

Q

n�0

xn x̃n�

und

ÇS� ℓ1K �� �c0K�
�, �xn�n>N z� ��x̃n�n>N (

ª

Q

n�0

xn x̃n�
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K-Vektorraum-Isometrien. Bezeihnet �en,k�k>N > c0K für jedes n > N die Folge

mit �k>N en,k � δnk, so gilt für die K-Vektorraum-Isometrie S ��

ÇS�1� �c0K�
�

� ℓ1K

�F >�c0K�
� S F � �F ��en,k�k>N��n>N,

und nah 2.57 (ii) ist auh S�� �ℓ1K�
�

� �c0K�
��

und somit S�XT � ℓªK � �c0K�
��

eine

K-Vektorraum-Isometrie. Des weiteren kommutiert das folgende Diagramm:

c0K
✲

ic0K✲
�c0K�

��

ℓªK

❄

❄

✲

S
�

X

T

✲
✲

Folglih ist c0K niht re�exiv.

Satz 3.7. Seien X ein niht-leerer lokal-kompakter Hausdor�raum und Y ein

normierter K-Vektorraum.

Dann liegt Cc�X,Y � diht in �C0�X,Y �, Y . . . Yª�.

Beweis. Seien f > C0�X,Y � und n > N. Dann existiert eine kompakte Teil-

menge

ÇKn von X derart, daÿ gilt

�x>X�

ÇKn
Yf�x�Y �

1

n � 1
.

Wegen der Stetigkeit von YfY� X � R ist

Kn �� YfY
1
��

1

n � 1
,ª��

eine abgeshlossene Teilmenge des Kompaktums

ÇKn, also selbst kompakt. Aus

dem Urysohnshen Lemma C.1 folgt die Existenz von ϕn > Cc�X, �0,1�� mit

ϕnSKn � 1. Dann gilt

Tr�ϕnf� � �x > X Sϕn�x� x 0� 9 �x > X Sf�x� x 0� ` Tr�ϕn� 9Tr�f� ` Tr�ϕn�,

also ist Tr�ϕnf� als abgeshlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kom-

pakt. Somit folgt ϕnf > Cc�X,Y �. Wegen S1 � ϕnS B 1, �x>Kn ϕn�x� � 1 und

�x>X�Kn Yf�x�Y �
1

n�1
ergibt sih

Yϕnf � fYª � Y1 �ϕnYª YfYª B

1

n � 1

n�ª
�� 0,

womit die Behauptung gezeigt ist. ✷

Bemerkung. Sind X ein niht-leerer kompkater toplologisher Raum und Y

ein normierter K-Vektorraum, so gilt

Cc�X,Y � � C0�X,Y � � Cb�X,Y � � C�X,Y �.
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Hauptsatz 3.8 (Satz von Stone-Weierstraÿ).

Vor.: Seien X ein kompakter topologisher Raum und A eine K-Unteralgebra

von C�X,K�, die niht notwendig 1X enthalten muÿ, derart, daÿ gilt

(a) A ist punktetrennend, d.h. �x,y>X,xxy§f>A f�x� x f�y�,

(b) �x>X§f>A f�x� x 0,

() �f>A f � Ref � i Imf > A.20

Beh.: A liegt diht in �C�X,K�, Y . . . Y
ª

�.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh folgendes Lemma vor.

Lemma 3.9. Durh

p0 �� 0 und �n>N pn�1 �� pn �
x2 � pn

2

2
(180)

wird eine Folge �pn�n>N von Polynomfunktionen R � R de�niert derart, daÿ

�pnS
��1,1��n>N gleihmäÿig gegen SxS

��1,1�S konvergiert.

Beweis. Wir zeigen zunähst

�n>N�t>��1,1� 0 B pn�t� B StS. (181)

[ Zu (181): Für n � 0 ist die Behauptung trivial. Sei daher n > N und gelte

die Behauptung für n. Dann folgt für jedes t > ��1,1�

StS � pn�1�t� � StS � pn�t� �
t2 � pn�t�

2

2
� �StS � pn�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

�1 �
1

2
�StS � pn�t�

²

BStS

��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C1�StSC0

C 0

und

pn�1�t� � pn�t�
²

C0

�

1

2
�t2 � pn�t�

²

Bt2

��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

C 0,

also ist die Behauptung auh für n � 1 gezeigt. ℄

Als nähstes beweisen wir

�n>N�t>��1,1� pn�t� B pn�1�t�. (182)

[ Zu (182): Für jedes n > N und jedes t > ��1,1� gilt

�181�Ô� pn�t�
2
B t2 Ô� pn�t� B pn �

t2 � t2

2
Ô� pn�t� B pn�1�t�,

d.h. es gilt (182). ℄

20

Im Falle K � R gilt per de�nitionem Imf � 0 für alle f > A, also ist () dann stets erfüllt.
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Aus (181), (182) und dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ folgt die Exi-

stenz einer Funktion f � ��1,1� � R mit

�t>��1,1� f�t� � lim
n�ª

pn�t� C 0, (183)

und nah (180) gilt f�t� � f�t� �
t2�f�t�2

2
, also f�t� � t2, für jedes t > �0,1�.

Wegen (183) bedeutet dies

f � SxS
��1,1�S > C���1,1�,R�.

Somit folgt das Lemma aus (182), (183) und dem Satz von Dini 1.46. ✷

Beweis des Hauptsatzes. Wir betrahten C�X,K� in diesem Beweis stets als

durh die Supremumsnorm Y . . . Y
ª

normierte K-(Banah-)Algebra.

1. Fall: K � R. Nah 2.8 (ii) ist die abgeshlossene Hülle A von A ebenfalls

eine R-Unteralgebra von C�X,R�. Wir behaupten

�

f,g>A
max�f, g�,min�f, g� > A. (184)

[ Zu (184): Da für alle f, g > RX
gilt

max�f, g� �
1

2
�f � g � Sf � gS�, min�f, g� �

1

2
�f � g � Sf � gS�,

ist nur zu zeigen, daÿ mit f auh Sf S ein Element von A ist.

Hierzu sei f > A. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte

C �� YfY
ª

> R
�

,

denn andernfalls gilt f � 0 und Sf S � f > A. Wir zeigen

�ε>R
�

A 9Uε�Sf S� x g, (185)

denn dann folgt f > A � A. Sei f̃ �� f
C
� X � ��1,1�. Wegen Lemma 3.9 existiert

eine Polynomfunktion p� R� R derart, daÿ gilt p�0� � 0 und

�t>��1,1� SStS � p�t�S �
ε

2C
.

Aus p�0� � 0 ergibt sih �t>��1,1� p�t� � P
n
k�1 akt

k
mit a1, . . . , an > R, also folgt

�x>X
1

C
WSf�x�S �

n

Q

k�1

ak
f�x�k

Ck�1
W � SSf̃�x�S � p�f̃�x��S �

ε

2C

d.h. YSf S �
P

n
k�1 ak

fk

Ck�1 Yª B

ε
2
� ε. Mit f ist auh

P

n
k�1 ak

fk

Ck�1 ein Element von

A, also ist (185) gezeigt. ℄

Seien nun f > C�X,R� und ε > R
�

. Zum Nahweis des 1. Falles genügt es zu

zeigen, daÿ gilt

§

g>A
Yf � gY

ª

� ε, (186)

d.h. A 9Uε�f� x g, denn dann folgt aus der Beliebigkeit von ε > R
�

: f > A � A.
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Um (186) zu zeigen, beweisen wir naheinander

�a,b>X§ga,b>A
ga,b�a� � f�a� , ga,b�b� � f�b�, (187)

�a>X§ga>A
ga�a� � f�a� , f � ε � ga. (188)

[ Zu (187): Seien a, b > X. Im Falle a � b existiert nah Voraussetzung (b)

eine Funktion g > A mit g�b� x 0 und

gb,b ��
f�b�

g�b�
g > A

leistet das Gewünshte. Im Falle a x b existiert nah Voraussetzung (a) eine

Funktion h > A mit h�a� x h�b�. Ohne Einshränkung gelte h�a� x 0. Dann folgt

h̃ ��
�h�b� � h�h

�h�b� � h�a��h�a�
�

h�b�

�h�b� � h�a��h�a�
�

h2

�h�b� � h�a��h�a�
> A

und h̃�a� � 1 sowie h̃�b� � 0. Daher gilt auh

ga,b �� �f�a� � gb,b�a�� h̃ � gb,b > A,

wobei gb,b > A mit gb,b�b� � f�b� wie oben sei, ga,b�a� � f�a� und ga,b�b� � f�b�.

Zu (188): Sei a > X. Für jedes b > X gilt

Vb �� �x > X Sf�x� � ε � ga,b�x�� > U
X

�b,X�,

wobei ga,b wie in (187) sei. Dann ist �Vb�b>X eine o�ene Überdekung von X,

die wegen der Kompaktheit von X eine endlihe Teilüberdekung �Vbi�i>�1,...,n�
besitzt. Aus (184) folgt

ga ��max�ga,bi , i > �1, . . . , n�� > A,

und es gilt nah (187): ga�a� � f�a�. Des weiteren existiert zu jedem x > X ein

i > �1, . . . , n� mit x > Vbi , also ergibt die De�nition von Vbi

f�x� � ε � ga,bi�x� B ga�x�.

Damit ist (188) gezeigt. ℄

Wir zeigen nun (186): Für jedes a > X gilt

Ua �� �x >X S ga�x� � f�x� � ε� > U
X

�a,X�,

wobei ga wie in (188) sei. Dann ist �Ua�a>X eine o�ene Überdekung von X,

die wegen der Kompaktheit von X eine endlihe Teilüberdekung �Uai�i>�1,...,m�

besitzt. Aus (184) folgt

g ��min�gai , i > �1, . . . ,m�� > A,

und es gilt nah (188): f � ε � g. Des weiteren existiert zu jedem x > X ein

i > �1, . . . ,m� mit x > Uai , also ergibt die De�nition von Uai

g�x� B ga�x� � f�x� � ε.
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Somit gilt f � ε � g � f � ε, also folgt aus der Kompaktheit von X und der

Stetigkeit von f�g: Yf�gY
ª

� ε. Damit ist (186), also auh der 1. Fall, bewiesen.

2. Fall: K � C. Wir setzen

AR �� A 9 C�X,R�.

Dann gilt nah Voraussetzung () für jedes f > A

Re f �

1

2
�f � f� > AR sowie Imf �

1

2i
�f � f� > AR,

und die R-Algebra AR erfüllt die Voraussetzungen (a) und (b): Sind nämlih

a, b > X mit a x b, so existiert nah Voraussetzung (a) eine Funktion f > A

mit f�a� x f�b�, d.h. Ref�a� x Ref�b� oder Imf�a� x Imf�b�, und es gilt

Ref, Imf > A; oder ist a > X, so existiert nah Voraussetzung (b) eine Funktion

f > A mit f�a� x 0, d.h. Ref�a� x 0 oder Imf�a� x 0, und es gilt Re f, Imf > A.

Daher folgt aus dem 1. Fall

AR � C�X,R�.

Somit existieren zu f > C�X,C� und ε > R
�

Funktionen g,h > AR mit

Y�Re f� � gY
ª

�

ε

2
und Y�Imf� � hY

ª

�

ε

2
,

also gilt für jedes x >X

Sf�x� � �g � ih��x�S �
»

��Re f� � g�2�x� � ��Im f� � h�2�x� B

¾

2ε2

4
�

ε
º

2
� ε,

d.h. Yf � �g � ih�Y
ª

� ε. Aus g,h > AR ` A folgt ferner g � ih > A, also ist die

Behauptung auh im 2. Falle gezeigt. ✷

Korollar 3.10 (Approximationssatz von Weierstraÿ). Es seien n > N
�

, K

eine niht-leere kompakte Teilmenge von Rn
und f > C�K,R�.

Dann läÿt sih f auf K gleihmäÿig durh Polynomfunktionen Rn
� R ap-

proximieren. ✷

Korollar 3.11. Es seien n > N
�

und K eine niht-leere kompakte Teilmenge

von Rn
.

Dann besitzt �C�K,R�, Y . . . Y
ª

� eine abzählbare dihte Teilmenge, nämlih

die Menge aller Polynomfunktionen K � R mit rationalen Koe�zienten. ✷

De�niton. Ein topologisher Raum, der eine höhstens abzählbare dihte Teil-

menge besitzt, heiÿt separabel.

Satz 3.12 (Satz von Stone-Weierstraÿ für lokal-kompakte Räume).

Vor.: Seien X ein lokal-kompakter topologisher Raum, der niht bereits kom-

pakt ist, und A eine K-Unteralgebra von C0�X,K� derart, daÿ gilt

(a) A ist punktetrennend, d.h. �x,y>X,xxy§f>A f�x� x f�y�,

(b) �x>X§f>A f�x� x 0,
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() �f>A f � Ref � i Imf > A.

Beh.: A liegt diht in �C0�X,K�, Y . . . Yª�.

Beweisskizze. Sei

ÂX �� Xª

�die� Einpunkt-Kompakti�zierung von X wie in

1.70. O�enbar kann jedes f > C0�X,K� durh

f̂ SX �� f und f̂�ª� �� 0

zu einer stetigen Abbildung f̂ > C�

ÂX,K� fortgesetzt werden. Dann ist

ÂA �� �λ1
ÂX � f̂ Sλ > K , f > C0�X,K��

eine K-Unteralgebra von C�

ÂX,K�, die die Voraussetzungen des klassishen Sat-

zes von Stone-Weierstraÿ 3.8 erfüllt � beim Nahweis der Eigenshaft (a)

für

ÂA gehen sowohl Eigenshaft (a) als auh Eigenshaft (b) für A ein. Folglih

existieren insbesondere zu jedem f > C0�X,K� und jedem ε > R
�

eine Zahl λ > K

und eine Funktion g > C0�X,K� derart, daÿ gilt Yf̂ �λ1 ÂX � ĝY
ª

�

ε
2
. Hieraus und

aus f̂�ª� � ĝ�ª� � 0 ergibt sih zunähst SλS � ε
2
und sodann

Yf � gY
ª

� Yf̂ � ĝY
ª

B Yf̂ � λ1
ÂX � ĝY

ª

� SλS � ε,

womit der Satz bewiesen ist. ✷

Bemerkung 3.13. Wir wollen abshlieÿend noh erwähnen, daÿ für alle end-

lih-dimensionalen normierten R-Vektorräume V , W und jede o�ene Teilmenge

U von V durh

�k>N
�

C

k
�U,W � �� �f >WU

Sf ist k-mal stetig di�erenzierbar�,

C

ª

�U,W � ��

�

k>N
�

C

k
�U,W �

R-Untervektorräume von C�U,W � de�niert werden. Im Falle V � R können diese

De�nitionen auh für abgeshlossene bzw. halb-o�ene Intervalle I von R anstelle

von U gegeben werden.

Der Leser mahe sih klar, daÿ z.B. �fn�n>N, de�niert durh

�n>N�t>��1,1� fn�t� ��

¾

1

n � 1
� t2,

eine Folge in C

1
���1,1�,R� ist, die bzgl. der Supremumsnorm gegen die Betrags-

funktion in C�� � 1,1�,R�, welhe in Null niht di�erenzierbar ist, konvergiert.

C

1
�� � 1,1�,R� ist also niht abgeshlossen in �C�� � 1,1�,R�, Y . . . Y

ª

�.

Übungsaufgaben

Aufgabe 3.14. Es seien a, b > R mit a � b.

Für eine Funktion f � �a, b� � K ist die Variation V b
a �f� von f per de�ni-

tionem das Supremum aller reellen Zahlen

n

Q

i�1

Sf�ai� � f�ai�1�S,

wobei n > N
�

und a � a0 � a1 � . . . � an � b eine Zerlegung von �a, b� seien.
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Wir setzen

BVK��a, b�� �� �f > K�a,b� SV b
a �f� �ª�

und nennen ein Element dieser Menge eine Funktion beshränkter Variation

oder rekti�zierbar.

Zeige, daÿ BVK��a, b�� ein K-Vektorraum ist und durh

�f>BVK��a,b��
YfYBV �� Sf�a�S � V b

a �f�

eine Norm auf BVK��a, b�� de�niert wird, die BVK��a, b�� zu einem K-Banah-

raum maht.

Tip: Verwende, daÿ �B��a, b�,K�, Y . . . Y
ª

� nah 3.2 (iii) ein K-Banahraum

ist.

Aufgabe 3.15. Es seien a, b > R mit a � b.

Eine Funktion f � �a, b� � R heiÿt Treppenfunktion auf �a, b� genau dann,

wenn eine Zerlegung a � a0 � a1 � . . . � an � b von �a, b� und y1, . . . , yn > R mit

�i>�1,...,n� f S�ai�1,ai� � ηi

existieren. Für ein solhes f ist

T f ��
n

Q

i�1

�ai � ai�1�ηi

o�enbar wohlde�niert.

Zeige:

(i) Die Menge S��a, b�� aller Treppenfunktionen auf �a, b� bildet einen ab-

geshlossenen R-Untervektorraum von B��a, b�,R� zusammen mit der Su-

premumsnorm, und

T � S��a, b�� �� R, f z� T f,

ist ein gleihmäÿig stetiges Funktional. Daher existiert eine eindeutig be-

stimmte stetige Fortsetzung T � S��a, b�� � R von T .

Bemerkung. Ein Element von S��a, b�� nennt man eine Regelfunktion

auf �a, b�. Ist f > S��a, b��, so heiÿt T f das Regelintegral von f über �a, b�,

für das man natürlih auh

R

b
a f�t�dt shreibt.

(ii) C��a, b�,R� ` S��a, b��.

Aufgabe 3.16. Beweise, daÿ die in 3.6 genannten Abbildungen T, ÇS wohlde�-

niert und tatsählih K-Vektorraum-Isometrien sind.

Aufgabe 3.17. cK bezeihne den K-Vektorraum aller K-wertigen Folgen, die

in K konvergieren, versehen mit der Norm, die durh

�

�xn�n>N>cK
Y�xn�n>NYª � sup�SxnS Sn > N�

gegeben ist.

Zeige, daÿ �cK�
�

isometrish zu ℓ1K ist.

Bemerkung. Die letzte Aufgabe besagt niht, daÿ cK und c0K denselben Dual-

raum haben.

124



4 Lebesgueshe Integrationstheorie

In diesem und im nähsten Kapitel sei stets n > N
�

. Wir versehenKn
des weiteren

mit seiner Normtopologie. Ist im folgenden die Rede von einer Norm, so induziert

diese also eine Metrik und die Normtopologie.

Quadermaÿe

De�nition 4.1 (Intervalle, Quader, parkettierbare Mengen).

(i) Eine Teilmenge J von Rn
heiÿt Intervall von Rn

genau dann, wenn Inter-

valle J1, . . . , Jn von R mit J �

�

n
i�1 Ji existieren.

Mit In bezeihnen wir die Menge aller Intervalle von Rn
.

Bemerkung. Die leere Menge und die einpunktigen Teilmengen von Rn

sind Intervalle.

J �

�

n
i�1 Ji > In, wobei J1, . . . , Jn > I1 seien, heiÿt entartet genau dann,

wenn §i>�1,...,n�#Ji B 1 gilt.

(ii) Eine Teilmenge Q von Rn
heiÿt Quader des Rn

genau dann, wenn Q ein

beshränktes Intervall von Rn
ist.

Mit Qn bezeihnen wir die Menge aller Quader des Rn
.

(iii) Eine Teilmenge P von Rn
heiÿt parkettierbar genau dann, wenn wenn paar-

weise disjunkte Q1, . . . ,Qk > Qn existieren derart, daÿ gilt P �

"

k
i�1Qi. In

diesem Falle heiÿt

"

k
i�1Qi eine Quaderdarstellung von P .

Mit Pn bezeihnen wir die Menge der parkettierbaren Teilmengen von

Rn
.

Beispiel 4.2. Seien J > In und J1, . . . , Jn > In mit J �

�

n
i�1 Ji. Dann gilt

(i) J beshränkt 
� �i>�1,...,n� Ji beshränkt,

(ii) J o�en in Rn

� �i>�1,...,n� Ji o�en in R,

(iii) J abgeshlossen in Rn

� �i>�1,...,n� Ji abgeshlossen in R,

(iv) J kompakt 
� �i>�1,...,n� Ji kompakt.

[ (i), (ii) �
� sowie (iii) �
� sind trivial, und (iv) folgt aus (i), (iii).

Zu (ii) ���: Zu jedem x � �x1, . . . , xn� > J existiert nah Voraussetzung eine

Zahl ε > R
�

derart, daÿ gilt U
Y...Y

ª

ε �x� ` J , also gilt �xi � ε,xi � ε� ` Ji für alle

i > �1, . . . , n�. Daher folgt die Behauptung aus der Beliebigkeit von pi > Ji.

Zu (iii) ���: Ersetze im Beweis von (ii) ��� jeweils J durh Rn
�J sowie Ji

durh R � Ji. ℄

Satz 4.3. Pn ist ein Mengenkörper, d.h. per de�nitionem

�P,P �

>Pn P 9 P �, P 8P �, P �P �

>Pn.

Wir bereiten den Beweis von 4.3 durh das folgende Lemma vor.
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Lemma 4.4. Seien Q, ÇQ > Qn mit Q `

ÇQ.

Dann existieren paarweise disjunkte Q0,Q1, . . . ,Q2n > Qn mit

Q0 � Q,
2n

#

i�0

Qi �
ÇQ und �k>�0,...,2n�

k

#

i�0

Qi >Qn.

Beweis. Im Falle Q � g gilt die Behauptung mit Q0 � . . . � Q2n�1 � g,

Q2n �

ÇQ. Sei daher Q x g. Wir beweisen das Lemma nun durh vollständige

Induktion über n > N
�

:

Für n � 1 gilt die Behauptung mit Q0 � Q, Q1 � �t > ÇQ �Q S t B infQ� und

Q2 � �t > ÇQ �Q S t C supQ�.

Gelte die Behauptung für �n � 1� > N
�

und seien J1, . . . , Jn, ÇJ1, . . . , ÇJn > Q1

mit Q �

�

n
i�1 Ji und

ÇQ �

�

n
i�1
ÇJi. Wir setzen Q�

��

�

n�1
i�1 Ji und

ÇQ�

�

�

n�1
i�1

ÇJi.

Dann gilt Q�, ÇQ�

> Qn�1 sowie g x Q�

`

ÇQ�

, also existieren nah Induktionsvor-

aussetzung Q�

0,Q
�

1 . . . ,Q
�

2n�2 >Qn�1 mit

Q�

0 � Q
�,

2n�2

#

i�0

Q�

i �
ÇQ�

und �k>�0,...,2n�2�

k

#

i�0

Q�

i > Qn.

Wegen Jn, ÇJn > Q1 sowie g x Jn `

ÇJn existieren nah dem bereits bewiesenen

Fall für n � 1 paarweise disjunkte I0, I1, I2 >Q1 mit I0 � Jn, I08 I18 I2 � ÇJn und

I0 8 I1 >Qn. Dann werden durh

�i>�0,...,2n�2�Qi �� Q
�

i � Jn, Q2n�1 ��
ÇQ�

� I1, Q2n ��
ÇQ�

� I2

paarweise disjunkte Elemente von Qn de�niert, die o�enbar die Behauptung für

n erfüllen. ✷

Beweis des Satzes. Seien P,P �

> Pn und

"

k
i�1Qi bzw. "

l
j�1Q

�

j Quaderdar-

stellungen von P bzw. P �

.

1.) Es gilt P 9 P �

�
�

"

k
i�1Qi� 9 �"

l
j�1Q

�

j� � "�i,j�>�1,...,k���1,...,l�Qi 9Q
�

j und

�i,j>�1,...,k���1,...,l�Qi 9Q
�

j > Qn.

2.) Seien Q,Q�

> Qn. Wir zeigen

Q �Q�

>Pn, (189)

P �Q�

> Pn. (190)

[ Zu (189): Aus Q,Q�

> Qn folgt zunähst Q 9Q�

> Qn und Q 9Q�

` Q. Aus

Lemma 4.4 folgt daher die Existenz paarweise disjunkter Q0, . . . ,Q2n > Qn mit

Q0 � Q 9Q�

sowie

"

2n
i�0Qi � Q, also gilt Q �Q�

�

"

2n
i�1Qi >Pn.

Zu (190): Für jedes i > �1, . . . , k� ist Qi�Q
�

nah (189) disjunkte Vereinigung

endlih vieler Quader, also ist auh P �Q�

�

"

k
i�1�Qi�Q

�

� disjunkte Vereinigung

endlih vieler Quader, d.h. P �Q�

> Pn. ℄

l-malige Anwendung von (190) ergibt nun sukzessiv

P �Q�

1 > Pn,

P � �Q�

1 <Q
�

2� � �P �Q�

1� �Q
�

2 > Pn,

�

P � P �

� P � �

l

#

i�1

Q�

i� � �. . . ��P �Q�

1� �Q
�

2� . . .� �Q
�

l >Pn.
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3.) P 8 P �

ist eine beshränkte Teilmenge von Rn
. Daher existiert Q > Qn

mit P 8P �

` Q. Wegen 2.) und 1.) gilt Q � �P 8P �

� � �Q �P � 9 �Q � P �

� > Qn,

also nah 2.) auh P 8P �

� Q � �Q � �P 8 P �

�� > Pn.

Mit 1.), 2.) und 3.) ist der Satz vollständig bewiesen. ✷

De�nition 4.5 (Quadermaÿ). Ein Quadermaÿ auf Rn
ist per de�nitionem eine

Funktion

ϕ� Qn �� R

derart, daÿ gilt:

(a) ϕ ist additiv, d.h. per de�nitionem

�Q,Q�,Q��

>Qn
�Q � Q�

<Q��

Ô� ϕ�Q� � ϕ�Q�

� � ϕ�Q��

�
� ,

insbesondere gilt also ϕ�g� � 0.

(b) ϕ ist monoton, d.h. per de�nitionem

�Q,Q�

>Qn
�Q ` Q�

Ô� ϕ�Q� B ϕ�Q�

�
� ,

insbesondere folgt aus (a): ϕ C 0.

() ϕ ist regulär, d.h. per de�nitionem

�Q>Qn�ε>R
�

§Q�

>Qn Q ` Q�, Q�

o�en in Rn
und ϕ�Q�

� B ϕ�Q� � ε.

Bemerkung. Die Regularität eines Quadermaÿes stellt eine Beziehung zur

Normtopologie des Rn
her.

Wir möhten nun (in 4.7) Beispiele für Quadermaÿe geben. Beim Nahweis

davon, daÿ es sih dabei tatsählih um solhe handelt, wird das folgende Lemma

benötigt.

Lemma 4.6. Seien Q,Q�,Q��

> Qn mit Q � Q�

<Q��

. Für i > �1, . . . , n� seien

ferner Ji, J
�

i , J
��

i > Q1 derart, daÿ gilt Q �

�

n
i�1 Ji, Q

�

�

�

n
i�1 J

�

i und Q
��

�

�

n
i�1 J

��

i .

Dann existiert i0 > �1, . . . , n� mit Ji0 � J
�

i0
< J ��i0 und �i>�1,...,n� J

�

i � J
��

i � Ji.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durh vollständige Induktion über n > N
�

.

Im Falle n � 1 ist nihts zu zeigen.

Gelte die Behauptung für �n � 1� > N
�

.

1. Fall: J �n � J ��n , also Jn � J �n � J ��n . Wir setzen

ÇQ�

��

�

n�1
i�1 J

�

i ,
ÇQ��

��

�

n�1
i�1 J

��

i

und

ÇQ ��

ÇQ�

<

ÇQ��

. Dann gilt

ÇQ, ÇQ�, ÇQ��

> Qn�1 sowie

ÇQ �

ÇQ�

<

ÇQ��

. Daher folgt

die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.

2. Fall: J �n x J ��n , also Jn � J �n<J
��

n . Angenommen, es existiert i0 > �1, . . . , n�1�

mit J �i0 x J
��

i0
, d.h. Ji0 � J

�

i0
<J ��i0 . Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei i0 � 1.

Dann ist J �1 � J2 � � � Jn�1 � J
��

n eine Teilmenge von Q, die sowohl mit

ÇQ�

als

auh mit

ÇQ��

einen leeren Shnitt hat, Widerspruh! ✷
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Beispiel 4.7.

1.) Das eindimensionale Volumen ist als das Quadermaÿ µ1 auf R, welhes

gegeben ist durh

µ1�g� � 0 , �Q>Q1��g�
µ1�Q� �� supQ � infQ,

de�niert.

[ Daÿ µ1 additiv und monoton ist, ist klar. Zur Regularität seien Q > Q1,

a �� infQ,b �� supQ und ε > R
�

. Für jedes t > R
�

ist Qt �� �a � t, b � t� eine

o�ene Obermenge von Q mit Qt > Q1 und µ1�Qt� � b�a�2t � µ1�Q��2t,

also gilt µ1�Qt� B µ1�Q� � ε für hinreihend kleines t > R
�

. ℄

2.) Seien k, l > N
�

mit k � l � n, ϕ1 ein Quadermaÿ auf Rk
und ϕ2 ein Qua-

dermaÿ auf Rl
. Dann wird durh

�Q1>Qk
�Q2>Ql

�ϕ1 �ϕ2��Q1 �Q2� �� ϕ1�Q1� � ϕ�Q2�

ein Quadermaÿ ϕ1 � ϕ2 auf Rn
, das sog. Produktquadermaÿ von ϕ und

ψ auf Rn
, de�niert.

[ Zur Additivität: Seien Q,Q�,Q��

> Qn mit Q � Q�

<Q��

. Für i > �1, . . . , n�

seien ferner Ji, J
�

i , J
��

i > Q1 derart, daÿ gilt Q �

�

n
i�1 Ji, Q

�

�

�

n
i�1 J

�

i und

Q��

�

�

n
i�1 J

��

i . Nah dem obigen Lemma 4.6 existiert dann i0 > �1, . . . , n�

mit Ji0 � J �i0 < J
��

i0
und �i>�1,...,n� J

�

i � J ��i � Ji. Ohne Beshränkung der

Allgemeinheit gelte i0 � 1. Dann sind Q�

1 �� �
k
i�1 J

�

i � J
�

1 � ��
k
i�2 Ji� und

Q��

1 �� �
k
i�1 J

��

i � J ��1 � ��
k
i�2 Ji� disjunkte Elemente von Qk, d.h.

ϕ1�Q
�

1 <Q
��

1 � � ϕ1�Q
�

1� � ϕ1�Q
��

1�,

sowie Q�

2 �� �
n
i�k�1 J

�

i � �
n
i�k�1 J

��

i �

�

n
i�k�1 Ji > Ql mit Q�

� Q�

1 �Q
�

2 und

Q��

� Q��

1 �Q
�

2. Daher folgt Q � �Q�

1 �Q
�

2� < �Q
��

1 �Q
�

2� � �Q
�

1 <Q
��

1� �Q
�

2

und

�ϕ1 � ϕ2��Q� � ϕ1�Q
�

1 <Q
��

1� � ϕ2�Q
�

2�

� ϕ1�Q
�

1� � ϕ2�Q
�

2� � ϕ1�Q
��

1� � ϕ2�Q
�

2�

� �ϕ1 � ϕ2��Q
�

� � �ϕ1 � ϕ2��Q
��

�.

Zur Monotonie: Seien Q,Q�

> Qn mit Q ` Q�

. Seien ferner Q1,Q
�

1 > Qk

sowie Q2,Q
�

2 > Ql mit Q � Q1 � Q2 und Q�

� Q�

1 � Q
�

2. Dann gilt für

i > �1,2�: Qi ` Q
�

i und ϕi�Qi� B ϕ
�

Q�

i�. Daher folgt

�ϕ1 � ϕ2��Q� � ϕ1�Q1� � ϕ2�Q2� B ϕ1�Q
�

1� � ϕ2�Q
�

2� � �ϕ1 � ϕ2��Q
�

�.

Zur Regularität: Seien Q > Qn, Q1 > Qk und Q2 >Ql mit Q � Q1�Q2 sowie

ε > R
�

. Dann existiert für i > �1,2� zu jedem t > R
�

ein o�ener Quader

Qi,t mit Qi ` Qi,t sowie ϕi�Qi,t� B ϕi�Qi� � t, und es folgt

�ϕ1 �ϕ2��Q1,t �Q2,t� B �ϕ1�Q1� � t� � �ϕ2�Q2� � t�

� �ϕ1 �ϕ2��Q� � tϕ1�Q1� � tϕ2�Q2� � t
2,

d.h. es gilt �ϕ1�ϕ2��Q1,t�Q2,t� B �ϕ1�ϕ2��Q��ε für hinreihend kleines

t > R
�

. ℄
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3.) Das Quadermaÿ µn ��

�

n
i�1 µ1 heiÿt das n-dimensionale Volumen.

4.) SeienM eine Teilmenge von Rn
, die keinen Häufungspunkt in Rn

besitzt

21

,

� insbes. istM höhstens abzählbar

22

� undm� M � R eine positivwertige

Funktion, eine sog. diskrete Massenverteilung. Dann wird das Quadermaÿ

ϕm der diskreten Massenverteilung m (für M � �0�,m�0� � 1 nennt man

dieses das Diramaÿ und bezeihnet es mit δ ) gegeben durh

�Q>Qn ϕm�Q� �� Q

p>Q9M

m�p�.

Der Satz von Bolzano-Weierstraÿ ergibt die Endlihkeit der Summe.

[ Additivität und Monotonie von ϕm sind trivial. Die Regularität bewei-

sen wir, indem wir sogar zeigen, daÿ zu jedem Quader Q > Qn ein o�e-

ner Quader Q�

> Qn mit ϕm�Q
�

� � ϕm�Q� existiert. Seien also Q > Qn,

J1, . . . , Jn > Q1 mit Q �

�

n
i�1 Ji und ai �� supJi sowie bi �� inf Ji für

i > �1, . . . , n�. Da M keinen Häufungspunkt in Rn
besitzt, existiert zu je-

dem x > ∂Q � Q�QX

4.2
�

�

n
i�1 J1� . . .�Ji�1��ai, bi��Ji�1� . . .�Jn eine Zahl

εx > R�

mit U
Y...Y

ª

εx �x�9 �M � �x�� � g. Dann ist

�x>∂QU
Y...Y

ª

εx �x� eine of-

fene Überdekung des Kompaktums ∂Q. Daher existieren x1, . . . , xk > ∂Q

mit

∂Q `

k

�

j�1

U Y...Yªεxj
�xj� und �j>�1,...,k�U

Y...Y
ª

εxj
�xj� 9M ` �xj� ` ∂Q.

Wir setzen nun

ε ��min�εx1
, . . . , εxk

� > R
�

und für jedes i > �1, . . . , n�

J �i ��

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

�ai, bi�, falls Ji � �ai, bi�,

�ai, bi � ε�, falls Ji � �ai, bi�,

�ai � ε, bi�, falls Ji � �ai, bi�,

�ai � ε, bi � ε�, falls Ji � �ai, bi�.

Dann istQ�

��

�

n
i�1 J

�

i > Qn eine o�ene Obermenge von Q, die keinen Punkt

von M enthält, der niht bereits zu Q gehört, d.h. ϕm�Q
�

� � ϕm�Q�. ℄

5.) Es sei g� R � R eine monoton wahsende Funktion. Wir shreiben wie

üblih g�c�� �� limt�c g�c� sowie g�c�� �� limt�c g�c� für jedes c > R und

de�nieren ϕg � Q1 � R durh

�Q>Q1
ϕg�Q� ��

¢

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¤

0, falls Q � g,

g�b�� � g�a��, falls Q � �a, b� mit a, b > R, a � b,

g�b�� � g�a��, falls Q � �a, b� mit a, b > R, a � b,

g�b�� � g�a��, falls Q � �a, b� mit a, b > R, a � b,

g�b�� � g�a��, falls Q � �a, b� mit a, b > R, a B b.

21

De�nition. Seien X ein topologisher Raum, M eine Teilmenge von X und x >X. Dann

heiÿt x Häufungspunkt von M in X, wenn gilt �U>U

X

�x,X�

U 9 �M � �x�� x g.
22

Denn jede beshränkte unendlihe Teilmenge von R
n

besitzt wegen des Satzes von

Bolzano-Weierstraÿ einen Häufungspunkt (vgl. z.B. [1, Satz 9.19 (ii)℄), und M ` R
n

ist disjunkte Vereinigung abzählbar vieler beshränkter Mengen.
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Der Leser zeige als Übung, daÿ hierdurh ein Quadermaÿ ϕg auf R, ein

sog. Stieltjesshes Maÿ , de�niert wird, welhes im Falle g � idR o�enbar

mit µ1 übereinstimmt.

Satz 4.8. Sei ϕ� Qn � R ein Quadermaÿ.

Dann läÿt sih ϕ auf genau eine Weise fortsetzen zu einer Abbildung

ϕ� Pn �� R

derart, daÿ gilt:

(a) ϕ ist additiv, d.h. per de�nitionem

�P,P �,P ��

>Pn
�P � P �

< P ��

Ô� ϕ�P � � ϕ�P �

� � ϕ�P ��

�
� ,

insbesondere gilt also ϕ�g� � 0.

(b) ϕ ist monoton, d.h. per de�nitionem

�P,P �

>Pn
�P ` P �

Ô� ϕ�P � B ϕ�P �

�
� ,

insbesondere folgt aus (a): ϕ C 0.

() ϕ ist regulär, d.h. per de�nitionem

�P >Pn�ε>R
�

§P �

>Pn P ` P �, P �

o�en in Rn
und ϕ�P �

� B ϕ�P � � ε.

Zusatz. Ist P > Pn und ist P �

"

k
i�1Qi eine Quaderdarstellung von P , so gilt

ϕ�P � �
P

k
i�1ϕ�Qi�.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durh das folgende Lemma vor.

Lemma 4.9. Seien ϕ� Qn � R ein Quadermaÿ auf Rn
und Q1, . . . ,Qk > Qn

paarweise disjunkt derart, daÿ gilt

Q ��

k

#

i�1

Qi >Qn.

Dann folgt ϕ�Q� �
P

k
i�1ϕ�Qi�.

Beweis. Wir führen den Beweis durh vollständige Induktion über k > N
�

.

Der Fall k � 1 ist trivial.

Gelte die Behauptung für �k � 1� > N
�

und seien Q1, . . . ,Qn > Qn paarweise

disjunkt mit Q ��

"

k
i�1Qi > Qn. Wegen Qk ` Q existieren nah Lemma 4.4

paarweise disjunkte Q�

1, . . . ,Q
�

2n >Qn mit

Q�

0 � Qk,
2n

#

i�0

Qi � Q und �m>�0,...,2n�

m

#

i�0

Q�

i > Qn.

Dann folgt für jeden Quader

ÇQ >Qn mit

ÇQ ` Q:

ÇQ �

2n

#

i�1

�Q�

i 9
ÇQ� ist disjunkte Vereinigung von Quadern
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und

�m>�0,...,2n�

m

#

i�0

�Q�

i 9
ÇQ� > Qn.

Hieraus ergibt sih unter der Benutzung der Additivität von ϕ� Qn � R

�

ÇQ>Qn, ÇQ`Q
ϕ� ÇQ� �

2n

Q

i�0

ϕ�Q�

i 9
ÇQ�. (191)

[ Zu (191): Wir zeigen durh endlihe Induktion über m > �0, . . . ,2n�

�m>�0,...,2n�ϕ�
m

#

i�0

�Q�

i 9
ÇQ�� �

m

Q

i�0

ϕ�Qi 9
ÇQ�.

Der Fall m � 0 ist trivial.

Gelte die Behauptung für �m � 1� > �0, . . . ,2n � 1�. Dann folgt aus der

Additivität von ϕ� Qn � R und der Induktionsvoraussetzung

ϕ�
m

#

i�0

�Q�

i 9
ÇQ�� � ϕ��

m�1

#

i�0

�Q�

i 9
ÇQ�� 8 �Q�

m 9

ÇQ��

� ϕ�
m�1

#

i�0

�Q�

i 9
ÇQ�� �ϕ�Q�

m 9

ÇQ�

�

m�1

Q

i�0

ϕ�Q�

i 9
ÇQ� �ϕ�Q�

m 9

ÇQ� �
m

Q

i�0

ϕ�Q�

i 9
ÇQ�.

Für m � 2n ergibt sih gerade (191). ℄

Aus (191) folgt für

ÇQ � Q

ϕ�Q� �
2n

Q

i�0

ϕ�Q�

i� � ϕ�Qk� �

2n

Q

i�0

ϕ�Q�

i� (192)

und für

ÇQ � Qj mit j > �1, . . . , k � 1� wegen Q�

0 9Qj � Qk 9Qj � g

ϕ�Qj� �

2n

Q

i�0

ϕ�Q�

i 9Qj� �

2n

Q

i�1

ϕ�Q�

i 9Qj�. (193)

Für jedes i > �1, . . . ,2n� gilt

Q�

i ` Q �Q�

0 � Q �Qk �

k�1

#

j�1

Qj,

also Q�

i � "
k�1
j�1 �Q

�

i 9Qj�, folglih nah Induktionsvoraussetzung

ϕ�Q�

i� �

k�1

Q

j�1

ϕ�Q�

i 9Qj�.

Hieraus folgt shlieÿlih

ϕ�Q�
�192�
� ϕ�Qk� �

2n

Q

i�1

k�1

Q

j�1

ϕ�Q�

i 9Qj�

�193�
� ϕ�Qk� �

k�1

Q

j�1

ϕ�Qj� �

k

Q

i�1

ϕ�Qi�,

womit das Lemma bewiesen ist. ✷
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Beweis des Satzes. Sei ϕ� Qn � R das gegebene Quadermaÿ. Falls überhaupt

eine Fortsetzung ϕ̃� Pn � R von ϕ mit (a), (b) und (b) existiert, so gilt für diese

wegen (a)

�P�
"

k
i�1 Qi>Pn mit Qi>Qn

ϕ̃�P � �
k

Q

i�1

ϕ�Qi�. (194)

Damit ist die Eindeutigkeit von ϕ̃ bereits klar. Wir haben zu überlegen, daÿ

durh (194) tatsählih eine Abbildung ϕ̃� Pn � R de�niert wird und daÿ diese

Abbildung additiv, monoton sowie regulär ist.

Zur Wohlde�niertheit: Sei P > Pn und seien

"

k
i�1Qi sowie

"

l
j�1Q

�

j zwei

Quaderdarstellungen von P . Dann folgt

�i>�1,...,k�Qi �

l

#

j�1

�Qi 9Q
�

j

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>Qn

� und �j>�1,...,l�Q
�

j �

k

#

i�1

�Qi 9Q
�

j

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>Qn

�,

also nah Lemma 4.9

�i>�1,...,k�ϕ�Qi� �

l

Q

j�1

ϕ�Qi 9Q
�

j� und �j>�1,...,l�ϕ�Q
�

j� �

k

Q

i�1

ϕ�Qi 9Q
�

j�.

Daher gilt auh

P

k
i�1ϕ�Qi� � P

k
i�1P

l
j�1ϕ�Qi 9Q

�

j� � P
l
j�1ϕ�Q

�

j�.

Die Additivität folgt sofort aus (194).

Zur Monotonie: Seien P,P �

> Pn mit P ` P �

. Dann folgt

P �

� P < �P �

�P � und P > Pn, �P
�

�P �
4.3
> Pn,

also gilt aufgrund der Additivität von ϕ̃

ϕ̃�P �

� � ϕ̃�P � � ϕ̃�P �

�P �
�194�
C ϕ̃�P �.

Zur Regularität: Seien P > Pn und ε > R
�

. Sei ferner

"

k
i�1Qi eine Quader-

darstellung von P . Für jedes i > �1, . . . , k� existiert wegen der Regularität von

ϕ� Qn � R ein o�ener Quader Q�

i > Qn mit Qi ` Q
�

i und ϕ�Q�

i� B ϕ�Qi� �
ε
k
.

Dann gilt nah 4.3: P �

��

�

k
i�1Q

�

i > Qn. Ferner ist P
�

o�ene Obermenge von P

und die Additivität sowie die Monotonie von ϕ̃� Pn � R ergeben

ϕ̃�P �

� � ϕ̃�
k

�

i�1

Q�

i� � ϕ̃�
k

#

i�1

�

4.3
> Pn

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

Q�

i �

i�1

�

j�1

Q�

j �� �

k

Q

i�1

ϕ̃�Q�

i �

i�1

�

j�1

Q�

j�

B

k

Q

i�1

ϕ̃�Q�

i�

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�ϕ�Q�

i
�

B

k

Q

i�1

ϕ�Qi� � ε � ϕ̃�P � � ε.

Damit ist 4.8 bewiesen. ✷

Bemerkung. Wir werden künftig jedes gegebene Quadermaÿ ϕ� Qn � R als

seine nah dem letzten Satz eindeutig bestimmte Fortsetzung ϕ� Pn � R be-

trahten.
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Korollar 4.10. Seien ϕ� Pn � R ein Quadermaÿ und P,P �

> Pn. Dann gilt:

(i) P ` P �

Ô� ϕ�P �

� � ϕ�P �

� P � �ϕ�P �.

(ii) ϕ�P 8 P �

� � ϕ�P � � ϕ�P �

� �ϕ�P 9 P �

�.

Beweis. (i) haben wir beim Nahweis der Monotonie im vorangegangenen

Beweis gezeigt, und (ii) folgt aus P8P �

� �P��P9P �

��<�P �

��P9P �

��<�P9P �

�,

(i) und der Additivität von ϕ� Pn � R. ✷

Treppenfunktionen

De�nition 4.11 (Treppenfunktionen). Es seien J > In ein niht-leeres Intervall

von Rn
und T � J � R eine Funktion.

T � J � R heiÿt Treppenfunktion auf J genau dann, wenn gilt #T �J� � ª

und �α>R��0� T
1
��α�� > Pn.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf J bezeihnen wir mit S�J� .

Satz 4.12. Sei J > In ein niht-leeres Intervall von Rn
. Dann gilt:

(i) T � J � R ist genau dann eine Treppenfunktion auf J , wenn k > N
�

und

paarweise disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk > Qn, die in J enthalten sind, so-

wie α1, . . . , αk > R mit T �

P

k
i�1αi χ

J
Qi

existieren.

23

(ii) Sind r > N
�

und T1, . . . , Tr > S�J�, so existieren k > N
�

und paarweise

disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk > Qn, die in J enthalten sind, derart, daÿ

gilt

�ρ>�1,...,r� Tρ > SpanR�χ
J
Q1
, . . . , χJ

Qk
�.

(iii) Sind r > N
�

, T1, . . . , Tr > S�J� und ψ� R
r
� R eine Funktion mit ψ�0� � 0,

so gilt ψ X �T1, . . . , Tr� > S�J�.

(iv) Sind r > N
�

und T1, . . . , Tr > S�J�, so gilt

T1 � . . . � Tr, T1 � . . . � Tr, sup�T1, . . . , Tr�, inf�T1, . . . , Tr� > S�J�.

(v) Sind T > S�J� und λ > R, so gilt

λT, ST S, T �

� sup�T,0�, T �

� sup��T,0� > S�J�.24

Auh den Beweis dieses Satzes bereiten wir durh ein Lemma vor.

23

Sind

ÈM eine Menge und M eine Teilmenge von

ÈM , so bezeihnen wir mit χ
ÈM
M �

ÈM � R

die harakteristishe Funktion von M in

ÈM , die auf M konstant vom Wert 1 und auf

ÈM �M

konstant vom Wert 0 ist. Im Falle

ÈM � R
n
shreiben wir χM für χ

ÈM
M .

24

Für jede reellwertige Funktion f heiÿt f
�

�� sup�f,0� C 0 der Positivteil von f und

f
�

�� sup��f,0� � � inf�f,0� C 0 der Negativteil von f . Dann gilt also f � f� � f� sowie

Sf S � f� � f�.
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Lemma 4.13. Es seien k, l > N
�

. Ferner seien sowohl Q�

1, . . . ,Q
�

k >Qn als auh

Q��

1 , . . . ,Q
��

l > Qn paarweise disjunkte Quader.

Dann existieren r > N
�

und paarweise disjunkte Quader Q1, . . . ,Qr > Qn

derart, daÿ jeder der Quader Q�

1, . . . ,Q
�

k,Q
��

1 , . . . ,Q
��

l Vereinigung gewisser der

Q1, . . . ,Qr ist.

Beweisskizze. Shreibe jeweils

Q�

i �
�

�

l

#

j�1

Q��

j

�

�

� Q�

i �

�

�

�

�

�

�

k

�

ι�1
ιxi

Q�

j

�

�

�

8

�

�

l

�

j�1

Q��

j

�

�

�

�

�

4.3
> Pn

für jedes i > �1, . . . , k� und

Q��

j � �

k

#

i�1

Q�

i� � Q
��

j �

�

�

�

�

�

k

�

i�1

Q�

i� 8

�

�

�

�

l

�

ι�1
ιxj

Q��

j

�

�

�

�

�

�

�

�

4.3
> Pn

für jedes j > �1, . . . , l� als disjunkte Vereinigung von endlih vielen Quadern. Die-

se bilden dann zusammen mit den Quadern Q�

i9Q
��

j , �i, j� > �1, . . . , k���1, . . . , l�,

die endlih vielen Quader Q1, . . . ,Qr mit der gewünshten Eigenshaft. ✷

Beweis des Satzes. Zu (i): ��� Im Falle T � 0 gilt T � 0 �χJ
g

. Sei im folgenden

T x 0. Dann existieren l > N
�

und paarweise vershiedene β1, . . . , βl > R � �0�

derart, daÿ gilt T �J� � �0� � �β1, . . . , βl� sowie �j>�1,...,l� T
1
��βj�� > Pn � �g�.

Folglih existieren zu jedem j > �1, . . . , l� ein mj > N�

sowie paarweise disjunk-

te Quader Q
j
1, . . . ,Q

j
mj

> Qn, die in J enthalten sind, mit T
1
��βj�� � "

mj

i�1Qi.

Dann gilt T �

P

l
j�1P

mj

i�1 βj χ
J

Q
j
i

. Ferner sind Q1
1, . . . ,Q

1
m1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

paarweise disjunkt

, . . . , Ql
1, . . . ,Q

l
m1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

paarweise disjunkt

paarweise disjunkt, da β1, . . . , βl paarweise vershieden sind.

�
� Es gilt T �J� ` �0, α1, . . . , αk� und für jedes α > R � �0�

T
1
��α�� � �

g >Pn, falls α ¶ �α1, . . . , αk�,

"

k
i�1Qi >Pn, falls α > �α1, . . . , αk�.

Zu (ii): Wir beweisen die Aussage durh vollständige Induktion über r > N
�

.

Der Fall r � 1 gilt nah (i).

Gelte die Behauptung für �r � 1� > N
�

. Dann existieren nah Induktionsvor-

aussetzung k > N
�

und paarweise disjunkte Q�

1, . . . ,Q
�

k > Qn, die in J enthalten

sind, mit

�ρ>�1,...,r�1� Tρ > SpanR�χ
J
Q�

1

, . . . , χJ
Q�

k
�.

Wegen (i) gibt es des weiteren paarweise disjunkter Quader Q��

1 , . . . ,Q
��

l > Qn mit

Tr > SpanR�χ
J
Q��

1

, . . . , χJ
Q��

l
�, also �nden wir nah Lemma 4.13 o�enbar paarweise

disjunkte Quader Q1, . . . ,Qr > Qn, die in J enthalten sind, derart, daÿ jeder der

Quader Q�

1, . . . ,Q
�

k,Q
��

1 , . . . ,Q
��

l Vereinigung gewisser der Q1, . . . ,Qr ist. Dann

gilt o�enbar

�ρ>�1,...,r� Tρ > SpanR�χ
J
Q1
, . . . , χJ

Qr
�,

d.h. die Behauptung ist auh für r gezeigt.
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Zu (iii): Seien Q1, . . . ,Qk gemäÿ (ii) gewählt. Dann ist ψ X �T1, . . . , Tr� auf

jedem der Quader Q1, . . . ,Qk konstant. Wegen ψ�0� � 0 ist ψ X �T1, . . . , Tr�

auÿerdem auf J ��
"

k
i�1Qi� gleih Null, also folgt aus (i) ψ X�T1, . . . , Tr� > S�J�.

(iv) und (v) folgen sofort aus (iii). ✷

De�nition 4.14 (Das Lebesgue-Integral für Treppenfunktionen). Es seien ϕ

ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

und T > S�J�.

Wir de�nieren dann das ϕ-Integral von T über J durh

S

J
T dϕ ��

Q

α>T �J���0�

α � ϕ�T
1
��α��� �

Q

α>R��0�

α � ϕ�T
1
��α���.

Beahte, daÿ obige Summen de fato endlih sind und die leere Summe als Null

de�niert ist.

Satz 4.15. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall

von Rn
und T > S�J�. Seien ferner k > N

�

und Q1, . . . ,Qk > Qn paarweise

disjunkte Teilmengen von J sowie α1, . . . , αk > R mit T �

P

k
i�1 αiχ

J
Qi
. Dann gilt

S

J
T dϕ �

k

Q

i�1

αiϕ�Qi�.

Beweis. Mit Iα �� �κ > �1, . . . , k� Sακ � α� für jedes α > T �J� � �0� gilt

T
1
��α�� �

"i>IαQi, also nah dem Zusatz zu 4.8 ϕ�T
1
��α��� �

Pi>Iα ϕ�Qi�

und somit α � ϕ�T
1
��α��� �

Pi>Iα αi ϕ�Qi�. Hieraus folgt

S

J
T dϕ �

Q

α>T �J���0�

α � ϕ�T
1
��α��� �

k

Q

i�1
αix0

αiϕ�Qi� �

k

Q

i�1

αiϕ�Qi�.

✷

De�nition 4.16. Seien M ` Rn
und f �M � K eine Funktion. Wir de�nieren

dann f̂ � Rn
� K durh

�x>Rn f̂�x� �� �
f�x�, falls x >M,

0, falls x > Rn
�M.

Hauptsatz 4.17.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

sowie T, ÇT > S�J� und λ > R.

Beh.: Es gilt:

(i) T �

ÇT > S�J� ,
S

J
�T �

ÇT�dϕ �

S

J
T dϕ �

S

J

ÇT dϕ.

(ii) λT > S�J� ,
S

J
λT dϕ � λ

S

J
T dϕ.

(iii) T B

ÇT Ô�
S

J
T dϕ B

S

J

ÇT dϕ.
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(iv) V

S

J
T dϕV B

S

J
ST Sdϕ.

(v) Ist I > In eine niht-leere Teilmenge von J , so folgt T SI > S�I�, χI T > S�J�

und

S

I
T SI dϕ �

S

J
χI T dϕ.

(vi) χJ
ÂT > S�Rn

� und

S

Rn
χJ
ÂT dϕ �

S

J
T dϕ.

Beweis. Zu (i), (ii): λT,T �

ÇT > S�J� ist bereits klar. Nah 4.12 (ii) existie-

ren paarweise disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk > Qn, die in J enthalten sind, und

α1, . . . , αk, α̃1, . . . , α̃k > R mit T �

P

k
i�1 αi χ

J
Qi

sowie

ÇT �

P

k
i�1 α̃iχ

J
Qi
. Dann gilt

T �

ÇT �

P

k
i�1�αi � α̃i�χ

J
Qi
, λT �

P

k
i�1 λαi χ

J
Qi

und aus 4.15 folgt

S

J
�T �

ÇT �dϕ �

k

Q

i�1

�αi � α̃i�ϕ�Qi� �

k

Q

i�1

αi ϕ�Qi� �

k

Q

i�1

α̃i ϕ�Qi�

�

S

J
T dϕ �

S

J

ÇT dϕ

sowie

S

J
λT dϕ �

k

Q

i�1

λαi ϕ�Qi� � λ
k

Q

i�1

αi ϕ�Qi� � λ
S

J
T dϕ.

Zu (iii): Aus T B T̃ folgt 0 B T̃ � T , also aus der De�nition des Integrales

sowie (i), (ii)

0 B
S

J
�T̃ � T �dϕ �

S

J
T̃ dϕ �

S

J
T dϕ,

d.h.

RJ T dϕ B

RJ T̃ dϕ.

Zu (iv): Es gilt �ST S B T B ST S und �ST S
4.12�v�
> S�J�, also folgt aus (iii), (ii)

�

S

J
ST Sdϕ B

S

J
T dϕ B

S

J
ST Sdϕ

und somit
T

RJ T dϕT B
RJ ST Sdϕ.

Zu (v): Sei I wie in (v). Zunähst gilt

�α>R��0� TI
1
��α�� � �χI T �

1
��α��. (195)

[ Zu (196): Sei α > R � �0�.

�`� Ist x > TI
1
��α��, so gilt x > I und T �x� � α, also auh χI�x� � 1 und

�χI T ��x� � α, d.h. x > �χI T �
1
��α��.

�a� Sei x > �χI T �
1
��α��, d.h. χI�x�T �x� � α. Wegen α x 0 gilt χI�x� x 0,

also χI�x� � 1 und somit x > I sowie T �x� � α. Dies bedeutet x > TI
1
��α��. ℄

Wir behaupten

χJ
I T > S�J�. (196)

[ Zu (196): Seien paarweise disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk > Qn, die in J

enthalten sind, und α1, . . . , αk > R mit T �

P

k
i�1 αiχ

J
Qi

gemäÿ 4.12 (i) gewählt.
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Dann gilt o�enbar χJ
I T �

P

k
i�1 αiχ

J
Qi9I

, wobei Q19 I, . . . ,Qk 9 I >Qn paarweise

disjunkte Teilmengen von J sind, also folgt (196) aus 4.12 (i). ℄

Da nah De�nition des Produktes von Funktionen χI T � χJ
I T gilt, ergibt

(196)

χI T > S�J�. (197)

Aus (195) und (197) folgt für jedes α > R � �0�: TI
1
��α�� > Pn. Hieraus und

aus #T SI�I� B #T �J� � ª � wegen I ` J , d.h. T SI�I� ` T �J� � ergibt sih

T SI > S�I� und

S

I
T SI dϕ �

Q

α>R��0�

αϕ�TI
1
��α���

�195�
�

Q

α>R��0�

αϕ��χI T �
1
��α��� �

S

J
χI T dϕ.

Zu (vi): O�enbar gilt

ÂT > S�Rn
� sowie

T �

ÂT SJ und

ÂT � χJ
ÂT .

Daher folgt aus (v), indem man dort I durh J , J durh Rn
und T durh

ÂT

ersetzt, χJ
ÂT > S�Rn

� sowie

RJ T dϕ �

RJ
ÂT SJ dϕ �

RRn χJ
ÂT dϕ. ✷

Nullmengen

Um die obige kanonishe De�nition des Integrales für Treppenfunktionen auf

eine möglihst groÿe Menge zu erweitern, führen wir nun den Begri� der Null-

menge ein. Nullmengen werden bei der Entwiklung der Integrationstheorie da-

durh eine Rolle spielen, daÿ sie keine Rolle spielen; das soll heiÿen, daÿ die

Abänderung des Integranden auf einer Nullmenge den Wert des Integrales niht

ändert.

De�nition 4.18 (Nullmengen). Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und N eine

Teilmenge von Rn
.

N heiÿt genau dann eine ϕ-Nullmenge, wenn zu jedem ε > R
�

eine Folge

�Qi�i>N in Qn mit N `

�

ª

i�0Qi und P
ª

i�0ϕ�Qi� � ε existiert.

Bemerkung. Nullmengen müssen niht parkettierbar sein.

Satz 4.19. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und N, ÇN sowie Ni für jedes

i > N Teilmengen von Rn
. Dann gilt:

(i) N ϕ-Nullmenge , ÇN ` N Ô� ÇN ϕ-Nullmenge.

(ii) �i>NNi ϕ-Nullmenge Ô�
ª

�

i�0

Ni ϕ-Nullmenge.

(iii) N ist genau dann eine ϕ-Nullmenge, wenn zu jedem ε > R
�

eine Folge

o�ener Quader �Qi�i>N in Qn mit N `

ª

�

i�0

Qi und

ª

Q

i�0

ϕ�Qi� � ε existiert.

Beweis. (i) ist trivial.

Zu (ii): Sei ε > R
�

. Dann existiert zu jedem i > N eine Folge �Qi
j�j>N in Qn

mit Ni ` �
ª

j�0Q
i
j und P

ª

j�0ϕ�Q
i
j� �

ε
2i�1

. Sei dann �Qι�ι>N eine Umnumerierung
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von �Qi
j��i,j�>N2 � beahte, daÿ N2

abzählbar ist. Dann gilt

�

ª

i�0Ni ` �
ª

ι�0Qι

und

ª

Q

ι�0

ϕ�Qι� �

ª

Q

i�0

ª

Q

j�0

ϕ�Qi
j� B

ª

Q

i�0

ε

2i�1
� ε.

Zu (iii): �
� Sei ε > R
�

. Dann existiert eine Folge �

ÇQi�i>N mit N `

�

ª

i�0
ÇQi

und

P

ª

i�0ϕ�
ÇQi� �

ε
2
. Wegen der Regularität von ϕ existiert zu jedem i > N ein

o�ener Quader Qi > Qn mit

ÇQi ` Qi und ϕ�Qi� B ϕ� ÇQi� �
ε

2i�2
. Dann folgt

N `

�

ª

i�0Qi und

ª

Q

i�0

ϕ�Qi� B

ª

Q

i�0

ϕ� ÇQi� �

ª

Q

i�0

ε

2i�2
�

2ε

2
� ε.

��� ist trivial. ✷

Beispiel 4.20.

1.) Ist P > Pn mit ϕ�P � � 0, so ist P eine ϕ-Nullmenge.

2.) Jedes entartete Intervall von Rn
ist eine µn-Nullmenge.

3.) Seien M eine Teilmenge von Rn
, die keinen Häufungspunkt in Rn

besitzt,

und m�M � R
�

eine Funktion. Dann ist �p� für jedes p > M keine ϕm-

Nullmenge. Im Gegensatz dazu ist Rn
�M eine ϕm-Nullmenge � beahte

�Q>Qn Q �M � Q � �Q 9M�

4.3
> Pn, da Q 9M die endlihe Vereinigung

(einelementiger) Quader ist.

4.) Das Cantorshe Diskontinuum C ist eine überabzählbare kompakte µ1-

Nullmenge. (Sind C0 �� �0,1� und �i>N
�

Ci ��
1
3
Ci�1 8 �

2
3
�

1
3
Ci�1�, d.h.

Ci ist disjunkte Vereinigung von 2i disjunkten abgeshlossenen Intervallen

der Länge

1
3i
, so gilt C �

�i>NCi.)

De�nition 4.21. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M ` Rn

.

(i) Sei H eine einstellige Aussageform mit Einsetzungsklasse Ω. Wir de�nie-

ren: H gilt ϕ-fast überall auf M genau dann, wenn �x >M S H�x�� eine

ϕ-Nullmenge ist, insbes. sind alle Punkte von M mit Ausnahme einer

ϕ-Nullmenge in Ω enthalten.

(ii) Seien f, g auf Teilmengen von Rn
de�nierte K-wertige Funktionen. Wir

shreiben f �ϕ g auf M (bzw. f xϕ g auf M ) genau dann, wenn f � g

(bzw. f x g) ϕ-fast-überall auf M gilt. f �ϕ g auf M , f Bϕ g auf M ,

f Aϕ g auf M und f Cϕ g auf M sind im Falle K � R analog zu verste-

hen. Wir werden bei der Notation häu�g auf den Zusatz �auf M � verzih-

ten, wenn der Bezug zu M klar ist.

(iii) Sei fi für jedes i > N eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte K-wertige

Funktion. �fi�i>N heiÿt ϕ-konvergent auf M genau dann, wenn eine ϕ-

Nullmenge N ` Rn
existiert derart, daÿ für x >M �N gilt: fi ist in x für

jedes i > N de�niert und lim
i�ª

fi�x� existiert in K.
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Lemma 4.22 (Lemma A von Riesz).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

und �Ti�i>N eine Folge in S�J� mit

�i>N Ti C Ti�1 C 0. (198)

Ferner existiere eine ϕ-Nullmenge N ` Rn
derart, daÿ gilt

�x>J�N lim
i�ª

Ti�x� � 0. (199)

Beh.: lim
i�ª

S

J
Ti dϕ � 0.

Beweis. 1. Fall: J � Rn
. Aus (198) und 4.17 (iii) folgt

�i>N
S

J
Ti dϕ C

S

J
Ti�1 dϕ C 0,

also existiert limi�ª
RJ Ti dϕ in �0,ª�. Zu zeigen ist daher

�ε>R
�

§m>N
�

S

J
Tm dϕ � ε. (200)

Sei ε > R
�

. Als reellwertige Funktion mit nur endlih vielen Werten besitzt

T0 ein Maximum. C > R
�

sei eine positive reelle Zahl gröÿer als dieses Maximum,

d.h. nah (198)

�i>N�x>J Ti�x� � C. (201)

Da N eine ϕ-Nullmenge ist, existiert nah 4.19 (iii), in dessen Beweis die Re-

gularität von ϕ entsheidend einging, eine Folge �Qi�i>N o�ener Quader des Rn

mit

N `

ª

�

i�0

Qi und

ª

Q

i�0

ϕ�Qi� �
ε

3C
. (202)

Wegen T0 > S�J� existieren r > N
�

und Q�

1 , . . . ,Q
�

r > Qn derart, daÿ gilt

T0
1
�R � �0�� �

�

r
ρ�1Q

�

ρ, und wir betrahten die kompakte Menge

P ��

r

�

ρ�1

Q�

ρ >Pn.

Nah (198) gilt dann

�x>J�P�i>N Ti�x� � 0. (203)

Für jedes i > N folgt aus Ti > S�J�

Pi �� Ti
1
��0,

ε

3 �ϕ�P � � 1�
�� 9P � �Ti

1
��0�� 8

�203�

` P
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

Ti
1
�	0,

ε

3 �ϕ�P � � 1�
��� 9 P

� �Ti
1
��0�� 9 PǱ 8 Ti

1
�	0,

ε

3 �ϕ�P � � 1�
��
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�
� P
®

>Pn

�Ti
1
�R � �0��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>Pn

�
8 Ti

1
�	0,

ε

3 �ϕ�P � � 1�
��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>Pn

4.3
> Pn,

und es gilt

�x>J�Rn
�x > Pi 
� �x > P , Ti�x� �

ε

3 �ϕ�P � � 1�
�� . (204)

Wegen der Regularität von ϕ� Pn � R existiert eine Folge �

ÇPi�i>N o�ener par-

kettierbarer Teilmengen des Rn
mit

�i>N Pi `
ÇPi , ϕ� ÇPi� B ϕ�Pi� �

ε

3C
�

1

2i�1
, (205)

also gilt auh � da

ÇPi � Pi < �
ÇPi � Pi� und somit ϕ� ÇPi� � ϕ�Pi� � ϕ� ÇPi � Pi� �

�i>Nϕ� ÇPi � Pi� B
ε

3C
�

1

2i�1
,

ª

Q

i�0

ϕ� ÇPi �Pi� B
ε

3C
. (206)

Wir behaupten

P ` �

ª

�

i�0

Qi� 8 �

ª

�

i�0

ÇPi� (207)

[ Zu (207): Sei x > P . Im Falle x > N gilt x > �

�

ª

i�0Qi� 8 ��
ª

i�0
ÇPi� nah

(202). Sei daher x > P � N ` Rn
� J . Aus (199) folgt dann limi�ª Ti�x� � 0,

also existiert i0 > N mit Ti0�x� �
ε

3 �ϕ�P ��1�
, d.h. x

�204�
> Pi0

�205�
`

ÇPi0 und somit

x > �
�

ª

i�0Qi� 8 ��
ª

i�0
ÇPi�. ℄

Wegen der Kompaktheit von P und der O�enheit der Qi sowie der

ÇPi exi-

stiert nah (207) nun m > N mit

P `

m

�

i�0

�Qi 8
ÇPi� �

m

�

i�0

�Qi 8 �
ÇPi �Pi��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��P �

>Pn

8

m

�

i�0

Pi

²

��P ��

>Pn

. (208)

Wir setzen

T �

�� C � χP �

°

�χJ
P �

und T ��

��

ε

3 �ϕ�P � � 1�
� χP ��

±

�χJ
P ��

(209)

� beahte J � Rn
�, also gilt T �, T ��

> S�J� mit T �

C 0 sowie T ��

C 0, und

behaupten

Tm B T �

� T ��. (210)

[ Zu (210): Sei x > J � Rn
. Im Falle x > J � P folgt aus (203), daÿ gilt

Tm�x� � 0, also Tm�x� B T
�

�x� � T ��

�x�. Im Falle x > P � P �

ergibt (208), daÿ

gilt x > P ��

, also existiert i > �0, . . . ,m� mit x > Pi und es folgt

Tm�x�
�198�
B Ti�x�

�204�
�

ε

3 �ϕ�P � � 1�
� T ��

�x� B T �

�x� � T ��

�x�.
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Im Falle x > P �

gilt Tm�x�
�201�
B C � T �

�x� B T �

�x� � T ��

�x�. ℄

Aus (208) und (204) ergibt sih P ��

` P , also folgt aus der Monotonie von

ϕ� Pn � R, daÿ gilt

ϕ�P ��

� B ϕ�P � � ϕ�P � � 1. (211)

Somit ergibt sih shlieÿlih

S

J
Tm dϕ

�210�
B

S

J
�T �

� T ��

�dϕ �

S

J
T � dϕ �

S

J
T �� dϕ

�209�
� C � ϕ�P �

� �

ε

3 �ϕ�P � � 1�
� ϕ�P ��

�

�211�
� C � ϕ�P �

� �

ε

3 �ϕ�P � � 1�
� �ϕ�P � � 1�

�208�
B C

m

Q

i�1

�ϕ�Qi� � ϕ� ÇPi � Pi�� �
ε

3

�202�,�206�
� ε,

womit (200) bewiesen ist.

2. Fall: J > In beliebig. Dann erfüllt die Folge �

ÇTi�i>N, de�niert durh

�i>N
ÇTi �� χJ

ÂTi,

die Voraussetzungen des Lemmas für Rn
anstelle von J , also ergibt der 1. Fall

lim
i�ª

S

J
Ti dϕ

4.17�vi�
� lim

i�ª
S

Rn

ÇTi dϕ � 0,

d.h. die Behauptung gilt auh im 2. Fall. ✷

Satz 4.23 (Hauptsatz A von Riesz).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

und �Ti�i>N sowie �

ÇTi�i>N zwei Folgen in S�J� mit

�i>N �Ti B Ti�1 , ÇTi B ÇTi�1� . (212)

Ferner seien C, ÇC > R mit

�i>N �
S

J
Ti dϕ B C ,

S

J

ÇTi dϕ B

ÇC� , (213)

und es existiere eine ϕ-Nullmenge N derart, daÿ gilt

�x>J�N � lim
i�ª

Ti�x�, lim
i�ª

ÇTi�x� existieren in R , lim
i�ª

Ti�x� B lim
i�ª

ÇTi�x�� . (214)

Beh.: Für die wegen (212), 4.17 (iii) und (213) existierenden folgenden Limites

gilt

lim
i�ª

S

J
Ti dϕ B lim

i�ª
S

J

ÇTi dϕ.

Beweis. Sei zunähst k > N fest gewählt. Dann gilt nah 4.12 (iv), (v)

�i>N T
�

i �� �Tk � ÇTi�
�

� sup�Tk � ÇTi,0� > S�J�, (215)
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also wegen (212) auh

�i>N T
�

i C T �

i�1 C 0. (216)

Wir zeigen

�x>J�N lim
i�ª

T �

i �x� � 0. (217)

[ Zu (217): Sei x > J �N . Dann folgt aus (212), (214)

Tk�x� B lim
i�ª

Ti�x� B lim
i�ª

ÇTi�x�,

also

lim
i�ª

�Tk�x� � ÇTi�x�� B 0.

Die Stetigkeit von �idR�
�

� sup�. . . ,0�� R� R und �a>R, aB0 �idR�
�

�a� � 0 ergibt

lim
i�ª

T �

i �x� � �idR�
�

� lim
i�ª

�Tk�x� � ÇTi�x��� � 0,

d.h. es gilt (217). ℄

Aus (216), (217) und Lemma A (d.i. 4.22) folgt

lim
i�ª

S

J
T �

i dϕ � 0. (218)

Nun gilt für i > N

S

J
Tk dϕ �

S

J

ÇTi dϕ
4.17�i�,�iii�,�215�

B

S

J
T �

i dϕ,

S

J
Tk dϕ B

S

J
T �

i dϕ �
S

J

ÇTi dϕ,

also nah (218)

S

J
Tk dϕ B lim

i�ª
S

J

ÇTi dϕ.

Da die letzte Ungleihung für beliebiges k > N gezeigt wurde, folgt die Be-

hauptung durh Grenzwertbildung für k �ª. ✷

Beim Aufbau der Theorie wird das folgende Lemma erst beim Beweis des

Grenzwertsatzes von Levi benötigt.

Lemma 4.24 (Lemma B von Riesz).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

und �Ti�i>N eine Folge in S�J� mit

�i>N Ti B Ti�1. (219)

Ferner existiere eine Zahl C > R derart, daÿ gilt

�i>N
S

J
Ti dϕ B C. (220)

Beh.: N �� �x > J S limi�ª Ti�x� �ª� ist eine ϕ-Nullmenge.
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Beweis. Indem wir von Ti zu Ti � T0 übergehen, können wir annehmen, daÿ

gilt �i>N Ti C 0. Des weiteren gelte ohne Einshränkung C A 0.

Sei nun ε > R
�

. Wir setzen

�i>N Pi �� Ti
1
��

C

ε
,ª��

4.11,4.3
> Pn, (221)

also gilt

�i>NPi

�219�
` Pi�1 sowie N `

ª

�

i�0

Pi, (222)

und behaupten

�i>Nϕ�Pi� B ε. (223)

[ Zu (223): Wegen �i>N Ti
�219�
C T0 C 0 und (221) folgt �i>N Ti C

C
ε
χJ
Pi
> S�J�.

Da für jedes i > N gilt

C
�220�
C

S

J
Ti dϕ C

S

J

C

ε
χJ
Pi
dϕ �

C

ε
ϕ�Pi�,

ergibt sih (223). ℄

Aus (222), (221) folgt Pi�1 �

>Pn

©

Pi <

4.3
> Pn

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�Pi�1 �Pi� für jedes i > N. Daher existieren

o�enbar eine Folge �Qj�j>N paarweise disjunkter Quader des Rn
und eine streng

monoton wahsende Abbildung h� N� N mit

�i>N Pi �

h�i�

#

j�1

Qj,
25

(224)

d.h. nah (223)

�i>N

h�i�

Q

j�1

ϕ�Pi� � ϕ�Pi� B ε. (225)

Shlieÿlih gilt N
�222�,�224�

`

�

ª

j�1Qj und P
ª

j�1ϕ�Qj�
�225�
B ε. ✷

Bemerkung. Sind die Voraussetzungen des Lemmas B erfüllt, so besagt die

Behauptung limi�ª Ti > S��J,ϕ�, vgl. die De�nition in 4.25 (i).

Lebesgue-integrierbare Funktionen

Ausgehend vom Integrale für Treppenfunktionen erweitern wir die De�nition

nun mehrfah, um die Lebesgue-integrierbarbaren Funktionen zu erhalten.

De�nition 4.25. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und J > In ein niht-leeres

Intervall von Rn
.

(i) Sei S

�

�J,ϕ� die Menge aller auf Teilmengen von Rn
de�nierten reellwer-

tigen Funktionen f , für welhe ��Ti�i>N,C,N� > S�J�
N
� R �P�Rn

� mit

den folgenden Eigenshaften existiert:

25

Idee: P0 � Q0 < . . . <Qh�0� und �i>N Pi�1 � Pi � Qh�i��1 < . . . <Qh�i�1�.
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1.) �i>N Ti B Ti�1.

2.) �i>N
S

J
Ti dϕ B C.

3.) N ist ϕ-Nullmenge und

�x>J�N lim
i�ª

Ti�x� � f�x�,

insbes. gehören alle Punkte von J mit Ausnahme einer ϕ-Nullmenge

zum De�nitionsbereih von f .

��Ti�i>N,C,N� heiÿt dann ein Levitripel für f auf J bzgl. ϕ.26

(ii) Für f > S

�

�J,ϕ� de�nieren wir das ϕ-Integral von f über J durh

S

J
f dϕ �� lim

i�ª
S

J
Ti dϕ,

wobei ��Ti�i>N,C,N� ein beliebiges Levitripel für f auf J bzgl. ϕ sei.

[ Zur Wohlde�niertheit seien ��Ti�i>N,C,N�, ��ÇTi�i>N, ÇC, ÇN� zwei Levitri-

pel für f auf J . Dann ist N�

�� N 8

ÇN eine ϕ-Nullmenge, und es gilt

�x>J�N� lim
i�ª

Ti�x� � lim
i�ª

ÇTi�x� B lim
i�ª

ÇTi�x�,

also nah 4.23

lim
i�ª

S

J
Ti dϕ B lim

i�ª
S

J

ÇTi dϕ.

Indem man die Rollen von �Ti�i>N und �

ÇTi�i>N vertausht, erhält man

analog

lim
i�ª

S

J

ÇTi dϕ B lim
i�ª

S

J
Ti dϕ,

also gilt in der letzten Ungleihung sogar Gleihheit. ℄

Bemerkung. Es gilt S�J� ` S

�

�J,ϕ�, und im Falle T > S�J� stimmt die

frühere De�nition des ϕ-Integrales von T über J (in 4.14) mit der neu gegebenen

De�nition überein, da man hier die konstante Folge vom Wert T nutzen kann.

Satz 4.26.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

sowie f, f̃ > S

�

�J,ϕ� und λ > R.

Beh.: Es gilt:

(i) f � f̃ > S

�

�J,ϕ� ,
S

J
�f � f̃�dϕ �

S

J
f dϕ �

S

J
f̃ dϕ.

(ii) λ C 0Ô� �λf > S

�

�J,ϕ� ,
S

J
λf dϕ � λ

S

J
f dϕ�.

26

In [7℄ wird ein Levitripel in unserem Sinne als Levifolge bezeihnet. Da letzterer Begri�

in der Literatur, vgl. z.B. [20℄, aber auh für Folgen, die die Voraussetzungen des Grenzwert-

satzes von Levi (s.u. 4.33) erfüllen, verwendet wird, hat sih der Autor zur hier gegebenen

Namenswahl entshieden.
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(iii) Existiert eine ϕ-Nullmenge N�

mit �x>J�N� f�x� B f̃�x� � insbesondere

sind f und f̃ in x de�niert �, so folgt

S

J
f dϕ B

S

J
f̃ dϕ.

(iv) sup�f, f̃�, f� > S
�

�J,ϕ�.27

(v) Sind f� eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte reellwertige Funktion

und N�

eine ϕ-Nullmenge mit �x>J�N� f��x� � f�x� � insbesondere sind

f� und f in x de�niert �, so folgt f� > S
�

�J,ϕ� und
S

J
f� dϕ �

S

J
f dϕ.

(vi) Ist I > In eine niht-leere Teilmenge von J , so folgt f > S

�

�I,ϕ� sowie

χI f > S

�

�J,ϕ� und
S

I
f dϕ �

S

J
χI f dϕ.

(vii) χJ f̂ > S

�

�Rn, ϕ� und
S

Rn
χJ f̂ dϕ �

S

J
f dϕ.

Beweis. Seien ��Ti�i>N,C,N� ein Levitripel für f auf J und
�
�

ÇTi�i>N, ÇC, ÇN�

ein Levitripel für f̃ auf J , jeweils bzgl. ϕ.

Zu (i): Wegen 4.17 (i) und 4.19 (ii) ist
�
�Ti � ÇT �i>N,C �

ÇC,N 8

ÇN� ein Levi-

tripel für f � f̃ auf J bzgl. ϕ, d.h. f � f̃ > S

�

�J,ϕ�, und es gilt

S

J
�f � f̃�dϕ � lim

i�ª
S

J
�Ti � ÇTi�dϕ � lim

i�ª
S

J
Ti dϕ �

S

J

ÇTi dϕ

� lim
i�ª

S

J
Ti dϕ � lim

i�ª
S

J

ÇTi dϕ �

S

J
f dϕ �

S

J
f̃ dϕ.

Zu (ii): Sei λ C 0. Wegen 4.17 (ii) ist dann ��λTi�i>N, λC,N� ein Levitripel

für λf auf J bzgl. ϕ, d.h. λf > S

�

�J,ϕ�, und es gilt

S

J
λf dϕ � lim

i�ª
S

J
λTi dϕ � lim

i�ª
λ
S

J
Ti dϕ � λ lim

i�ª
S

J
Ti dϕ

� λ
S

J
f dϕ.

Zu (iii): Sei N�

wie in (iii). Dann ist N 8

ÇN 8 N�

nah 4.19 (ii) eine ϕ-

Nullmenge, und es gilt (wegen �i>N Ti B Ti�1 , ÇTi B ÇTi�1)

�x>J��N8

ÇN8N�

�

lim
i�ª

Ti�x� B lim
i�ª

ÇTi�x�.

Daher folgt aus 4.23:

RJ f dϕ B

RJ f̃ dϕ.

Zu (iv): Zunähst gilt für jedes i > N

sup�Ti, ÇTi�
4.12�iv�

> S�J�,

sup� Ti
®

BTi�1

, ÇTi
®

B

ÇTi�1

� B sup�Ti�1, ÇTi�1�.

Weiterhin gilt

�

α,β,α̃,β̃>R
sup�α � β, α̃ � β̃� B sup�α, α̃� � sup�β, β̃�,

denn ist ohne Einshränkung sup�α � β, α̃ � β̃� � α � β, so folgt sofort obige

Ungleihung. Hieraus ergibt sih für jedes i > N

27sup�f, f̃� kann ggf. nur auf g de�niert sein!
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sup�Ti, ÇTi� � sup�T0 � �Ti � T0�, ÇT0 � �ÇTi � ÇT0��

B sup�T0, ÇT0� � sup�Ti � T0
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

, ÇTi � ÇT0
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

�

B sup�T0, ÇT0� � �Ti � T0� � �ÇTi � ÇT0�,

also wegen 4.17 (iii) und

RJ Ti dϕ B C,
RJ
ÇTi dϕ B

ÇC

S

J
sup�Ti, ÇTi�dϕ B

S

J
�sup�T0, ÇT0� � T0 � ÇT0�dϕ �C �

ÇC �� C�

> R.

Shlieÿlih zeigen wir

�x>J��N8

ÇN� lim
i�ª

sup�Ti, ÇTi��x� � sup�f, f̃��x�, (226)

d.h. insgesamt, daÿ
�sup�Ti, ÇTi�i>N,C

�,N 8

ÇN� ein Levitripel für sup�f, f̃� auf

J ist � beahte, daÿ N 8

ÇN eine ϕ-Nullmenge ist �, m.a.W. sup�f, f̃� > S
�

�J,ϕ�.

Daÿ dann auh f� � sup�f,0� > S
�

�J,ϕ� gilt, folgt aus 0 > S�J� ` S
�

�J,ϕ�.

[ Zu (226): Sei x > J � �N 8

ÇN�. Ohne Einshränkung gelte f�x� C f̃�x�.

Dann gilt wegen Ti�x� B f�x�, ÇTi�x� B f̃�x� für jedes i > N auh

Ti�x�
²

i�ª
��f�x�

B sup�Ti�x�, ÇTi�x�� B sup�f�x�, f̃�x�� � f�x�,

d.h. limi�ª sup�Ti�x�, ÇTi�x�� � sup�f�x�, f̃�x��. ℄

Zu (v): Sind f� und N�

wie in (v), so ist ��Ti�i>N,C,N
�

8N� wegen

�x>J��N�

8N� lim
i�ª

Ti�x� � f�x� � f
�

�x�

o�enbar ein Levitripel für f� auf J .

Zu (vi): Sei I wie in (vi). Dann gilt:

��TiSI�i>N,C �

S

J
�χI T0 � T0�dϕ,N� ist ein Levitripel für f auf I bzgl. ϕ,

(227)

beahte χI T0
4.17�v�
> S�I�.

[ Denn für jedes i > N gilt TiSI B Ti�1SI und weiter

χI Ti � χI T0 �χI �Ti � T0
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

� B χI T0 � �Ti � T0� � Ti � �χI T0 � T0�, (228)

also

S

I
Ti dϕ

4.17�v�
�

S

J
χI Ti dϕ

�228�
B

S

J
Ti dϕ �

S

J
�χI T0 � T0�dϕ

B C �

S

J
�χI T0 � T0�dϕ.

(229)

Damit ist (227) o�enbar bewiesen. ℄
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Für jedes i > N gilt auh χI Ti B χI Ti�1, weshalb zusammen mit (229) o�en-

bar folgt:

��χI TiSI�i>N,C �

S

J
�χI T0 � T0�dϕ,N� ist Levitripel für χI f auf I bzgl. ϕ.

(230)

Shlieÿlih gilt

S

I
f dϕ

�227�
� lim

i�ª
S

I
TiSI dϕ

4.17�v�
� lim

i�ª
S

J
χI Ti dϕ

�230�
�

S

J
χI f dϕ,

womit zusammen mit (227) und (230) die Aussage (vi) bewiesen ist.

Zu (vii): Wegen 4.17 (vi) ist
�
�χJ

ÂTi�i>N,C,N� ein Levitripel für χJ f̂ auf

Rn
bzgl. ϕ, d.h. χJ f̂ > S

�

�Rn, ϕ�, und es gilt

S

Rn
χJ f̂ dϕ � lim

i�ª
S

Rn
χJ

ÂTi dϕ
4.17�vi�

� lim
i�ª

S

J
Ti dϕ �

S

J
f dϕ.

Damit ist auh (vii) bewiesen. ✷

Bemerkung. Die zu (ii) analoge Aussage mit der Prämisse λ � 0 ist i.a. falsh.

Z.B. gilt f ��
P

ª

i�0χ�0,2�i� > S��R
n, µ1�, aber �f ¶ S

�

�Rn, µ1�, da jede Treppen-

funktion nah unten beshränkt ist und somit auf einem Intervall �0,2�i� für

gewisses i > N gröÿer als �f ist, d.h. es kann kein Levitripel für �f auf Rn
bzgl.

µ1 existieren. Damit ist gezeigt, daÿ S

�

�Rn, µ1� kein R-Vektorraum ist.

De�nition 4.27. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und J > In ein niht-leeres

Intervall von Rn
.

(i) Sei LR�J,ϕ� die Menge aller auf Teilmengen von Rn
de�nierten reellwer-

tigen Funktionen f , für welhe �g,h,N� > S

�

�J,ϕ� � S
�

�J,ϕ� �P�Rn
�

mit den folgenden Eigenshaften existiert:

1.) N ist eine ϕ-Nullmenge.

2.) �x>J�N f�x� � g�x� � h�x�,

insbes. gehören alle Punkte von J mit Ausnahme einer ϕ-Nullmenge

zum De�nitionsbereih von f .

�g,h,N� heiÿt dann ein Riesztripel für f auf J bzgl. ϕ.28

Die Elemente von LR�J,ϕ� nennen wir (reellwertig) ϕ-integrierbar über J

(oder (reellwertig) ϕ-summierbar über J).

(ii) Sei f > LR�J,ϕ�. Wir de�nieren dann das ϕ-Integral von f über J durh

S

J
f dϕ ��

S

J
g dϕ �

S

J
hdϕ,

wobei �g,h,N� ein beliebiges Riesztripel für f auf J bzgl. ϕ sei.

28

In [7℄ wird ein Rieztripel in unserem Sinne als Rieszpaar bezeihnet.
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[ Zur Wohlde�niertheit seien �g,h,N� sowie �g̃, h̃, ÇN� zwei Riesztripel für

f auf J bzgl. ϕ. Dann ist N�

�� N 8

ÇN eine ϕ-Nullmenge mit

�x>J�N�

�g,h, g̃, h̃ sind in x de�niert und g�x� � h�x� � g̃�x� � h̃�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� �g�h̃��x���g̃�h��x�

�.

Wegen g � h̃, g̃ � h
4.26�i�
> S

�

�J,ϕ� folgt hieraus nah 4.26 (iii) (oder (v))

S

J
�g � h̃�dϕ B

S

J
�g̃ � h�dϕ,

S

J
�g̃ � h�dϕ B

S

J
�g � h̃�dϕ,

also mittels 4.26 (i):

S

J
g dϕ �

S

J
hdϕ �

S

J
g̃ dϕ �

S

J
h̃dϕ. ℄

Bemerkung. Es gilt S

�

�J,ϕ� ` LR�J,ϕ�, und im Falle f > S

�

�J,ϕ� stimmt

die frühere De�nition des ϕ-Integrales von f über J mit der neu gegebenen

De�nition überein � beahte, daÿ f � f � 0 gilt. Der nähste Hauptsatz zeigt

daher auh, daÿ LR�J,ϕ� die kanonishe Erweiterung von S

�

�J,ϕ� zu einem

R-Vektorraum und

RJ . . . dϕ ein Funktional von LR�J,ϕ� ist.

Hauptsatz 4.28.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

sowie f, f̃ > LR�J,ϕ� und λ > R.

Beh.: Es gilt:

(i) f � f̃ > LR�J,ϕ� ,
S

J
�f � f̃�dϕ �

S

J
f dϕ �

S

J
f̃ dϕ.

(ii) λf > LR�J,ϕ� ,
S

J
λf dϕ � λ

S

J
f dϕ.

(iii) Existiert eine ϕ-Nullmenge N�

mit �x>J�N� f�x� B f̃�x� � insbesondere

sind f und f̃ in x de�niert �, so folgt

S

J
f dϕ B

S

J
f̃ dϕ.

(iv) f�, f�, Sf S > LR�J,ϕ� und V
S

J
f dϕV B

S

J
Sf Sdϕ.

(v) sup�f, f̃�, inf�f, f̃� > LR�J,ϕ�.

(vi) Sind f� eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte reellwertige Funktion

und N�

eine ϕ-Nullmenge derart, daÿ gilt �x>J�N� f��x� � f�x� � d.h.

insbesondere, daÿ f� und f in x de�niert sind �, so folgt f� > LR�J,ϕ�

und

S

J
f� dϕ �

S

J
f dϕ.

(vii) Ist I > In mit g x I ` J , so folgt f > LR�I,ϕ�, χI f > LR�J,ϕ�, und es gilt

S

I
f dϕ �

S

J
χI f dϕ.

(viii) χJ f̂ > LR�R
n, ϕ� und

S

Rn
χJ f̂ dϕ �

S

J
f dϕ.

Beweis. Seien �g,h,N�, �g̃ , h̃, ÇN� Riesztripel für f bzw. f̃ auf J bzgl. ϕ.

Zu (i): �g � g̃, h � h̃,N 8

ÇN� ist o�enbar ein Riesztripel für f � f̃ auf J bzgl.

ϕ, und es gilt
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S

J
�f � f̃�dϕ �

S

J
�g � g̃�dϕ �

S

J
�h � h̃�dϕ

4.26�i�
�

S

J
g dϕ �

S

J
g̃ dϕ �

S

J
hdϕ �

S

J
h̃dϕ

� �

S

J
g dϕ �

S

J
hdϕ� � �

S

J
g̃ dϕ �

S

J
h̃dϕ�

�

S

J
f dϕ �

S

J
f̃ dϕ.

Zu (ii): Aus 4.26 (ii) folgt die Behauptung im Falle λ C 0, da �λg,λh,N�

ein Riesztripel für f auf J bzgl. ϕ ist, und im Falle λ � 0, da ���λ�h, ��λ� g,N�

ein Riesztripel für f auf J bzgl. ϕ ist.

Zu (iii): Dies beweist man analog zum Nahweis der Wohlde�niertheit in

4.27 (ii).

Zu (iv): Aus

�α,β>R �α � β�
�

� sup�α � β, 0
®

�β�β

� � sup�α,β� � β (231)

folgt

�x>J�N f
�

�x� � �g � h���x� � sup�g,h��x� � g�x�,

also ist �sup�g,h�, g,N� nah 4.26 (iv) ein Riesztripel für f� auf J , d.h.

f� > LR�J,ϕ�

und somit nah (ii), (i) ebenfalls

f� � sup��f,0� � ��f��, Sf S � f� � f� > LR�J,ϕ�.

Ferner gilt wegen �x>J�N � Sf S�x� B f�x� B Sf S�x� nah (ii), (iii)

�

S

J
Sf Sdϕ �

S

J
�Sf Sdϕ B

S

J
f dϕ B

S

J
Sf Sdϕ,

also auh
T

RJ f dϕT B RJ Sf Sdϕ.

Zu (v): Wegen (231) ergibt sih mittels (i), (ii), (iv) naheinander

sup�f, f̃� � f � �f̃ � f�� > LR�J,ϕ�,

inf�f, f̃� � � sup��f,�f̃� > LR�J,ϕ�.

Zu (vi): �g,h,N�

8N� ist unter den Voraussetzungen von (vi) ein Riesztripel

für f� auf J bzgl. ϕ. Daher folgt die Behauptung.

Zu (vii): Infolge von 4.26 (vi) ist �g,h,N� unter der Voraussetung von

(vii) auh ein Riesztripel für f auf I bzgl. ϕ. Wegen 4.26 (vi) ist des weite-

ren �χI g,χI h,N� ein Riesztripel für χI f auf J bzgl. ϕ. Daher gilt

S

I
f dϕ �

S

I
g dϕ �

S

I
hdϕ

4.26�vi�
�

S

J
χI g dϕ �

S

J
χI hdϕ �

S

J
χI f dϕ.
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Zu (viii): Nah 4.26 (vii) ist �χJ ĝ, χJ ĥ,N� o�enbar ein Riesztripel für χJ f̂ ,

also gilt χJ f̂ > LR�R
n, ϕ� und

S

Rn
χJ f̂ dϕ �

S

Rn
χJ ĝ dϕ �

S

Rn
χJ ĥdϕ

4.26�vii�
�

S

J
g dϕ �

S

J
hdϕ �

S

J
f dϕ.

Damit ist der Hauptsatz vollständig bewiesen. ✷

De�nition 4.29. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine beliebige

Teilmenge von Rn
.

(i) Wir de�nieren LR�M,ϕ� als die Menge aller auf Teilmengen von Rn

de�nierten reellwertigen Funktionen f , für die χM f̂ > LR�R
n, ϕ� gilt. Die

Elemente von LR�M,ϕ� nennen wir (reellwertig) ϕ-integrierbar über M

(oder (reellwertig) ϕ-summierbar über M).

Bemerkung. Bezeihnet D den De�nitionsbereih von f > LR�M,ϕ�, so

ist M �D ist eine ϕ-Nullmenge, d.h. alle Punkte von M mit Ausnahme

einer ϕ-Nullmenge gehören zu D.

[ Denn aus χM f̂ > LR�R
n, ϕ� im Sinne von 4.27 (i) folgt die Existenz von

g,h > S

�

�Rn, ϕ� mit χM f̂ �ϕ g � h auf Rn
, also existieren o�enbar eine

ϕ-Nullmenge N und zwei Folgen �Ti�i>N, �Si�i>N in S�Rn
� mit

�x>M�N f�x� � lim
i�ª

�Ti�x� � Si�x��,

d.h. insbes. M �N `D, und es ergibt sih M �D `M 9N ` N . ℄

(ii) Sei f > LR�M,ϕ�. Wir de�nieren dann das ϕ-Integral von f über M durh

S

M
f dϕ ��

S

Rn
χM f̂ dϕ.

Bemerkung. Die hier gegebenen De�nitionen sind im Falle g x M > In mit

denen in 4.27 konsistent: Im folgenden sei J ein niht-leeres Intervall von Rn
.

1.) Sei f > LR�J,ϕ� im Sinne von 4.27 (i). Dann ergibt 4.28 (viii), daÿ im

Sinne von 4.27 (i) gilt χJ f̂ > LR�R
n, ϕ�, d.h. f > LR�J,ϕ� im Sinne von (i).

2.) Sei umgekehrt f > LR�J,ϕ� im Sinne von (i), also χJ f̂ > LR�R
n, ϕ� im

Sinne von 4.27 (i). Aus 4.28 (vii) folgt dann χJ f̂ > LR�J,ϕ� im Sinne von 4.27 (i).

Bezeihnet D den De�nitionsbereih von f , so ist nah der Bemerkung in (i)

J �D des weiteren eine ϕ-Nullmenge, und es gilt J � �J �D� � J 9D,

�x>J9D �χJ f̂��x� � 1f�x� � f�x�.

4.28 (vi) besagt daher f > LR�J,ϕ� im Sinne von 4.27 (i).

3.) Für f > LR�J,ϕ� gilt nah 4.28 (viii):

RRn χJ f̂ dϕ �

RJ f dϕ im Sinne von

4.27 (ii).
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Hauptsatz 4.30.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

. Ferner

seien f, f̃ > LR�M,ϕ� und λ > R.

Beh.: Es gilt:

(i) f � f̃ > LR�M,ϕ� ,
S

M
�f � f̃�dϕ �

S

M
f dϕ �

S

M
f̃ dϕ.

(ii) λf > LR�M,ϕ� ,
RM λf dϕ � λ

RM f dϕ.

(iii) Existiert eine ϕ-Nullmenge N�

mit �x>M�N� f�x� B f̃�x� � insbesondere

sind f und f̃ in x de�niert �, so folgt

S

M
f dϕ B

S

M
f̃ dϕ.

(iv) f�, f�, Sf S > LR�M,ϕ� und V
S

M
f dϕV B

S

M
Sf Sdϕ.

(v) sup�f, f̃�, inf�f, f̃� > LR�M,ϕ�.

(vi) Sind f� eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte reellwertige Funktion

und N�

eine ϕ-Nullmenge derart, daÿ gilt �x>M�N� f��x� � f�x� � d.h.

insbesondere, daÿ f� und f in x de�niert sind �, so folgt f� > LR�M,ϕ�

und

S

M
f� dϕ �

S

M
f dϕ.

Beweis. Bezeihne D bzw.

ÇD die De�nitionsbereihe von f bzw. g. Per de�-

nitionem ist D 9

ÇD der De�nitionsbereih von f � g. Mit M �D und M �

ÇD ist

auh M � �D 9

ÇD� � �M �D�8 �M �

ÇD� eine ϕ-Nullmenge, und es gilt für jedes

x >M 9 �D 9

ÇD�

�χM �

Æ

f � f̃���x� � �

Æ

f � f̃��x� � �f � f̃��x� � f�x� � f̃�x� � f̂�x� �
ˆ̃
f�x�

� �χM f̂��x� � �χM
ˆ̃
f��x�,

sowie �χM �

Æ

f � f̃��SRn
�M � 0 � �χM f̂ � χM

ˆ̃
f�SRn

�M , also

χM �

Æ

f � f̃� �ϕ χM f̂ � χM
ˆ̃
f auf Rn.

Daher folgt (i) aus 4.28 (i) und 4.28 (vi).

(ii), die erste Aussage von (iv) und (v) folgen aus den analog zu oben ein-

sehbaren ϕ-Gleihungen

χM �

�λf� �ϕ λχM f̂ auf Rn,

χM f̂� �ϕ �χM f̂�� auf Rn, χM
Â

Sf S �ϕ SχM f̂ S auf Rn,

χM

Æ

sup�f,
�

f� �ϕ χM sup�f̂ ,
ˆ̃
f� auf Rn, χM

Æ

inf�f,
�

f� �ϕ χM inf�f̂ ,
ˆ̃
f� auf Rn

und den entsprehenden Aussagen in 4.28 sowie 4.28 (vi). Die zweite Aussage

von (iv) ergibt sih dann aus der zweiten Aussage in 4.28 (iv).

Unter den Voraussetzungen von (iii) bzw. (vi) gilt χM f̂ Bϕ χM
ˆ̃
f auf Rn

bzw. χM f̂� �ϕ χM f̂ auf Rn
. Also gilt die Behauptung von (iii) bzw. (vi) nah

4.28 (iii) und 4.28 (vi) bzw. 4.28 (vi). ✷

151



Bemerkung. Ersetzt man in 4.28 (vii) das Intervall I durh eine beliebige

Teilmenge M des Intervalles J , so folgt aus f > L�J,ϕ� i.a. weder f > L�M,ϕ�

noh χM f > L�J,ϕ� � wähle z.B. ϕ � µ1, M wie unten in 4.59, J � �0,1� und

f � 1Rn
.

De�nition 4.31. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine beliebige

Teilmenge von Rn
.

(i) Wir de�nieren LC�M,ϕ� als die Menge aller auf Teilmengen von Rn

de�nierten komplexwertigen Funktionen f mit Ref, Imf > LR�M,ϕ�. Die

Elemente von LC�M,ϕ� nennen wir ϕ-integrierbar (oder ϕ-summierbar)

über M .

(ii) Sei f > LC�M,ϕ�. Wir de�nieren dann das ϕ-Integral von f über M durh

S

M
f dϕ ��

S

M
Re f dϕ � i

S

M
Imf dϕ.

Bemerkung. Die hier gegebenen De�nitionen sind im Falle f�M� ` R mit

denen in 4.29 konsistent.

Hauptsatz 4.32.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

. Ferner

seien f, f̃ > LK�M,ϕ� und λ > K.

Beh.: Es gilt:

(i) f � f̃ > LK�M,ϕ� ,
S

M
�f � f̃�dϕ �

S

M
f dϕ �

S

M
f̃ dϕ.

(ii) λf > LK�M,ϕ� ,
S

M
λf dϕ � λ

S

M
f dϕ.

(iii) Sf S > LR�M,ϕ� und V
S

M
f dϕV B

S

M
Sf Sdϕ.

(iv) Sind f� eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte K-wertige Funktion

und N�

eine ϕ-Nullmenge derart, daÿ gilt �x>M�N� f��x� � f�x� � d.h.

insbesondere, daÿ f� und f in x de�niert sind �, so folgt f� > LK�M,ϕ�

und

S

M
f� dϕ �

S

M
f dϕ.

Beweis. (i), (ii), (iii) � im Falle K � R � und (iv) folgen sofort aus 4.31 (i),

(ii), (iv) und (vi). Der Beweis der ersten Aussage von (iii) im Falle K � C erfolgt

unten auf Seite 161 f. mittels des Grenzwertsatzes von Lebesgue 4.38.

Zur zweiten Aussage von (iii) im Falle K � C: Es existiert eine Zahl t > R

mit

S

M
f dϕ � V

S

M
f dϕV eit,

also ergibt (ii)

V

S

M
f dϕV

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>R
�

8�0�

�

S

M
e�it f dϕ �

S

M
Re�e�it f�dϕ � i

S

M
Im�e�it f�dϕ.
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Hieraus folgt zunähst

RM Im�e�it f�dϕ � 0 und sodann wegen der Gültigkeit

von (iii) im Falle K � R und (ii)

V

S

M
f dϕV � V

S

M
Re�e�it f�dϕV B

S

M
TRe�e�it f�T
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BSe�it f S

dϕ

B
Te�itT

S

M
Sf Sdϕ �

S

M
Sf Sdϕ.

✷

Bemerkung. Wir werden die erste Aussage von (iii) im Falle f ¶ LR�M,ϕ�

erst nah ihrem Beweis auf Seite 161 f. verwenden!

Grenzwertsätze und deren Folgerungen

Unter Grenzwertsätzen, die in einem gewissen Sinne das Ziel der Lebesgue-

shen Integrationstheorie sind, versteht man Sätze, die hinreihende Kriterien

dafür angeben, daÿ die Integration des Grenzwertes einer Funktionenfolge mit

der Grenzwertbildung der Integrale vertaushbar ist. Wir erinnern daran, daÿ

der De�nitionsbereih des Grenzwertes einer K-wertigen Funktionenfolge �fi�i>N
gleih der Menge der Elemente des Shnittes der De�nitionsbereihe der fi, in

denen �fi�i>N in K konvergiert, ist. Diese Menge kann die leere Menge sein.

Der nun folgende Grenzwertsatz von Levi zeigt auh, daÿ eine zu 4.25 ana-

loge Konstruktion, die wir durhgeführt haben, um das damals bereits bekannte

Integral für Treppenfunktionen zu erweitern, zu keiner gröÿeren Menge inte-

grierbarer Funktionen führt. Dieser Prozeÿ ist also abgeshlossen.

Hauptsatz 4.33 (Grenzwertsatz von Levi).

Vor.: Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M ` Rn

und �fi�i>N eine Folge in

LR�M,ϕ�. Ferner existierten eine ϕ-Nullmenge N ` Rn
sowie eine reelle Zahl

C > R mit

�i>N�x>M�N fi�x� B fi�1�x�, (232)

�i>N
S

M
fi dϕ B C. (233)

Beh.: �fi�i>N ist ϕ-konvergent auf M , lim
i�ª

fi > LR�M,ϕ� und

S

M
� lim
i�ª

fi� dϕ � lim
i�ª

S

M
fi dϕ.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh zwei Lemmata vor.

Lemma 4.34.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In mit J x g und f > LR�J,ϕ�.

Beh.: Zu jedem ε > R
�

existieren g,h > S

�

�J,ϕ� derart, daÿ gilt f �ϕ g�h auf J ,

h Cϕ 0 auf J und

S

J
hdϕ B ε.
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Beweis. Aus f > LR�J,ϕ� folgt zunähst die Existenz von g̃, h̃ > S

�

�J,ϕ�

mit f �ϕ g̃ � h̃. Also existieren auh monoton wahsende Folgen �Si�i>N bzw.

�Ti�i>N von Treppenfunktionen auf J mit beshränkten ϕ-Integralfolgen und

limi�ª Si �ϕ g̃ sowie limi�ª Ti �ϕ h̃. Dann gilt per de�nitionem

S

J
h̃dϕ � lim

i�ª
S

J
Ti dϕ.

Ist daher ε > R
�

vorgegeben, so existiert k > N
�

mit

S

J
�h̃ � Tk�dϕ �

S

J
h̃dϕ �

S

J
Tk dϕ B ε. (234)

Dann sind auh �Si � Tk�i>N und �Ti � Tk�i>N monoton wahsende Folgen von

Treppenfunktionen auf J mit beshränkten ϕ-Integralfolgen, und es folgt

lim
i�ª

�Si � Tk� � g̃ � Tk �� g , lim
i�ª

�Ti � Tk� � h̃ � Tk �� h,

also g,h > S

�

�J,ϕ� sowie f �ϕ g̃ � h̃ � g � h. Wegen �i>N, iCk Ti C Tk gilt h Cϕ 0.

Des weiteren ergibt (234):

RJ hdϕ �

RJ�h̃ � Tk�dϕ B ε. ✷

Lemma 4.35. Es gilt der zu Hauptsatz 4.33 analoge Satz, den man erhält,

indem man in seiner Voraussetzung und seiner Behauptung jeweils LR�M,ϕ�

durh S

�

�J,ϕ� ersetzt, wobei J > In mit J x g sei.

Beweis. Sei die Voraussetzung von 4.33 mit S

�

�J,ϕ� anstelle von LR�M,ϕ�

erfüllt. Für jedes i > N folgt aus fi > S��J,ϕ� die Existenz einer Folge �Ti,j�j>N
in S�J� mit

�j>N Ti,j B Ti,j�1, (235)

lim
j�ª

Ti,j �ϕ fi. (236)

Dann wird nah 4.12 (iv) durh

�k>N Tk �� sup�T0,0, . . . , T0,k
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�235�,�236�
Bϕ f0

, T1,0, . . . , T1,k
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�235�,�236�
Bϕ f1

, . . . , Tk,0, . . . , Tk,k
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�235�,�236�
Bϕ fk

�

eine Folge �Tk�k>N in S�J� de�niert, und es gilt:

�k>N Tk Bϕ fk, (237)

�k>N Tk Bϕ Tk�1, (238)

§C>R�k>N
S

J
Tk dϕ B C. (239)

[ (237) folgt aus (235), (236) und (232), die Aussage (238) ergibt sih sofort

aus der De�nition, und (239) folgt aus (237) und (233). ℄

Nah (238), (239) und Lemma B von Riesz (d.i. 4.24) ist daher

N�

�� �x > J S lim
k�ª

Tk�x� �ª 
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eine ϕ-Nullmenge, d.h. �Tk�k>N ist ϕ-konvergent auf J und

lim
k�ª

Tk > S��J,ϕ�, (240)

S

J
� lim
k�ª

Tk� dϕ � lim
k�ª

S

J
Tk dϕ. (241)

Wegen (232), (236) und 4.19 (ii) existiert eine ϕ-Nullmenge

ÇN mit

�i>N�x>J� ÇN fi�x� B fi�1�x�, (242)

�i>N�x>J� ÇN
lim
j�ª

Ti,j�x� � fi�x�. (243)

Wir behaupten:

�k>N�x>J��N�

8

ÇN�
Tk�x� B fk�x� B lim

j�ª
Tj�x�. (244)

[ Zu (244): Seien k > N und x > J � �N�

8

ÇN�. Dann gilt

Tk�x� � sup�T0,0�x�, . . . , T0,k�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�235�,�243�
B f0�x�

, . . . , Tk,0�x�, . . . , Tk,k�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�235�,�243�
B fk�x�

�

�242�
B fk�x�

�243�
� lim

j�ª
Tk,j�x� B lim

j�ª
Tj�x�,

beahte bei der letzten Ungleihung, daÿ für j C k gilt Tk,j�x� B Tj�x�. ℄

Aus (244) folgt

�x>J��N�

8

ÇN� lim
k�ª

fk�x� � lim
k�ª

Tk�x�,

also ist �fk�k>N ϕ-konvergent auf J und limk�ª fk �ϕ limk�ª Tk. Daher ergibt

(240)

lim
k�ª

fk > S��J,ϕ� ,

S

J
� lim
k�ª

fk� dϕ �

S

J
� lim
k�ª

Tk� dϕ. (245)

Des weiteren folgt aus (244) für jedes k > N

S

J
Tk dϕ B

S

J
fk dϕ B

S

J
� lim
j�ª

Tj� dϕ,

wobei die linke Seite nah (241) für k �ª gegen

RJ�limk�ª Tk�dϕ konvergiert,

also

S

J
� lim
k�ª

fk� dϕ
�245�
�

S

J
� lim
k�ª

Tk� dϕ � lim
k�ª

S

J
fk dϕ.

Damit ist das Lemma bewiesen. ✷

Beweis des Grenzwertsatzes von Levi. 1. Fall: M � Rn
. Sei also �fi�i>N wie

in der Voraussetzung von 4.33 (mit M � Rn
). Dann wird durh

f̃0 �� f0 und �i>N
�

f̃i �� fi � fi�1
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eine Folge �f̃i�i>N in LR�R
n, ϕ� mit

�i>N fi �ϕ

i

Q

j�0

f̃j

de�niert. Nah Lemma 4.34 existieren Folgen �g̃i�i>N, �h̃i�i>N in S

�

�Rn, ϕ� mit

�i>N f̃i �ϕ g̃i � h̃i, (246)

�i>N h̃i Cϕ 0, (247)

�i>N
S

Rn
h̃i dϕ B

1

2i
. (248)

Wir setzen für jedes i > N

�i>N gi ��
i

Q

j�0

g̃j , hi ��
i

Q

j�0

h̃j
4.26�i�
> S

�

�Rn, ϕ�

und behaupten

�i>N fi �ϕ gi � hi, (249)

�i>N �gi Bϕ gi�1 , hi Bϕ hi�1�, (250)

�i>N �
S

Rn
gi dϕ B C � 2 ,

S

Rn
hi dϕ B 2� , (251)

wobei C wie in der Voraussetzung von 4.33 sei.

[ Sei i > N.

Zu (249): fi �ϕ P
i
j�0 f̃j

�246�
�ϕ P

i
j�0 g̃j �P

i
j�0 h̃j � gi � hi.

Zu (250): hi�1 � hi �ϕ h̃i�1
�247�
Cϕ 0, also auh

gi�1 � gi �ϕ g̃i�1
�246�
�ϕ f̃i�1 � h̃i�1

� fi�1 � fi
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�232�

Cϕ 0

� h̃i�1
±

Cϕ0

Cϕ 0.

Zu (251):

RRn hi dϕ �

P

i
j�0 RRn h̃j dϕ

�248�
Bϕ P

i
j�0

1
2i
B 2, also wegen (233) auh

RRn gi dϕ
�249�
�

RRn fi dϕ �
RRn hi dϕ B C � 2. ℄

Aus (250), (251) folgt mittels Lemma 4.35 die ϕ-Konvergenz von �gi�i>N,

�hi�i>N auf Rn
und

lim
i�ª

gi, lim
i�ª

hi > S��R
n, ϕ�, (252)

S

Rn
� lim
i�ª

gi� dϕ � lim
i�ª

S

Rn
gi dϕ ,

S

Rn
� lim
i�ª

hi� dϕ � lim
i�ª

S

Rn
hi dϕ. (253)

(249) und (252) ergeben nun, daÿ auh �fi�i>N ϕ-konvergent ist sowie

lim
i�ª

fi �ϕ lim
i�ª

gi � lim
i�ª

hi,
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also nah (252)

lim
i�ª

fi > LR�R
n, ϕ�

und

S

Rn
� lim
i�ª

fi� dϕ �

S

Rn
� lim
i�ª

gi� dϕ �
S

Rn
� lim
i�ª

hi� dϕ

�253�
� lim

i�ª
S

Rn
gi dϕ � lim

i�ª
S

Rn
hi dϕ � lim

i�ª
S

Rn
�gi � hi�dϕ

�249�
� lim

i�ª
S

Rn
fi dϕ.

2. Fall: M beliebige Teilmenge von Rn
. Sei nun �fi�i>N wie in der Vorausset-

zung von 4.33. Dann wird durh

�i>N f̃i �� χM
Âfi (254)

eine Folge �f̃i�i>N in LR�R
n, ϕ� de�niert, die die Voraussetzung des Satzes von

Levi im Falle M � Rn
erfüllt. Daher folgt aus dem 1. Fall die ϕ-Konvergenz von

�f̃i�i>N auf Rn
und

lim
i�ª

f̃i > LR�R
n, ϕ�, (255)

S

Rn
� lim
i�ª

f̃i� dϕ � lim
i�ª

S

Rn
f̃i dϕ. (256)

Bezeihne D den De�nitionsbereih von limi�ª f̃i. Dann ist also �Rn
�D�8N ,

wobei N wie in der Voraussetzung von 4.33 sei, nah (255) eine ϕ-Nullmenge,

und es gilt für jedes x > Rn
� ��Rn

�D� 8N� �D �N

x >M Ô� lim
i�ª

f̃i�x�
�254�
� lim

i�ª

Âfi�x�
x¶N
� lim

i�ª
fi�x�, (257)

� lim
i�ª

f̃i��x�
�254�
� lim

i�ª
χM�x� Âfi�x�

�257�
� χM�x��

Ælim
i�ª

fi�x��

� �χM �

Ælim
i�ª

fi���x�,

d.h. �fi�i>N ist ϕ-konvergent auf M und

lim
i�ª

f̃i �ϕ χM �

Ælim
i�ª

fi� . (258)

Daher folgt aus (255) und 4.28 (vi)

χM �

Ælim
i�ª

fi� > LR�R
n, ϕ�,

d.h. per de�nitionem limi�ª fi > LR�M,ϕ� und

S

M
� lim
i�ª

fi� dϕ
�258�
�

S

Rn
� lim
i�ª

f̃i� dϕ
�256�
� lim

i�ª
S

Rn
f̃i dϕ

�254�
� lim

i�ª
S

M
fi dϕ,

womit der Grenzwertsatz von Levi vollständig bewiesen ist. ✷
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Wir erinnern daran, daÿ das Supremum bzw. In�mum einer reellen Funktio-

nenfolge �fi�i>N auf der Menge der Elemente des Shnittes der De�nitionsberei-

he der fi, in denen das Supremum bzw. In�mum der fi in R existiert, de�niert

ist. Diese Menge kann die leere Menge sein.

Satz 4.36.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und �fi�i>N
eine Folge in LR�M,ϕ�.

Beh.: Dann gilt:

(i) Existieren eine Funktion f > LR�M,ϕ� sowie eine ϕ-Nullmenge N derart,

daÿ gilt �x>M�N�i>N fi�x� B f�x�, so folgt sup�f0, f1, . . .� > LR�M,ϕ�.

(ii) Existieren eine Funktion f > LR�M,ϕ� sowie eine ϕ-Nullmenge N derart,

daÿ gilt �x>M�N�i>N fi�x� C f�x�, so folgt inf�f0, f1, . . .� > LR�M,ϕ�.

Beweis. Zu (i): Für jedes i > N de�nieren wir

gi �� sup�f0, . . . , fi� > LR�M,ϕ�,

beahte 4.30 (v) und gi�1 � sup�gi, fi�1�. Dann gilt für jedes i > N

�x>M�N gi�x� B gi�1�x� B f�x�,

also nah 4.30 (iii)

S

M
gi dϕ B

S

M
f dϕ.

Daher folgt aus dem Grenzwertsatz von Levi 4.33 die ϕ-Konvergenz von �gi�i>N
auf M und limi�ª gi > LR�M,ϕ�. Zum Nahweis von (i) genügt es daher zu

zeigen, daÿ gilt

�x>M�N lim
i�ª

gi�x� � sup�fi�x� S i > N�. (259)

[ Zu (259): Sei x > M � N , d.h. �i>N fi�x� B fi�1�x�. Dann folgt für jedes

i > N

gi�x� B gi�1�x� B sup�fi�x� S i > N� B f�x�,

also konvergiert �gi�x��i>N in R und limi�ª gi�x� B sup�fi�x� S i > N�.

Angenommen, es gilt limi�ª gi�x� � sup�fi�x� S i > N�. Dann ist limi�ª gi�x�

keine obere Shranke von �fi�x� S i > N�, also existiert j > N mit

lim
i�ª

gi�x� � fj�x� B sup�f0�x�, . . . , fj�x�� � gj�x� B lim
i�ª

gi�x�,

Widerspruh! ℄

Zu (ii): Durh Anwendung von (i) auf die Folge ��fi�i>N in LR�M,ϕ� erhal-

ten wir sup��f0,�f1, . . .� > LR�M,ϕ�. Dann folgt aus Hauptsatz 4.30 (ii) auh

inf�f0, f1, . . .� � � sup��f0,�f1, . . .� > LR�M,ϕ�. ✷

Satz 4.37 (Lemma von Fatou).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und

�fi�i>N eine auf M ϕ-konvergente Folge in LR�M,ϕ�. (260)
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Ferner existierten eine ϕ-Nullmenge N und eine Zahl C > R mit

�i>N�x>M�N fi�x� C 0, (261)

�i>N
S

M
fi dϕ B C. (262)

Beh.: lim
i�ª

fi > LR�M,ϕ� und
S

M
� lim
i�ª

fi� dϕ B lim inf
i�ª

S

M
fi dϕ B C.

Beweis. Aus (261) und 4.36 (ii) folgt, daÿ durh

�i>N gi �� inf�fi, fi�1, . . .� (263)

eine Folge �fi�i>N in LR�M,ϕ� de�niert wird. Daher existiert eine ϕ-Nullmenge

ÇN so, daÿ gilt

�i>N�x>M�

ÇN
gi�x� B gi�1�x�, (264)

�i>N�x>M�

ÇN gi�x� B fi�x�, (265)

also auh nah (265), (262)

�i>N
S

M
gi dϕ B

S

M
fi dϕ B C. (266)

Aus (264), (266) und dem Grenzwertsatz von Levi folgt die ϕ-Konvergenz

von �gi�i>N auf M und

lim
i�ª

gi > LR�M,ϕ� sowie
S

M
� lim
i�ª

gi� dϕ � lim
i�ª

S

M
gi dϕ (267)

Wegen (260) und (263) existiert daher eine ϕ-Nullmenge N�

mit

�x>M�N� lim
i�ª

fi�x� � lim inf
i�ª

fi�x� � lim
i�ª

gi�x�,

also ergibt (267): limi�ª fi > LR�M,ϕ� sowie

S

M
� lim
i�ª

fi� dϕ �

S

M
� lim
i�ª

gi� dϕ
�267�
� lim

i�ª
S

M
gi dϕ

�266�
B lim inf

i�ª
S

M
fi dϕ

�266�
B C,

womit das Lemma von Fatou bewiesen ist. ✷

Hauptsatz 4.38 (Grenzwertsatz von Lebesgue).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und

�fi�i>N eine auf M ϕ-konvergente Folge in LK�M,ϕ�. (268)

Ferner existierten eine ϕ-Nullmenge N und g > LR�M,ϕ�

�i>N�x>M�N Sfi�x�S B g�x�. (269)

Beh.: lim
i�ª

fi > LK�M,ϕ� und
S

M
� lim
i�ª

fi� dϕ � lim
i�ª

S

M
fi dϕ.
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Bemerkung. Sei K � R.

1.) Existieren g1, g2 > LR�M,ϕ� mit

�i>N�x>M�N g1�x� B fi�x� B g2�x�,

so erfüllt g �� sup��g1, g2� die Bedingung (269).

2.) Gegenüber dem Grenzwertsatz von Levi wird die Funktionenfolge �fi�i>N
niht auÿerhalb einer Nullmenge als monoton wahsend vorausgesetzt. Da-

für muÿ beim Grenzwertsatz von Lebesgue die ϕ-Konvergenz der Funk-

tionenfolge �fi�i>N gefordert werden, die beim Grenzwertsat von Levi ge-

folgert werden kann.

Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: K � R. Dann besagt (269)

�i>N�x>M�N � g�x� B �fi�x� B g�x�.

Daher ist ��fi�g�i>N wegen (268) eine auf M ϕ-konvergente Folge in LR�M,ϕ�

mit

�i>N�x>M�N ��fi � g��x� C 0,

�i>N
S

M
��fi � g�dϕ B 2

S

M
g dϕ �� C.

Somit ergibt das Lemma von Fatou 4.37

lim
i�ª

��fi � g� > LR�M,ϕ� und
S

M
� lim
i�ª

��fi � g�� dϕ B lim inf
i�ª

S

M
��fi � g�dϕ,

also gilt o�enbar auh

lim
i�ª

�fi > LR�M,ϕ� und
S

M
� lim
i�ª

�fi� dϕ B lim inf
i�ª

S

M
�fi dϕ.

Hieraus folgt

lim sup
i�ª

S

M
fi dϕ � � lim inf

i�ª
S

M
�fi dϕ B �

S

M
� lim
i�ª

�fi� dϕ

�

S

M
� lim
i�ª

fi� dϕ B lim inf
i�ª

S

M
fi dϕ,

womit der Grenzwertsatz von Lebesgue im Falle K � R gezeigt ist.

2. Fall: K � C. Da die Voraussetzungen des Hauptsatzes auh für Re fi bzw.

Imfi anstelle von fi erfüllt sind, folgt die Behauptung aus dem 1. Fall. ✷

Wir können nun den oben angekündigten Beweis der ersten Aussage von

4.32 (iii) im Falle K � C führen. Diesen bereiten wir durh drei Lemmata vor.

Lemma 4.39.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

und f > LR�J,ϕ�.

Beh.: Es existieren g,h > S

�

�J,ϕ� mit f �ϕ g � h auf J sowie g C 0 und h C 0.
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Beweis. Per de�nitionem existieren g̃, h̃ > S
�

�J,ϕ� so, daÿ f �ϕ g̃ � h̃ auf J .

Daher folgt aus g̃ � g̃� � g̃�, h̃ � h̃� � h̃�

f �ϕ �g̃
�

� g̃�� � �h̃� � h̃�� � �g̃� � h̃�� � �g̃� � h̃��,

also leisten g �� g̃� � h̃� und h �� g̃� � h̃� o�enbar das Gewünshte. ✷

Lemma 4.40. Seien t1, t2, s1, s2 niht-negative reelle Zahlen.

Dann gilt S�t1 � t2� � i �s1 � s2�S B t1 � t2 � s1 � s2.

Beweis. Für alle t, s > R mit t, s C 0 gilt t2 � s2 B t2 � 2 t s � s2 � �t � s�2, d.h.

�t,s>R, t,sC0

º

t2 � s2 B t � s, (270)

also folgt wegen t1, t2, s1, s2 C 0

S�t1 � t2� � i �s1 � s2�S �

»

�t1 � t2�2 � �s1 � s2�2

�

»

t1
2
� 2 t1 t2 � t2

2
� s12 � 2s1 s2 � s22

B

»

t1
2
� 2 t1 t2 � t2

2
� s12 � 2s1 s2 � s22

�

»

�t1 � t2�2 � �s1 � s2�2
�270�
B t1 � t2 � s1 � s2

✷

Lemma 4.41. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall

von Rn
und T,S > S�J�.

Dann gilt ST � iSS > LR�J,ϕ�.

Beweis. Wegen 4.12 (ii) existieren k > N
�

, α1, . . . , αk, β1, . . . , βk > R und

paarweise disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk mit T �

P

k
i�1 αiχ

J
Qi

und S �

P

k
i�1 βi χ

J
Qi
.

Dann gilt

W ST � iSS W � W
k

Q

i�1

�αi � iβ�χJ
Qi
W B

k

Q

i�1

Sαi � iβiS χ
J
Qi
,

wobei ST � iSS als konstante � also konvergente � Folge in LR�J,ϕ� aufgefaÿt

werden kann und die rehte Seite der letzten Ungleihung als Treppenfunkti-

on ϕ-integrierbar ist. Der Grenzwertsatz von Lebesgue liefert daher die ϕ-

Integrierbarkeit von ST � iSS. ✷

Beweis der ersten Aussage von 4.32 (iii) im Falle K � C. Seien also ϕ ein

Quadermaÿ auf Rn
, M ` Rn

und f > LC�M,ϕ�. Wir wollen zeigen

Sf S > LR�M,ϕ�.

1. Fall: J �� M > In mit J x g. Per de�nitionem sind Ref und Imf Ele-

mente von LR�J,ϕ�, also folgt aus 4.39 die Existenz niht-negativer Funktionen

g1, h1, g2, h2 > S��J,ϕ� mit

Re f �ϕ g1 � h1 und Im f �ϕ g2 � h2. (271)
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Nah De�nition von S

�

�J,ϕ� existieren dann weiter monoton wahsende Folgen

�T1,i�i>N, �T2,i�i>N, �S1,i�i>N, �S2,i�i>N in S�J� mit

lim
i�ª

T1,i �ϕ g1, lim
i�ª

T2,i �ϕ h1, lim
i�ª

S1,i �ϕ g2, lim
i�ª

S2,i �ϕ h2, (272)

also gilt wegen (271)

f �ϕ lim
i�ª

��T1,i � T2,i� � i �S1,i � S2,i�� (273)

und aus Stetigkeitsgründen auh

Sf S �ϕ lim
i�ª

S�T1,i � T2,i� � i �S1,i � S2,i�S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

4.41
> LR�J,ϕ�

. (274)

Da g1, h1, g2, h2 niht-negativ sind, können wir durh Übergang von �T1,i�i>N,

�T2,i�i>N, �S1,i�i>N und �S2,i�i>N zu �T1,i
�

�i>N, �T2,i
�

�i>N, �S1,i
�

�i>N und �S2,i
�

�i>N

ohne Beshränkung der Allgemeniheit annehmen, daÿ auh die Folgen �T1,i�i>N,

�T2,i�i>N, �S1,i�i>N und �S2,i�i>N niht-negativ sind. Somit ergibt 4.40

�i>N S�T1,i � T2,i� � i �S1,iS2,i�S B T1,i � T2,i � S1,i � S2,i (275)

Hiearaus und der Tatsahe, daÿ �T1,i�i>N, �T2,i�i>N, �S1,i�i>N und �S2,i�i>N mo-

noton wahsend sind, folgt wegen (272)

�i>N S�T1,i � T2,i� � i�S1,i � S2,i�S Bϕ g1 �h1 � g2 �h2 > S��J,ϕ� ` L�J,ϕ�. (276)

Aus (274), (276),
T
Sf ST � Sf S und dem Grenzwertsatz von Lebesgue folgt

Sf S > LR�J,ϕ�, d.h. die Behauptung ist im ersten Falle gezeigt.

2. Fall: M beliebige Teilmenge von Rn
. Sei also f > LC�M,ϕ�, d.h. genau

χM
ÄRe f, χM

ÄImf > LR�R
n, ϕ� bzw. χM

ÄRe f � iχM
ÄImf > LC�R

n, ϕ�. Zu zeigen

ist χM
Â

Sf S > LR�R
n, ϕ�. Wegen

χM
Â

Sf S � χM Sf̂ S � χM T

ÄRe f � i ÄIm f T � TχM
ÄRe f � iχM

ÄIm f T

folgt dies aus dem ersten Fall. ✷

Bemerkung. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

.

Wir werden im folgenden niht mehr explizit darauf hinweisen, daÿ mit einer

ϕ-integrierbaren Funktion über M auh ihr Betrag ϕ-integrierbar über M ist.

Satz 4.42.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

und f > LK�J,ϕ�.

Beh.: Zu jedem ε > R
�

existieren T,S > S�J� mit
S

J
Sf � �T � iS�S dϕ � ε.

Zusatz. Im Falle K � R kann S � 0 gewählt werden.

Bemerkung. Wegen 4.12 (ii) existieren k > N
�

, ζ1, . . . , ζk > C und paarweise

disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk mit T � iS �

P

k
i�1 ζi χ

J
Qi
.
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Beweis. Wir verwenden die Bezeihnungen und Eigenshaften des 1. Falles

des zuletzt geführten Beweises. Dann ergibt (273)

lim
i�ª

T�
�T1,i � T2,i� � i �S1,i � S2,i�� � f T �ϕ 0. (277)

Da �T1,i�i>N, �T2,i�i>N, �S1,i�i>N, �S2,i�i>N Folgen in S�J� sind, gilt auÿerdem

�i>N T��T1,i � T2,i� � i �S1,i � S2,i�� � f T > LR�J,ϕ�. (278)

Des weiteren folgt aus (276)

�i>N T��T1,i �T2,i�� i �S1,i �S2,i��� f T Bϕ g1 �h1 � g2 �h2 � Sf S > LR�J,ϕ�. (279)

(277) - (279) und der Grenzwertsatz von Lebesgue liefern

lim
t�ª

T�
�T1,i � T2,i� � i �S1,i � S2,i�� � f T > LR�J,ϕ�

sowie

lim
i�ª

S

J
T�
�T1,i � T2,i� � i �S1,i � S2,i�� � f T � 0,

woraus die Behauptung o�enbar für hinreihend groÿes i > N folgt.

Der Zusatz ist unter Berüksihtigung von (271) klar. ✷

Satz 4.43.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und f eine

auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte K-wertige Funktion.

Beh.: Die folgenden Aussagen sind äquivalent.

(i) f > LK�M,ϕ� und
S

M
Sf Sdϕ � 0.

(ii) Es existiert eine ϕ-Nullmenge N mit �x>M�N f�x� � 0 � insbes. ist f auf

M �N de�niert.

Beweis. �(i) � (ii)� Nah Voraussetzung ist �i Sf S�i>N eine auÿerhalb von N

monoton wahsende Folge in LR�M,ϕ� mit durh 0 beshränkter ϕ-Integral-

folge. Daher folgt aus dem Grenzwertsatz von Levi ihre ϕ-Konvergenz auf M ,

d.h. es existiert eine ϕ-Nullmenge N derart, daÿ gilt

�x>M�N Sf�x�S
²

C0

lim
i�ª

i

²

�ª

� lim
i�ª

i Sf�x�S > R,

also �x>M�N f�x� � 0.

�(ii) � (i)� ist klar. ✷

Korollar 4.44. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

.

Dann gilt: M ϕ-Nullmenge 
� �χM > LR�R
n, ϕ� ,

S

Rn
χM dϕ � 0�.

Beweis. ��� Ist M eine ϕ-Nullmenge, so gilt χM �ϕ 0. Aus 4.43 �(ii) � (i)�

(dort f � χM und M � Rn
) folgt die rehte Seite der obigen Äquivalenz.

�
� Aus der rehten Seite der o.g. Äquivalenz und 4.43 �(i) 
 (ii)� folgt

die Existenz einer ϕ-Nullmenge N mit �x>M�N χM�x� � 0, d.h. genau M ` N .

Daher ist M mit N eine ϕ-Nullmenge. ✷
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Satz 4.45.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M ` Rn

und �Mi�i>N eine Folge von

Teilmengen von M derart, daÿ gilt

�i>NMi `Mi�1 `M und (280)

M �

ª

�

i�0

Mi ist eine ϕ-Nullmenge. (281)

Ferner seien D ` Rn
und f > RD

mit

�i>N f > LR�Mi, ϕ�. (282)

Beh.: Es gilt:

(i) f > LR�M,ϕ�Ô�
S

M
f dϕ � lim

i�ª
S

Mi

f dϕ.

(ii) �f Cϕ 0 , C �� lim
i�ª

S

Mi

f dϕ > R�Ô� f > LR�M,ϕ�.

Beweis. Aus (280), (281) folgt o�enbar

lim
i�ª

χMi
f̂ � χM f̂ (283)

und wegen (282) gilt

�i>N χMi
f̂ > LR�R

n, ϕ�. (284)

Zu (i): Aus f > LR�M,ϕ� folgt Sf S > LR�M,ϕ�, d.h. χM
Â

Sf S > LR�R
n, ϕ�.

Daher gilt nah (280)

�i>N �χM
Â

Sf S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>LR�R
n,ϕ�

B χMi
f̂ B χM

Â

Sf S
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

>LR�R
n,ϕ�

. (285)

Aus (284), (283), (285) und dem Grenzwertsatz von Lebesgue folgt die Be-

hauptung von (i).

Zu (ii): Aus der Voraussetzung von (ii) folgt mittels (280)

�i>N χMi
f̂ Bϕ χMi�1

f̂ , (286)

also auh

�i>N
S

Rn
χMi

f̂dϕ B

S

Rn
χMi�1

f̂ dϕ

und folglih

�i>N
S

Rn
χMi

f̂dϕ B C. (287)

Aus (284), (286), (287), (283) und dem Grenzwertsatz von Levi ergibt sih die

Behauptung von (ii). ✷

Hauptsatz 4.46 (Charakterisierung des Lebesgue-Integrales der auf Rn
fast

überall-de�nierten reellwertigen Funktionen).

Vor.: Sei ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
.

Beh.: Es existieren genau ein R-Untervektorraum L�ϕ� des R-Vektorraumes

�f > RD
SD ` Rn

, �Rn
�D� ϕ-Nullmenge� der sog. auf Rn ϕ-de�nierten reell-

wertigen Funktionen und genau ein Funktional I � L�ϕ� � R derart, daÿ folgende

Bedingungen erfüllt sind:
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1.) �Q>Qn χQ > L�ϕ� , I�χQ� � ϕ�Q�.

2.) �f,g>L�ϕ� �f Bϕ gÔ� I�f� B I�g��.

3.) Ist f eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte reellwertige Funktion und

existiert g > L�ϕ� mit f �ϕ g, so gilt auh f > L�ϕ�.

4.) Zu jeder Folge �fi�i>R in L�ϕ� mit �i>N fi Bϕ fi�1 und §C>R�i>N I�fi� B C

existiert eine Funktion f > L�ϕ� mit f �ϕ lim
i�ª

fi und I�f� � lim
i�ª

I�fi�.

5.) Sei X ein R-Untervektorraum von L�ϕ� mit folgenden Eigenshaften:

(a) �Q>Qn χQ >X.

(b) Sind f > L�ϕ� und �fi�i>R eine Folge in X mit �i>N 0 B fi Bϕ fi�1,

§C>R�i>N I�fi� B C und f �ϕ lim
i�ª

fi, so gilt f > X.

Dann folgt X � L�ϕ�.

Zum Nahweis des Hauptsatzes beweisen wir zunähst das folgende Lemma.

Lemma 4.47.

Vor.: Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
sowie X ein R-Untervektorraum von

LR�R
n, ϕ�, der die folgende Eigenshaften erfüllt:

(a) �Q>Qn χQ >X.

(b) Sind f > LR�R
n, ϕ� und �fi�i>R eine Folge in X mit �i>N 0 B fi Bϕ fi�1,

§C>R�i>N
S

Rn
fi dϕ B C und f �ϕ lim

i�ª
fi, so gilt f > X.

Beh.: X � LR�R
n, ϕ�.

Beweis. Wegen (a) folgt aus 4.12 (i) sofort

S�Rn
� `X. (288)

Zum Nahweis des Lemmas genügt es zu zeigen

S

�

�Rn, ϕ� `X, (289)

denn zu f > LR�R
n, ϕ� existieren g,h > S

�

�Rn, ϕ� mit f �ϕ g � h
�289�
> X.

Zu (289): Sei f > S

�

�Rn, ϕ�. Dann existiert eine monoton wahsende Folge

�Ti�i>N in S�Rn
�

�288�
` X mit beshränkter ϕ-Integralfolge und f �ϕ limi�ª Ti.

Somit ist �Ti � T0�i>N eine niht-negative monoton wahsende Folge in X mit

beshränkter ϕ-Integralfolge und limi�ª�Ti � T0� �ϕ f � T0. Aus (b) folgt dann

f � T0 >X, also auh f >X. ✷

Beweis des Hauptsatzes. Wegen �Q>Qn χQ > LR�R
n, ϕ� ,

RRn χQ dϕ � ϕ�Q�

und 4.28 (i) - (iii), (vi) sowie 4.33 und 4.47 ist die Existenz klar. Zum Nahweis

der Eindeutigkeit genügt es daher zu zeigen, daÿ für L�ϕ� und I wie in der

Behauptung gilt

L�ϕ� � LR�R
n, ϕ� und I �

S

Rn
. . . dϕ.
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Beweis hiervon: Wegen 1.), 4.12 (i) und 4.15 gilt

S�Rn
� ` L�ϕ� und �T >S�Rn

�

I�T � �
S

Rn
T dϕ. (290)

Hieraus folgern wir

S

�

�Rn, ϕ� ` L�ϕ� und �f>S
�

�Rn,ϕ� I�f� �
S

Rn
f dϕ, (291)

LR�R
n, ϕ� ` L�ϕ� und �f>L�Rn,ϕ� I�f� � S

Rn
f dϕ. (292)

[ Zu (291): Sei f > S

�

�Rn, ϕ�. Dann existiert eine monoton wahsende Folge

�Ti�i>N in S�Rn
� mit beshränkter ϕ-Integralfolge und f �ϕ limi�ª Ti. Wegen

(290) gilt

�i>N Ti > L�ϕ� , I�Ti� �
S

Rn
Ti dϕ.

Daher folgt aus 4.) die Existenz von g > L�ϕ� mit g �ϕ limi�ª Ti � f und

I�g� � lim
i�ª

I�Ti� � lim
i�ª

S

Rn
Ti dϕ

Def.

�

S

Rn
f dϕ.

Nah 3.), 2.) gilt dann f > L�ϕ� und I�g� � I�f�, also auh I�f� �
RRn f dϕ.

Zu (292): Sei f > LR�R
n, ϕ�. Dann existieren g,h > S

�

�Rn, ϕ� mit f �ϕ g�h.

Wegen (291) gilt g � h > L�ϕ�, also ergibt 3.), daÿ auh f > L�ϕ� sowie

I�f� � I�g � h� � I�g� � I�h�
�291�
�

S

Rn
g dϕ �

S

Rn
hdϕ

Def.

�

S

Rn
f dϕ

gilt. ℄

Wir beweisen shlieÿlih

LR�R
n, ϕ� � L�ϕ�, (293)

womit der Hauptsatz wegen (292) bewiesen ist.

[ Zu (293): LR�R
n, ϕ� ist nah (292) ein R-Untervektorraum von L�ϕ�. Es

genügt zu zeigen , daÿ LR�R
n, ϕ� mutatis mutandis die Eigenshaften (a) und

(b) in 5.) erfüllt. (a) ist trivial.

Zu (b): Seien f > L�ϕ�, �fi�i>R eine Folge in LR�R
n, ϕ� und C > R derart,

daÿ �i>N 0 B fi Bϕ fi�1 , I�fi� B C sowie f �ϕ limi�ª fi gilt. Dann ist �fi�i>R
auh eine Folge in L�ϕ�, also ergibt sih f > L�ϕ� aus 4.).℄ ✷

Riemann- bzw. Stieltjes-Integral und absolut konvergente Rei-

hen

Der Autor dieser Zeilen hat sih entshieden, hier niht auf die Konstruktion

des Riemann-Integrales einzugehen, verwendet jedoh die z.B. in [12, � 6℄ oder

[1, Kapitel 8℄ gegebene Einführung und die in letzterer Quelle de�nierten Be-

zeihnungen und Resultate; beahte allerdings 4.49 unten.

Hauptsatz 4.48 (Charakterisierung eigentliher Riemann-Integrierbarkeit).

Vor.: Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � R eine beshränkte Funktion.

Beh.: Die folgenden Aussagen (i) und (ii) sind äquivalent:
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(i) f ist Riemann-integrierbar über �a, b�.

(ii) Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine µ1-Nullmenge.

Des weiteren folgt aus (i) � oder äquivalent (ii) �:

(iii) f ist µ1-integrierbar über �a, b� und
S

�a,b�
f dµ1 �

S

b

a
f�t�dt.

Beweis. Ohne Einshränkung können wir a � 0 und b � 1 annehmen. Für

k > N
�

seien

ak,0 ��
0

2k
, ak,1 ��

1

2k
, . . . , ak,2k ��

2k

2k
� 1. (294)

Dann ist für jedes k > N
�

durh

Zk � 0 � ak,0 � ak,1 � . . . � ak,2k � 1 (295)

eine Zerlegung Zk von �0,1� gegeben, und Zk�1 ist eine Verfeinerung von Zk. Da

�Zk�k>N des weiteren o�enbar eine ausgezeihente Folge von Zerlegungen von

�0,1� ist, vgl. [1, 8.12 sowie De�nition 8.1 (iii)℄, liefert [1, 8.12℄

1

S

0

f�t�dt � lim
k�ª

S�f,Zk� und

1

S

0

f�t�dt � lim
k�ª

S�f,Zk�. (296)

Wir setzen für k > N
�

mk,1 �� inf f��ak,0, ak,1��, . . . , mk,2k �� inf f��ak,2k�1, ak,2k��, (297)

Mk,1 �� sup f��ak,0, ak,1��, . . . , Mk,2k �� supf��ak,2k�1, ak,2k��, (298)

d.h. nah (295), (297), (298) sowie [1, De�nition 8.2℄

S�f,Zk� �

2k

Q

i�1

mk,i �ak,i � ak,i�1�, (299)

S�f,Zk� �

2k

Q

i�1

Mk,i �ak,i � ak,i�1�. (300)

Setzen wir des weiteren für k > N
�

Qk,1 �� �0, ak,1�, Qk,2 �� �ak,1, ak,2�, . . . , Qk,2k �� �ak,2k�1, ak,2k�, (301)

so werden nah (295), (297), (298) � da Zk�1 Verfeinerung von Zk ist � durh

Tk ��
2k

Q

i�1

mk,iχ
�0,1�

Qk,i
und Sk ��

k

Q

i�1

Mk,iχ
�0,1�

Qk,i
(302)

monoton wahsende Folgen �Tk�k>N
�

sowie ��Sk�k>N
�

in S��0,1�� mit

�k>N
�

Tk B f B Sk (303)
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de�niert, und es gilt nah (299), (300) sowie [1, De�nition 8.4℄

�k>N
�

S

�0,1�

Tk dµ1 �S�f,Zk� B

1

S

0

f�t�dt > R, (304)

�k>N
�

S

�0,1�

�Sk dµ1 � �S�f,Zk� B �

1

S

0

f�t�dt > R, (305)

somit ergibt der Grenzwertsatz von Levi

g1 �� lim
k�ª

Tk > LR��0,1�, µ1�, (306)

S

�0,1�

g1 dµ1 � lim
k�ª

S

�0,1�

Tk dµ1
�304�,�296�

�

1

S

0

f�t�dt, (307)

g̃2 �� lim
k�ª

�Sk > LR��0,1�, µ1�, also auh g2 �� lim
k�ª

Sk > LR��0,1�, µ1�, (308)

S

�0,1�

g2 dµ1 � lim
k�ª

S

�0,1�

Sk dµ1
�305�,�296�

�

1

S

0

f�t�dt, (309)

d.h. nah (309) sowie (307)

S

�0,1�

�g2 � g1�dµ1 �

1

S

0

f�t�dt �

1

S

0

f�t�dt. (310)

Aus (297), (298), (301), (302), (306) und (308) folgt des weiteren

g1 � lim
k�ª

Tk Bµ1
f Bµ1

lim
k�ª

Sk � g2. (311)

Wir setzen nun

R ��

ª

�

i�1

�ak,0, . . . , ak,2k�, (312)

C �� �t > �0,1� Sf stetig in t� (313)

und behaupten

�
�t > �0,1� S g1�t� � g2�t�� 9 ��0,1� �R� � ` C ` �t > �0,1� S g1�t� � g2�t��. (314)

[ Zur ersten Inklusion in (314): Sei t0 > �0,1� mit g1�t0� � g2�t0� � d.h. in

(311) gilt an der Stelle t0 jeweils Gleihheit � derart, daÿ t0 niht in der Menge

der �Randpunkte� R � �ak,i Sk > N�

, i > � 0
2k
, . . . , 2

k

2k
�� enthalten ist, und es sei

ε > R
�

. Wegen der Gleihheit in (311) an der Stelle t0 folgt die Existenz einer

Zahl κ > N
�

so, daÿ gilt

Sκ�t0� � Tκ�t0� � ε. (315)

Da t0 ¶ R gilt, können wir wegen (294) eine Zahl ι > �aκ,0, . . . , aκ0,2κ�1� mit

t0 > �aκ,ι, aκ,ι�1�
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�nden, und es gilt sogar für jedes t > �aκ,ι, aκ,ι�1� im Falle f�t� C f�t0�

Sf�t� � f�t0�S � f�t� � f�t0�

B sup �f�τ� S τ > �aκ,ι, aκ,ι�1��

� inf �f�τ0� S τ0 > �aκ,ι, aκ,ι�1��

sowie im Falle f�t� � f�t0�

Sf�t� � f�t0�S � f�t0� � f�t�

B sup�f�τ0� S τ0 > �aκ,ι, aκ,ι�1��

� inf �f�τ� S τ > �aκ,ι, aκ,ι�1�� ,

d.h. nah (297), (298) stets für t > �aκ,ι, aκ,ι�1�

Sf�t� � f�t0�S BMκ,ι �mκ,ι,

also wegen t, t0 > �aκ,ι, aκ,ι�1� und (302) sowie (315)

Sf�t� � f�t0�S B Sκ�t0� � Tκ�t0� � ε.

Damit ist die Stetigkeit von f in t0 natürlih gezeigt.

Zur zweiten Inklusion in (314): Seien f stetig in t0 > �0,1� und ε > R�

. Dann

existiert δ > R
�

derart, daÿ gilt

�t>�0,1� �t > �t0 � δ, t0 � δ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

`�t0�2δ,t0�2δ�

Ô� Sf�t� � f�t0�S �
ε

2
�. (316)

Sei nun k0 > N
�

mit �

1
2
�

k0
� δ. Dann kann nah (294), (301) zu jedem k > N

�

mit k C k0 ein ik > �1, . . . ,2
k
� mit

t0 > Qk,ik ` �
ik � 1

2k
,
ik

2k
� ` �t0 � δ, t0 � δ�

gewählt werden. Es folgt mittels (303) sowie (297), (298) und des weiteren (316)

0 B Sk�t0� � Tk�t0� �Mk,ik �mk,ik

� sup�f�τ� � f�t0� S τ > �
ik � 1

2k
,
ik

2k
�  � inf �f�τ� � f�t0� S τ > �

ik � 1

2k
,
ik

2k
� 

B

ε

2
�

ε

2
� ε.

Die Beliebigkeit von ε > R
�

ergibt Sk�t0� � Tk�t0�, also folgt aus (306) und

(308): g1�t0� � g2�t0�. Damit ist (314) vollständig gezeigt. ℄

�(i) � (ii), (iii)� Sei also f Riemann-integrierbar über �0,1�, d.h. per de�ni-

tionem

1

S

0

f�t�dt �

1

S

0

f�t�dt �

1

S

0

f�t�dt. (317)

Dann folgt aus (310)

S

�0,1�
�g2 � g1�dµ1 � 0,
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also aus (311) sowie 4.43 �(i) � (ii)�

g2 � g1 �µ1
0,

und dies impliziert erneut wegen (311)

g1 �µ1
f �µ1

g2, (318)

m.a.W. ist �t > �0,1� S g1�t� x g2�t�� eine µ1-Nullmenge. Aus (314) folgt dann,

daÿ

�0,1� �C ` �t > �0,1� S g1�t� x g2�t�� 8R

wegen der Abzählbarkeit von R, vgl. (312), ebenfalls eine µ1-Nullmenge ist.

Hieraus ergibt sih nah der De�nition von C in (313) die Aussage (ii).

Weiterhin folgt aus (306), (318) und 4.32 (iv)

f > LR��0,1�, µ1� sowie

S

�0,1�
f dµ1 �

S

�0,1�
g1 dµ1, (319)

also wegen (307), (319), (317)

S

�0,1�
f dµ1 �

S

1

0
f�t�dt,

womit auh (iii) gezeigt ist.

�(ii)� (i)� Sei �0,1��C, wobei C wie in (313) sei, eine µ1-Nullmenge. Wegen

(314) ist dann auh �t > �0,1� S g1�t� x g2�t�� eine µ1-Nullmenge. Aus (306) und

(308) folgt dann mittels (310) die Riemann-Integrierbaitkeit von f über �0,1�. ✷

Bemerkung. Leser, die mit der mehrdimensionalen Riemannshen Integrati-

onstheorie, welhe z.B. in [1, Kapitel 12℄ dargestellt wird, vertraut sind, können

nun die Ideen des letzten Beweises ausnutzen, um als Übung nahzuweisen, daÿ

Hauptsatz 4.48 auh für beliebiges n > N
�

rihtig ist, wenn man �a, b� durh ein

Kompaktum Q > Qn, µ1 durh µn und das eindimensionale Riemann-Integral

von f über �a, b� durh das mehrdimensionale von f über Q ersetzt.

Beispiel. µ1-Integrierbarkeit einer reellen Funktion über einem kompakten In-

tervall impliziert niht die Riemann-Integrierbarkeit der Funktion über dem In-

tervall: Die Funktion f � �0,1� � R, die durh

�t>�0,1� f�t� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

0, falls t > �0,1� 9Q,

1, falls t > �0,1� �Q,

gegeben ist, ist µ1-integriebar über �0,1� � baehte, daÿ �0,1� 9 Q eine µ1-

Nullmenge ist. f ist jedoh niht Riemann-integrierbar über �0,1�, da Ober-

und Untersumme von f sih für jede Zerlegung von �0,1� untersheiden.

Bemerkung 4.49 (Uneigentlihe Riemann-Integrale). Es ist im folgenden wih-

tig, zu betonen, daÿ wir unter einem uneigentlihen Riemann-Integral nur ein

solhes im Sinne von [12, 6.36℄ und niht allgemeiner im Sinne von [1, 8.33℄

verstehen. D.h. genau, daÿ ein uneigentlihes Riemann-Integral für uns per de-

�nitionem nur Werte in R (und niht etwa in

ÂR � R 8 ��ª�) annimmt.

Hauptsatz 4.50.

Vor.: Seien J > I1 ein niht-kompaktes Intervall von R und f � J � R eine über

J uneigentlih Riemann-integrierbare Funktion, d.h. insbesondere, daÿ f über

jedem kompakten Teilintervall von J (eigentlih) Riemann-integrierbar ist.
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Beh.: Die Aussagen (i) und (ii) sind äquivalent:

(i) f ist µ1-integrierbar über J .

(ii) Sf S ist über J uneigentlih Riemann-integrierbar.

Des weiteren folgt aus (i) � oder äquivalent aus (ii) �

(iii) Das µ1-Integral von f über J und das uneigentlihe Riemann-Integral von

f über J stimmen überein.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh folgendes Lemma vor.

Lemma 4.51.

Vor.: Seien J > I1 ein niht-kompaktes Intervall von R, a �� inf J > R 8 ��ª�

und b �� supJ > R 8 ��ª�. Ferner sei f � J � R eine reellwertige Funktion, de-

ren Beshränkung auf jedes kompakte Teilintervall von J (eigentlih) Riemann-

integrierbar ist.

Beh.: Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) f ist über J uneigentlih Riemann-integrierbar.

(ii) Die Folge �

S

bi

ai
f�t�dt�

i>N

ist für alle Folgen ��ai, bi��i>N kompakter Teil-

intervalle von J mit limi�ª ai � a bzw. limi�ª bi � b, wobei �i>N ai � a,

falls a > J , und �i>N bi � b, falls b > J , gelte, in R konvergent ist � beahte,

daÿ

S

bi

ai
f�t�dt nah Voraussetzung wohlde�niert ist �, und für das un-

eigentlihe Riemann-Integral auf der linken Seite der folgenden Gleihung

gilt

S

b

a
f�t�dt � lim

i�ª
S

bi

ai
f�t�dt. (320)

Beweis. �(i)� (ii)� Sei zunähst f uneigentlih Riemann-integrierbar über J

mit uneigentlihem Riemann-Integral

R

b
a f�t�dt, d.h. unter Beahtung von 4.49

z.B. nah [1, 8.33℄, daÿ es eine (niht eindeutige) Zahl c > �a, b� gibt, derart, daÿ

gilt

lim
i�ª

S

c

ai
f�t�dt und lim

i�ª
S

bi

c
f�t�dt existieren in R, (321)

wobei ��ai, bi��i>N eine beliebige Folge mit der (ii) genannten Eigenshaften sei,

und die Limites in (321) hängen niht von der speziellen Wahl der soeben ge-

nannten Folge ab. Das uneigentlihe Riemann-Integral von f über J auf der

linken Seite der folgenden Gleihung erfüllt per de�nitionem

S

b

a
f�t�dt � lim

i�ª
S

c

ai
f�t�dt � lim

i�ª
S

bi

c
f�t�dt, (322)

Die Beliebigkeit der genannten Folge und (322) ergeben die Konvergenz von

�

R

bi
ai
f�t�dtǱ

i>N
in R sowie (320).

�(ii) � (i)� Gelte nun für jede Folge ��ai, bi��i>N mit den in (ii) genannten

Eigenshaften, daÿ �

R

bi
ai
f�t�dtǱ

i>N
in R konvergiert sowie (320). Für beliebiges
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c > �a, b� folgt o�enbar (321), und die Limites hängen wegen (320) niht von der

Wahl der Folge ��ai, bi��i>N ab. Aus der Beliebigkeit letztgenannter Folge ergibt

sih, daÿ f uneigentlih Riemann-integrierbar über J ist. ✷

Beweis des Hauptsatzes. Seien a �� inf J > R 8 ��ª�, b �� supJ > R 8 ��ª�

und ��ai, bi��i>N eine beliebige Folge wie in (ii) des letzten Lemmas.

Wir zeigen zunähst

f C 0Ô� f > LR�J,µ1�. (323)

[ Zu (323): Es gelte die zusätlihe Eigenshaft

�i>N ai�1 B ai , bi B bi�1. (324)

Aus f C 0 und (324) folgt, daÿ
�χ

�ai,bi� f̂�i>N eine monton wahsende Folge,

deren Folgenglieder nah Voraussetzung und 4.48 �(i) � (iii)� Elemente von

LR�R, µ1� sind, ist, und es gilt � beahte 4.51 (i) � (ii) �

�i>N
S

R
χ
�ai,bi� f̂ dµ1 � S

�ai,bi�
f dµ1 �

S

bi

ai
f�t�dt B

S

b

a
f�t�dt > R.

Daher ergibt der Grenzwertsatz von Levi: χJ f̂ � limi�ªχ
�ai,bi� f̂ > LR�R, µ1�,

d.h. genau f > LR�J,µ1�. ℄

�(i) � (ii), (iii)� Sei f µ1-integrierbar über J . Dann ist auh Sf S µ1-integrier-

bar über J , d.h. genau χJ
Â

Sf S > LR�R, µ1�. Somit ergibt 4.28 (vii)

�i>N χ
�ai,bi�

Â

Sf S > LR�R, µ1�, d.h. Sf S > LR��ai, bi��, µ1�,

und es gilt

�i>N Uχ
�ai,bi�

Â

Sf SU B χJ
Â

Sf S > LR�R, µ1�.

Daher ergibt der Grenzwertsatz von Lebesgue wegen limi�ªχ
�ai,bi�

Â

Sf S � χJ
Â

Sf S

die Existenz der linken Seite der folgenden Gleihung in R und

S

R
χJ

Â

Sf S dµ1 � lim
i�ª

S

�ai,bi�
Sf S dµ1.

Nun ist Sf S für jedes i > N mit f über �ai, bi� � nah Voraussetzung � (eigent-

lih) Riemann-integrierbar, vgl. [1, 8.33 (i) und Satz 8.13℄, also folgt aus 4.48

�(i) � (iii)�

lim
i�ª

S

bi

ai
Sf S�t�dt � lim

i�ª
S

�ai,bi�
Sf S dµ1 > R.

Die Beliebigkeit der Folge ��ai, bi��i>N ergibt zusammen mit 4.51 �(ii) � (i)� die

uneigentlihe Riemann-Integrierbarkeit von Sf S über J , d.h. es gilt (ii).

Des weiteren folgt aus der µ1-Integrierbarkeit von f über J mittels 4.28 (vii)

�i>N χ
�ai,bi� f > LR�R, µ1�, d.h. f > LR��ai, bi�, µ1�,

und es gilt o�enbar

�i>N �χJ
Â

Sf S B χ
�ai,bi� f̂ B χJ

Â

Sf S,

�i>N Tχ
�ai,bi� f̂ T B χJ

Â

Sf S
s.o.

> LR�R, µ1�.
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Aus dem Grenzwertsatz von Lebesgue folgt wegen limχ
�ai,bi� f̂ � χJ f̂ und 4.48

�(i) � (iii)� sowie 4.51 �(i) � (ii)�

S

J
f dµ �

S

Rn
χJ f dµ1 � lim

i�ª
S

bi

ai
f�t�dt �

S

b

a
f�t�dt,

also gilt auh (iii).

�(ii) � (i)� Sei Sf S uneigentlih Riemann-integrierbar über J . Aus (323),

angewandt auf Sf S anstelle von f , ergibt sih Sf S > LR�J,ϕ�, d.h. χJ
Â

Sf S > LR�R, ϕ�,

also

�i>N Tχ
�ai,bi� f̂ T B χJ

Â

Sf S > LR�R, ϕ�.

Hieraus sowie limi�ªχ
�ai,bi� f̂ � χJ f̂ und dem Grenzwertsatz von Lebesgue

folgt (i). ✷

Beispiel. Die Funktion f � �1,ª� � R, de�niert durh

�t>�1,ª� f�t� ��
sin�t�

t
,

ist uneigentlih Riemann-integrierbar über �1,ª�, jedoh niht µ1-integrierbar

über �1,ª�.

De�nition 4.52. Seien J > I1 mit J x g und a �� inf J > R 8 ��ª� sowie

b �� supJ > R8��ª�. Ferner sei f � J � R eine über J µ1-integrierbare Funktion.

Wegen 4.48 �(i) � (iii)� und 4.50 �(i) � (iii)� können wir folgende Notation

verwenden

S

b

a
f�x�dx ��

S

J
f dµ1,

ohne daÿ Verwehselungen mit dem Riemann-Integral möglih sind.

Satz 4.53 (Interpretation der Theorie der gewihteten absolut konvergenten

Reihen als Integralrehnung).

Vor.: Seien M ` Rn
eine niht-leere Menge ohne Häufungspunkt in Rn

, insbe-

sondre ist M � wie in Beispiel 4.7 4.) erwähnt �, höhstens abzählbar. Daher

existieren k > N
�

8�ª� und paarweise vershiedene pi > R
n
, i > I �� �i > N S i B k�,

mit M � �pi S i > I�. m� M � R sei ferner eine positivwertige Funktion und ϕm

das Quadermaÿ der diskreten Massenverteilung m. Auÿerdem seien D eine Teil-

menge von Rn
und f > KD

.

Beh.: Es gilt

(i) f > LK�R
n, ϕm�
� �M `D ,

k

Q

i�0

m�pi�f�pi� absolut konvergent� ,

(ii) f > LK�R
n, ϕm�Ô� �M `D ,

S

Rn
f dϕm �

k

Q

i�0

m�pi�f�pi�� .

173



Beweis. 1.) Sei zunähst f > LR�R
n, ϕm� mit f C 0. Wir de�nieren

T0 �� f�p0�χ
�p0�,

�i>N �0 � i B kÔ� Ti �� f�pi�χ
�pi� � Ti�1� ,

�i>N �i A kÔ� Ti �� Ti�1� .

Dann ist �Ti�i>N eine monoton wahsende Folge in S�Rn
� mit

lim
i�ª

Ti �ϕm f,

beahte, daÿ Rn
�M eine ϕm-Nullmenge ist, und

�i>N
S

Rn
Ti dϕm B

S

Rn
f dϕm.

Der Grenzwertsatz von Levi ergibt nun wegen �i>I
RRn χ

�pi�dϕm � m�pi� die

rehte Seite von (ii).

2.) Aus f > LK�M,ϕm� folgt Sf S > LR�M,ϕm�. Daher ergibt 1.) die Konklu-

sion von (i).

3.) Aus der Gültigkeit der rehten Seite von (i) folgt sowohl die absolute

Konvergenz des Real- als auh des Imaginärteiles der Reihe

P

k
i�0m�pi�f�pi�.

Daher können wir K � R annehmen, und es genügt zu zeigen, daÿ gilt

f�, f� > LR�R
n, ϕm�.

Wir zeigen dies nur für f�, der Beweis der Aussage für f� verläuft ebenso.

Sei I
�

�� �i > I Sf�pi� C 0�. Dann konvergiert auh

P

k
i�0
i>I

�

m�pi�f�pi� ab-

solut, d.h. jede endlihe Teilsumme besitzt eine obere Shranke. Eine zu 1.)

analoge Argumentation ergibt nun mittels des Grenzwertsatzes von Levi, daÿ

f� > LR�R
n, ϕm� gilt.

4.) Sei f > LK�M,ϕm�. Wegen 2.) hängt die Summe auf der rehten Seite

von (ii) niht von der Reihenfolge der Summanden ab. Wir können zunähst

wieder ohne Beshränkung der Allgemeinheit K � R und wegen f � f� � f�

sodann f C 0 annehmen. 1.) ergibt daher die Aussage (ii).

Mit 1.) - 4.) ist der Satz bewiesen. ✷

De�nition 4.54 (Stieltjes-Integral). Seien g� R � R eine monoton wahsen-

de Funktion und ϕg das gemäÿ Beispiel 4.7 5.) de�nierte Stieltjesshe Maÿ.

Weiterhin seien J ein niht-leeres Intervall von R, a �� inf J , b �� supJ und

f > LK�J,ϕg�. Wir setzen

S

b

a
f�x�d g�x� ��

S

J
f dϕg

und nennen dieses Integral das Stieltjes-Integral von f über J (mit der Gewihts-

funktion g).

Man beahte, daÿ im Falle g � idR � x� R � R das ϕg-Integral mit dem

µ1-Integral übereinstimmt.
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Satz 4.55.

Vor.: Seien g� R � R eine monoton wahsende Funktion und ϕg das gemäÿ

Beispiel 4.7 5.) de�nierte Stieltjesshe Maÿ. Ferner seien a, b > R mit a � b und

f � �a, b� � R eine über �a, b� ϕg-integrierbare stetige Funktion.

Beh.: Ist g stetig di�erenzierbar, so gilt

S

b

a
f�x�d g�x� �

S

b

a
f�t� g��t�dt,

wobei die rehte Seite der Gleihung als stetige Funktion über dem Kompaktum

�a, b� als Riemann-Integral existiert. ✷

Bemerkung. Wir werden in 4.66 zeigen, daÿ aus der Stetigkeit von f auf dem

Kompaktum �a, b� bereits die ϕg-Integrierbarkeit von f über �a, b� und aus der

Stetigkeit von f g� auf �a, b� die µ1-Integrierbarkeit von f g
�

über �a, b� folgt.

Beweisskizze. Ohne Einshränkung können wir a � 0 und b � 1 annehmen.

Für alle k > N
�

und i > �0, . . . ,2k� seien dann ak,i, mk,i, Qk,i und Tk wie in (294),

(297), (301) und (302) de�niert. Dann ist �Tk�k>N eine monoton wahsende Folge

in S��0,1�� mit limk�ª Tk � f sowie

�k>N
S

1

0
Tk�x�d g�x� B

S

1

0
f�x�d g�x� > R.

Der Grenzwertsatz von Levi ergibt daher

S

1

0
f�x�d g�x� � lim

k�ª
S

1

0
Tk�x�d g�x�, (325)

und es gilt für jedes k > N
�

wegen der Stetigkeit von g

S

1

0
Tk�x�d g�x� �

2k

Q

i�1

mk,i �g�ak,i� � g�ak,i�1�� ,

also folgt aus der Di�erenzierbarkeit von g

S

1

0
Tk�x�d g�x� �

2k

Q

i�1

mk,i
S

ak,i�1

ak,i
g��t�dt,

wobei die rehte Seite für k �ª gegen

S

1

0
f�t� g��t�dt konvergiert. Zusammen

mit (325) ergibt dies die Behauptung. ✷

Lebesgue-integrierbare Mengen

De�nition 4.56. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine beliebige

Teilmenge von Rn
.

M heiÿt ϕ-integrierbar (oder auh ϕ-summierbar) genau dann, wenn gilt

χM > LR�R
n, ϕ�. In diesem Falle nennen wir

ϕ�M� ��

S

Rn
χM dϕ �

S

M
1Rndϕ

das ϕ-Maÿ von M .
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Bemerkung. Die hier eingeführte Notation ist im Falle M > Pn o�enbar mit

der vorherigen konsistent.

Korollar 4.44 besagt genau das folgende Resultat.

Korollar 4.57. Sind ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

,

so ist M genau dann eine ϕ-Nullmenge, wenn M ϕ-integrierbar mit ϕ�M� � 0

ist. ✷

Satz 4.58. Es sei ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
.

(i) Seien M1,M2 zwei ϕ-integrierbare Teilmengen von Rn
.

Dann sind M1 8M2, M1 9M2 sowie M1 �M2 ϕ-integrierbar, und es gilt

ϕ�M1 8M2� � ϕ�M1� �ϕ�M2� � ϕ�M1 9M2�,

ϕ�M1 �M2� � ϕ�M1� �ϕ�M1 9M2�.

(ii) Für jedes i > N sei Mi eine ϕ-integrierbare Teilmenge von Rn
, und es gelte

�i>NMi `Mi�1.

Dann folgt für M ��

�

i>N

Mi:

(a) M ϕ-integrierbar Ô� ϕ�M� � lim
i�ª

ϕ�Mi�.

(b) lim
i�ª

ϕ�Mi� > R Ô� M ϕ-integrierbar und ϕ�M� � lim
i�ª

ϕ�Mi�.

Beweis. χM18M2
� sup�χM1

, χM2
�, χM19M2

� inf�χM1
, χM2

� > LR�R
n, ϕ�,

d.h. χM1�M2
� χM1

�χM19M2
> LR�R

n, ϕ�, sowie χM18M2
� χM1

�χM2
�χM19M2

ergeben (i).

(ii) folgt aus 4.45 mit f �� 1Rn
. ✷

Beispiel 4.59. Es existiert eine Teilmenge der µ1-integrierbaren Menge �0,1�,

die niht µ1-integrierbar ist:

Auf �0,1� wird durh

�t,s>�0,1� t � s �
� t � s > Q

eine Äquivalenzrelation � de�niert. �0,1�
�

bezeihne die Menge der Äquivalenz-

klassen bzgl. �. Nah dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung

h� �0,1�
�

�� �0,1�

mit �t>�0,1� h��t��� > �t��. Setze nun

M �� h ��0,1�
�

� ,

also gilt

R �M `Q. (326)
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Die Teilmenge M von �0,1� ist niht µ1-integrierbar, denn andernfalls wäre

für jedes k > N
�

o�enbar auh

Mk ��

k

#

κ�1

�M �

1

κ
� ` �0,2�

µ1-integrierbar mit µ1�Mk� � k � µ1�M� B 2.29 Wegen limk�ª k � ª folgte

hieraus, daÿ M eine µ1-Nullmenge sei. Dies widerspähe (326).

Satz 4.60. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
sowie U eine o�ene und beshränkte

Teilmenge von Rn
.

Dann ist U ϕ-integrierbar, und es gilt

ϕ�U� � sup�ϕ�P � SP >Pn , P ` U�.

De�nition 4.61. Sind ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teimenge von Rn

,

so heiÿt

sup�ϕ�P � SP >Pn , P `M� > �0,ª�

das innere Jordan-ϕ-Maÿ von M .

Wir bereiten den Beweis des Satzes 4.60 durh ein Lemma vor.

Lemma 4.62. Sei U eine o�ene Teilmenge von Rn
.

Dann existiert eine Folge abgeshlossener Quader �Qi�i>N in Qn derart, daÿ

U �

ª

�

i�0

Qi gilt.

Beweisskizze. Für k > N de�nieren wir Wk �� �Wk,a Sa > Z
n
�
, wobei

�a��a1,...,an�>Zn Wk,a �� �
a1

2k
,
a1 � 1

2k
� � . . . � �

an

2k
,
an � 1

2k
�

sei, und

Pk �� �

W >Wk,W`U9U
Y...Y

ª

k
�0�

W.

Dann gilt U �

�k>N
�

Pk. ✷

Beweisskizze des Satzes 4.60. Sei �Qi�i>N wie im vorherigen Lemma. Die

Anwendung des Satzes von Levi auf die Folge �Tk�k>N, gegeben durh

�k>N Tk �� χQ08...8Qk
,

ergibt die ϕ-Integriebarkeit von U und

ϕ�U� � lim
k�ª

ϕ�Q0 8 . . . 8Qk�, (327)

29

Hier geht die leiht zu beweisende µ1-Translationsinvarianz

�M>P�R��a>R M µ1-integrierbarÔ�M � a µ1-integrierbar und µ1�M � a� � µ1�M�

ein, die allgemeiner auh für den Beweis von Hauptsatz 4.76 benötigt wird und ein Spezialfall

dieses Hauptsatzes ist.
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beahte, daÿ die Beshränktheit von U die Existenz eines Quaders Q > Qn mit

U ` Q liefert, also

RRn Tk dϕ B ϕ�Q� für alle k > N. Aus der ϕ-Integrierbarkeit

von U folgt

sup�ϕ�P � SP > Pn , P ` U� B ϕ�U�.

Angenommen, in der letzten Ungleihung gilt ���. Dann existiert ε > R
�

derart, daÿ für alle P > Pn mit P ` U gilt ϕ�P � B ϕ�U��ε, also Sϕ�U��ϕ�P �S C ε,

im Widerspruh zu (327). ✷

Satz 4.63. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
sowie K eine kompakte Teilmenge

von Rn
.

Dann ist K ϕ-integrierbar, und es gilt

ϕ�K� � inf�ϕ�P � SP >Pn , K ` P�.

De�nition 4.64. Sind ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine beshränkte Teil-

menge von Rn
, so heiÿt

inf�ϕ�P � SP > Pn , M ` P� > �0,ª�

das äuÿere Jordan-ϕ-Maÿ von M .

Beweis des Satzes 4.63. Nah der Wahl eines o�enen Quaders Q > Qn mit

K ` Q liefert die Anwendung von 4.60 auf die o�enen und beshränkten Mengen

Q �K � Q 9 �Rn
�K� sowie Q die ϕ-Integrierbarkeit von Q �K sowie Q und

ϕ�Q �K� � sup�ϕ� ÇP � S ÇP >Pn ,

ÇP ` Q �K�.

Dann ist nah 4.58 (i) auh K � Q � �Q �K� eine ϕ-integrierbare Menge mit

ϕ-Maÿ

ϕ�K� � ϕ�Q� � ϕ�Q �K�

� ϕ�Q� � sup�ϕ� ÇP � S ÇP > Pn ,

ÇP ` Q �K�

� inf�ϕ�Q� � ϕ� ÇP � S ÇP >Pn ,

ÇP ` Q �K�

� inf�ϕ� Q �

ÇP
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

��P >Pn

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

ÇP`Q
�

ÇP�Q�P >Pn

� S

ÇP > Pn ,

ÇP ` Q �K
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�K`P

�

� inf�ϕ�P � SP > Pn , K ` P�.

✷

Beispiel 4.65. Die Smith-Volterra-Cantor Menge entsteht aus �0,1�, indem

man im ersten Shritt das in der Mitte liegende o�ene Intervall �

3
8
, 5
8
� der Länge

1
4
entfernt, im zweiten Shritt aus jedem verbleibenden Intervall das in der Mitte

liegende o�ene Intervall der Länge

1
16

�
�

1
4
�

2
entfernt, im k-ten Shritt für k > N

�

aus jedem verbliebenen Intervall das in der Mitte liegende o�ene Intervall der

Länge
�

1
4
�

k
entfernt usw. Die so entstandene Menge ist eine kompakte (also µ1-

integrierbare) Teilmenge von �0,1� mit leerem o�enen Kern, die Null als inneres

Jordan-µ1-Maÿ und 1� limk�ªP
k
i�1

2i�1

4i
�

1
2
als äuÿeres Jordan-µ1-Maÿ besitzt.

Die niht-negative harakteristishe Funktion der überabzählbaren Smith-

Volterra-Cantor Menge ist übrigens ein Element von LR�R, µ1� � S��R, µ1�.
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De�nition 4.66. Seien M eine beshränkte Teilmenge von Rn
und f �M � R

eine stetige Funktion.

(i) Seien δ > R
�

und T > S�Rn
�.

T heiÿt δ-fein für f auf M genau dann, wenn k > N
�

, paarweise disjunkte

Quader Q1, . . . ,Qk > Qn derart, daÿM `

"

k
κ�1Qκ gilt, sowie α1, . . . , αk > R

existieren mit

�κ>�1,...,k� diam
d
ª

�Qκ� � sup�Yx � yY
ª

Sx, y > Qκ� � δ,

T �

k

Q

κ�1

ακ χQκ ,

�κ>�1,...,k�§x>Qκ9M
ακ � f�x�.

(ii) Eine Folge �Ti�i>N in S�Rn
� heiÿt ausgezeihnete Folge von Treppenfunk-

tionen für f auf M genau dann, wenn �δi�i>N > �R
�

�

N
mit limi�ª δi � 0

und

�i>N Ti ist δi-fein für f auf M

existiert.

Satz 4.67.

Vor.: Es seienM eine beshränkte Teilmenge von Rn
und f �M � R eine stetige

Funktion.

Beh.: Es folgt:

(i) Es existiert eine ausgezeihnete Folge von Treppenfunktionen für f aufM .

(ii) Ist �Ti�i>N eine beliebige ausgezeihnete Folge von Treppenfunktionen für

f auf M , so gilt

�x>M lim
i�ª

Ti�x� � f�x�.

Zusatz. Im Falle der Kompaktheit von M konvergiert jede ausgezeihnete

Folge von Treppenfunktionen für f auf M gleihmäÿig auf M gegen f .

Beweis. Zu (i): Es sei i > N. Wir de�nieren Quader durh

�a��a1,...,an�>Zn Qa,i �� �
a1

2i
,
a1 � 1

2i
� � . . . � �

an

2i
,
an � 1

2i
� ,

d.h.

"a>Zn Qa,i � Rn
sowie

�a>Zn diamd
ª

�Qa,i� � sup�Yx � yY
ª

Sx, y > Qa,i� �

º

n

2i
i�ª
�� 0,

und setzen

Ai �� �a > Z
n
SQa,i 9M x g�.

Wegen der Beshränktheit vonM muÿ Ai endlih sein. Wir wählen nun für jedes

a > Ai ein xa,i > Qa,i 9M und de�nieren

Ti �� Q
a>Ai

f�xa,i�χQa,i
> S�Rn

�,

beahte Qa,i 9Qã,i � g für a, ã > Zn
mit a x ã.

Dann erfüllt �Ti�i>N o�enbar die Behauptung von (i).
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Zu (ii): Seien �Ti�i>N eine ausgezeihnete Folge von Treppenfunktionen für

f auf M , x0 >M und ε > R
�

. Da f stetig ist, existiert zunähst δ > R
�

mit

�x>M �Yx � x0Yª � δ Ô� Sf�x� � f�x0�S � ε� .

Sodann können wir i0 > N wählen derart, daÿ für alle i > N mit i C i0 gilt

Ti ist δ-fein für f auf M .

Für jedes solhe i gilt dann o�enbar

STi�x0� � f�x0�S � Sf�x� � f�x0�S � ε,

wobei x > Q 9M , Q > Qn mit diamd
ª

�Q� � δ, und Ti�x0� � f�x�.

Der Beweis des Zusatzes verläuft analog. Man nutzt aus, daÿ wegen der

Kompaktheit von M dann f �M � R sogar gleihmäÿig stetig ist und δ sowie i0
daher niht mehr von x0 abhängen. ✷

Hauptsatz 4.68 (Integrierbarkeit stetiger beshränkter Funktionen über inte-

grierbaren Mengen).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M ` Rn

eine ϕ-integrierbare Menge

und f �M � K eine stetige beshränkte Funktion. (Die ϕ-Integrierbarkeit von M

ist nah 4.63 z.B. im Falle eines Kompaktums M erfüllt. Als stetige Funktion

auf einem Kompaktum ist dann die Voraussetzung der Beshränktheit von f

evident.)

Beh.: f > LK�M,ϕ�, und im Falle der Beshränktheit von M sowie K � R gilt

für jede ausgezeihnete Folge von Treppenfunktionen für f auf M

S

M
f dϕ � lim

i�ª
S

M
Ti dϕ.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh folgendes Lemma vor.

Lemma 4.69. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M ` Rn

eine ϕ-integrierbare

Menge und T > S�Rn
�.

Dann gilt T > LR�M,ϕ�.

Beweis. Für jedes Q >Qn gilt

χQ > S�Rn
� ` LR�R

n, ϕ�,

und es gilt weiterhin nah Voraussetzung

χM > LR�R
n, ϕ�,

also folgt

χM ��χQ � χM � χQ � inf�χM , χQ�
4.30�v�
> LR�R

n, ϕ�,

d.h. genau

χQ > LR�M,ϕ�.

Hieraus, 4.12 (i) sowie 4.32 (i), (ii) folgt die Behauptung. ✷
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Beweis des Hauptsatzes. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit genügt es,

den Fall K � R und M x g zu betrahten.

1. Fall: M beshränkt. Sei �Ti�i>N eine � nah 4.67 (i) existierende � ausge-

zeihnete Folge von Treppenfunktionen für f auf M , also gilt nah 4.69

�i>N Ti > LR�M,ϕ� (328)

und nah De�nition 4.66

�i>N Ti�R
n
� ` f�M�. (329)

f ist beshränkt, also folgt

C �� inf f�M� > R, D �� supf�M� > R. (330)

Des weiteren ist M ϕ-integrierbar, d.h.

χM �

Ä1Rn
� χM > LR�R

n, ϕ�,

wobei 1Rn
� Rn

� R die konstante Funktion vom Wert 1 bezeihne, also gilt

C � 1Rn , D � 1Rn
> LR�M,ϕ�. (331)

Wegen (329), (330) ergibt sih zusätzlih

�i>N�x>Rn C � 1Rn
�x� B Ti�x� BD � 1Rn

�x�. (332)

Aus (328), 4.67 (ii), (331), (332) und dem Grenzwertsatz von Lebesgue

folgt die Behauptung im 1. Fall.

2. Fall: M unbeshränkt. Wir haben zu zeigen, daÿ f > LR�M,ϕ� gilt, und

wir können wegen f � f� � f� ohne Einshränkung f C 0 annehmen.

Es existiert eine Folge �Qi�i>N in Qn mit

�i>NQi ` Qi�1 und

ª

�

i�0

Qi � Rn.

De�niere für jedes i > N die beshränkte ϕ-integrierbare Menge

Mi ��M 9Qi.

Dann gilt

�i>NMi `Mi�1 `M sowie

ª

�

i�0

Mi �M

und nah dem 1. Fall

�i>N f > LR�Mi, ϕ�.

Wegen f C 0, �i>NMi ` Mi�1 ` M , der Beshränktheit von f und der ϕ-Inte-

grierbarkeit von M ist
�

RMi
f dϕ�

i>N
eine monoton wahsende reelle Folge, die

durh supf�M� � ϕ�M� > R beshränkt ist und somit in R konvergiert. Daher

folgt aus 4.45 (ii): f > LR�M,ϕ�. ✷

Korollar 4.70. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und K eine kompakte Teilmenge

von Rn
.

Dann gilt C�K,K� ` LK�K,ϕ�. ✷
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Stetige und di�erenzierbare Abhängigkeit

Satz 4.71 (Stetige Abhängigkeit des Integrales von einem stetigen Parameter

im Integranden).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

. Ferner

seien A ein metrisher Raum, a
�

> A und F � M � A � K eine Funktion mit

folgenden Eigenshaften:

(a) �a>A Fa �� F �. . . , a� > LK�M,ϕ�.

(b) Es existiert eine ϕ-Nullmenge N derart, daÿ F �x, . . .�� A � K für jedes

x >M �N stetig in a
�

ist.

() Es existieren U > U

X

�a
�

,A�, g > LR�M,ϕ� und eine ϕ-Nullmenge ÇN mit

�

�x,a�>�M�

ÇN��U SF �x,a�S B g�x�.

Beh.: Die Funktion

A�� K, a z�
S

M
Fa dϕ

ist stetig in a
�

.

Bemerkung. Versieht manM�Amit der Produkttopologie

30

, so folgen (a), (b)

und (), wenn die Kompaktheit von M und die Stetigkeit sowie Beshränktheit

von F � M �A � K vorausgesetzt wird.

Beweis des Satzes. Sei �ai�i>N eine Folge in A mit limi�ª ai � a. Ohne

Beshränkung der Allgemeinheit gelte �i>N ai > U . Wir setzen

�i>N fi �� Fai

�a�
> LK�M,ϕ�.

Dann gilt nah (b)

�x>M�N lim
i�ª

fi�x� � lim
i�ª

F �x,ai� � F �x,a�� � Fa
�

�x�

und nah ()

�i>N�x>M�

ÇN
Sfi�x�S � SF �x,ai�S B g�x�.

Also folgt aus g > LR�M,ϕ� und dem Grenzwertsatz von Lebesgue

lim
i�ª

S

M
fi
®

�Fai

dϕ �

S

M
Fa

�

dϕ,

womit die Behauptung gezeigt ist. ✷

Satz 4.72 (Di�erenzierbare Abhängigkeit des Integrales von einem di�erenzier-

baren Parameter im Integranden).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

. Ferner

seien U eine niht-leere o�ene Teilmenge eines endlih-dimensionalen normier-

ten R-Vektorraumes �Y, Y . . . Y� und F � M �U � R eine Funktion mit folgenden

Eigenshaften:

30

De�nition. Für topologishe Räume X1,X2 ist die Produkttopologie für X1 �X2 durh

�U>P�X1�X2�
�U o�en in X1 �X2 �
� �

�x1,x2�>U§U1>U
X

�x1,X1�
§U2>U

X

�x2,X2�
U1 �U2 ` U�

gegeben.
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(a) �y>U Fy �� F �. . . , y� > LR�M,ϕ�.

(b) Es existiert eine ϕ-Nullmenge N derart, daÿ F �x, . . .�� U � R für jedes

x >M �N di�erenzierbar ist. Das Di�erential von F �x, . . .� in y
�

> U sei

dann für jedes solhe x mit

∂F

∂y
�x, y

�

� > LR�Y,R� bezeihnet, d.h.

�

�x,y
�

�>�M�N��U�v>Y
∂F

∂y
�x, y

�

��v� � lim
t�0

F �x, y
�

� t v� �F �x, y
�

�

t
.

() Es existieren eine ϕ-Nullmenge ÇN und g > LR�M,ϕ� mit

�

�x,y
�

�>
�M��N8

ÇN���U \
∂F

∂y
�x, y

�

�\ B g�x�.

Beh.: �y
�

>U�v>Y
∂F

∂y
�. . . , y

�

��v� > LR�M,ϕ� und die Funktion

ψ� U �� R, y z�
S

M
Fy dϕ

ist di�erenzierbar mit

�y
�

>U�v>Y dyψ�v� �
S

M

∂F

∂y
�. . . , y

�

��v�dϕ.

Bemerkung. Sind M kompakt, F stetig und

∂F

∂y
auf ganz M � U de�niert

sowie stetig, so folgen (a), (b) und ().

Beweisskizze des Satzes. 1.) Seien y
�

> U , v > Y und �ti�i>N eine Nullfol-

ge in R � �0�. Wegen der O�enheit von U können wir für jedes i > N ohne

Einshränkung annehmen

y
�

� ti v > U

und fi� M � R durh

�x>M fi�x� ��
F �x, y

�

� ti v� �F �x, y��

ti

de�nieren, also gilt nah (a): fi > LR�M,ϕ�. Wegen (b) und dem Mittelwertsatz

der Di�erentialrehnung, siehe z.B. [1, Satz 10.9℄, existiert zu x >M � �N 8

ÇN�

eine Zahl ξi > �ti,0� 8 �0, ti� mit

fi�x� �
∂F

∂y
�x, y

�

� ξi v��v�,

d.h. nah ()

Sfi�x�S B \
∂F

∂y
�x, y

�

� ξi v�\ YvY B g�x� YvY

und YvY g > LR�M,ϕ�. Aus dem Grenzwertsatz von Lebesgue folgt daher

∂F

∂y
�. . . , y

�

��v� � lim
i�ª

fi > LR�M,ϕ�.
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2.) Sei y
�

> U . Die Funktion

l� Y �� R, v z�
S

M

∂F

∂y
�. . . , y

�

��v�dϕ

ist nah 1.) o�enbar R-linear. Sei �yi�i>N eine Folge in U��y
�

�mit limi�ª yi � y�.

Wir können nun wegen der O�enheit von U die Existenz von δ > R
�

derart, daÿ

für alle i > N gilt

yi > Uδ�y�, Y � ` U

annehmen, und gi > LR�M,ϕ� nah (a) und 1.) durh

�x>M�N gi�x� ��
F �x, yi� � F �x, y�� �

∂F
∂y
�x, y

�

��yi � y��

Yyi � y�Y

de�nieren. Dann gilt wegen (b)

�x>M�N lim
i�ª

gi�x� � 0. (333)

Aus dem Mittelwertsatz der Di�erentialrehnung folgt zu jedem i > N die Exi-

stenz eines ξi > �0,1� mit

�x>M�N F �x, yi� �F �x, y�� �
∂F

∂y
�x, y

�

� ξi �yi � y��� �yi � y��,

d.h. nah ()

�x>M��N8

ÇN� Sgi�x�S �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

∂F
∂y
�x, y

�

� ξi �yi � y��� �yi � y�� �
∂F
∂y
�x, y

�

��yi � y��

Yyi � y�Y

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B \

∂F

∂y
�x, y

�

� ξi �yi � y��� �
∂F

∂y
�x, y

�

�\ B 2g�x�,

und mit g ist auh 2g ϕ-integrierbar überM . Der Grenzwertsatz von Lebesgue

und (333) ergeben nun

lim
i�ª

S

M
gi dϕ � 0,

also o�enbar

lim
i�ª

ψ�yi� � ψ�y�� � l�yi � y��

Yyi � y�Y
� 0,

und der Satz ist nah der De�nition von l vollständig bewiesen. ✷

Der Satz von Fubini und der Transformationssatz

Die Sätze dieses Abshnittes dienen der konkreten Berehnung von Integralen.

Der folgende Hauptsatz ermögliht u.a. die Rükführung der Bestimmung eines

µn-Integrales auf die Berehnung von µ1-Integralen.
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Hauptsatz 4.73 (Satz von Fubini).

Vor.: Seien n1, n2 > N�

mit n � n1 � n2, ϕi Quadermaÿe auf Rni
für i > �1,2�

und f > LK�R
n, ϕ1 � ϕ2�.

Beh.: Es existiert eine ϕ1-Nullmenge N1 derart, daÿ gilt

�x1>R
n1
�N1

fx1
�� f�x1, . . .� > LK�R

n2 , ϕ2�,

und die Funktion

Rn1
�N1 �� K, x1 z�

S

Rn2

fx1
dϕ2,

ist ϕ1-integrierbar über Rn1
mit

S

Rn

f d�ϕ1�ϕ2� �
S

Rn1

�

�

�

S

Rn2

f... dϕ2

�

�

�

dϕ1 ��
S

Rn1

�

�

�

S

Rn2

f�x1, x2�dϕ2�x2�
�

�

�

dϕ1�x1�.

Bemerkung. Völlig analog gilt auh die Version des Satzes von Fubini, die

man durh Vertaushung der Reihenfolge der Integrationen erhält.

Beweisskizze des Hauptsatzes. Ein ausführliher Beweis im Falle ϕi � µni
,

wobei i > �1,2�, �ndet sih in [12, Hauptsatz 11.36℄. Der Beweis im allgemeinen

Falle ist analog zu führen:

1.) Der Satz von Fubini gilt mit N1 � g für alle Funktionen f � χQ, wobei

Q > Qn sei.

2.) Sind f, f̃ > LR�R
n, ϕ� und λ, λ̃ > R und gilt der Satz von Fubini für f mit

einer ϕ1-Nullmenge N1 und für f̃ mit einer ϕ1-Nullmenge

ÈN1, so gilt er auh

für λf � λ̃ f̃ mit der ϕ1-Nullmenge N1 8
ÈN1.

3.) Für jedes Quadermaÿ ϕ auf Rn
gilt: Eine Teilmenge N von Rn

ist genau

dann eine ϕ-Nullmenge, wenn eine Folge �Qk�k>N in Qn mit

ª

Q

k�0

ϕ�Qk� ist konvergent in R und (334)

�x>N #�k > N Sx > Qk� �ª (335)

existiert.

[ ��� Sei N eine ϕ-Nullmenge. Dann existiert zu jedem i > N eine Folge

�Qij�j>N mit

�i>N

�

�

N `

ª

�

j�0

Qij und

ª

Q

j�0

ϕ�Qij� �
1

2i

�

�

.

Numeriere die Folge �Qij�
�i,j�>N�N zu einer Folge �Qk�k>N um. Dann gilt

ª

Q

k�0

ϕ�Qk� �

ª

Q

i�0

ª

Q

j�0

ϕ�Qij� B 2

und für jedes x > N

�i>N§j>N x > Qij.
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�
� Sei umgekehrt �Qk�k>N eine Folge in Qn mit (334) und (335). Zu ε > R
�

existiert dann k0 > N mit

P

ª

k�k0
ϕ�Qk� � ε, und es gilt x >

�

ª

k�k0
Qk für jedes

x > N . ℄

4.) Seien N eine ϕ-Nullmenge und

�a1>R
n1 Na1 �� �x2 > R

n2
S �a1, x2� > N� ` Rn2 .

Dann existiert eine ϕ1-Nullmenge N1 mit

�a1>R
n1
�N1

Na1 ist ϕ2-Nullmenge.

[ Wähle gemäÿ 3.) ��� eine Folge �Qk�k>N in Qn mit (334), wobei ϕ durh

ϕ1 �ϕ2 ersetzt sei, und (335). Für jedes k > N seien Q�

k > Qn1
und Q��

k >Qn2
mit

Q � Q�

k �Q
��

k und für jedes i > N

hi ��
i

Q

k�0

ϕ2�Q
��

k� � χQ�

k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

> S�Rn1
� ` LR�R

n1 , ϕ1�.

Dann gilt hi B hi�1 und

S

Rn1

hidϕ1 �

i

Q

i�0

�ϕ1 � ϕ2��Q� B
ª

Q

i�0

�ϕ1 � ϕ2��Q� �ª.

Somit folgt aus dem Grenzwertsatz von Levi die Existenz einer ϕ1-Nullmenge

N1 mit

�a1>R
n1
�N1

lim
i�ª

hi�a1� > R.

Mittels 3.) �
� zeigt man

�a1>R
n1
�N1

Na1 ist ϕ2-Nullmenge,

womit 4.) bewiesen ist. ℄

5.) Der Hauptsatz gilt, wenn man LK�R
n, ϕ1 � ϕ2� durh S��R

n, ϕ1 � ϕ2�

ersetzt.

[ Sei f > S

�

�Rn, ϕ1 � ϕ2�. Dann existieren eine Folge �Ti�i>N in S�Rn
� und

eine �ϕ1 � ϕ2�-Nullmenge N mit

�i>N�x>Rn Ti�x� B Ti�1, (336)

�x>Rn
�N lim

i�ª
Ti�x� � f�x�, (337)

S

Rn

f d�ϕ1 � ϕ2� � lim
i�ª

S

Rn

Ti d�ϕ1 �ϕ2�. (338)

Wegen 1.), 2.) gilt der Hauptsatz (mit N1 � g) für alle Treppenfunktionen auf

Rn
. Daher folgt für jedes i > N sowie a1 > R

n1
wegen (336)

S

Rn2

Ti�a1, . . .�dϕ2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��

R

R
n2

Ti�a1,x2�dϕ2�x2�

B

S

Rn2

Ti�1�a1, . . .�dϕ2,
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und �

R

Rn2

Ti�. . . , x2�dϕ2�x2��
i>N

ist eine monoton wahsende Folge von Funk-

tionen aus LR�R
n1 , ϕ1� derart, daÿ nah (336), (338) für jedes i > N gilt

S

Rn1

�

�

�

S

Rn2

Ti�x1, x2�dϕ2�x2�
�

�

�

dϕ1�x1� �
S

Rn

Ti d�ϕ1 � ϕ2� B
S

Rn

f d�ϕ1 �ϕ2�,

also folgt aus dem Grenzwertsatz von Levi die Existenz einer ϕ1-Nullmenge

ÈN1

mit

�a1>R
n1
�

ÈN1
lim
i�ª

S

Rn2

Ti�a1, x2�dϕ2�x2� > R,

lim
i�ª

S

Rn2

Ti�. . . , x2�dϕ2�x2� > LR�R
n1 , ϕ1�

und (339)

S

Rn1

�

�

�

lim
i�ª

S

Rn2

Ti�. . . , x2�dϕ2�x2�
�

�

�

� lim
i�ª

S

Rn1

�

�

�

S

Rn2

Ti�. . . , x2�dϕ2�x2�
�

�

�

dϕ1

� lim
i�ª

S

Rn

Ti d�ϕ1 � ϕ2�
�338�
�

S

Rn

f d�ϕ1 � ϕ2�.

Wir zeigen nun (die Existenz der Integrale in der folgenden Gleihung und)

die Gleihung

S

Rn2

f�. . . , x2�dϕ2�x2� �ϕ1
lim
i�ª

S

Rn2

Ti�. . . , x2�dϕ2�x2�. (340)

Wegen (339) ist 5.) dann gezeigt.

Beweis von (340): Nah 4.) existiert ein ϕ1-Nullmenge

È

ÈN1 derart, daÿ Na1

für jedes a1 > R
n1
�

È

ÈN1 eine ϕ1-Nullmenge ist. Dann ist auh N1 ��
ÈN1 8

È

ÈN1 eine

ϕ1-Nullmenge und für alle a1 > R
n1
�N1 gilt � beahte (336) �, die Gültigkeit

des Hauptsatzes für alle Treppenfunktionen (mit N1 � g) und (339):

�Ti�a1, . . .��i>N ist eine monoton wahsende Folge in LR�R
n2 , ϕ2� mit be-

shränkter (sogar in R konvergenter) Integralfolge, Na1 ist eine ϕ2-Nullmenge

und

�x2>R
n2
�Na1

�a1, x2� > R
n
�N,

d.h. nah (337)

lim
i�ª

Ti�a1, . . .� �ϕ2
f�a1, . . .�.

Aus dem Satz von Levi folgt hieraus gerade (340). ℄

6.) Es genügt o�enbar, den Fall K � R zu betrahten. Der Satz von Fubini

folgt dann aus 5.) und 2.). ✷
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Korollar 4.74 (Prinzip von Cavalieri).

Vor.: Es seien ϕi ein Quadermaÿ auf Ri
für i > �1, n�, M eine �ϕ1 � ϕn�-

integrierbare Menge und für jedes t > R

Mt �� �x > R
n
S �x, t� >M�.

Beh.: Es existiert eine ϕ1-Nullmenge N derart, daÿ Mt für jedes t > R�N eine

ϕn-integrierbare Menge und

R �N �� R, t z� ϕn�Mt�,

eine ϕ1-integrierbare Funktion ist. Des weiteren gilt

�ϕ1 � ϕn��M� �

S

R
ϕn�Mt�dϕ1�t�.

✷

Beispiel (Volumina von Rotationskörpern). Seien a, b > R, wobei a � b gelte,

ρ� �a, b� � R eine stetige Funktion mit ρ C 0 und

M �� ��x, y, t� > R3
S t > �a, b� ,

»

x2 � y2 B ρ�t��.

Dann ist M eine µ3-integrierbare Menge und

µ3�M� � π
S

b

a
ρ�t�2 dt.

Der folgende Hauptsatz verallgemeinert i.w. die Substitutionsregel. Der Au-

tor möhte betonen, daÿ es bei der Beweisführung an mehreren Stellen ent-

sheidend ist, das Quadermaÿ µn (und niht etwa ein beliebiges Quadermaÿ auf

Rn
) zu betrahten. Z.B. wird die µn-Nullmengentreue stetig di�erenzierbarer

Abbildungen verwendet:

Satz 4.75. Seien U ` Rn
o�en und h� U � Rn

eine stetig di�erenzierbare

Abbildung.

Dann gilt: �N>P�U� �N ist µn-Nullmenge Ô� h�N� ist µn-Nullmenge� .

Beweisskizze. Überlege zunähst, daÿ im Falle des Quadermaÿes µn in De-

�nition 4.18 äquivalent die Existenz abgeshlossener Quader anstelle beliebiger

Quader gefordert werden kann. Wende dann den Mittelwertabshätzungssatz

an. ✷

Hauptsatz 4.76 (Transformationssatz).

Vor.: Es seien U eine o�ene Teilmenge von Rn
, h� U � Rn

eine stetig di�eren-

zierbare Abbildung und M eine Teilmenge von U mit folgenden Eigenshaften:

(a) M � �M�

X

ist eine µn-Nullmenge,

(b) hSMX

ist injektiv, und

() �x>MX dxh > LR�R
n,Rn

� ist bijektiv.

Ferner seien D ` Rn
und f > RD

.
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Beh.:

(i) f > LR�h�M�, µn�
� �f X h� Sdet dhS > LR�M,µn�.

(ii) Im Falle der Gültigkeit einer der äquivalenten Aussagen von (i) folgt

S

h�M�

f dµn �
S

M
�f X h� Sdet dhSdµn. (341)

Beweisskizze. 1.) Mittels des Satzes von Levi zeigt man, daÿ (i) ��� und

(341) für alle Translationen ta� R
n
� Rn, x( x � a, anstelle von h gilt.

2.) Seien a1 �

�

�

�

a11
�

a1n

�

�

�

, . . . , an �

�

�

�

an1
�

ann

�

�

�

> Rn
und P das von a1, . . . , an

aufgespannte Parallelotop, d.h. genau P �

P

n
i�1�0,1�ai.

Dann folgt aus 1.): µn�P � � Sdet�aij�i,j>�1,...,n�S.

3.) Aus 2.) ergibt sih �Q>Qn�h>LR�R
n,Rn

�

µn�h�Q�� � SdethS � µn�Q�.

4.) Mittels 4.75, 1.) und 3.) sieht man ein, daÿ für alle o�enen Teilmengen

U, ÇU von Rn
und jeden C

1
-Di�eomorphismus

31 h� U � ÇU gilt:

�Q>Qn �χh�Q� > S��R
n, ϕ� , µn�h�Q�� B

S

Q
Sdet dhSdµn� .

5.) Seien U eine o�ene Teilmenge von Rn
und f > C�U,R� mit f C 0.

Dann existiert eine Folge �Ti�i>N in S�Rn
� derart, daÿ für alle i > N gilt

0 B Ti B Ti�1, Tr�Ti� ` U und limi�ª Ti � f auf U .

6.)
�f > S

�

�Rn, ϕ� , ÇU > Top�Rn
�
�
Ô� χ

ÇU
f > S

�

�Rn, ϕ�.

7.) Mittels obiger Vorbereitungen zeigt man den Hauptsatz. ✷

Bemerkung. Obwohl in [1, Kapitel 12℄ die n-dimensionale Riemannshe Inte-

grationstheorie studiert wird, können Anwendungen des Transformationssatzes

analog zu den dort in 12.55 bis 12.58 dargestellten eingesehen werden. Auÿerdem

ist der Hauptsatz durh getrennte Anwendung auf Real- und Imaginärteil (mit

ggf. untershiedlihem h) auh bei der Integration komplexwertiger Funktionen

hilfreih.

Lebesgue-Meÿbarkeit und der Satz von Tonelli

Der Begri� der Meÿbarkeit wird in der Literatur untershiedlih verwendet. Wir

verallgemeinern hier die in [12℄ und [13℄ genannten De�nitionen.

De�nition 4.77 (Lebesgue-meÿbare Funktionen und Mengen). Es sei ϕ ein

Quadermaÿ auf Rn
.

(i) (a) Eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte reellwertige Funktion f

heiÿt genau dann (reellwertig) ϕ-meÿbar über Rn
, wenn eine Folge

�Ti�i>N in S�Rn
� und eine ϕ-Nullmenge N existieren derart, daÿ gilt

�x>Rn
�N lim

i�ª
Ti�x� � f�x�.

Die Menge solher Funktionen bezeihnen wir mit MR�R
n, ϕ� .

31

Ein C

1
-Di�eomorphismus zwishen o�enen Teilmengen von R

n
ist per de�nitionem eine

bijektive stetig di�erenzierbare Abbildung zwishen o�enen Teilmengen von R
n
mit stetig

di�erenzierbarer Umkehrabbildung.
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(b) Eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte komplexwertige Funktion

f heiÿt genau dann ϕ-meÿbar über Rn
, wenn sowohl ihr Real- als

auh ihr Imaginärteil Elemente vonMR�R
n, ϕ� sind. Die Menge jener

Funktionen bezeihnen wir mit MC�R
n, ϕ� .

() Ist M eine Teilmenge von Rn
, so heiÿt eine auf einer Teilmenge von

Rn
de�nierte K-wertige Funktion f genau dann (reellwertig, falls

K � R,) ϕ-meÿbar über M , wenn gilt χM f̂ > MK�R
n, ϕ�. Letz-

teres ist o�enbar gleihbedeutend mit der Existenz zweier Folgen

�Ti�i>N, �Si�i>N in S�Rn
� und einer ϕ-Nullmenge N derart, daÿ gilt

�x>M�N lim
i�ª

�Ti�x� � iSi�x�� � f�x�,

insbes. gehören alle Punkte vonM mit Ausnahme einer ϕ-Nullmenge

zum De�nitionsbereih von f . Die Menge solher Funktionen f sei

mit MK�M,ϕ� bezeihnet.

(ii) Ist M eine Teilmenge von Rn
, so heiÿt M genau dann ϕ-meÿbar, wenn

gilt χM >MR�R
n, ϕ�.

Satz 4.78. Sind ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

, so

folgt:

(i) MK�M,ϕ� ist eine assoziative K-Algebra, insbes. also ein K-Vektorraum.

(ii) LK�M,ϕ� `MK�M,ϕ�.

(iii) f, f̃ >MR�M,ϕ� Ô� sup�f, f̃�, inf�f, f̃�, f�, f�, Sf S >MR�M,ϕ�.

(iv) f >MC�M,ϕ�Ô� Sf S >MR�M,ϕ�.

(v) �f >MK�M,ϕ� , f xϕ 0 auf M� Ô�

1

f
>MK�M,ϕ�.

(vi) Sind f > MK�M,ϕ� und f� eine auf einer Teilmenge von Rn
de�nierte

K-wertige Funktion mit f� �ϕ f auf M , so folgt f� >MK�M,ϕ�.

(vii) f >MK�M,ϕ�
� �

ÈM>P�M�

f >MK�
ÈM,ϕ�.

Beweis. (i) sowie (iii) werden aus Stetigkeitsgründen durh die entsprehen-

den Eigenshaften der Treppenfunktionen in 4.12 (iv) sowie (v) impliziert, und

(vi) sowie (vii) sind trivial.

Zu (ii): Es genügt, den Fall K � R zu betrahten. Sei f > LR�M,ϕ�. Dann

existieren g,h > S

�

�Rn, ϕ� mit χM f̂ �ϕ g � h auf Rn
, also auh zwei Folgen

�Ti�i>N, �Si�i>N in S�Rn
� derart, daÿ auf Rn

gilt χM f̂ �ϕ limi�ª�Ti � Si�, d.h.

f >MR�M,ϕ�.

Zu (iv): Es existierten also Folgen �Ti�i>N bzw. �Si�i>N in S�Rn
�, die ϕ-

fast überall auf M gegen Re f bzw. Imf konvergieren. Aus 4.12 (iii) folgt dann

o�enbar, daÿ �

»

Ti
2
� Si

2
�i>N eine Folge in S�Rn

� ist, die aus Stetigkeitsgründen

ϕ-fast überall auf M gegen Sf S konvergiert.
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Zu (v): Es existierten wieder Folgen �Ti�i>N bzw. �Si�i>N in S�Rn
�, die ϕ-fast

überall auf M gegen Re f bzw. Imf konvergieren. Beahte im folgenden, daÿ

die Folge �Si�i>N im Falle K � R als konstant vom Wert Null gewählt werden

kann. Nah 4.12 (iii) werden durh

�i>N�x>Rn ÇTi�x� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

Ti�x�

Ti�x�2�Si�x�2
, falls �Ti�x�, Si�x�� x �0,0�,

0, falls �Ti�x�, Si�x�� � �0,0�,

�i>N�x>Rn ÇSi�x� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

Si�x�

Ti�x�2�Si�x�2
, falls �Ti�x�, Si�x�� x �0,0�,

0, falls �Ti�x�, Si�x�� � �0,0�,

Folgen �

ÇTi�i>N, �ÇSi�i>N in S�Rn
� de�niert. Dann gilt aus Stetigkeitsgründen we-

gen f xϕ 0 auf M

lim
i�ª

ÇTi � i ÇSi �ϕ
1

f
auf M.

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. ✷

Hauptsatz 4.79. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und f >MK�M,ϕ�.

Dann gilt:

(i) �§g>LR�M,ϕ� Sf S Bϕ g auf M�Ô� f > LK�M,ϕ�.

(ii) Sf S > LR�M,ϕ�Ô� f > LK�M,ϕ�.

(iii) Sind C > R mit Sf S Bϕ C auf M und g > LK�M,ϕ�, so folgt f g > LK�M,ϕ�.

(iv)

ÈM ϕ-meÿbare Teilmenge von M und f > LK�M,ϕ�

Ô� f > LK�
ÈM,ϕ�.

Insbesondere ist jede ϕ-meÿbare Teilmenge einer ϕ-integrierbaren Menge

ϕ-meÿbar.

Beweis. (ii) folgt trivial aus (i), und (iv) ergibt sih aus (iii).

Zu (i): Wegen SRef S B Sf S und SImf S B Sf S genügt es o�enbar, den Fall K � R

zu betrahten. Auÿerdem können wir durh Übergang von f und g zu χM f̂ und

χM ĝ ohne EinshränkungM � Rn
annehmen. Dann existieren eine ϕ-Nullmenge

N ` Rn
und eine Folge �Ti�i>N in S�Rn

� mit

�x>Rn
�N lim

i�ª
Ti�x� � f�x�, (342)

�x>Rn
�N f�x� B Sf�x�S B g�x�. (343)

Für jedes i > N de�nieren wir eine Funktion fi� R
n
�N � R durh

�x>Rn
�N fi�x� �� sup��g�x�, inf�g�x�, Ti�x���.

Dann folgt für alle i > N

fi > LR�R
n, ϕ�, (344)

SfiS Bϕ g auf Rn. (345)
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Es gilt

�x>Rn
�N lim

i�ª
fi�x� � f�x�. (346)

[ Zu (346): Für alle x > Rn
�N gilt wegen (342), der Stetigkeit der Funk-

tion inf�g�x�, . . .�� R � R in f�x� und (343) sowie der Stetigkeit der Funktion

sup��g�x�, . . .�� R� R in f�x�

lim
i�ª

fi�x� � sup��g�x�, f�x��,

also nah (343): limi�ª fi�x� � f�x�. ℄

(344) - (346) und der Grenzwertsatz von Lebesgue ergeben f > LR�R
n, ϕ�.

Zu (iii): Aus f >MK�M,ϕ� und g > LK�M,ϕ� `MK�M,ϕ� folgt zunähst

mittels 4.78 (i)

f g >MK�M,ϕ�

und sodann aus Sf gS Bϕ SC S SgS > LR�M,ϕ� und (i) die Konklusion der ersten

Aussage von (iii). Setzt man f �� 1Rn
> LR�M,ϕ�, so folgt die zweite Aussage

von (iii) aus der ersten. ✷

Bemerkung. Die Voraussetzung der ϕ-Beshränktheit in (iii) ist notwendig:

Aus 4.50 folgt nämlih f ��
1
º

x
> LR��0,1�, µ1� und f

2
¶ LR��0,1�, µ1�.

Beispiel 4.80. Die Teilmenge M von �0,1� mit R �M `Q wie in 4.59 ist nah

4.79 (iv) niht µ1-meÿbar.

Der folgende Hauptsatz zeigt, daÿ eine weitere Grenzwertbildung fast überall

konvergenter Folgen Lebesgue-meÿbarer Funktionen keine gröÿere Menge Lebes-

gue-meÿbarer Funktionen liefert. Insbesondere ist die De�nition der Lebesgue-

Meÿbarkeit über Rn
à la Dombrowski in [7℄ gleihbedeutend mit der in 4.77

gegebenen.

32

Hauptsatz 4.81. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und �fi�i>N eine ϕ-konvergente Folge auf M in MK�M,ϕ�.

Dann gilt lim
i�ª

fi >MK�M,ϕ�.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh folgendes Lemma vor.

Lemma 4.82. Ist ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, so existiert h� Rn

� R
�

derart,

daÿ h > LR�R
n, ϕ� gilt.

Beweisskizze des Lemmas. Wähle eine Folge �Qi�i>N paarweise disjunkter

Quader mit

�i>N �Qi � �ai1 , ai1 � 1� � . . . � �ain , ain � 1� , �j>�1,...,n� aij > Z�

32

Sei ϕ ein Quadermaÿ auf R
n
. Eine reellwertige Funktion f heiÿt in [7℄ genau dann ϕ-

meÿbar über R
n
, wenn eine Folge in LR�R

n,ϕ� existiert, die ϕ-fast überall auf Rn
gegen f

konvergiert. Für eine beliebige Teilmenge M von R
n
ist die De�nition der ϕ-Meÿbarkeit von

f über M in lo. it. allerdings spezieller als unsere; es wird nämlih zusätzlih gefordert, daÿ

M eine ϕ-meÿbare Menge ist.
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und

"i>NQi � Rn
. Setze für j > N

αj �� �
0, falls ϕ�Qj� � 0,
1

2j ϕ�Qj�
, falls ϕ�Qj� x 0.

Dann erfüllt h �� limi�ª Ti, wobei �i>N Ti �� P
i
j�0αjχQj

, nah dem Grenzwert-

satz von Levi die Behauptung des Lemmas. ✷

Beweis des Hauptsatzes. Es genügt, den Fall K � R zu betrahten. Wir wäh-

len h wie im letzten Lemma und de�nieren auf M auÿerhalb einer ϕ-Nullmenge

�i>N gi ��
hfi

h � SfiS
und g ��

hf

h � Sf S
.

Der Reihe nah folgt limi�ª gi �ϕ g, �i>N SgiS �ϕ h, �i>N gi > LR�M,ϕ� mittels

4.79 (i), also g > LR�M,ϕ� nah dem Grenzwersatz von Lebesgue, SgS �ϕ h und

shlieÿlih f �ϕ
hg
h�SgS

>MR�M,ϕ�. ✷

Satz 4.83. Es sei ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
.

Dann gilt:

(i) Jede ϕ-integrierbare Teilmenge von Rn
ist ϕ-meÿbar.

(ii) Jede o�ene Teilmenge von Rn
ist ϕ-meÿbar.

(iii) Für je zwei ϕ-meÿbare Mengen

ÈM,M ist auh

ÈM�M ϕ-meÿbar; insbeson-

dere ergibt (i), daÿ jede abgeshlossene Teilmenge von Rn
eine ϕ-meÿbare

Menge ist.

(iv) Ist Mi für jedes i > N eine ϕ-meÿbare Menge, so sind

�

i>N

Mi und �

i>N

Mi

ϕ-meÿbare Mengen.

Beweis. (i) folgt sofort aus 4.78 (ii).

Zu (ii): Seien M ` Rn
o�en und für jedes i > N

�

Qi �� U
Y...Y

ª

i �0� � � � i, i� n,

also ist M 9Qi o�en sowie beshränkt und somit nah 4.60 ϕ-integrierbar, d.h.

es gilt χM9Qi
> LR�R

n, ϕ� ` MR�R
n, ϕ�. Aus 4.81 und limi�ªχM9Qi

� χM

ergibt sih (ii).

Zu (iii): Die Behauptung folgt aus χ
ÈM�M � �χ

ÈM � χM�
�

und der Stetigkeit

der Funktion . . .� � R� R. Beahte, daÿ wegen der ϕ-Meÿbarkeit von

ÈM,M eine

Folge �Ti�i>N in S�Rn
� mit χ

ÈM �χM �ϕ limi�ª Ti auf R
n
existiert.

Zu (iv): Wir de�nieren Folgen �fi�i>N und �gi�i>N durh

�i>N fi �� χ
�

i
ι�1 Mι

� sup�χM0
, . . . , χMi

�

4.78�iii�
> MR�M,ϕ�,

�i>N gi �� χ
�

i
ι�1 Mι

� inf�χM0
, . . . , χMi

�

4.78�iii�
> MR�M,ϕ�,

für die limi�ª fi � χ
�

ª

i�1 Mi
sowie limi�ª gi � χ

�

ª

i�1 Mi
gilt. 4.81 ergibt die Kon-

klusion von (iv). ✷
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Satz 4.84 (Lebesgue-Meÿbarkeit stetiger Funktionen über Lebesgue-meÿbaren

Mengen).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn

und f � M � K eine stetige Funktion.

Beh.: f >MK�M,ϕ�.

Beweis. Es genügt erneut, den Fall K � R zu betrahten. Wegen der ϕ-

Meÿbarkeit von M ist

χM >MR�R
n, ϕ� beshränkt.

Des weiteren ist für jedes i > N

Qi �� U
Y...Y

ª

i �0� � � � i, i�
n
> Qn

eine ϕ-integrierbare Menge, d.h.

χQi
> LR�R

n, ϕ�.

Somit folgt aus 4.79 (iii)

χM9Qi
� χM χQi

> LR�R
n, ϕ�,

also istM 9Qi eine beshränkte ϕ-integrierbare Menge. Aus Stetigkeitsgründen

ergibt 4.68 nun zusammen mit 4.30 (v)

gi �� sup�inf�f SM9Qi
, i�,�i� > LR�M 9Qi, ϕ� beshränkt,

d.h.

χM9Qi
ĝi

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i�ª
��χM f̂

> LR�R
n, ϕ� `MR�R

n, ϕ�,

womit die Behauptung aus 4.81 folgt. ✷

In gewisser Weise stellt der folgende Hauptsatz die Umkehrung des Satzes

von Fubini dar.

Hauptsatz 4.85 (Satz von Tonelli).

Vor.: Es seien n1, n2 > N�

mit n � n1�n2, ϕi Quadermaÿe auf R
ni

für i > �1,2�

und f >MK�R
n, ϕ1 � ϕ2�. Ferner existiere

S

Rn1

�

�

�

S

Rn2

Sf�x1, x2�Sdϕ2�x2�
�

�

�

dϕ1�x1� > R. (347)

Beh.: f > LK�R
n, ϕ1 � ϕ2�.

Beweis. 1. Fall: K � R. Wir wählen gemäÿ 4.82 eine Abbildung

g > LR�R
n, ϕ1 �ϕ2� 9RRn

mit g A 0 (348)
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und de�nieren für jedes i > N

fi �� inf�Sf S, i g�. (349)

Es gilt

lim
i�ª

fi �ϕ1�ϕ2
Sf S, (350)

�i>N fi > LR�R
n, ϕ1 � ϕ2�, (351)

�i>N fi Bϕ1�ϕ2
fi�1 Bϕ1�ϕ2

Sf S, (352)

§C>R�i>N
S

Rn

fi d�ϕ1 �ϕ2� B C. (353)

[ (350) sowie (352) sind wegen (349) und (348) klar.

Zu (351): Aus (348), (349) folgt zunähst mittels 4.78 (ii), (iii) für jedes i > N

fi >MR�M,ϕ1 � ϕ2� und sodann mittels 4.79 (i) die Aussage (351).

Zu (353): Aus (351) und dem Satz von Fubini ergibt sih wegen der Existenz

des Integrales (347) und (352) die Aussage (353), wenn C als die reelle Zahl in

(347) de�niert wird. ℄

(350) - (353) und der Satz von Levi ergeben Sf S > LR�R
n, ϕ1 � ϕ2�. Hieraus

folgt mittels 4.79 (ii) die Behauptung des Hauptsatzes.

2. Fall: K � C. Die Behauptung folgt durh Anwendung des 1. Falles auf

Re f und Imf , die betraglih kleiner oder gleih Sf S sind. ✷

Anhang: Meÿbarkeit im Sinne der Maÿtheorie

Zum Abshluÿ dieses Kapitels gehen wir auf die De�nition der Meÿbarkeit, die

in der Maÿtheorie verwendet wird, ein.

De�nition 4.86 ((Borel-)σ-Algebren, Borel-Mengen). Sei X eine niht-leere

Menge.

(i) Eine Teilmenge A von P�X� heiÿt σ-Algebra über X genau dann, wenn

gilt

(a) X > A,

(b) �A>AX �A > A und

() �

�Ai�i>N>A
N
�

i>N

Ai > A.

Dann gilt o�enbar auh

(d) g �X �X > A,

(e) �

�Ai�i>N>A
N
�

i>N

Ai �X � �

�

i>N

�X �Ai�� > A sowie

(f) �A,B>A

A �B � A 9 �X �B� > A.

Beispiel.

1.) �g,X� und P�X� sind σ-Algebren über X.
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2.) Der Shnitt beliebig vieler σ-Algebren über X ist ebenfalls eine σ-

Algebra über X.

3.) Sind A eine σ-Algebra über X und M > A � �g�, so ist A 9P�M�

eine σ-Algebra über M .

Für eine σ-Algebra A über X nennt man das Paar �X,A� einenMeÿraum.

(ii) Eine niht-leere Teilmenge S von P�X� erzeugt o�enbar kanonish eine

minimale σ-Algebra σ�S� über X, die S enthält, nämlih

σ�S� ��
�

A σ-Algebra über X
S`A

A.

(iii) Ist X sogar ein toplogisher Raum, so heiÿt B�X� �� σ�Top�X�� die

Borel-σ-Algebra von X, deren Elemente Borel-Mengen von X � kurz Bo-

relsh � oder meÿbar heiÿen.

Beispiel. Sind X ein topologisher Raum und M > B�X� � �g�, so gilt

B�M� ` B�X� 9P�M�.

(iv) Ist X � Rn
, so setzen wir Bn

�� B�Rn
�. (Im Falle n � 1 shreibt man

natürlih B anstelle von B1
.)

De�nition 4.87 (Meÿbare Abbildungen). Es sei �X,A� ein Meÿraum.

(i) Ist �Y,B� ein weiterer Meÿraum, so heiÿt eine Abbildung f � X � Y genau

dann �A,B�-meÿbar, wenn gilt �B>B

f
1
�B� > A.

Beispiel. Seien �X,A�, �Y,B�, �Z,C� Meÿräume. Dann ist die Kompo-

sition f X g� X � Z �A,B�-meÿbarer bzw. �B,C�-meÿbarer Abbildungen

g� X � Y bzw. f � Y � Z eine �A,C�-meÿbare Abbildung.

(ii) Ist Y x g ein topologisher Raum, so heiÿt eine Abbildung f � X � Y genau

dann A-meÿbar, wenn f � X � Y eine �A,B�Y ��-meÿbare Abbildung ist.

Falls auh X ein topologisher Raum und A � B�X� ist, so nennen wir f

meÿbar.

Satz 4.88. Es seien �X,A� ein Meÿraum, Y eine niht-leere Menge und S

eine niht-leere Teilmenge von P�Y �. Ferner sei f � X � Y eine Abbildung mit

�S>S f
1
�S� > A.

Dann ist f �A, σ�S��-meÿbar.

Beweis. B �� �B >P�Y � Sf
1
�B� > A� ist o�enbar eine σ-Algebra über Y , die

nah Voraussetzung S enthält. Daher gilt σ�S� ` B. Hieraus folgt die Behaup-

tung. ✷

Korollar 4.89. Es seien X,Y niht-leere topologishe Räume und f � X � Y

eine stetige Abbildung.

Dann ist f meÿbar. ✷
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Satz 4.90. Es seien �X,A� ein Meÿraum und f > RX
.

Dann sind die folgenden Aussagen paarweise äquivalent:

(i) f ist A-meÿbar.

(ii) �b>R f
1
�� �ª, b�� > A.

(iii) �b>R f
1
�� �ª, b�� > A.

Beweis. Seien S1 �� � � � ª, b� S b > R� und S2 �� � � � ª, b� S b > R� sowie

Bi �� σ�Si� für i > �1,2�, d.h. insbesondere B1 ` B. Da für jedes b > R gilt

� �ª, b� �
�

k>N
�

� �ª, b �
1

k
� > B1,

� �ª, b� �
�

k>N
�

� �ª, b �
1

k
� > B2,

folgt B1 � B2. Ferner gilt für alle a, b > R mit a � b

�a, b� � � �ª, b� � � �ª, a� > B1 � B2,

also folgt zunähst Top�R� ` B1 ` B und sodann B � B1 � B2. Der Satz ergibt

sih nun aus 4.88. ✷

Wir wollen nun natürlih ein Quadermaÿ auf Rn
ins Spiel bringen und ori-

entieren uns bei der Entwikelung der Theorie an [20, Abshnitte 5.5 und 5.6℄.

De�nition 4.91 (Lebesgue-meÿbare Mengen i.S.d. Maÿtheorie). Sei ϕ ein Qua-

dermaÿ auf Rn
. I�Rn, ϕ� bezeihne die Menge der ϕ-integrierbaren Teilmengen

von Rn
.

Wir setzen B�Rn, ϕ� �� σ�I�Rn, ϕ�� und nennen die Elemente dieser Menge

ϕ-meÿbar i.S.d. Maÿtheorie.

Bemerkung. Um Verwehselungen zu vermeiden, werden wir eine i.S.d. Maÿ-

theorie ϕ-meÿbare Menge zunähst niht abkürzend �ϕ-meÿbar� nennen. In

4.104 werden wir sehen, daÿ die ϕ-meÿbaren Teilmengen von Rn
genau die

i.S.d. Maÿtheorie ϕ-meÿbaren Teilmengen von Rn
sind.

Satz 4.92. Es sei ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
.

Dann ist die Menge M�Rn, ϕ� der ϕ-meÿbaren Teilmengen von Rn
eine

σ-Algebra über Rn
, und es gilt Bn

` B�Rn, ϕ� `M�Rn, ϕ�.

Beweis. DaÿM�Rn, ϕ� eine σ-Algebra ist folgt aus 4.83 (ii) - (iv). 4.78 (i) und

die De�nition von B�Rn, ϕ� ergeben dann B�Rn, ϕ� `M�Rn, ϕ�. Ferner ist nah

4.62 o�enbar jede o�ene Teilmenge von Rn
eine i.S.d. Maÿtheorie ϕ-meÿbare

Teilmenge von Rn
, also ergibt die De�nition von Bn

auh Bn
` B�Rn, ϕ�. ✷

Bemerkung. Aus 4.80 folgt M�R, µ1� úP�R�. Es gilt jedoh

#B�R, µ1� �#P�R�. (354)

197



[ Beweis hiervon: C bezeihne das Cantorshe Diskontinuum wie in 4.20 4.),

also ist C eine überabzählbare µ1-Nullmenge. Dann ist auh jede Teilmenge von

C eine µ1-Nullmenge und somit nah 4.57 eine µ1-integrierbare Menge. Daher

folgt #P�R� �#P�C� B#I�R, µ1� B#B�R, µ1� B#P�R�. ℄

Mittels trans�niter Induktion kann man

#B �#R

zeigen, siehe z.B. [10, Korollar II.8.6℄.

33

Der Beweis von (354) impliziert dann,

daÿ es eine Teilmenge des Cantorshen Diskontinuums gibt, die µ1-integrierbar

und niht Borelsh ist.

Satz 4.93 (Charakterisierung i.S.d. Maÿtheorie Lebesgue-meÿbarer Mengen).

Vor.: Es sei ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
.

Beh.: Eine Teilmenge M von Rn
ist genau dann ϕ-meÿbar i.S.d. Maÿtheorie,

wenn M 9U für jede o�ene und beshränkte Teilmenge U von Rn ϕ-integrierbar

ist.

Beweis. B bezeihne die Menge aller Teilmengen M von Rn
, die die rehte

Seite der Behauptung erfüllen. Wir zeigen

Top�Rn
� ` B, (355)

B ist eine σ-Algebra, (356)

B�Rn, ϕ� ` B, (357)

B ` B�Rn, ϕ�, (358)

womit der Satz bewiesen ist.

[ Zu (355): Seien M > Top�Rn
� sowie U eine o�ene und beshränkte Teil-

menge von Rn
. Dann ist M 9 U eine o�ene und beshränkte � also nah 4.60

auh ϕ-integrierbare � Teilmenge von Rn
.

Zu (356): Rn
> B folgt aus (355). Des weiteren gilt

M > BÔ� Rn
�M > B,

da für alle M > B sowie jede o�ene und beshränkte Teilmenge U von Rn
aus

4.60, 4.58 (i) folgt: �Rn
�M� 9U � U � �M 9U� > I�Rn, ϕ�. Zum Nahweis von

(356) bleibt zu zeigen, daÿ mit Mi > B für jedes i > N auh

�i>NMi > B gilt: Wir

setzen für alle ι > N

ÈMι ��

ι

�

i�0

Mi.

Für jede o�ene und beshränkte Teilmenge U ` Rn
ist

ÈMι 9 U �

�

ι
i�1�Mi 9 U�

dann wegen 4.60, 4.58 (i) ϕ-integrierbar mit ϕ-Maÿ B ϕ�U�, also ist nah 4.58 (ii)

(b) o�enbar auh

�ι>N�
ÈMι 9U� � ��ι>N

ÈMι�9U � �

�i>NMi�9U ϕ-integrierbar.

33

Die in [10℄ mit Bp
bzw. Lp

bezeihneten Mengen stimmen in unserem Sinne mit B
p
bzw.

B�R
p, µp� �M�R

p, µp� überein, und die in lo. it. �Lebesgue-meÿbar� genannten Teilmengen

des R
p
heiÿen bei uns �µp-meÿbar (i.S.d. Maÿtheorie)�, vgl. [10, Sätze III.2.2 und II.7.4℄ sowie

4.95, 4.104 und 4.105 unten.
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Zu (357): Der Shnitt zweier ϕ-integrierbarer Mengen ist ϕ-integrierbar, sie-

he 4.58 (i), also folgt aus 4.60, daÿ I�Rn, ϕ� ` B und somit (357) gilt.

Zu (358): SeiM > B. Dann istM 9��i, i�
n
für jedes i > N eine ϕ-integrierbare

Menge und folglih M �

�i>N�M 9 � � i, i�
n
� > σ�I�Rn, ϕ�� � B�Rn, ϕ�. ℄ ✷

De�nition 4.94. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine i.S.d. Maÿ-

theorie ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
. Wir setzen dann

ϕ�M� �� lim
i�ª

ϕ�M 9 � � i, i�
n
� > �0,ª�.

Bemerkung. Im Falle M > I�Rn, ϕ� stimmt diese De�nition von ϕ�M� wegen

des letzten Satzes und 4.58 (i) (a) mit der von ϕ�M� �ª in 4.56 überein. Nah

4.58 (ii) (b) gilt daher

�M>B�Rn,ϕ�ϕ�M� �ª
�M > I�Rn, ϕ�. (359)

Wir vereinbaren im folgenden, daÿ mit ª naheliegend gerehnet wird. Für

jedes t > R setzen wir t �ª ��ª� t ��ª� t ��ª sowie ª�ª ��ª.

Satz 4.95. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und Mi > B�R

n, ϕ� für jedes i > N.

Dann gilt:

(i) M1 8M2,M1 9M2,M1 �M2 > B�R
n, ϕ� und

ϕ�M1 8M2� � ϕ�M1 9M2� � ϕ�M1� � ϕ�M2�,

ϕ�M1� � ϕ�M1 �M2� �ϕ�M1 9M2�.

(ii) M1 `M2 Ô� ϕ�M1� B ϕ�M2�.

(iii) M ��

�

i>N

Mi > B�R
n, ϕ� und

�i>NMi `Mi�1 Ô� ϕ�M� � lim
i�ª

ϕ�Mi�,

ϕ�M� B

ª

Q

i�0

ϕ�Mi� mit Gleihheit, falls �i,j>N, ixjMi 9Mj � g gilt.

Beweis als Übung. ✷

De�nition 4.96 (Lebesgue-meÿbare Funktionen i.S.d. Maÿtheorie). Es seien ϕ

ein Quadermaÿ auf Rn
und M x g eine i.S.d. Maÿtheorie ϕ-meÿbare Teilmenge

von Rn
. Wir de�nieren eine σ-Algebra über M durh

B�M,ϕ� �� B�Rn, ϕ� 9P�M�

und nennen eine Funktion f �M � K (reellwertig, falls K � R,) ϕ-meÿbar überM

i.S.d. Maÿtheorie genau dann, wenn sie B�M,ϕ�-meÿbar ist. Die Menge solher

Funktionen bezeihnen wir mit

È

MK�M,ϕ� .
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Bemerkung.

1.) Um diese De�nition geben zu können, ist es notwendig, M x g als ϕ-

meÿbar i.S.d. Maÿtheorie vorauszusetzen, da B�Rn, ϕ�9P�M� andernfalls

i.a. keine σ-Algebra über M ist.

2.) Um Verwehselungen zu vermeiden, werden wir eine i.S.d. Maÿtheorie ϕ-

meÿbare Funktion nie abkürzend �ϕ-meÿbar� nennen.

Satz 4.97. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
undM x g eine i.S.d. Maÿtheorie

ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
.

Dann gilt:

(i) C�M,K� ` ÈMK�M,ϕ�.

(ii) χM >

È

MR�R
n, ϕ�.

(iii) Sind f >

È

MK�M,ϕ� und g > KM
mit f �ϕ g, so gilt g > ÈMK�M,ϕ�.

Beweis. Zu (i): Seien f > C�M,K� und U ` K o�en. Dann ist f
1
�U� eine

o�ene Teilmenge von M . Wegen

TopRn�M� � Top�Rn
� 9 �M� ` Bn

9P�M� ` B�Rn, ϕ� 9P�M� � B�M,ϕ�

folgt (i) aus 4.88.

Zu (ii): Da für jedes B > B gilt

χM
1
�B� �

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

Rn, falls �0,1� ` B,

g, falls �0,1� 9B � g,

M, falls 0 ¶ B , 1 > B,

Rn
�M, falls 0 > B , 1 ¶ B,

ergibt sih (ii).

Zu (iii): Sei N eine ϕ-Nullmenge mit

�x>M�N f�x� � g�x�.

Dann gilt für jedes B > B�K�

g1�B� �
�g1�B� 9 �M �N�� 8 �g1�B� 9N�

� �f
1
�B� 9 �M �N�Ǳ 8 �g1�B� 9N�

Aus f >

È

MK�M,ϕ�, g > KM
, 4.57 und Bn

` B�Rn, ϕ� folgt o�enbar, daÿ die

rehte Seite der letzten Gleihung ein Element von B�M,ϕ� ist. ✷

Satz 4.98. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M x g eine i.S.d. Maÿtheorie

ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
und m > N

�

sowie f � �f1, . . . , fm�� M � Km
eine

Abbildung.

Dann ist f genau dann B�M,ϕ�-meÿbar, wenn für jedes i > �1, . . . ,m� die

Funktion fi� M � K i.S.d. Maÿtheorie ϕ-meÿbar über M ist.
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Beweis. ��� folgt sofort aus 4.97 (i) und der Stetigkeit der Projektionen

πi� K
m
� K, i > �1, . . . ,m�.

�
� Wir setzen

S �� �U Y...Yªε �x� Sx > Km
, ε > R

�

� .

Dann gilt σ�S� � B�Km
� und für alle x � �x1, . . . , xm� > K

m
sowie ε > R

�

U Y...Yªε �x� �
m

�

i�1

U S...Sε �xi�,

also ist

f
1
�U Y...Yªε �x�Ǳ �

m

�

i�1

fi
1
��U S...Sε �xi�Ǳ

nah Voraussetzung der rehten Seite eine i.S.d. Maÿtheorie ϕ-meÿbare Menge.

Aus der Beliebigkeit von x > Km
und ε > R

�

sowie 4.88 folgt die B�M,ϕ�-

Meÿbarkeit von f . ✷

Korollar 4.99. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M x g eine i.S.d. Maÿ-

theorie ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
.

Dann gilt

È

MC�M,ϕ� � �f � ig Sf, g > ÈMR�M,ϕ��. ✷

Lemma 4.100.

Vor.: Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M x g eine i.S.d. Maÿtheorie

ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
. Ferner seien m > N

�

, U eine o�ene Teilmenge

von Km
sowie f � �f1, . . . , fm�� M � Km

eine B�M,ϕ�-meÿbare Abbildung mit

f�M� ` U und g� U � K eine stetige Funktion.

Beh.: g X f �M � K ist eine i.S.d. Maÿtheorie ϕ-meÿbare Funktion über M .

Beweis. Sei V eine o�ene Teilmenge von K. Die Stetigkeit von g ergibt,

daÿ g1�V � eine o�ene Teilmenge der o�enen Teilmenge U von Kn
� also selbst

o�en in Kn
� ist. Aus der B�M,ϕ�-Meÿbarkeit der Abbildung f folgt dann

g X f
1
�V � � f

1
�g1�V �� > B�M,ϕ�. Somit gilt die Behauptung nah 4.88. ✷

Satz 4.101.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine niht-leere i.S.d. Maÿtheorie

ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
.

Beh.:

(i)

È

MK�M,ϕ� ist eine assoziative K-Unteralgebra von KM
.

(ii) Für je zwei Funktionen f, f̃ >

È

MR�M,ϕ� gilt

sup�f, f̃�, inf�f, f̃�, f�, f�, Sf S > ÈMR�M,ϕ�.

(iii) f >

È

MC�M,ϕ�Ô� Sf S >MR�M,ϕ�.

(iv) f >

È

MK�M,ϕ� niht konstant vom Wert Null auf M

Ô� f
1
�K � �0�� > B�M,ϕ� und

1

f
>

È

MK�f
1
�K � �0��, ϕ�.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus dem vorherigen Lemma. ✷
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Hauptsatz 4.102.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine niht-leere i.S.d. Maÿtheorie

ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
.

Beh.:

(i) Es seien �fi�i>N eine Folge in

È

MK�M,ϕ� und f > KM
derart, daÿ gilt

f �ϕ lim
i�ª

fi auf M .

Dann folgt f >

È

MK�M,ϕ�.

(ii) Sei f >

È

MK�M,ϕ�.

Dann existiert eine Folge �fi�i>N in LK�M,ϕ� 9KM
, die gegen f konver-

giert. Im Falle K � R und f C 0 kann �fi�i>N sogar als monoton wahsend

gewählt werden.

Beweis.Wegen 4.99 können wir ohne Beshränkung der Allgemeinheit K � R

annehmen.

Zu (i): Nah eventuellem Übergang von f , �fi�i>N zu χM f̂ , �χM
Âfi�i>N gilt

ohne Einshränkung M � Rn
und

f � lim
i�ª

fi � lim sup
i�ª

fi � lim
i�ª

sup�fk Sk > N , k C i�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��gi

� inf�gi�x� S i > N�,

beahte �i>N gi�1 B gi. Es gilt für jedes i > N und jedes b > R

�x>M �gi�x� B b
� �k>N, kCi fk�x� B b� ,

also nah Voraussetzung

gi
1
�� �ª, b�� �

�

k>N
kCi

fk
1
�� �ª, b�� > B�M,ϕ�,

und gi ist nah 4.90 somit B�M,ϕ�-meÿbar. Daher folgt aus

�b>R�x>M �f�x� � b
� §i>N gi�x� � b� ,

daÿ für jedes b > R gilt

f
1
�� �ª, b�� �

�

i>N

gi
1
�� �ª, b�� > B�M,ϕ�.

Erneut nah 4.90 ist f damit eine B�M,ϕ�-meÿbare Funktion.

Zu (ii): Wegen f � f� � f� können wir f C 0 annehmen. Für alle i, k > N sei

Mi,k �� f
1
��

k

2i
,
k � 1

2i
�� 9 � � i, i�

n
> B�M,ϕ�.

Wegen ϕ�Mi,k� B ϕ�� � i, i�� � ª gilt Mi,k > I�Rn, ϕ�, also χMi,k
> L�Rn, ϕ�.

Daher wird durh

�i>N fi ��
i2i

Q

k�0

k

2i
χMi,k

eine Folge �fi�i>N in L�Rn, ϕ� de�niert, die die in der Konklusion von (ii) ge-

nannten Eigenshaften hat. ✷
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Korollar 4.103. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine niht-leere i.S.d.

Maÿtheorie ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
.

Dann gilt:

(i) LK�M,ϕ� 9KM
`

È

MK�M,ϕ�,

(ii)

È

MK�M,ϕ� �MK�M,ϕ� 9KM
.

Beweis. Nah 4.99 können wir K � R annehmen.

Wegen

�T >S�Rn
�

���α>R��0� T
1
��α�� > PnǱ , �§P >Pn T

1
��0�� � Rn

�P > B�Rn, ϕ�ǱǱ

gilt S�Rn
� `

È

MR�R
n, ϕ�, also folgen (i) bzw. (ii) �a� aus 4.102 (i), da zu jedem

f > LR�M,ϕ�9RM
bzw. f >MR�M,ϕ�9RM

o�enbar jeweils eine Folge �Ti�i>N
in S�Rn

�mit f̂ � χM f̂ �ϕ limi�ª Ti auf R
n
, d.h. f �ϕ limi�ª Ti aufM , existiert.

(ii) �`� ergibt sih aus 4.102 (ii), LR�M,ϕ� `MR�M,ϕ� und 4.81. ✷

Korollar 4.104. Sei ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
.

Dann gilt B�Rn, ϕ� �M�Rn, ϕ�.

Beweis. �`� ist bereits nah 4.92 klar. Sei daher M > M�Rn, ϕ�, d.h. genau

χM >MR�R
n, ϕ� 9RRn

�

È

MR�R
n, ϕ�. Dann gilt M � χM

1
��1�� > B�Rn, ϕ�. ✷

Satz 4.105 (Charakterisierung Lebesgue-meÿbarer Mengen). Es seien ϕ ein

Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

.

Dann istM genau dann ϕ-meÿbar (i.S.d. Maÿtheorie), wenn zu jedem ε > R
�

eine abgeshlossene Teilmenge A des Rn
sowie eine o�ene Teilmenge U des Rn

mit A `M ` U und ϕ�U �A� � ε existieren.

Zum Nahweis des Satzes beweisen wir zunähst ein weiteres Lemma.

Lemma 4.106. Sind ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine (i.S.d. Maÿtheorie)

ϕ-meÿbare Teilmenge von Rn
, so gilt

ϕ�M� � inf�ϕ�U� SM ` U und U o�en in Rn
�

� sup�ϕ�A� SA `M und A abgeshlossen in Rn
�.

Beweis. (I) 1. Fall: M ϕ-integrierbar. Zu ε > R
�

existieren gemäÿ 4.34 dann

g,h > S

�

�Rn, ϕ� mit h Cϕ 0 auf Rn
und

χM �ϕ g � h auf Rn, (360)

S

Rn
hdϕ �

ε

3
, (361)

insbes. gilt 0 Bϕ h Bϕ g auf Rn
. Der Leser überlege sih als einfahe Übung, daÿ

wir ohne Einshränkung annehmen können, daÿ g,h auf Rn
de�niert sind und

0 B h B g auf Rn
gilt. Es gibt nun eine ϕ-Nullmenge N derart, daÿ für jedes

x > Rn
�N gilt

x >M 
� χM�x� � 1
� h�x�
±

C0

� g�x� � 1,
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und wir de�nieren eine Obermenge

ÈM von M durh

ÈM �� g1 ��
1

2
,ª�� 8N > B�Rn, ϕ�, (362)

beahte, daÿ aus 4.103 (i) folgt: g > S
�

�Rn, ϕ� 9RRn

`

È

MR�R
n, ϕ�. Es gilt

ϕ�ÈM �M�
B

2ε

3
. (363)

[ Zu (363): 1.1. Fall:

ÈM ϕ-integrierbar. Dann folgt

ϕ�ÈM �M�
�

S

Rn
χ
ÈM�Mdϕ

2gS
ÈM
Aϕ1

B 2
S

Rn
χ
ÈM�M g dϕ

M`

ÈM
� 2�

S

Rn
χ
ÈM g dϕ �

S

Rn
χM g dϕ�

gSMCϕ1

B 2�
S

Rn
χ
ÈM g dϕ �

S

Rn
χM dϕ�

�360�
� 2�

S

Rn
χ
ÈM g dϕ �

S

Rn
g dϕ �

S

Rn
hdϕ�

� 2�
S

Rn
�χ

ÈM
� 1Rn

� g dϕ �

S

Rn
hdϕ�

gC0
B 2

S

Rn
hdϕ

�361�
�

2ε

3

1.2. Fall:

ÈM niht ϕ-integrierbar. Dann gilt

ÈM �M > B�Rn, ϕ� sowie

ÈMi ��
ÈM 9 � � i, i�

n
, Mi ��M 9 � � i, i�

n
> I�Rn, ϕ�

für jedes i > N, und durh Anwendung des Beweises des ersten Falles auf

ÈMi,Mi

anstelle von

ÈM,M erhält man

ϕ��ÈM �M� 9 � � i, i�
n
�
� ϕ�ÈMi �Mi� �

2ε

3
,

also ϕ�ÈM �M�
� limi�ªϕ��ÈM �M� 9 � � i, i�

n
�
B

2ε
3
. ℄

Wegen g > S

�

�Rn, ϕ� existiert eine monoton wahsende Folge �Ti�i>N in

S�Rn
� mit

g �ϕ lim
i�ª

Ti.

Dann folgt für jedes i > N

Pi �� Ti
1
��

1

2
,ª�� > Pn,

und es existiert eine ϕ-Nullmenge

ÇN , die N enthält und deren O�enheit in Rn

wir wegen 4.19 (iii) ohne Einshränkung annehmen können, mit

ÈM 8

ÇN
�362�
� g1 ��

1

2
,ª�� 8 ÇN � �

�

i>N

Pi� 8
ÇN. (364)
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Wegen der Regularität von ϕ gibt es zu jedem i > N eine o�ene parkettierbare

Obermenge P �

i von Pi derart, daÿ gilt

�i>N ϕ�P
�

i � Pi� �
ε

3 � 2i�3
und somit

ª

Q

i�0

ϕ�P �

i �Pi� B
ε

6
. (365)

Für die nah (364) o�ene Obermenge U �� �

�i>NP
�

i �8
ÇN von

ÈM ergibt sih nun

mittels 4.95 (ii), (iii)

ϕ�U� �ϕ�ÈM�

�364�
� ϕ��

�

i>N

P �

i� � ��

i>N

Pi�� � ϕ
�

�

�

j>N

��

�

i>N

P �

i� �Pj�
�

�

B ϕ�
�

i>N

�P �

i �Pi�� B

ª

Q

i�0

ϕ�P �

i � Pi�
�365�
B

ε

6
�

ε

3
,

also nah (363) auh

ϕ�U� �ϕ�M� � ϕ�U� � ϕ�ÈM�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

ε
3

�ϕ�ÈM�
�ϕ�M�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B

2ε
3

� ε.

2. Fall: M ϕ-meÿbar i.S.d. Maÿtheorie. Sei ε > R
�

. Dann folgt zu jedem

i > N aus 4.93 und dem 1. Fall die Existenz einer o�enen Obermenge Ui von

M 9 �� i, i�
n
mit ϕ�Ui � �M 9 �� i, i�

n
�� �

ε
2i�2

. Somit ist U ��

�i>NUi eine o�ene

Obermenge von M derart, daÿ nah 4.95 (iii), (ii) gilt

ϕ�U �M� � ϕ�
�

i>N

�Ui �M�� B

ª

Q

i�0

ϕ�Ui �M� B

ª

Q

i�0

ϕ�Ui � �M 9 � � i, i�
n
�� � ε.

(II) Nah (I) existiert zu ε > R
�

eine o�ene Obermenge U von Rn
�M mit

ϕ�U ��Rn
�M�� � ε. Dann ist A �� Rn

�U eine abgeshlossene Teilmenge von Rn

mit A `M und ϕ�M �A� � ϕ�M ��Rn
�U�� � ϕ�M 9U� � ϕ�U ��Rn

�M�� � ε.

Aus (I) und (II) ergibt sih das Lemma. ✷

Beweis des Satzes. ��� folgt sofort aus obigem Lemma.

�
� Wähle zu jedem i > N eine o�ene Obermenge Ui von M und eine abge-

shlossene Teilmenge Ai von M derart, daÿ gilt ϕ�Ui �Ai� �
1
i�1

. Dann folgt

B ��

�

i>N

Ui, C ��

�

i>N

Ai > B
n
` B�Rn, ϕ� und C `M ` B (366)

sowie

ϕ�B �C� � ϕ�
�

i>N

�B �Ai�� � ϕ
�

�

�

i>N

�

�

�

�

�

j>N

Uj

�

�

�Ai

�

�

�

�

B ϕ�
�

i>N

�Ui �Ai�� B inf�ϕ�Ui �Ai� S i > N� � 0,

also ist M �C als Teilmenge von B �C eine ϕ-Nullmenge und somit nah 4.57

ϕ-integrierbar. Daher ergibt sih aus (366): M � C 8 �M �C� > B�Rn, ϕ�. ✷
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Übungsaufgaben

Aufgabe 4.107. Zeige, daÿ die in 4.7 5.) de�nierten Stieltjeshen Maÿe tat-

sählih Quadermaÿe sind.

Aufgabe 4.108. Sei N eine Teilmenge von Rn
.

Beweise, daÿ N genau dann eine µn-Nullmenge ist, wenn es zu jedem ε > R
�

eine Folge �Qi�i>N abgeshlossener Quader des Rn
mit N `

�

ª

i�0Qi und

P

ª

i�0 µn�Qi� � ε gibt.

Aufgabe 4.109. Sei U eine o�ene Teilmenge von Rn
.

Zeige, daÿ eine Folge �Qi�i>N abgeshlossener Quader des Rn
mit U �

�

ª

i�1Qi

und �i,j>N, ixj µn�Qi 9Qj� � 0 existiert.

Aufgabe 4.110. M bezeihne die Smith-Volterra-Cantor Menge, vgl. 4.65.

Beweise χM > LR�M,µ1� � S��R
n, µ1�.

Aufgabe 4.111. Beweise das Beispiel zu 4.74.

Aufgabe 4.112. Führe den Beweis des Satzes 4.75 in allen Einzelheiten aus.

Aufgabe 4.113. Zeige e��x
2

1
�...�x2

n�
> LR�R

n, µn� und

S

Rn
e��x

2

1
�...�x2

n� dµn � π
n
2 .

Tip: Betrahte zunähst den Fall n � 2.

Aufgabe 4.114. Zeige, daÿ

1
x�y

� R2
���α,β� > R2

Sα�β � 0� � R µ2-integrier-

bar über �0,1�
2
ist, und berehne das µ2-Integral. (Zur Kontrolle sei erwähnt,

daÿ letzteres gleih 2 ln�2� ist.)

Aufgabe 4.115. Sei ρ > R
�

. Es bezeihnen Z1 ` R3
den Vollzylinder vom

Radius ρ um die z-Ahse und Z2 ` R3
den Vollzylinder vom Radius ρ um die

x-Ahse.

Zeige, daÿ K �� Z1 9 Z2 kompakt ist, und berehne das µ3-Volumen µ3�K�.

(Zur Kontrolle erwähnen wir bereits µ3�K� �
16
3
ρ3.)

Der Rand von
�
� � ρ, ρ�

2
� �0, ρ�� 9K ist übrigens ein Kreuzgewölbe.

Aufgabe 4.116. Berehne das µ3-Volumen der kompakten Vollteilmenge K des

R3
, die von der �x, y�-Ebene, dem Zylinder ��x, y, z� > R3

Sx2�y2 � 2x� und dem

Kegel ��x, y, z� > R3
S z �

»

x2 � y2� berandet wird. (Zur Kontrolle: Die Lösung

lautet

32
9
.) Skizziere K!

Aufgabe 4.117. Es sei ρ > R
�

. Bρ�0� bezeihne die Vollkugel vom Radius ρ in

�Rn, Y . . . Y2�.

Zeige

µn�Bρ�0�� � �
π � π

2
�

π
3
� � �

π
n
2

� ρn, falls n � 0�2�,

2 � 2π
3
�

2π
5
� � �

2π
n
� ρn, falls n � 1�2�.
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Aufgabe 4.118 (Die allgemeine Version der Sätze von Fubini und Tonelli).

Es seien n1, n2 > N
�

mit n � n1 � n2, M eine Teilmenge von Rn
und f > KM

sowie ϕi Quadermaÿe auf Rni
für i > �1,2�. Wir de�nieren

π1�M� �� �x1 > R
n1
S§x2>R

n2 �x1, x2� >M� ` Rn1

und für jedes x1 > π1�M�

Mx1
�� �x2 > R

n2
S �x1, x2� >M� ` Rn2 ,

fx1
�� f�x1, . . .� > K

Mx1 .

Des weiteren sei N1 �� �x1 > π1�M� Sfx1
¶ L�Mx1

, ϕ2��.

Zeige:

(i) Ist f > LK�M,ϕ1 � ϕ2�, so ist N1 eine ϕ1-Nullmenge, und die Funktion

π1�M� �N1 �� K, x1 z�
S

Mx1

fx1
dϕ2,

ist ϕ1-integrierbar über π1�M�. Des weiteren gilt

S

M
f d�ϕ1 �ϕ2� �

S

π1�M�

�

S

M...

f... dϕ2�dϕ1

��

S

π1�M�

�

S

Mx1

fx1
�x2�dϕ2�x2�� dϕ1�x1�.

(ii) Sind f >MK�M,ϕ1 � ϕ2�, N1 eine ϕ1-Nullmenge und

π1�M� �N1 �� R, x1 z�
S

Mx1

Sfx1
Sdϕ2,

ϕ1-integrierbar über π1�M�, so gilt f > LK�M,ϕ1 �ϕ2�.

Aufgabe 4.119. Beweise Satz 4.95.
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5 Lebesgueshe Räume

Sei im folgenden für jedes p > R
�

stets

0p �� 0,

beahte, daÿ die di�erenzierbare Funktion

R
�

�� R, tz� tp,

in Null durh Null stetig fortgesetzt wird. Wie oben erwähnt, übernehmen wir

des weiteren in diesem Kapitel noh die Voraussetzungen des vorherigen.

Einführung

De�nition 5.1. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

.

Für p > R
�

setzen wir

L

p
K
�M,ϕ� �� �f >MK�M,ϕ� S Sf Sp > LR�M,ϕ��

und

�f>L
p
K
�M,ϕ� YfYp �� �

S

M
Sf Sp dϕ�

1

p

.

Wir de�nieren des weiteren

L

ª

K �M,ϕ� �� �f >MK�M,ϕ� S§C>R
�

Sf S Bϕ C�

sowie

�f>Lª
K
�M,ϕ� YfYª �� inf�C > R

�

S Sf S Bϕ C�.

Ist p > �0,ª�, so heiÿen die Elemente von L

p
K
�M,ϕ� (reellwertig, falls K � R)

p-integrierbar über M bzgl. ϕ und im Falle p � 2 auh (reellwertig, falls K � R)

ϕ-quadratintegrierbar über M bzgl. ϕ. Es gilt o�enbar für jedes f >MK�M,ϕ�

f > L

p
K
�M,ϕ�
� Sf S > L

p
R
�M,ϕ�,

f > L

p
K
�M,ϕ�
� Ref, Imf > L

p
R
�M,ϕ�
� f > L

p
K
�M,ϕ�.

Bemerkung.

1.) Aus 4.32 (iii) und 4.79 (ii) folgt L

1
K�M,ϕ� � LK�M,ϕ�.

2.) Für alle f > L

ª

K �M,ϕ� gilt Sf S Bϕ YfYª, denn

�x >M S Sf�x�S A YfY
ª

� �

�

k>N

�x >M V Sf�x�S A YfY
ª

�

1

k � 1
 

ist eine ϕ-Nullmenge.

Satz 5.2. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

.

Dann gilt:

(i) Für jedes p > �0,ª� ist L
p
K
�M,ϕ� ein K-Untervektorraum vonMK�M,ϕ�.

(ii) Für jedes p > �1,ª� ist Y . . . Yp eine Halbnorm auf L

p
K
�M,ϕ�.
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Beweis. Zu (i): Daÿ MK�M,ϕ� ein K-Vektorraum ist, haben wir in 4.78 (i)

bereits eingesehen. Daher bleibt zu zeigen

�λ>K �f,g>L
p
K
�M,ϕ� λf, f � g > L

p
K
�M,ϕ�. (367)

[ Zu (367): 1. Fall: p > R
�

. Seien λ > K und f, g >MK�M,ϕ� zwei Funktionen

mit Sf Sp, SgSp > LR�M,ϕ�. Dann folgt aus 4.30 (ii) sofort Sλf Sp > LR�M,ϕ�. Des

weiteren gilt

Sf � gSp B �Sf S � SgS�
p
B �2 sup�Sf S, SgS��

p
� 2p sup �Sf Sp, SgSp� . (368)

Nun folgt aus f, g >MK�M,ϕ� auh f�g >MK�M,ϕ�, also wegen der Stetigkeit

von S . . . Sp� R � R mit S0Sp � 0 sowie 4.12 (iii) o�enbar die ϕ-Meÿbarkeit von

Sf � gSp � S . . . Sp X �f � g� über M . Auÿerdem gilt mit Sf Sp, SgSp > LR�M,ϕ� auh

2p sup�Sf Sp, SgSp� > LR�M,ϕ�, vgl. 4.30 (ii), (v). Somit ergeben (368) und 4.79 (i):

Sf � gSp > LR�M,ϕ�.

2. Fall: p � ª. Seien λ > K und f, g > MK�M,ϕ� ϕ-beshränkt, d.h. per

de�nitionem ϕ-fast überall beshränkt. Trivialerweise sind dann auh λf sowie

f � g ϕ-beshränkt. ℄

Zu (ii): Die Homogenität von Y . . . Yp� R� �0,ª� ist trivial, und die Minkow-

skishe Ungleihung, die wir unten in 5.12 beweisen werden, besagt genau die

Dreieksungleihung. ✷

Bemerkung. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
,M eine Teilmenge von Rn

und

p > �0,1�. Wir werden in 5.14 und 5.15 (ii) sehen, daÿ dann zwar

�f,g>L
p
R
�M,ϕ� �f, g Cϕ 0 , f � g Aϕ 0�Ô� Yf � gYp C YfYp � YgYp (369)

aber immerhin

�f,g>L
p
K
�M,ϕ� Yf � gYp B 2

1

p
�1
�YfYp � YgYp� (370)

gilt. (369) läÿt vermuten, daÿ Y . . . Yp i.a. keine Halbnorm auf L

p
K
�M,ϕ� ist, und

dies stimmt: Sind z.B. ϕ �� µ1 das eindimensionale Volumen, M �� �0,1�, p �� 1
2

und f �� χ
�0, 1

2
�

, g �� χ
�

1

2
,1� > L

1

2

R
��0,1�, µ1�, so ergibt sih

Yf � gY 1

2

� 1 A
1

2
� 2�

1

2
�

2

� YfY 1

2

� YgY 1

2

.

De�nition 5.3. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
,M eine Teilmenge von Rn

und

p > �0,ª�.

Dann ist

NK�M,ϕ� �� �f >MK�M,ϕ� Sf �ϕ 0�

o�enbar ein K-Untervektorraum von L

p
K
�M,ϕ�, und wir de�nieren den K-Vek-

torraum

L
p
K
�M,ϕ� �� L

p
K
�M,ϕ�~NK�M,ϕ�,

dessen Elemente ebenso wie die von L

p
K
�M,ϕ� die (reellwertigen, falls K � R)

p-integrierbaren Funktionen über M bzgl. ϕ heiÿen.
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Lemma 5.4. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und

p > �0,ª�.

Dann gilt NK�M,ϕ� � �f > L

p
K
�M,ϕ� S YfYp � 0�.

Beweis. �`� und im Falle p �ª �a� sind trivial.

Zu �a� im Falle p > R
�

: Sei f > L

p
K
�M,ϕ� mit YfYp � 0. Dann folgt zum einen

Sf Sp > MR�M,ϕ�, also wie oben wegen der Stetigkeit von S . . . S
1

p
� R � R mit

S0S
1

p
� 0 sowie 4.12 (iii) auh Sf S >MR�M,ϕ�, d.h. f >MK�M,ϕ� nah 4.78 (iii),

und zum anderen f �ϕ 0. ✷

De�nition 5.5 (Lebesgueshe Räume). Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M

eine Teilmenge von Rn
und p > �0,ª�. π� L

p
K
�M,ϕ� � L

p
K
�M,ϕ� bezeihne den

kanonishen Epimorphismus.

(i) Durh

�f>L
p
K
�M,ϕ� Yπ�f�Yp �� YfYp

wird eine Abbildung

Y . . . Yp� L
p
K
�M,ϕ� �� �0,ª�

de�niert, die wir also ebenfalls mit Y . . . Yp bezeihnen, so daÿ nah dem

letzten Lemma und 5.2 (ii) gilt

p > �1,ª�Ô� �L
p
K
�M,ϕ�, Y . . . Yp� ist ein normierter K-Vektorraum.

(371)

(ii) Für p > �1,ª� heiÿen die normierten K-Vektorräume L
p
K
�M,ϕ� wie in

(371) die Lebesgueshen Räume auf M bzgl. ϕ.

(iii) Für p > �0,1� ist Y . . . Yp zwar i.a. keine Norm auf L
p
K
�M,ϕ� (nur die Drei-

eksungleihung ist ggf. niht erfüllt), aber wegen (370) kann man analog

zu 2.2 (i), 1.3 eine Topologie für L
p
K
�M,ϕ� de�nieren, welhe o�enbar

durh die Metrik dp
p

auf L
p
K
�M,ϕ�, gegeben durh

�f ,g>L
p
K
�M,ϕ� dp

p
�f ,g� �� Yf � gYp

p
,

beahte 5.15 (i) unten, metrisiert wird, die L
p
K
�M,ϕ� zu einem topologi-

shen K-Vektorraum maht � letzteres sieht man analog zu 2.2 (iv) ein.

Wir versehen die K-Vektorräume L
p
K
�M,ϕ� mit der Metrik dp

p
und nen-

nen diese Räume ebenfalls Lebesgueshe Räume auf M bzgl. ϕ.

Bemerkung. Sei p > �0,1�. Dann zeigen die Lebesgueshen Räume aufM bzgl.

ϕ einige Pathologien. Z.B. ist für µn-meÿbares M nah [4, Theorem 1℄ jede

stetige lineare Abbildung L
p
R
�M,µn� � R konstant vom Wert Null. Vergleihe

dies mit 5.26 (ii) unten! Der Trennungssatz von Hahn-Banah 2.52 (ii) zeigt

nun übrigens, daÿ L
p
R
�M,µn�, aufgefaÿt als topologisher Raum, für solhe M

im Falle M x g niht normierbar ist.
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Beispiel 5.6.

1.) Seien m �� 1
�1,...,n�� �1, . . . , n� � R

�

und ϕm das zugehörige Quader-

maÿ der diskreten Massenverteilung m, welhes ein Quadermaÿ auf R ist,

vgl. Beispiel 4.7 4.). O�enbar können wir dann MK��1, . . . , n�, ϕm� mit

Kn
identi�zieren, und es gilt des weiteren für dessen K-Untervektorraum

N ��1, . . . , n�, ϕm� � �0�. U.a. aus 4.53 folgt daher, daÿ die in Beispiel 1.)

zu 2.1 mit Y . . . Yp für p > �1,2,ª� bezeihneten Normen auf Kn
mit den

ebenso bezeihneten auf L
p
K
��1, . . . , n�, ϕm� � Kn

übereinstimmen.

2.) Sind m �� 1N� N � R
�

und ϕm das zugehörige Quadermaÿ der diskreten

Massenverteilung m, so können wir MK�N, ϕm� analog zu 1.) mit KN

identi�zieren, und es gilt auh jetzt N �N, ϕm� � �0�. Somit sind o�enbar

folgende Identi�kationen möglih

ℓ1K � L1
K�N, ϕm� und ℓªK � LªK �N, ϕm�,

vgl. Beispiel 3.6.

De�nition 5.7 (Lebesgueshe Folgenräume). Es seien m �� 1N� N � R
�

, ϕm

das zugehörige Quadermaÿ der diskreten Massenverteilung m und p > �0,ª�.

Wir de�nieren dann

ℓ
p
K
�� L

p
K
�N, ϕm�,

d.h. ℓ
p
K
�ist� im Falle p �ª der K-Vektorraum aller Folgen �xi�i>N in K, für wel-

he die Reihe

P

ª

i�0 xi
p
absolut konvergiert, und im Falle p �ª der K-Vektorraum

aller beshränkten Folgen in K zusammen mit der Metrik

�

�xi�i>N,�yi�i>N>K
N dp

p
��xi�i>N, �yi�i>N� �

ª

Q

i�0

Sxi � yiS
p
, falls p > �0,1�,

bzw. der Norm

�

�xi�i>N>K
N Y�xi�i>NYp �

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

�

ª

Q

i�0

SxiS
p
�

1

p

, falls p > �1,ª�,

sup�SxiS S i > N� , falls p �ª.

Diese Räume heiÿen die Lebesgueshen Folgenräume.

Bemerkung.

1.) Y . . . Yp ist im Falle p > �0,1� keine Norm auf ℓ
p
K
, denn es gilt

Y�1,0,0, . . .� � �0,1,0, . . .�Yp � 2
1

p
A 2 � Y�1,0,0, . . .�Yp � Y�0,1,0, . . .�Yp.

2.) Aus der Jensenshen Ungleihung, vgl. 5.11 unten, folgt o�enbar für alle

p, p̃ > R
�

mit p B p̃: ℓ
p
K
` ℓ

p̃
K
` ℓªK und Y . . . Y

ª

B Y . . . Yp̃ B Y . . . Yp auf ℓ
p
K
.

3.) In der aktuellen mathematishen Forshung spielen die Lebesgueshen Fol-

genräume für p > �0,1� in der Theorie der Verdihteten Mathematik von

Clausen und Sholze eine Rolle, vgl. hierzu [2, Seite 17℄. Das Ziel dieser

Theorie besteht u.a. darin, die Funktionalanalysis zu algebraisieren, d.h.

zu einem Teil der Kommutativen Algebra zu mahen.
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Ungleihungen

Ohne Beweis haben wir im letzten Abshnitt mehrere Ungleihungen verwendet,

u.a. deren Beweise sollen nun erbraht werden. Wir weisen zunähst auf das

folgende Lemma hin.

Lemma 5.8. Für alle p, q > R � �0� gilt

1

p
�

1

q
� 1


� p � q � p q
� �p � 1� �q � 1� � 1
� p �q � 1� � q
� q �p � 1� � p.

✷

Satz 5.9 (Höldershe Ungleihung). Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
,M eine

Teilmenge von Rn
, p, q > �1,ª� mit 1

p
�

1
q
� 1, wobei 1

ª

als 0 zu lesen ist, und

f > L

p
K
�M,ϕ� sowie g > L

q
K
�M,ϕ�.

Dann gilt f g > L1
K�M,ϕ� � LK�M,ϕ� und

Yf gY1 B YfYp YgYq .

Beweis. Wir können ohne Beshränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ

gilt

YfYp YgYq x 0,

denn sonst ist die Behauptung trivial.

Seien zunähst p, q > �1,ª�. Zeige als Übung die Youngshe Ungleihung

�α,β>R �α,β C 0Ô� αβ B

αp

p
�

βq

q
� .34 (372)

Aus (372) folgt

Sf S

YfYp

SgS

YgYq
B

1

p

Sf Sp

YfYp
p �

1

q

SgSq

YgYq
q , (373)

wobei nah Voraussetzung auf der rehten Seite eine über M ϕ-integrierbare

Funktion und auf der linken Seite eine überM ϕ-meÿbare steht. Nah 4.79 (i) ist

daher auh die linke Seite von (373) ϕ-integrierbar überM , also wegen 4.79 (ii):

f g > LK�M,ϕ�. Integration der Ungleihung (373) ergibt nun

1

YfYp YgYq
S

M
Sf gSdϕ B

1

p

RM Sf Sp dϕ

YfYp
p �

1

q

RM SgSq dϕ

YgYq
q

�

1

p
�

1

q
� 1,

und dies ist gleihbedeutend mit der Behauptung.

Für den Rest des Beweises können wir nun ohne Einshränkung annehmen,

daÿ gilt p � 1 und q � ª. Dann ist f ϕ-integrierbar über M und g ϕ-meÿbar

überM sowie ϕ-beshränkt aufM , also folgt aus 4.79 (iii) die ϕ-Integrierbarkeit

von f g über M . Yf gY1 B YfY1 YgYª ist klar. ✷

34

Tip: Die Funktion

�0,ª� �� R, tz�
αp

p
�

tq

q
� αt,

besitzt für festes α > �0,ª� in αp�1
ein absolutes Minimum mit Funktionswert Null.
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Beispiel 5.10. Seien p, q > �1,ª� mit

1
p
�

1
q
� 1.

Dann gilt �xi yi�i>N > ℓ1K für alle �xi�i>N > ℓ
p
K
und alle �yi�i>N > ℓ

q
K
sowie

ª

Q

i�0

SxiS SyiS B �
ª

Q

i�0

SxiS
p
�

1

p

�

ª

Q

i�0

SyiS
q
�

1

q

.

Satz 5.11 (Jensenshe Ungleihung). Es seien p, p̃ > R
�

mit p B p̃ und �xi�i>N
eine Folge in K derart, daÿ die Reihe

P

ª

i�0 xi
p
absolut konvergiert.

Dann konvergiert auh die Reihe

P

ª

i�0 xi
p̃
absolut, und es folgt

sup�SxiS S i > N� B �
ª

Q

i�0

SxiS
p̃
�

1

p̃

B �

ª

Q

i�0

SxiS
p
�

1

p

.

Beweis. Im Falle

P

ª

i�0 SxiS
p
� 0 ist die Behauptung klar. Daher können wir

ohne Einshränkung annehmen, daÿ

P

ª

i�0 SxiS
p
� 1 gilt. Dann gilt �i>N SxiS B 1.

Hieraus ergibt sih zum einen sup�SxiS S i > N� B 1 � �

P

ª

i�0 SxiS
p
�

1

p
, und dies gilt

auh im Falle p � p̃, also gilt die erste Ungleihung. Zum anderen folgt wegen

p̃ C p: �i>N SxiS
p̃
B SxiS

p
. Die absolute Konvergenz der Reihe

P

ª

i�0 xi
p
ergibt somit

die der Reihe

P

ª

i�0 xi
p̃
und

P

ª

i�0 SxiS
p̃
B

P

ª

i�0 SxiS
p
� 1. Letzteres impliziert die

zweite Ungleihung: �

P

ª

i�0 SxiS
p̃
�

1

p̃
B 1 � �

P

ª

i�0 SxiS
p
�

1

p
. ✷

Satz 5.12 (Minkowskishe Ungleihung). Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
,

M eine Teilmenge von Rn
, p > �1,ª� und f, g > L

p
K
�M,ϕ�.

Dann folgt

Yf � gYp B YfYp � YgYp.

Beweis. Für p � 1 ist wegen

Yf � gY1 �
S

M
Sf � gSdϕ B

S

M
�Sf S � SgS�dϕ � YfY1 � YgY1

nihts zu zeigen, und für p �ª ist die Behauptung wegen

Sf � gS B Sf S � SgS

klar.

Sei also p > �1,ª�. Ferner sei q > �1,ª� mit

1
p
�

1
q
� 1. Dann gilt

Sf � gSp � Sf � gS Sf � gSp�1 B Sf S Sf � gSp�1 � SgS Sf � gSp�1, (374)

Sf � gSp > LR�M,ϕ�, (375)

Sf S, SgS > L
p
R
�M,ϕ�, (376)

Sf � gSp�1 > L
q
R
�M,ϕ�. (377)

[ (374) - (376) sind klar.

Zu (377): Die ϕ-Meÿbarkeit von Sf � gSp�1 über M folgt aus (375) und der

Stetigkeit der Funktion S . . . S
p�1

p
� R � R mit 0

p�1

p
sowie 4.12 (iii). Des weiteren

ist wiederum wegen (375) auh Sf � gS�p�1�q
5.8
� Sf � gSp ϕ-integrierbar über M . ℄
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(374) - (377) und die Höldershe Ungleihung 5.9 ergeben o�enbar

S

M
Sf � gSp dϕ B YfYp Yf � gYq � YgYp Yf � gYq.

Ist Sf � gS �ϕ 0, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls ergibt sie sih aus

der letzten Ungleihung durh Division durh Yf �gYq � �
RM Sf �gSp dϕ�

1

q
wegen

1 � 1
q
�

1
p
. ✷

Die nähsten drei Sätze behandeln i.w. Varianten der Ungleihungen von

Hölder und Minkowski für den Fall p > �0,1�.

Satz 5.13. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und

p > �0,1� sowie q > R
�

mit

1
p
�

1
q
� 1.

Ferner seien f > L

p
K
�M,ϕ� und g >MK�M,ϕ� mit g xϕ 0 sowie SgSq > LR�M,ϕ�

derart, daÿ gilt f g > LK�M,ϕ�.35

Dann gilt

S

M
Sf gSdϕ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Yf gY1

C �

S

M
Sf Sp dϕ�

1

p

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�YfYp

�

S

M
SgSq dϕ�

1

q

.

Beweis. Seien p̃ �� 1
p
und q̃ �� 1

1�p
. Dann folgt p̃, q̃ > �1,ª� sowie 1

p̃
�

1
q̃
� 1 und

�p q̃ �
p

p � 1

5.8
� q. (378)

Wir behaupten

f̃ �� Sf gSp > L
p̃
R
�M,ϕ�, (379)

g̃ �� SgS�p > L
q̃
R
�M,ϕ�. (380)

[ (379) bedeutet genau f g > LK�M,ϕ�, und (380) ergibt sih sofort aus der

Voraussetzung an g und (378). ℄

Die Höldershe Ungleihung 5.9 � angewandt auf p̃, q̃, f̃ , g̃ � ergibt nun

S

M
Sf Sp dϕ B �

S

M
Sf gSdϕ�

1

p̃

�

S

M
SgS�pq̃ dϕ�

1

q̃

,

also wegen g xϕ 0 und der De�nition von q̃, p̃

�

S

M
Sf Sp dϕ��

S

M
SgS�pq̃ dϕ�

p�1

B �

S

M
Sf gSdϕ�

p

,

S

M
Sf gSdϕ C �

S

M
Sf Sp dϕ�

1

p

�

S

M
SgS�pq̃ dϕ�

p�1
p

,

womit der Satz wegen (378) bewiesen ist. ✷

35f g > LK�M,ϕ� ist nah 4.79 (iii) z.B. erfüllt, wenn g >MK�M,ϕ� ϕ-beshränkt ist, d.h.

g > LªK �M,ϕ�.
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Satz 5.14. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

,

p > �0,1� und f, g > L
p
R
�M,ϕ� mit f, g Cϕ 0 sowie f � g Aϕ 0.

Dann folgt

Yf � gYp C YfYp � YgYp.

Beweis. Wir wählen q > R
�

mit

1
p
�

1
q
� 1. Analog zum Beweis der Minkow-

skishen Ungleihung 5.12 (dort im Falle p > �1,ª�) gilt

�f � g�p � �f � g� �f � g�p�1 �ϕ f �f � g�
p�1

� g �f � g�p�1,

�f � g�p > LR�M,ϕ�,

f, g > L
p
R
�M,ϕ�,

�f � g��p�1� >MR�M,ϕ�,

Sf � gS�p�1�q > LR�M,ϕ�,

also wegen f � g Aϕ 0 nah 5.13

S

M
Sf � gSp dϕ

C �

S

M
Sf Sp dϕ�

1

p

�

S

M
Sf � gSp dϕ�

1

q

� �

S

M
SgSp dϕ�

1

p

�

S

M
Sf � gSp dϕ�

1

q

und Division durh �

RM Sf � gSp dϕ�
1

q
beweist den Satz. ✷

Bemerkung. Die Prämisse f, g Cϕ 0 und f�g Aϕ 0 in 5.14 ist für die Konklusion

von 5.14 notwendig: Sind nämlih f �� χ
�0,1�, g1 �� �

f
2
, g2 �� �f > L

1

2

R
��0,1�, µ1�,

so gilt f A 0, g1 � 0, f � g1 A 0 sowie f � g2 � 0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�g2��f

und

Yf � g1Y 1

2

�

1

2
� 1 �

1

2
� YfY 1

2

� Yg1Y 1

2

,

Yf � g2Y 1

2

� 0 � 2 � YfY 1

2

� Yg2Y 1

2

.

Dies zeigt auh, daÿ ein zu 5.14 analoges Resultat für f, g > L

p
C
�M,ϕ� mit

f, g xϕ 0 und f � g xϕ 0 i.a. niht gelten kann.

Satz 5.15. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

,

p > �0,1� und f, g > L
p
K
�M,ϕ�.

Dann gilt:

(i) Yf � gYp
p
B YfYp

p
� YgYp

p
,

(ii) Yf � gYp B 2
1

p
�1
�YfYp � YgYp�.

Beweis. Zu (i): Zunähst gilt

�α,β>�0,ª� �α � β�
p
B αp

� βp. (381)

[ Zu (381): Die Funktion

�0,ª� �� R, t z� 1 � tp � �1 � t�p,
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ist wegen p� 1 � 0 streng monoton fallend und bildet Null auf Null ab. Im Falle

β x 0 erhält man die Behauptung mit t �� α
β
, beahte 1 � α

β
�

α�β
β
, und im Falle

β � 0 ist sie trivial. ℄

Aus (381) folgt Sf �gSp
klar

B �Sf S� SgS�p B Sf Sp� SgSp, also durh Integration auh

die Ungleihung (i).

Zu (ii): Es gilt

�α,β>�0,ª��p̃>�1,ª� �α � β�
p̃
B 2p̃�1 �αp̃

� βp̃� . (382)

[ Zu (382): Zeige als Übung, daÿ die Funktion

�0,ª� �� R, tz�
1 � tp̃

�1 � t�p̃
,

für p̃ > �1,ª� in Eins ein absolutes Minimum mit Funktionswert 2p̃�1 besitzt.

Nun argumentiert man wie im Beweis von (381). ℄

Mit α ��
RM Sf Sp dϕ, β ��

RM SgSp dϕ und p̃ �� 1
p
gilt nah (i)

Yf � gYp � �
S

M
Sf � gSp dϕ�

p̃

B �

S

M
Sf Sp dϕ �

S

M
SgSp dϕ�

p̃

� �α � β�p̃,

also folgt die Ungleihung (ii) aus (382). ✷

Die im folgenden Satz genannten Ungleihungen, welhe in [13℄ und [20℄ Par-

allelogrammungleihungen genannt werden, benötigen wir im siebenten Kapitel,

um den Satz von Clarkson zu beweisen.

Satz 5.16 (Clarksonshe Ungleihungen).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

, p > �1,ª�

und f, g > L
p
K
�M,ϕ�.

Beh.:

(i) p > �2,ª�Ô� Yf � gYp
p
� Yf � gYp

p
B 2p�1 �YfYp

p
� YgYp

p
�.

(ii) Ist p > �1,2� und q �� 1

1� 1

p

> �2,ª�, d.h. 1
p
�

1
q
� 1, so gilt

Yf � gYp
q
� Yf � gYp

q
B 2 �YfYp

p
� YgYp

p
�

q�1
.

Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir zwei Lemmata. Wir erinnern

zunähst daran, daÿ für jedes ζ > C die Folge
��

ζ
k
��

k>N
der Binominalkoe�zienten

rekursiv durh

�

ζ

0
� �� 1 sowie �k>N

�

�

ζ

k
� �� �

ζ

k � 1
�

ζ � �k � 1�

k
,

d.h.

�k>N �
ζ

k
� �

L

k
κ�1�ζ � �κ � 1��

k!
, (383)
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de�niert ist. Aus (383) folgt leiht

�k>N
�

�ζ>C��2k� �
ζ

2k
� �

ζ �ζ � 1�

2k �ζ � 2k�
�

L

2k
κ�2�ζ � κ�

�2k � 1�!
�

ζ �ζ � 1�

2k �2k � ζ�
�

L

2k
κ�2�κ � ζ�

�2k � 1�!
,

(384)

�k>N
�

�ζ>C �
ζ � 1

2k
� �

ζ � 1

2k
�

L

2k
κ�2�ζ � κ�

�2k � 1�!
� �

ζ � 1

2k
�

L

2k
κ�2�κ � ζ�

�2k � 1�!
, (385)

�k>N
�

�ζ>C��2k� �
ζ � 1

2k � 1
� �

ζ � 1

ζ � 2k
�

L

2k
κ�2�ζ � κ�

�2k � 1�!
�

ζ � 1

2k � ζ
�

L

2k
κ�2�κ � ζ�

�2k � 1�!
. (386)

Lemma 5.17 (Binominalentwiklung). Für alle z > C mit SzS � 1 und p > R
�

gilt

�1 � z�p �
ª

Q

k�0

�

p

k
� zk,

wobei die Potenzreihe auf der rehten Seite der Gleihung absolut konvergent

ist.

Beweis. Das Lemma folgt natürlih sofort aus dem (mittels des Cauhyshen

Integralsatzes zu beweisenden) Taylorshen Satz der Funktionentheorie durh

Taylorentwiklung der holomorphen Funktion

�1 � . . .�p � exp�p log�1 � . . .��� C � � �ª,�1� �� C

in Null, wobei log� C� ��ª,0� � C den Hauptzweig des Logarithmus bezeihne,

d.h. per de�nitionem

�r>R
�

�φ>��π,π� log�r e
iφ
� � ln�r� � iφ,

aber für z > � � 1,1� auh aus dem Taylorshen Satz der Analysis I, vgl. ggf. [1,

Hauptsatz 6.24℄. Dieses einzusehen, überlassen wir dem Leser als Übung. ✷

Lemma 5.18. Seien p > �1,2� und q > �2,ª� mit 1
p
�

1
q
� 1.

Dann gilt �τ>�0,1� �1 � τ
q
�

p�1
B

1

2
��1 � τ�

p
� �1 � τ�

p
�.

Beweis. Im Falle τ > �0,1� ist die Behauptung trivial. Sei im folgenden daher

τ > �0,1�. Aus 5.17 folgt dann

�1 � τ�p �
ª

Q

k�0

�

p

k
� τk,

�1 � τ�p �
ª

Q

k�0

��1�k �
p

k
� τk,

�1 � τ q�p�1 �
ª

Q

k�0

�

p � 1

k
� τ qk

und
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�1 � τ�p � �1 � τ�p � 2
ª

Q

k�0

�

p

2k
� τ2k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�1 für k�0

,

�1 � τ q�p�1 �

ª

Q

k�0

�

p � 1

2k
� τ2kq

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�1 für k�0

�

ª

Q

k�1

�

p � 1

2k � 1
� τ �2k�1�q,

also wegen p ¶ 2N
�

sowie (384) - (386) auh

1

2
��1 � τ�

p
� �1 � τ�

p
� � �1 � τ q�p�1

�

ª

Q

k�1

��

p

2k
� � �

p � 1

2k
� τ2k�q�1� � �

p � 1

2k � 1
� τ2k�q�1��q� τ2k

�

ª

Q

k�1

L

2k
κ�2�κ � p�

�2k � 1�!
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0, da p�2

�

p �p � 1�

2k �2k � p�
�

p � 1

2k
τ2k�q�1� �

p � 1

2k � p
τ2k�q�1��q� τ2k

°

A0

.

Zum Nahweis des Lemmas bleibt daher zu zeigen

�k>N
�

p �p � 1�

2k �2k � p�
�

p � 1

2k
τ2k�q�1� �

p � 1

2k � p
τ2k�q�1��q C 0. (387)

Zu (387): Sei k > N
�

. Zunähst gilt

p �p � 1�

2k �2k � p�
�

p � 1

2k
τ2k�q�1� �

p � 1

2k � p
τ2k�q�1��q �

1 � τ
2k�p
p�1

2k�p
p�1

�

1 � τ
2k
p�1

2k
p�1

. (388)

[ Die rehte Seite in (388) ist nah 5.8 gleih

p � 1

2k �2k � p�
�2k �1 � τ2k�q�1��qǱ � �2k � p� �1 � τ2k�q�1�ǱǱ

�

p � 1

2k �2k � p�
�p � �2k � p� τ2k�q�1� � 2k τ2k�q�1��qǱ

und somit gleih der linken Seite in (388). ℄

Erneut sei es dem Leser überlassen, zu zeigen, daÿ die Funktion

R
�

�� R, tz�
1 � τ

t
p�1

t
p�1

,

wegen τ > �0,1� und p A 1 streng monoton fallend ist. Hieraus und aus (388)

folgt dann (387) für k. ✷

Beweis der Clarksonshen Ungleihungen 5.16. Zu (i): Es sei p > �2,ª�. Wir

wollen

�f,g>L
p
K
�M,ϕ� Yf � gYp

p
� Yf � gYp

p
B 2p�1 �YfYp

p
� YgYp

p
�

zeigen und behaupten zunähst

�ζ,ξ>C Sζ � ξS
p
� Sζ � ξSp B 2p�1 �Sζ Sp � SξSp� . (389)
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[ Nahweis hiervon: Seien ζ, ξ > C. Dann existiert t > �0,2π� mit

Sζ � ξS2 � �ζ � ξ� �ζ � ξ� � ζ ζ � ζ ξ � ζ ξ � ξ ξ � Sζ S2 � SξS2 � 2Re�ζ ξ�

� Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t�,

also gilt

Sζ � ξSp � Sζ � ξSp � �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t��
p

2
� �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t��

p

2 .

Wir überlassen es wieder dem Leser, nahzuweisen, daÿ die Funktion

R �� R

t z� �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t��
p

2
� �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t��

p

2

wegen p C 2 für jedes k > Z auf ��k � 1�π,k π � π
2
� monoton fallend und auf

�k π� π
2
, k π� monoton wahsend ist. Ihre Beshränkung auf �0,2π� nimmt daher

ihr globales Maximum in 0, π oder 2π mit einem Funktionswert gleih

�Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS�
p

2
� �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS�

p

2

� ��Sζ S � SξS�2�
p
2
� ��Sζ S � SξS�2�

p
2
� S Sζ S � SξS Sp � S Sζ S � SξS Sp

� ��S Sζ S � SξS Sp � S Sζ S � SξS Sp�,

an. Ohne Einshränkung gelte Sζ S C SξS. Dann folgt aus den bisherigen Überle-

gungen

Sζ � ξSp � Sζ � ξSp B S Sζ S � SξS Sp � S Sζ S � SξS Sp,

und zum Beweis von (389) bleibt zu zeigen, daÿ für α �� Sζ S, β �� SξS > R gilt

Sα � βSp � Sα � βSp B 2p�1 �SαSp � SβSp� . (390)

Zu (390): Wegen p C 2 folgt aus der Jensenshen Ungleihung 5.11 � ange-

wandt auf die Folge �α � β,α � β,0, . . .� �

�Sα � βSp � Sα � βSp�
1

p
B
�
Sα � βS2 � Sα � βS2�

1

2
�

º

2 �α2
� β2�

1

2 .

Hieraus und aus der noh zu zeigenden Ungleihung

α2
� β2 B 2

p�2
p
�SαSp � SβSp�

2

p
(391)

ergibt sih

�Sα � βSp � Sα � βSp�
1

p
B

º

22
p�2

2p
�SαSp � SβSp�

1

p
� 2

p�1

p
�SαSp � SβSp�

1

p ,

also gilt (390).

Zu (391): Im Falle p � 2 ist die Behauptung trivial. Sei daher p A 2. Wir

setzen nun q̃ �� p
p�2

> �1,ª�, d.h. 1
p
2

�

1
q̃
� 1. Beispiel 5.10 � angewandt auf die

Folgen �α2, β2,0, . . .� und �1,1,0, . . .� mit p̃ �� p
2
, q̃ anstelle von p, q � ergibt

α2
� β2 B �SαSp � SβSp�

2

p
�1 � 1�

p�2
p ,

und auh (391) ist gezeigt. ℄
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Aus (389) folgt für alle f, g > L
p
K
�M,ϕ�

Sf � gSp � Sf � gSp B 2p�1 �Sf Sp � SgSp� ,

und (i) ergibt sih durh Integration.

Zu (ii): Seien p > �1,2� und q > �2,ª� mit

1
p
�

1
q
� 1. Nun wollen wir

�f,g>L
p
K
�M,ϕ� Yf � gYp

q
� Yf � gYp

q
B 2 �YfYp

p
� YgYp

p
�

q�1

zeigen. Es gilt

�ζ,ξ>C Sζ � ξS
q
� Sζ � ξSq B 2 �Sζ Sp � SξSp�

q�1
. (392)

[ Beweis hiervon: Analog zum Beweis von (389) begründet man, daÿ es wegen

q A 2 genügt, für α �� Sζ S, β �� SξS > R

Sα � βSq � Sα � βSq B 2 �SαSp � SβSp�
q�1

(393)

zu zeigen. Wir de�nieren α̃, β̃ > R durh

α � β � 2α̃ und α � β � 2β̃,

d.h. α � α̃ � β̃ sowie β � α̃ � β̃. Dann bedeutet (393) genau

2q �Sα̃Sq � Sβ̃Sq� B 2�Sα̃ � β̃Sp � Sα̃ � β̃Sp�
q�1

, (394)

und ohne Beshränkung der Allgemeinheit können wir zum Nahweis dieser

Ungleihung α̃ C β̃ A 0 annehmen. Sei weiterhin

τ ��
β̃

α̃
> �0,1�.

Indem wir (394) mit �

1
α̃
�

q
multiplizieren, sehen wir unter Berüksihtigung von

q
�q�1�p

5.8
� 1, daÿ (394) nun mit

�1 � τ q� B
1

2q�1
��1 � τ�p � �1 � τ�p�

q�1
,

also wegen �p � 1� �q � 1�
5.8
� 1 auh mit

�1 � τ q�p�1 B
1

2
��1 � τ�p � �1 � τ�p�

gleihbedeutend ist, und letzteres ist nah 5.18 klar. ℄

Aus (392) folgt für alle f, g > L
p
K
�M,ϕ�

Sf � gSq

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

5.8
> L

p�1
R

�M,ϕ�

� Sf � gSq

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

5.8
> L

p�1
R

�M,ϕ�

B 2 �Sf Sp � SgSp�
q�1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

5.8
> L

p�1
R

�M,ϕ�

,
(395)

also mittels 5.8 auh

YSf � gSq � Sf � gSqYp�1 � �

S

M
�Sf � gSq � Sf � gSq�

p�1
dϕ�

1

p�1

B 2�
S

M
�Sf Sp � SgSp�dϕ�

q�1

� 2 �YfYp
p
� YgYp

p
�

q�1
.

(396)
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Des weiteren gilt

YSf � gSqYp�1 � YSf � gS
q
Yp�1 B YSf � gS

q
� Sf � gSqYp�1, (397)

denn wegen p � 1 > �0,1� und Sf � gSq
�395�
> L

p�1
R
�M,ϕ� ergibt 5.14 � angewandt

auf p�1, Sf �gSq, Sf �gSq anstelle von p, f, g � (397) im Falle Sf �gSq � Sf �gSq Aϕ 0,

und im Falle Sf � gSq � Sf � gSq �ϕ 0, d.h. Sf � gSq �ϕ 0, ist (397) trivial.

Yf � gYp
q
� �

S

M
Sf � gSp dϕ�

q

p 5.8
� �

S

M
Sf � gSq �p�1� dϕ�

1

p�1

� YSf � gSqYp�1,

(397) und (396) beweisen shlieÿlih (ii). ✷

Dihte Teilmengen und Vollständigkeit

Wir haben in Bemerkung 2.) zu 5.7 bereits gesehen, daÿ für alle p, p̃ > R
�

mit

p � p̃ gilt: ℓ
p
K
` ℓ

p̃
K
` ℓªK und Y . . . Y

ª

B Y . . . Yp̃ B Y . . . Yp auf ℓ
p
K
. Zusätzlih gilt der

folgende Satz.

Satz 5.19. Sei p > R
�

.

(i) Für alle p̃ > R
�

mit p̃ A p ist
Tℓ
p
K
T
diht in ℓ

p̃
K
.

(ii)
Tℓ
p
K
T
ist niht diht in ℓªK .

Beweis. Zu (i): Seien p̃ > R
�

mit p̃ A p und �xi�i>N > Kn
derart, daÿ

P

ª

i�0 SxiS
p̃

konvergiert, d.h. genau �xi�i>N > ℓ
p̃
K
.

1. Fall: p̃ C 1. Zu ε > R
�

existiert dann i0 > N mit

P

ª

i�i0
SxiS

p̃
� εp̃. Dann gilt

�x0, . . . , xi0 ,0, . . .� > ℓ
p
K
und

Y�xi�i>N � �x0, . . . , xi0 ,0, . . .�Yp̃ �
�

�

ª

Q

i�i0

SxiS
p̃�

�

1

p̃

� ε.

2. Fall: p̃ > �0,1�. Dann existiert zu ε > R
�

ein i0 > N mit

P

ª

i�i0
SxiS

p̃
� ε, und

es gilt

dp̃
p̃
��xi�i>N, �x0, . . . , xi0 ,0, . . .�� �

ª

Q

i�i0

SxiS
p̃
� ε.

Zu (ii): Sei �xi�i>N > ℓ
p
K
. Dann folgt limi�ª xi � 0, also

Y �1,1, . . .�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>ℓª
K

��xi�i>NYª � sup�S1 � xiS S i > N� C 1.

Damit ist auh (ii) bewiesen. ✷

Für jedes p > �0,ª� gilt ℓ
p
K
� L

p
K
�N, ϕm�, wobei ϕm das Quadermaÿ zur

diskreten Massenverteilung m �� 1N� N � R
�

sei. N ist eine ϕm-meÿbare Teil-

menge von R mit ϕm�N� �ª. Für ein beliebiges Quadermaÿ und eine meÿbare

Teilmenge von Rn
, deren Maÿ endlih ist, erhält man ein zum letzten Satz �um-

gekehrtes� Resultat.
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Satz 5.20.

Vor.: Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine ϕ-meÿbare Teilmenge von

Rn
derart, daÿ ϕ�M� �ª gilt. Ferner seien p, p̃ > �0,ª� mit p � p̃.

Beh.:

(i) L

p̃
K
�M,ϕ� ` L

p
K
�M,ϕ� und

�

f>L
p̃
K
�M,ϕ�

YfYp B ϕ�M�

1

p
�

1

p̃
YfYp̃, (398)

wobei

1
ª

wieder als 0 zu lesen ist.

(ii)
TL

p̃
K
�M,ϕ�T ist diht in L

p
K
�M,ϕ�.

Beweis. Zu (i): Sei f > L

p̃
K
�M,ϕ�.

1. Fall: p̃ �ª. Wir setzen r �� p̃
p
> �1,ª� und wählen s > �1,ª� mit

1
r
�

1
s
� 1.

Dann gilt f̃ �� Sf Sp > Lr
R�M,ϕ� sowie g̃ �� 1M > L

s
R�M,ϕ� � beahte, daÿ M als

ϕ-meÿbare Menge mit endlihem ϕ-Maÿ eine ϕ-integrierbare Menge ist. Somit

folgt aus der Höldershen Ungleihung 5.9 � angewandt auf r, s, f̃ , g̃ anstelle von

p, q, f, g �, daÿ gilt Sf Sp > LR�M,ϕ�, also auh f > L

p
K
�M,ϕ�, und

YSf SpY1 B YSf S
p
Yr Y1M Ys,

S

M
Sf Sp dϕ B �

S

M
Sf Sp dϕ�

p
p̃

ϕ�M�

1

s ,

also gilt (398) wegen

1
p s

�

r�1
p r

�

1
p
�

1
p̃
.

2. Fall: p̃ � ª. Dann gilt analog zum 1. Fall f̃ �� Sf Sp > L

ª

R �M,ϕ� sowie

g̃ �� 1M > L

1
R�M,ϕ�, und aus der Höldershen Ungleihung folgt Sf Sp > LR�M,ϕ�,

f > L

p
K
�M,ϕ� und

YSf SpY1 B YSf S
p
Y

ª

Y1M Y1 � ϕ�M� YfY
ª

p
.

Diese Ungleihung ist äquivalent zu (398).

Zu (ii): Sei f > L

p
K
�M,ϕ� `MK�M,ϕ�. Wir zeigen, daÿ eine Folge �fi�i>N in

L

Çp
K
�M,ϕ� existiert derart, daÿ gilt

lim
i�ª

S

M
Sf � fiS

p dϕ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Yf�fiYp
p

� 0,

d.h. auh

lim
i�ª

Yf � fiYp � 0.

Dann folgt die Behauptung im Falle p > �0,1� aus der vorletzten und im Falle

p > �1,ª� aus der letzten Gleihung.

1. Fall: K � R. Für jedes i > N de�nieren wir die �horizontal bei i und �i

gestutzte� (beshränkte) Funktion

fi �� sup�inf�f, iχM �,�iχM � >MR�M,ϕ�,

beahte, daÿ M als ϕ-meÿbar vorausgesetzt ist, und behaupten

fi > L
p̃
R
�M,ϕ�

�i�
` L

p
R
�M,ϕ�. (399)
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[ Zu (399): Im Falle p̃ �ª ist dies klar, sei also p̃ �ª. Dann folgt

Sf Sp̃ >MR�M,ϕ�, (400)

ip̃ χM > LR�M,ϕ�, (401)

SfiS
p̃
� inf�Sf Sp̃, ip̃ χM� > LR�M,ϕ�, (402)

also ergibt sih (399) aus (400) und (402).

Zu (400): Daÿ mit f auh Sf Sp̃ wegen der Stetigkeit von S . . . Sp̃� R � R mit

S0Sp̃ � 0 und 4.12 (iii) ϕ-meÿbar über M ist, haben wir shon mehrfah erwähnt.

Zu (401): Wie bereits im Beweis von (i) verwendet, folgt aus der ϕ-Meÿbar-

keit von M mit ϕ�M� �ª die ϕ-Integrierbarkeit von M . Damit ist (401) klar.

Zu (402): Aus (400), (401) folgt SfiS
p̃
>MR�M,ϕ�. Ferner ist SfiS

p̃
durh die

nah (400) über M ϕ-integrierbare Funktion ip̃ χM beshränkt. 4.79 (i) ergibt

daher (402). ℄

Nah De�nition der fi gilt �i>N Sf � fiS B Sf S, also auh

�i>N Sf � fiS
p
B Sf Sp > LR�M,ϕ�,

und limi�ª fi � f . Hieraus, f > L

p
R
�M,ϕ� sowie (399) folgt des weiteren

�Sfi � f S
p
�i>N ist eine auf M gegen Null ϕ-konvergente Folge in LR�M,ϕ�.

Der Grenzwertsatz von Lebesgue ergibt nun

lim
i�ª

S

M
Sf � fiS

p dϕ � 0,

und der Beweis ist wegen (399) erbraht.

2. Fall: K � C. Die Anwendung des ersten Falles jeweils auf Real- und Ima-

ginärteil von f liefert eine Folge �fi�i>N in L

Çp
C
�M,ϕ� mit

lim
i�ª

S

M
Sf � fiS

p dϕ B lim
i�ª

S

M
�Re Sf � fiS�

p dϕ � lim
i�ª

S

M
�Im Sf � fiS�

p dϕ � 0.

✷

Bemerkung.

1.) Die Voraussetzung ϕ�M� �ª in 5.20 ist notwendig: Z.B. ist die Funktion

x�1� R � �0� � R ein Element von L

2
R��1,ª�, µ1� �L

1
R��1,ª�, µ1�.

2.) Wegen µ1��0,1�� � ª � ϕm�N�, wobei ϕm das Quadermaÿ zu diskreten

Massenverteilung m �� 1N bezeihne, könnte man nun aufgrund von Satz

5.19 vermuten, daÿ L

1
R��0,1�, µ1� eine Teilmenge von L

2
R��0,1�, µ1� ist.

Letzteres stimmt jedoh niht, denn die Funktion x�
1

2
� R

�

� R ist ein

Element von L

1
R��0,1�, µ1� �L

2
R��0,1�, µ1�.

Hauptsatz 5.21 (Satz von Riesz-Fisher).

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
,M eine Teilmenge von Rn

und p > �0,ª�.

Beh.: L
p
K
�M,ϕ� ist vollständig.
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Beweis. 1. Fall: p > �1,ª�. Es genügt o�enbar, zu zeigen, daÿ jede �Cauhyfol-

ge� in �L

p
K
�M,ϕ�, Y . . . Yp� �konvergiert�. Sei also �fk�k>N ein Folge in L

p
K
�M,ϕ�

mit

�ε>R
�

§m>N�k,l>N, k,lCm Yfk � flYp � ε. (403)

1.1. Fall: p � ª. Wegen Bemerkung 2.) zu 5.1 existiert zu k, l > N eine

ϕ-Nullmenge Nk,l mit

�x>M�Nk,l
Sfk�x� � fl�x�S B Yfk � flYª.

Dann ist auh die abzählbare Vereinigung

N ��

�

k,l>N

Nk,l

eine ϕ-Nullmenge und �fk�k>N bzgl. der Supremumsnorm eine Cauhyfolge in

B�M �N,K�, die nah 3.2 (iii) im Falle M �N x g bzgl. der Supremumsnorm

gegen eine Funktion f̃ > B�M �N,K� konvergiert. Da �fk�k>N auh eine Folge in

MK�M,ϕ� ist, impliziert 4.81 daher, daÿ die Folge �fk�k>N in L

ª

K �M,ϕ� bzgl.

Y . . . Y
ª

gegen f > L

ª

K �M,ϕ�, de�niert durh

�x>M f�x� �� �
f̃�x�, falls x >M �N,

0, falls x > N,

�konvergiert�.

1.2. Fall: p > �1,ª�. Wegen (403) existiert eine Teilfolge �fik�k>N von �fk�k>N
mit

�k,l>N lCik Yfik � flYp �
1

2k
. (404)

Wir de�nieren eine Folge �gk�k>N in L

p
K
�M,ϕ� durh

�k>N gk �� fik�1 � fik > L
p
K
�M,ϕ�. (405)

Dann ist ��

P

k
j�0 Sgj S�

p
�k>N eine niht-negative Folge in LR�M,ϕ� derart, daÿ für

jedes k > N gilt

�

�

k

Q

j�0

Sgj S
�

�

p

Bϕ

�

�

k�1

Q

j�0

Sgj S
�

�

p

,

S

M

�

�

k

Q

j�0

Sgj S
�

�

p

dϕ �

�

�

�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

k

Q

j�0

Sgj S

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Xp

�

�

�

p

B

�

�

k

Q

j�0

YgjYp
�

�

p
�405�,�404�

� 2p.

Aus dem Grenzwertsatz von Levi 4.33 folgt daher, daÿ ��

P

k
j�0 Sgj S�

p
�k>N � und

damit auh �

P

k
j�0 gj�k>N � auf M ϕ-konvergent ist. Somit impliziert

�k>N fik
�405�
�ϕ fi0 �

k�1

Q

j�0

gj

die ϕ-Konvergenz von �fik�k>N auf M , d.h. es existiert eine auf einer Teilmenge

von Rn
de�nierte Funktion f mit

f �ϕ lim
k�ª

fik
4.81
> MK�M,ϕ�. (406)
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Die Folge �Sfik S
p
�k>N in LR�M,ϕ� ist folglih aufM ϕ-konvergent gegen Sf Sp, und

die Integralfolge �

RM Sfik S
p dϕ�k>N ist nah oben beshränkt, denn nah (403)

existiert m > N derart, daÿ gilt

�k>N,kCm
S

M
Sfik S

p dϕ � YfimYp
p
B YfimYp

p
� Yfik � fimYp

p
� YfimYp

p
� 1.

Also ergibt das Lemma von Fatou 4.37 die ϕ-Integrierbarkeit von Sf Sp über M ,

d.h. wegen (406)

f > L

p
K
�M,ϕ�.

Zu zeigen bleibt

lim
k�ª

Yfk � fYp � 0.

Hierzu seien k, l > N mit l C k, also auh mit il C ik C k. Dann gilt

Yfk � filYp
�404�
�

1

2k
,

also

Yfk � filYp
p
�

1

2kp
(407)

und somit

sup

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

S

M

Sfk � fil S
p dµ S l > N

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

�ª.

Hieraus, der ϕ-Konvergenz der Folge �Sfl � fil S
p
�l>N auf M gegen Sfk � f S

p
und

dem Lemma von Fatou 4.37 folgt die ϕ-Integrierbarkeit von Sfk � f S
p
über M

sowie

S

M
Sfk � f S

p dϕ B lim inf
l�ª

S

M
Sfk � fil S

p dϕ � lim inf
l�ª

Yfk � filY
p
�407�
B

1

2kp
,

also auh limk�ª Yfk � fYp � 0.

2. Fall: p > �0,1�. Der Leser adaptiere den Beweis des 1.2. Falles, um als

Übung zu zeigen, daÿ zu jeder Folge �fk�k>N in L

p
K
�M,ϕ� mit

�ε>R
�

§m>N�k,l>N, k,lCm Yfk � flYp
p
� ε

eine Funktion f > L

p
K
�M,ϕ� mit limk�ª Yfk � fYp

p
� 0 existiert, womit der Satz

dann o�enbar bewiesen ist. ✷

Bemerkung 5.22. Der soeben geführte Beweis zeigt, daÿ für alle Quadermaÿe

ϕ auf Rn
und alle Teilmengen M von Rn

sowie alle p > R
�

gilt:

Jede Cauhyfolge in Lp
�M,ϕ� besitzt eine Teilfolge, die ϕ-fast überall punkt-

weise gegen ein Element von Lp
�M,ϕ� konvergiert.

Wie das folgende Beispiel zeigt, konvergiert die gesamte Folge u.U. in keinem

Punkt. Betrahte das Volumenmaÿ µ1 auf R und numeriere die Intervalle

Ii,j �� �
i

j � 1
,
i � 1

j � 1
� , wobei i, j > N mit i B j,
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so zu einer Folge �Ik�k>N, daÿ gilt

�Ik�k>N � �I0,0, I0,1, I1,1, I0,2, I1,2, I2,2, . . .�.

Dann folgt

�k>N χIk > L
p
R
��0,1�, µ1�, lim

k�ª
YχIkYp � 0,

und �χIk�k>N konvergiert in keinem Punkt von �0,1�, da die Folge dort sowohl

0 als auh 1 unendlih oft als Wert annimmt.

Wir verallgemeinern als nähstes 4.42 auf den Fall p > R
�

anstelle von p � 1.

Satz 5.23.

Vor.: Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall von Rn

,

p > R
�

und f > L

p
K
�J,ϕ�.

Beh.: Zu jedem ε > R
�

existieren T,S > S�J� mit
S

J
Sf � �T � iS�Sp dϕ � ε.

Zusatz. Im Falle K � R kann S � 0 gewählt werden, und im Falle K � C

existieren k > N
�

, ζ1, . . . , ζk > C und paarweise disjunkte Quader Q1, . . . ,Qk mit

T � iS �

P

k
i�1 ζi χ

J
Qi
.

Beweis. Wegen 5.2 (ii), falls p C 1, bzw. 5.15 (ii), falls p � 1, genügt es

o�enbar, den Fall K � R zu betrahten. Der Zusatz ist dann klar, beahte auh

4.12 (ii).

1. Fall: f > L

p
R
�J,ϕ� ist beshränkt und besitzt einen kompakten Träger.

Dann existiert C > R
�

mit

Sf S B C und Tr�f� ` ��C,C�n. (408)

Da f insbesondere ϕ-meÿbar über J ist, existiert o�enbar eine Folge �Ti�i>N in

S�J� mit

lim
i�ª

Ti �ϕ f auf J, (409)

und wir können ohne Einshränkung

�i>N �STiS B C , Tr�Ti� ` ��C,C�
n
� (410)

annehmen. Es gilt

�i>N fi �� STi � f S
p
> LR�J,ϕ�,

lim
i�ª

fi
�409�
� ϕ 0 auf J,

�i>N SfiS B �STiS � Sf S�
p
�408�,�410�

B �2C�p χ
��C,C� > L�J,ϕ�.

Aus dem Grenzwertsatz von Lebesgue folgt daher

lim
i�ª

S

J
fi dϕ � 0,

und dies ergibt die Behauptung im 1. Falle.
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2. Fall: f > L

p
R
�J,ϕ� beliebig. Wegen des 1. Falles genügt es, zu zeigen, daÿ es

eine Folge �fi�i>N beshränkter Funktionen mit kompaktem Träger in L

p
R
�J,ϕ�

mit

lim
i�ª

S

J
Sf � fiS

p dϕ � 0 (411)

gibt.

Beweis hiervon: Für jedes i > N de�nieren wir die �horizontal und vertikal

bei i und �i gestutzte� (beshränkte) Funktion mit kompaktem Träger

fi �� sup�inf�f, i�,�i�χ
��i,i�n >MR�J,ϕ�,

und es gilt sogar

fi > L
p
R
�J,ϕ�,

beahte SfiS
p
Bϕ i

p χ
��i,i�n > LR�J,ϕ� sowie 4.79 (i). Es folgt

Sf � fiS
p
> LR�J,ϕ�,

Sf � fiS
p
B Sf Sp > LR�J,ϕ�,

und der Grenzwertsatz von Lebesgue zusammen mit der De�nition von fi
ergibt (411). ✷

Bemerkung. Es gilt 1Rn
> L

ª

R �R
n, µn� und für jedes T > S�Rn

�

Y1Rn
� T Y

ª

C 1.

Korollar 5.24. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, J > In ein niht-leeres Intervall

von Rn
und p > R

�

.

Dann ist L
p
K
�J,ϕ� separabel, d.h. per de�nitionem, daÿ eine höhstens ab-

zählbare dihte Teilmenge von L
p
K
�J,ϕ� existiert.

Beweis. Die Restklassen der Funktionen

P

k
i�1 ζi χ

J
Qi

wie im Zusatz mit ra-

tionalen Koe�zienten im Falle K � R bzw. �Q � iQ�-wertigen Koe�zienten im

Falle K � C und Qn
-wertigen �Ekpunkten� der Quader leisten o�enbar das

Gewünshte. ✷

Satz 5.25.

Vor.: Seien p > R
�

und f > L

p
K
�Rn, µn�.

Beh.: Zu jedem ε > R
�

existiert g > Cc�R
n,K� mit

S

Rn
Sf � gSp dµn � ε.

Beweis. Nah 5.23 genügt es mit derselben Begründung wie zu Beginn des

Beweises von 5.23, zu zeigen, daÿ im Falle K � R zu jeder Treppenfunktion

T > S�R� und jeder Zahl ε > R
�

eine stetige Funktion g� Rn
� R mit kompaktem

Träger mit der Eigenshaft

S

Rn
ST � gSp dµn � ε

existiert. Wiederum mit obiger Begründung können wir ohne Beshränkung der

Allgemeinheit T � χQ mit Q > Qn annehmen. Der Fall QX

� g ist trivial, da

dann χQ �µn 0 > Cc�R
n,R� gilt.
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Seien also ε > R
�

und Q > Qn mit QX

x g. Wegen Q > Qn, der Regularität

von µn und µn�Q� � µn�Q� existiert ein in Rn
o�ener Quader Q�

> Qn mit

Q ` Q�

und

µn�Q
�

� B µn�Q� �
ε

2
.36 (412)

Wir beweisen unten, daÿ es eine stetige Funktion g� Rn
� R mit

gSQ � 1 , gSRn
�Q�

� 0 , 0 B g � χQ B 1, (413)

gibt. O�ensihtlih gilt g > Cc�R
n,R�. Es folgt

0 B g � χQ B χQ�

� χQ,

also wegen �χQ�

�χQ��R� � �0,1�

Sg � χQS
p
B χQ�

� χQ,

S

Rn
Sg � χQS

p dµn B µn�Q
�

� � µn�Q�
�412�
� ε.

Zu zeigen bleibt die Existenz einer stetigen Funktion g� Rn
� R mit (413):

Wegen QX

x g gibt es eine R-Vektorraum-A�nität h� Rn
� Rn

(d.h. per de-

�nitionem h � a � h̃, wobei a > Rn
und h̃ > HomR�R

n,Rn
� � LR�R

n,Rn
� ein

R-Vektorraum-Isomorphismus sind) derart, daÿ

h�Q� � � � 1,1�
n
� �x > Rn

S YxY
ª

B 1�

gilt. Da h insbesondere ein Homöomorphismus ist, ist h�Q�

� eine in Rn
o�ene

Obermenge von � � 1,1�
n
, und es existiert folglih eine Zahl δ > �1,ª� mit

�x > Rn
S YxY

ª

� δ� � � � δ, δ�
n
` h�Q�

�.

Wir de�nieren nun eine stetige Funktion ψ� �0,ª� � R durh

�t>�0,ª�ψ�t� ��

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

1, falls 0 B t B 1,

1 � t�1
δ�1

, falls 1 � t � δ,

0, falls t C δ.

Dann leistet g� Rn
� R, gegeben durh

�x>Rn g�x� �� ψ�Yh�x�Y
ª

�,

o�enbar das Gewünshte. ✷

Bemerkung.

1.) Betrahte das Volumenmaÿ µn auf Rn
, und sei p > R

�

. Dann de�niert

dp
p
eine Metrik und Y . . . Yp für p > �1,ª� eine Norm auf Cc�R

n,K� bzgl.

derer Cc�R
n,K� aber niht vollständig ist. Aufgrund des letzten Satzes

und des Satzes von Riesz-Fisher kann L
p
K
�Rn, µn� im Falle p > �0,1�

als Vervollständigung von �Cc�R
n,K�, dp

p
� und im Falle p > �1,ª� von

�Cc�R
n,K�, Y . . . Yp� aufgefaÿt werden.

36

Hier geht entsheidend ein, das Quadermaÿ µn (und niht etwa ein beliebiges Quadermaÿ

auf R
n
) zu betrahten.
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2.) Wir haben in Satz 3.7 gesehen, daÿ Cc�R
n,K� eine dihte Teilmenge von

�C0�R
n,K�, Y . . . Y

ª

� ist, und wegen 1Rn
> L

ª

K �R
n, µn��C0�R

n,K� ist Satz

5.25 somit falsh, wenn man p �ª zuläÿt.

Zum Abshluÿ dieses Kapitels geben wir im Falle p > �1,ª� eine Teilmenge

des Dualraumes eines Lebesgueshen Raumes an.

Satz 5.26. Es seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und

p, q > �1,ª� mit 1
p
�

1
q
� 1, wobei 1

ª

wieder als 0 zu lesen ist.

(i) Sei f > L
q
K
�M,ϕ�. Dann de�niert

�g>L
p
K
�M,ϕ�Λf g ��

S

M
f g dϕ, wobei f > f und g > g beliebig seien, (414)

ein stetiges Funktional Λf von L
p
K
�M,ϕ�, d.h. Λf > L

p
K
�M,ϕ��, und es gilt

YΛf Y � YfYq. (415)

(ii) Durh

Λ� L
q
K
�M,ϕ� �� L

p
K
�M,ϕ��, f z� Λf ,

ist ein isometrisher K-Vektorraum-Homomorphismus gegeben. Λ ist also

insbesondere injektiv und stetig.

Beweis. Zu (i): Aus der Höldershen Ungleihung 5.9 folgt o�enbar, daÿ

(414) wohlde�niert ist und

�g>L
p
K
�M,ϕ� SΛf gS B YΛf gY1 B YfYq YgYp, (416)

also ist die K-lineare Funktion Λf � L
p
K
�M,ϕ� � K nah 2.11 �(iv) � (ii)� stetig.

Zu (415): Sei f > f . Im Falle f �ϕ 0 ist die Behauptung trivial. Daher können

wir ohne Beshränkung der Allgemeinheit

�x>M f�x� x 0

annehmen � insbes. ist f auf M de�niert �, also ist nah 4.78 (iv), (v) die

�Vorzeihenfunktion von f �

σ ��
f

Sf S
� M �� K ϕ-meÿbar über M mit YσY

ª

� 1. (417)

1. Fall: q � 1. Dann gilt p �ª, g �� σ > L

ª

K �M,ϕ�, YgY
ª

� 1 und

V

S

M
f g dϕV �

S

M
Sf Sdϕ � YfY1 � YfY1 YgYª.

Wegen (416) und der letzten Aussage in 2.13 (ii) ist daher (415) erfüllt.

2. Fall: q > �1,ª�. Dann gilt auh p > �1,ª� sowie p �q � 1�
5.8
� q, also nah

Voraussetzung Sf Sq�1 > L
p
K
�M,ϕ�, und daher wegen (417) und 4.79 (iii)

g �� σ Sf Sq�1 > L
p
K
�M,ϕ�.
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Auÿerdem folgt

f g � Sf Sq, (418)

Sf Sq � SσSp Sf S�q�1�p � SgSp (419)

und somit

V

S

M
f g dϕV

�418�
�

S

M
Sf Sq dϕ � �

S

M
Sf Sq dϕ�

1

q
�

1

p
�419�
� YfYq YgYp,

d.h. erneut wegen (416) und der letzten Aussage in 2.13 (ii) auh (415).

3. Fall: q � ª. Dann gilt p � 1. Wegen f xϕ 0 folgt aus der De�nition von

YfY
ª

für jedes ε > �0, YfY
ª

� x g, daÿ

Mε �� �x >M S Sf�x�S A YfY
ª

� ε� � Sf S
1
��YfY

ª

� ε,ª�� > B�M,ϕ�

keine ϕ-Nullmenge ist, und nah 4.93, (359) existiert i > N derart, daÿ für die

Teilmenge

ÈMε ��Mε 9 � � i, i� > B�M,ϕ�

von M gilt

0 � ϕ�ÈMε� �ª,

d.h. genau:

ÈMε ist ϕ-integrierbare Niht-Nullmenge. Wir setzen nun

gε �� χÈMε
σ > L

1
K�M,ϕ�,

beahte, daÿ χM Âgε � χÈMε
σ̂ u.a. nah (417) und 4.79 (iii) eine über Rn ϕ-inte-

grierbare Funktion ist. (417) ergibt weiterhin

YgεY1 �
S

ÈMε

SσSdϕ � ϕ�ÈMε� x 0

und

V

S

M
f gε dϕV �

S

M
Sf S SgεSdϕ �

S

ÈMε

Sf S SσSdϕ C �YfY
ª

� ε� YgεY1,

also folgt aus 2.13 (i)

YΛf Y C YfYª � ε.

Die Beliebigkeit von ε > �0, YfY
ª

� x g und (416) ergeben nun (415).

Zu (ii): Da die K-Linearität der Abbildung

Λ� L
q
K
�M,ϕ� �� L

p
K
�M,ϕ��

klar ist, folgt (ii) aus (i). ✷

Bemerkung. Wir werden im siebenten Kapitel den Rieszshen Darstellungssatz

für Lebesgueshe Räume beweisen, der besagt, daÿ Λ� L
q
K
�M,ϕ� � L

p
K
�M,ϕ��

im Falle einer ϕ-meÿbaren Teilmenge M von Rn
und p > �1,ª� sogar eine K-

Vektorraum-Isometrie ist.
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Übungsaufgaben

Aufgabe 5.27.

(i) Beweise die Youngshe Ungleihung (372) mittels des in lo. it. angege-

benen Tips, welher ebenfalls zu zeigen ist.

(ii) Sei p > �0,1�. Zeige, daÿ die beim Nahweis von (381) verwendete Funktion

�0,ª� �� R, t z� 1 � tp � �1 � t�p,

streng monoton fallend ist, und daÿ sie Null auf Null abbildet.

(iii) Zeige, daÿ die beim Nahweis von (382) verwendete Funktion

�0,ª� �� R, tz�
1 � tp̃

�1 � t�p̃
,

für p̃ > �1,ª� in Eins ein absolutes Minimum mit Funktionswert 2p̃�1

besitzt.

(iv) Zeige, daÿ die im Beweis von 5.18 verwendete Funktion

R
�

�� R, tz�
1 � τ

t
p�1

t
p�1

,

für τ > �0,1� und p > �1,ª� streng monoton fallend ist.

(v) Seien ζ, ξ > C und p > �2,ª�. Zeige, daÿ die im Beweis der Clarksonshen

Ungleihung 5.16 verwendete Funktion

R �� R

t z� �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t��
p
2
� �Sζ S2 � SξS2 � 2 Sζ S SξS cos�t��

p
2

für jedes k > Z auf ��k�1�π,k π� π
2
� monoton fallend und auf �k π� π

2
, k π�

monoton wahsend ist.

Aufgabe 5.28. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

,

p > �0,ª�, f > L

p
K
�M,ϕ� und r > R

�

.

Zeige Sf Sr > L
p
r

K
�M,ϕ� und YSf SrY p

r
� YfYp

r
, wobei

ª

r
als ª zu lesen ist.

Aufgabe 5.29 (Verallgemeinerte Höldershe Ungleihung). Es seien ϕ ein Qua-

dermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

, k > N
�

, p, q1, . . . , qk, r > �0,ª� mit
1
p
�

P

k
κ�1

1
qκ

�

1
r
, wobei

1
ª

wie oben als 0 zu lesen ist, und f > L

p
K
�M,ϕ� sowie

gκ > L
qκ
K
�M,ϕ� für κ > �1, . . . , k�.

Beweise durh vollständige Induktion über k > N
�

: f �
L

k
κ�1 gκ > L

r
�M,ϕ� und

℄f �
k

M

κ�1

gκ℄
r

B YfYp �
k

M

κ�1

YgκYqκ .

Tip: Verwende beim Induktionsanfang im Falle r > R
�

zunähst die vorherige

Aufgabe 5.28 und sodann die Höldershe Ungleihung 5.9.
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Aufgabe 5.30. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

,

p1, p2 > �0,ª� mit p1 � p2 und f > L

p1
K
�M,ϕ� 9L

p2
K
�M,ϕ�.

Zeige, daÿ dann für jedes p > �p1, p2� auh f > L

p
K
�M,ϕ� gilt sowie

YfYp B YfYp1
1�τ

YfYp1
τ
,

wobei τ > �0,1� die eindeutig bestimmte Zahl mit

1

p
�

1 � τ

p1
�

τ

p2

sei und

τ
ª

als 0 zu lesen ist. Begründe auh die Existenz und Eindeutigkeit eines

solhen τ .

De�niton. Seien X ein K-Vektorraum, C eine konvexe Teilmenge von X und

ψ� C � R eine Funktion.

(i) ψ heiÿt konvex �
� �x,y>C�t>�0,1� ψ��1 � t�x � t y� B �1 � t�ψ�x� � tψ�y�.

(ii) Gilt zusätzlih ψ�C� ` R
�

, so heiÿt ψ genau dann logarithmish konvex

wenn ln Xψ� C � R konvex ist.

Aufgabe 5.31. Seien ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
und M eine Teilmenge von Rn

.

Nah Aufgabe 5.30 wird für jedes f >MK�M,ϕ� durh

I�f� �� �p > �0,ª� Sf > L

p
K
�M,ϕ��

ein ggf. leeres Intervall von

ÂR � R 8 ��ª,ª� de�niert.

(i) Es sei weiterhin f > MK�M,ϕ� � NK�M,ϕ� mit I�f� x g. Dann ist

I�f��1 � �t > �0,ª� S 1
t
> I�f��, wobei wir 1

0
als ª lesen, ein niht-leeres

Intervall von R.

Zeige, daÿ

I�f��1 �� R
�

, tz� YfY 1

t

logarithmish konvex und daher (?) konvex ist. Folgere hieraus die Stetig-

keit der Funktion

�I�f� � �ª��X �� R
�

, p z� YfYp.

(ii) Sei f >MK�M,ϕ� derart, daÿ �ª� eine ehte Teilmenge von I�f� ist.

Zeige lim
p�ª

YfYp � YfYª.

Tip zu (ii): Für geeignete p, p0 gilt YfYp B Sf Sp0 YfY
ª

p�p0
und αp

� χN B Sf Sp

für jedes α � YfY
ª

, wobei N �� �x > M S Sf�x�S A α� sei. Leite hieraus die

Ungleihung lim supp�ª YfYp B YfYª B lim infp�ª YfpY her.

Aufgabe 5.32. Zeige die Binominalentwiklung 5.17 für z > ��1,1� mittels des

Taylorshen Satzes der Analysis I.
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Aufgabe 5.33. Führe den Beweis des Satzes von Riesz-Fisher 5.21 im Falle

p > �0,1� in allen Einzelheiten aus.

Aufgabe 5.34. Seien n > N
�

und p > R
�

.

Beweise, daÿ Cc�R
n,K� niht abgeshlossen in L

p
K
�Rn, µn� ist.

Tip:

p
»

e��x
2

1
�...�x2

n�
> L

p
K
�Rn, µn� �Cc�R

n,K�.

Bemerkung. Da wir bereits wissen, daÿ Cc�R
n,K� in L

p
K
�Rn, µn� für jede po-

sitive natürlihe Zahl n > N
�

und alle p > R
�

diht liegt, und auÿerdem durh

Cc�Rn,K�
Y...Y

ª

� C0�R
n,K� motiviert sind, können wir uns aufgrund der letzten

Aufgabe berehtigterweise fragen, ob C0�R
n,K� niht bereits gleih L

p
K
�Rn, µn�

ist. Tatsählih ist dies niht der Fall.Rihtmyermöhte in [21, S. 85℄ zwar eine

unbeshränkte quadratintegrierbare Funktion nennen, vershreibt sih aber, in-

dem er in lo. it. x2 exp��x8 sin2�x�� anstelle von SxS exp��x8 sin2�x�� angibt,

vgl. https://math.stakexhange.om/questions/355447. Summa summa-

rum gibt es jedenfalls ein gewünshtes Beispiel. Wir erinnern des weiteren daran,

daÿ C0�R
n,K� auh nur eine ehte Teilmenge von L

ª

K �R
n, µn� ist.
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6 Re�exive Räume

Shwahe Topologien

De�nition 6.1. Sei X eine Menge.

(i) Sind T1 sowie T2 Topologien für X mit T1 ` T2, so heiÿt T1 gröber als T2

und T2 feiner als T1.

Beispiel. Die triviale Topologie für X ist die gröbste und die diskrete die

feinste Topologie für X.

(ii) Sei S eine Teilmenge von P�X�.

Dann erhält man aus S durh Hinzunahme aller endlihen Shnitte von

Elementen von S und beliebig vieler Vereinigungen solher Mengen zu

S o�enbar eine gröbste Topologie T �S� für X, die S enthält.

37

T �S�

heiÿt die von S erzeugte Topologie für X.

Bemerkung. Analog zu 4.86 (ii) könnten wir auh folgende äquivalente

De�nition geben

T �S� ��
�

T Topologie für X
S`T

T .

Die vorher genannte De�nition hat allerdings den Vorteil, daÿ sie eine

explizite Konstruktion für T �S� beinhaltet. Eine solhe anzugeben, ist

(natürlih im FalleS x g) für die minimale σ-Algebra σ�S�, dieS enthält,

niht möglih.

De�nition 6.2 (Die shwahe Topologie bzgl. einer Menge von Abbildungen).

Es seien X,I Mengen und für jedes i > I des weiteren Yi ein topologisher Raum

sowie fi� X � Yi eine Abbildung.

Dann heiÿt die von

�fi
1
�Vi� S i > I , Vi > Top�Yi�� `P�X�

erzeugte Topologie für X die shwahe Topologie für X bzgl. �fi S i > I�. Dies ist

o�enbar die gröbste Topologie für X bzgl. derer alle fi, i > I, stetig sind.

Satz 6.3.

Vor.: Seien X,I Mengen und für jedes i > I des weiteren Yi ein topologisher

Raum sowie fi� X � Yi eine Abbildung. Ferner bezeihne T die shwahe Topo-

logie für X bzgl. �fi S i > I�.

Beh.:

(i) Sind �fi S i > I� punktetrennend, d.h. �x,x̃>X,xxx̃§i0>I fi0�x� x fi0�x̃�, und

Yi für jedes i > I hausdor�sh, so ist auh �X,T � hausdor�sh.

37

Man beahte, daÿ der leere Shnitt von Teilmengen als der ganze Raum und die leere

Vereinigung als die leere Menge de�niert sind.
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(ii) Seien �xj�j>N eine Folge in X und x > X.

Dann konvergiert �xj�j>N genau dann in �X,T � gegen x, wenn für jedes

i > I die Folge �fi�xj��j>N in Yi gegen fi�x� konvergiert.

(iii) Seien Z ein weiterer topologisher Raum und g > XZ
.

Dann ist g� Z � �X,T � genau dann stetig, wenn für jedes i > I die Abbil-

dung fi X g� Z � Yi stetig ist.

Beweis. Zu (i): Seien x, x̃ > X derart, daÿ x x x̃ gilt. Dann existieren wegen

der Voraussetzung in (i) ein i0 > I mit fi0�x� x fi0�x̃� und V > U

X

�fi0�x�, Yi0�

sowie

ÇV > U

X

�fi0�x̃�, Yi0� mit V 9

ÇV � g. Hieraus folgt x > U �� fi0
1
�V � > T ,

x̃ > ÇU �� fi0
1
�

ÇV � > T und U 9

ÇU � g.

Zu (ii): ��� ist wegen der Stetigkeit der fi, i > N, klar, vgl. (6).

�
� Sei U > U

X

�x, �X,T ��. Zu zeigen ist, daÿ für alle hinreihend groÿen

j > N gilt: xj > U .

Die De�nition von T impliziert o�enbar die Existenz einer Zahl k > N
�

,

i1, . . . , ik > I sowie Vκ > U
X

�fiκ�x�, Yiκ� für κ > �1, . . . , k� mit

k

�

κ�1

fiκ
1
�Vκ� ` U,

und nah Voraussetzung der rehten Seite gilt xj > fiκ
1
�Vκ� für alle κ > �1, . . . , k�

sowie hinreihend groÿe j > N.

Zu (iii): ��� ist wieder wegen der Stetigkeit der fi, i > N, klar.

�
� Sei U > T . Aus der De�nition von T folgt, daÿ sih U als beliebige

Vereinigung endliher Shnitte von Mengen der Form

fi1,i2
1
�Vi1,i2� mit i1, i2 > I und Vi1,i2 > Top�Yi1,i2�

shreiben läÿt. Wegen

g1 �
�

i1

�

i2

fi1,i2
1
�Vi1,i2�� ��

i1

g1 �
�

i2

fi1,i2
1
�Vi1,i2�� ��

i1

�

i2

g1 �fi1,i2
1
�Vi1,i2�Ǳ

genügt es zum Nahweis der O�enheit von g1�U� in Z zu zeigen, daÿ die

g1 �fi1,i2
1
�Vi1,i2�Ǳ � fi1,i2 X g

1
�Vi1,i2�

in Z o�en sind, und dies ist nah Voraussetzung der rehten Seite von (ii) klar. ✷

Für die Funktionalanalysis von groÿer Bedeutung ist der folgende Spezialfall

der letzten De�nition.

De�nition 6.4 (Die shwahe Topologie eines normierten Vektorraumes). Sei

X ein normierter K-Vektorraum.

Dann heiÿt die shwahe Topologie für X bzgl. seines topologishen Dual-

raumes X �

die shwahe Topologie für X. Für den topologishen Raum, der aus

der Menge X zusammen mit dieser Topologie besteht, shreiben wir Xs .
38

38Xs in unserem Sinne wird in der Literatur häu�g mit Xw bezeihnet.
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Bemerkung 6.5. Ist X ein normierter K-Vektorraum, so ist die shwahe To-

pologie für X gröber als seine Normtopologie, denn bzgl. der Normtopologie

sind alle Elemente von X �

stetig. Daher wird die Normtopologie für X in der

Literatur gelegentlih auh die starke Topologie für X genannt.

Satz 6.6.

Vor.: Sei X ein endlih-dimensionaler normierter K-Vektorraum.

Beh.: Die Normtopologie und die shwahe Topologie für X stimmen überein.

Beweis. Wegen 6.5 müssen wir zeigen, daÿ die Normtopologie in der shwa-

hen Topologie für X enthalten ist. Seien also U > Top�X, Y . . . Y� und x0 > U

beliebig. Dann existiert eine Zahl ε > R
�

mit Uε�x0� ` U .

Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte X x �0�. Nah Voraussetzung

existieren n > N
�

und eine Basis �b1, . . . , bn� von X mit �i>�1,...,n� YbiY � 1.

�b�1 , . . . , b
�

n� bezeihne die dazu duale Basis von X�

�X �

� beahte dimKX �ª.

Nun gilt

V ��

n

�

i�1

b�i
1
�U ε

n
�b�i �x0��Ǳ > U

X

�x0,Xs�

und wegen

�x>X Yx � x0Y � ℄
n

Q

i�1

b�i �x � x0� bi℄ B
n

Q

i�1

Sb�i �x � x0�S YbiY �
n

Q

i�1

Sb�i �x � x0�S

o�enbar auh V ` Uε�x0� ` U , d.h. x0 ist innerer Punkt von U bzgl. der shwa-

hen Topologie für X. Aus der Beliebigkeit von x0 > U folgt, daÿ U in Xs o�en

ist. ✷

Das folgende Lemma, das sofort aus 2.48 (iii) und 6.3 (i) folgt, ermögliht es,

den Grenzwert einer in Xs konvergenten Folge, wobei X ein normierter K-Vek-

torraum sei, zu de�nieren, vgl. 1.10. Eine solhe Folge nennt man dann shwah

konvergent in X gegen ihren (eindeutig bestimmten) Grenzwert.

Lemma 6.7. Ist X ein normierter K-Vektorraum, so ist Xs hausdor�sh. ✷

Satz 6.8.

Vor.: Es seien X ein normierter K-Vektorraum, �xj�j>N eine Folge in X und

x > X.

Beh.: lim
j�ª

xj � x in Xs 
� �F >X� lim
j�ª

F �xj� � F �x� in K.

Beweis klar nah 6.3 (ii). ✷

Korollar 6.9. Es seien X ein normierter K-Vektorraum und �xj�j>N eine Folge

in X.

Ist �xj�j>N shwah konvergent, so ist �YxjY�j>N beshränkt.

Beweis. Das Korollar folgt sofort aus dem letzten Satz und 2.67. ✷

Bemerkung 6.10. Sei �xj�j>N eine Folge in einem normierten K-Vektorraum

X. Dann gilt wegen 6.5:

Konvergiert �xj�j>N bzgl. der Normtopologie gegen ein x > X, so konvergiert

�xj�j>N shwah gegen x.

Die Umkehrung dieser Aussage ist i.a. falsh, siehe 7.15 unten.
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Satz 6.11. Seien X ein normierter K-Vektorraum und C eine konvexe Teil-

menge von X.

Dann stimmt die abgeshlossene Hülle C von C in X mit der abgeshlossenen

Hülle C
s
von C in Xs überein.

Beweis. Nah 6.5 ist C ` C
s
(auh ohne die Voraussetzung der Konvexität)

trivial � beahte, daÿ die abgeshlossene Hülle der Shnitt aller abgeshlossenen

Obermengen ist.

Zu �C
s
` C�: Ohne Beshränkung der Allgemeinheit können wir C x g

annehmen. Sei x0 > X � C. Dann gilt d��x0�,C� A 0 � beahte die Fuÿnote

auf Seite 86 �, und der Trennungssatz von Hahn-Banah 2.52 (ii) ergibt die

Existenz eines F > X �

� �0� sowie einer Zahl γ > R mit

�

x>C
�ReF ��x0� � γ � �ReF ��x�.

Es folgt

U �� �x > X SReF �x� � γ� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

F
1
�� �ª, γ�� für K � R

F
1
�� �ª, γ� �R� für K � C

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

> U

X

�x0,Xs�,

U 9C � g,

also gilt x0 ¶ C
s
. ✷

Korollar 6.12. Seien X ein normierter K-Vektorraum und C eine konvexe

Teilmenge von X. Dann gilt:

(i) C ist genau dann eine abgeshlossene Teilmenge von X, wenn C eine

abgeshlossene Teilmenge von Xs ist.

(ii) C ist genau dann diht in X, wenn C diht in Xs ist. ✷

Wir zeigen in 6.15 1.), daÿ die Einheitssphäre eines unendlih-dimensionalen

normierten K-Vektorraumes niht shwah abgeshlossen ist. Vorher führen wir

die folgenden Begri�e ein, obwohl wir nur den ersten an dieser Stelle benötigen.

De�nition 6.13 (Umgebungsbasis, Basis einer Topologie, erstes und zweites

Abzählbarkeitsaxiom). Es sei X ein topologisher Raum.

(i) Sei x0 > X. Dann heiÿt eine Teilmenge U von U

X

�x0,X� eine Umgebungs-

basis von x0 (in X) genau dann, wenn gilt �U>UX�x0,X�§V >U V ` U .

(ii) Eine Teilmenge U von Top�X� heiÿt Basis von Top�X� genau dann, wenn

gilt �U>Top�X� U �

�V >U, V `U V .

(iii) X erfüllt per de�nitionem das erste Abzählbarkeitsaxiom, wenn jedes Ele-

ment x0 >X eine höhstens abzählbare Umgebungsbasis besitzt.

(iv) X erfüllt per de�nitionem das zweite Abzählbarkeitsaxiom, wenn Top�X�

eine höhstens abzählbare Basis besitzt.

(Aus dem zweiten Abzhählbarkeitsaxiom folgt das erste und die Separa-

bilität des Raumes.)
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Lemma 6.14. Seien X ein normierter K-Vektorraum und x0 > X.

Dann ist

�

k

�

κ�1

Fκ
1
�Uε�Fκ�x0��� Sk > N�

, �κ>�1,...,k�Fκ > X
�

, ε > R
�

¡

eine Umgebungsbasis von x0 in Xs.

Beweis als Übung. ✷

Beispiel 6.15. Sei X ein unendlih-dimensionaler normierter K-Vektorraum.

1.) Die Einheitssphäre S �� �x > X S YxY � 1� ist eine niht-abgeshlossene

Teilmenge von Xs, genauer ist die abgeshlossene Hülle S
s
von S in Xs

gleih der Einheitsvollkugel B1�0�.

2.) U1�0� ist eine niht-o�ene Teilmenge von Xs, genauer ist der o�ene Kern

U1�0�
Xs

von U1�0� in Xs leer.

[ Zu 1.): Wir beweisen zunähst

�x0>U1�0��U>UX�x0,Xs�
U 9 S x g. (420)

Zu (420): Seien x0 > U1�0� und U > U

X

�x0,Xs�. Aus 6.14 folgt, daÿ es genügt,

den Fall

U �

k

�

κ�1

Fκ
1
�Uε�Fκ�x0���, (421)

wobei k > N
�

, �κ>�1,...,k�Fκ > X �

und ε > R
�

seien, zu betrahten. Nun existiert

y0 > X � �0� mit

�κ>�1,...,k�Fκ�y0� � 0, (422)

denn andernfalls wäre die K-lineare Abbildung

X �� Kk, x z� �F1�x�, . . . , Fk�x��,

injektiv, im Widerspruh zu dimKX �ª.

Wir de�nieren eine stetige Funktion ϕ� �0,ª� � �0,ª� durh

�t>�0,ª� ϕ�t� �� Yx0 � t y0Y.

Dann gilt ϕ�0� � Yx0Y � 1 und limt�ª ϕ�t� � ª � beahte x0 > U1�0� und

y0 x 0 sowie �C > R
�

, SϕS B C�� �t>R
�

t Yy0Y B C � Yx0Y �, also folgt aus dem

Zwishenwertsatz der Analysis I die Existenz einer Zahl t0 > R�

mit ϕ�t0� � 1,

d.h.

x0 � t0 y0 > S.

Ferner gilt Fκ�x0 � t0 y0 � x0�
�422�
� 0 für jedes κ > �1, . . . , k�, also wegen (421)

auh

x0 � t0 y0 > U.

Damit ist (420) gezeigt.
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Aus (420) ergibt sih S ` B1�0� ` S
s
, also mittels 6.11

S
s
` B1�0� ` S

s
.

Zu 2.): Angenommen, es existierte x0 > U1�0�
Xs
` U1�0�. Dann gäbe es auh

U > U

X

�x0,Xs� mit U ` U1�0�. Analog zu Beweis von (420) folgte die Existenz

von y0 > X � �0� und t0 > R�

mit

Yx0 � t0 y0Y � 1 und x0 � t0 y0 > U,

im Widerspruh zu U ` U1�0�. ℄

Satz 6.16. Seien X,Y normierte K-Vektorräume und T � X � Y eine K-lineare

Abbildung. Dann gilt:

T > LK�X,Y �
� T � Xs � Ys ist stetig.

Beweis. ��� Nah 6.3 (iii) ist zu zeigen, daÿ für jedes G > Y �

die K-lineare

Funktion

G X T � Xs �� K

stetig ist. Seien daher G > Y �

, ζ > K und ε > R
�

. Aus der Voraussetzung der

linken Seite folgt G X T > X �

, also ist U �� �G X T �
1
�Uε�ζ�� eine in Xs o�ene

Menge mit �G X T ��U� ` Uε�ζ�. Hieraus folgt die Stetigkeit von G X T � Xs � K.

�
� 6.3 (iii) und die Voraussetzung der rehten Seite ergeben die Stetigkeit

von G X T � Xs � K � und damit o�enbar auh die von G X T � X � K � für jedes

G > Y �

.

Angenommen, T � X � Y ist niht stetig, d.h. nah 2.11 �(ii) � (iv)�, daÿ

T � X � Y kein beshränkter Operator ist. Dann kann T �B1�0�� keine be-

shränkte Teilmenge von Y sein, also existiert nah 2.67 ein G > Y �

derart,

daÿ G�T �B1�0��� eine unbeshränkte Teilmenge von Y ist, und G X T � X � K

ist erneut nah 2.11 �(ii)� (iv)� niht stetig, Widerspruh! ✷

Wir erinnern daran, daÿ wir zu einen normierten K-Vektorraum X in 2.60

durh

�x>X�F >X�

�iX�x�� �F � �� F �x�

einen kanonishen isometrishen K-Vektorraum-Homomorphismus

iX � X ��X ��

erhalten haben, der folglih injektiv und stetig ist.

De�nition 6.17 (Die shwahe-�-Topologie des topologishen Dualraumes). Ist

X ein normierter K-Vektorraum, so heiÿt die shwahe Topologie für X �

bzgl.

iX�X� ` X ��

die shwahe-�-Topologie für X �

. Den topologishen Raum, der

aus der Menge X �

zusammen mit dieser Topologie besteht, bezeihnen wir mit

X �

s� .

39

39

Warnung. In [20℄ wird X �

s� in unserem Sinne mit X �

s bezeihnet.
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Bemerkung. Sei X ein normierter K-Vektorraum.

1.) Top�X �

s�� ist gröber als Top�X
�

s�, und letztere ist gröber als die durh die

Operatornorm induzierte Topologie für X �

.

2.) Die Bezeihnung shwahe-�-Topologie rührt daher, daÿ viele Autoren den

topologishen Dualraum mit X�

bezeihnen. Konsequenterweise müÿten

wir hier eigentlih von der �shwahen-

�

-Topologie� reden. Dies wäre aller-

dings vollkommen unüblih.

Analog zu oben ermögliht das folgende Lemma, vom Grenzwert einer in X �

s�

konvergenten Folge zu sprehen, wobei X ein normierter K-Vektorraum sei. Eine

derartige Folge heiÿt dann shwah-�-konvergent in X �

gegen ihren (eindeutig

bestimmten) Grenzwert.

Lemma 6.18. Ist X ein normierter K-Vektorraum, so ist X �

s� hausdor�sh.

Beweis. Seien F1, F2 > X
�

mit F1 x F2. Dann existiert x >X derart, daÿ gilt

�iX�x�� �F1� � F1�x� x F2�x� � �iX�x�� �F2�.

Daher folgt das Lemma aus 6.3 (i). ✷

Satz 6.19.

Vor.: Es seien X ein normierter K-Vektorraum, �Fj�j>N eine Folge in X �

und

F >X �

.

Beh.: lim
j�ª

Fj � F in X �

s�
� �x>X lim
j�ª

Fj�x� � F �x� in K.

Beweis klar nah 6.3 (ii). ✷

Bemerkung. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Der letzte Satz rehtfertigt,

daÿ die Topologie für X �

s� in [20℄ die Topologie der punktweisen Konvergenz für

X �

genannt wird.

Korollar 6.20. Es seien X ein K-Banahraum und �Fj�j>N eine Folge in X �

.

Ist �Fj�j>N shwah-�-konvergent, so ist �YFjY�j>N beshränkt.

Beweis. Seien �Fj�j>N shwah-�-konvergent und H �� �Fj S j > N�. Nah 6.19

ist H�x� für jedes x > X beshränkt, also folgt aus 2.64, daÿ H beshränkt in

X �

ist. ✷

Hauptsatz 6.21 (Satz von Banah-Alaoglu).

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: Die Einheitsvollkugel B�

�� �F > X �

S YF Y B 1� ist kompakt in X �

s�.

Beweis. Wir setzen für jedes x > X

Xx �� K

und versehen

�x>XXx mit der Produkttopologie, vgl. B.1. Die Topologie für

�x>XXx � KX
ist also die gröbste Topologie bzgl. derer für jedes x > X die

Abbildung

πx� �
x>X

Xx �� K, f z� f�x�,
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stetig ist. Da Top�X �

s�� die gröbste Topologie für X �

` KX
�

�x>X Xx ist bzgl.

derer für jedes x >X die Abbildung

iX�x�� X
�

�� K, F z� F �x�,

stetig ist, stimmt der topologishe Teilraum mit zugrundeliegender Menge X �

von

�x>XXx mit X �

s� überein.

De�nieren wir nun für jedes x > X die kompakte Menge

Bx �� B
YxY�0� ` K,

so ist

�x>X Bx nah dem Satz von Tyhonoff B.3 eine kompakte Teilmenge

von

�x>XXx, und zum Nahweis des Hauptsatzes bleibt wegen 1.41 (i) zu zeigen,

daÿ B�

eine abgeshlossene Teilmenge von

�x>X Bx ist.

Wir behaupten

B�

�

�

x,y>X,λ>K

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f >

�

x>X

Bx Sf�x � y� � f�x� � f�y� , f�λx� � λf�x�

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

. (423)

[ Zu (423): �`� ist wegen wegen

�F >B�

�x>X SF �x�S B YF Y YxY B YxY

klar.

�a� Jedes Element f der rehten Seite von (423) ist K-linear, und es gilt

wegen f >

�x>X Bx

�x>X Sf�x�S B YxY,

d.h., daÿ f stetig ist sowie YfY B 1, also f > B�

. ℄

Wegen der Stetigkeit der Abbbildung

πx̃S
�x>X Bx � �

x>X

Bx �� K

für jedes x̃ > X ist jede der im Shnitt der rehten Seite in (423) auftretenden

Menge als Shnitt zweier abgeshlossener Mengen selbst abgeshlossen. Somit

ist B�

nah (423) eine abgeshlossene Teilmenge von

�x>X Bx. ✷

Satz 6.22. Sei X ein separabler normierter K-Vektorraum, d.h. genau, daÿ X

eine höhstens abzählbare (bzgl. der Normtopologie) dihte Teilmenge besitzt.

Dann erfüllt X �

s� das erste Abzählbarkeitsaxiom.

Beweisskizze. Sei M eine höhstens abzählbare dihte Teilmenge von X. Zu

vorgegebenem F >X �

bilden die Mengen

U �F ;x1, . . . , xk;
1

m
� �� �

ÇF > X �

S�κ>�1,...,k� S
ÇF �xκ� �F �xκ�S �

1

m
 

�

k

�

κ�1

iX�xκ�
1
�U 1

m
�F �xκ�� > U

X

�F,X �

s��,

wobei k,m > N
�

und x1, . . . , xk >M seien, eine abzählbare Umgebungsbasis von

F in X �

s�. ✷
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Charakterisierung re�exiver Räume

Der Vollständigkeit halber sei hier noh einmal erwähnt, daÿ ein normierter

K-Vektorraum X genau dann re�exiv heiÿt, wenn iX � X � X ��

sogar eine K-

Vektorraum-Isometrie ist.

Bemerkung. Wegen des folgenden Satzes 6.23 (iv) ��� ist jeder re�exive K-

Vektorraum ein K-Banahraum. James [14℄ hat gezeigt, daÿ ein K-Banahraum,

der isometrish zu seinem topologishen Bidualraum ist, niht re�exiv zu sein

brauht.

Satz 6.23. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) X re�exiv Ô� X �

s �X
�

s�.

(ii) Ist X re�exiv und W ein abgeshlossener K-Untervektorraum von X, so

ist auh W re�exiv.

(iii) Sind Y ein weiterer normierter K-Vektorraum und T � X � Y ein K-Vek-

torraum-Isomorphismus, so ist X genau dann re�exiv, wenn Y re�exiv

ist.

(iv) X re�exiv 
� X K-Banahraum und X �

re�exiv.

Beweis. (i) ist wegen der De�nitionen von X �

s und X
�

s� klar.

Zu (ii): Sei X re�exiv, und bezeihne j� W 0 X die Inklusionsabbildung.

Nah 2.63 kommutiert das folgende Diagramm:

W✲
j

✲ X

W ��

iW

❄

❄

j��
✲ X ��

iX

❄
❄

❄

Wir haben zu zeigen, daÿ iW � W �W ��

surjektiv ist. Sei daher Ψ >W ��

. Dann

existiert (wegen der Re�exivität von X) ein Element x > X mit j���Ψ� � iX�x�,

also

�F >X� Ψ�F SW � � Ψ�F X j�
2.58�ii�
� �j���Ψ���F � � �iX�x���F � � F �x�. (424)

Es folgt x > W , denn andernfalls gäbe es wegen der Abgeshlossenheit von W

nah 2.48 (i) ein Funktional F > X �

derart, daÿ F �x� A 0 und F SW � 0, d.h.

Ψ�F SW � � 0, gilt, im Widerspruh zu (424). Nunmehr zeigen wir

jW �x� � Ψ.

Zum Nahweis hiervon seien f >W �

beliebig und F > X �

mit F SW � f gemäÿ

der �funktionalanalytishen Version� des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banah

2.47 gewählt. Dann gilt

Ψ�f�
�424�
� F �x�

x>W
� f�x� � �iW �x���f�.
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Zu (iii): Sei X re�exiv. Daÿ das Diagramm

X✲
T

✲✲ Y

X ��

iX

❄
❄

❄

T ��

✲ Y ��

iY

❄

❄

dann kommutiert, folgt erneut aus 2.63, und somit ist iY surjektiv, also Y re-

�exiv. Dies genügt o�enbar zum Nahweis von (iii).

Zu (iv): ��� Sei iX � X � X ��

eine K-Vektorraum-Isometrie. Wegen 2.16 ist

somit X ein K-Banahraum. Zu zeigen bleibt die Surjektivität des Operators

iX�

� X �

�X ���

�� �X ��

�

�

.

Sei also f > X ���

. Dann gilt o�enbar

F �� f X iX > X �, (425)

und zu jedem Φ > X ��

existiert (genau) ein x >X mit

Φ � iX�x�, (426)

also folgt

f�Φ�
�426�
� f�iX�x��

�425�
� F �x� � �iX�x���F �

�426�
� Φ�F � � �iX�

�F ���Φ�,

d.h. iX�

�F � � f.

�
� SeiX �

re�exiv. Dann folgt aus der bereits bewiesenen Rihtung ���, daÿ

X ��

re�exiv ist. Des weiteren ist iX�X� eine abgeshlossene Teilmenge von X ��

� beahte, daÿ iX � X � X ��

ein isometrisher K-Vektorraum-Homomorphismus

und X nah Voraussetzung der rehten Seite vollständig ist, sowie 1.20 (ii). Nun

ergibt (ii) die Re�exivität von iX�X� und somit (iii) die von X. ✷

Aufgrund des folgenden Satzes interessieren wir uns für das Bild eines nor-

mierten K-Vektorraumes X unter iX � X �X ��

in X ��

s� �� �X �

�

�

s�.

Satz 6.24. Sei X ein normierter K-Vektorraum, und �iX�X��s� bezeihne den

topologishen Teilraum mit zugrundeliegender Menge iX�X� von X
��

s�.

Dann ist iX � Xs � �iX�X��s� ein Homöomorphismus.

Beweis. 1.) Trivialerweise ist iX � X � iX�X� bijektiv.

2.) Jede in �iX�X��s� o�ene Menge läÿt sih als beliebige Vereinigung end-

liher Shnitte von Mengen der Form

iX�

�F �
1
�V � 9 iX�X� � �Φ > X ��

S

�Φ�F �
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�iX�

�F ���Φ� > V � 9 iX�X�

� �iX�x� Sx > X , �iX�x���F �
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�F �x�

> V �,
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wobei F >X �

und V > Top�K� sind, shreiben, welhe

�x > X SF �x� > V � � F
1
�V � > Top�Xs�

als Urbild unter iX besitzen. Hieraus folgt o�enbar die Stetigkeit der Abbildung

iX � Xs � �iX�X��s�.

3.) Jede in Xs o�ene Menge läÿt sih als beliebige Vereinigung endliher

Shnitte von Mengen der Form

F
1
�V � � �x > X SF �x� > V �

wobei F >X �

und V > Top�K� sind, shreiben, welhe

�iX�x� Sx >X , F �x� > V �
s.o.

� iX�

�F �
1
�V � 9 iX�X� > Top��iX�X��s��

als Bild unter iX besitzen. Wegen der Injektivität von iX folgt hieraus o�en-

bar, daÿ iX � Xs � �iX�X��s� eine o�ene Abbildung ist � beahte u.a., daÿ für

injektive Abbildungen der Shnitt der Bilder gleih dem Bilde der Shnitte ist.

Mit 1.) - 3.) ist der Satz bewiesen. ✷

Satz 6.25.

Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und B��

�� �Φ > X ��

S YΦY B 1�.

Beh.:

(i) iX�B1�0�� ist in dem topologishen Teilraum B��

s
�

mit zugrundeliegender

Menge B��

von X ��

s� diht.

(ii) iX�X� ist diht in X
��

s�.

Hätten wir die wir den Trennungssatz von Hahn-Banah 2.52 (ii) auf dem

Niveau hausdor�sher lokal-konvexer K-Vektorräume bewiesen, so folgte hieraus

Teil (i) der Behauptung, vgl. [3, Proposition V.4.1℄. Wir benötigen zum Nahweis

allerdings das folgende Lemma, das wir auh beim Beweis des u.g. Hauptsatzes

6.27 ausnutzen werden.

Lemma 6.26. Seien X ein normierter K-Vektorraum, Φ > X ��

mit YΦY B 1,

k > N
�

und F1, . . . , Fk > X
�

. Ferner sei h� X � R de�niert durh

�x>X h�x� ��
k

Q

κ�1

SΦ�Fκ� � Fκ�x�S
2.

Dann gilt inf�h�x� Sx > B1�0�� � 0.

Beweis. Seien

I �� inf�h�x� Sx > B1�0�� � inf �
k

Q

κ�1

SΦ�Fκ� � Fκ�x�S
2
Sx > B1�0�¡ C 0 (427)

und �xl�l>N eine Folge in B1�0� mit

I � lim
l�ª

k

Q

κ�1

SΦ�Fκ� � Fκ�xl�S
2. (428)
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Es gilt für jedes κ > �1, . . . k�

�l>N YFκ�xl�Y B YFκY YxlY B YFκY,

also existieren nah dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ ein gewisses ξκ > K

und eine Teilfolge von �Fκ�xl��l>N, die gegen ξκ konvergiert. Wir können o�enbar

ohne Einshränkung annehmen

�κ>�1,...,k� lim
l�ª

Fκ�xl� � ξκ (429)

und setzen

�κ>�1,...,k� ζκ �� Φ�Fκ� � ξκ > K, (430)

d.h.

I
�428���430�

�

k

Q

κ�1

SζκS
2

(431)

Es folgt

�x>B1�0�

k

Q

κ�1

Re�ζκ �Fκ�x� � ξκ�� B 0. (432)

[ Zu (432): Seien x > B1�0�, t > �0,1� und l > N. Dann gilt t x��1�t�xl > B1�0�

sowie

I
�427�
B

k

Q

κ�1

SΦ�Fκ� �Fκ�t x � �1 � t�xl�S
2

�

k

Q

κ�1

S�Φ�Fκ� �Fκ�xl�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��vκ

� � t �Fκ�x� � Fκ�xl�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��wκ

�S

2

�

k

Q

κ�1

�vκ �wκ� �vκ �wκ� �

k

Q

κ�1

vκ vκ � vκwκ � vκwκ �wκwκ

�

k

Q

κ�1

SvκS
2
� 2Re�vκwκ� � SwκS

2

�

k

Q

κ�1

SΦ�Fκ� �Fκ�xl�S
2
� 2t

k

Q

κ�1

Re��Fκ�x� �Fκ�xl�� �Φ�Fκ� � Fκ�xl���

� t2
k

Q

κ�1

SFκ�x� � Fκ�xl�S
2.

Die letzte Ungleihung sowie (429) - (431) ergeben durh Grenzwertbildung für

l �ª

I B I � 2t
k

Q

κ�1

Re�Fκ�x� � ξκ� ζκ� � t
2

k

Q

κ�1

SFκ�x� � ξκS
2,

d.h.

k

Q

κ�1

Re��Fκ�x� � ξκ� ζκ� B
t

2

k

Q

κ�1

SFκ�x� � ξκS
2,

und wegen der Beliebigkeit von t > �0,1� muÿ (432) gelten. ℄
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Sei nun

F ��

k

Q

κ�1

ζκFκ > X
�. (433)

Dann folgt aus (432)

�x>B1�0�ReF �x� B Re�
k

Q

κ�1

ζκ ξκ� , (434)

und wir behaupten

YF Y B Re�
k

Q

κ�1

ζκ ξκ� . (435)

[ Zu (435): Seien x̃ > B1�0� und φ > �0,2π� mit

F �x̃� � eiφ SF �x̃�S,

d.h.

SF �x̃�S
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

>�0,ª�

� F �e�iφ x̃� � ReF �e�iφ x̃�
�434�
B Re�

k

Q

κ�1

ζκ ξκ� .

Hieraus, der Beliebigkeit von x̃ > B1�0� sowie (97) ergibt sih (435). ℄

Auÿerdem konvergiert �SF �xl�S�l>N wegen (433), (429) gegen S

P

k
κ�1 ζκ ξκS.

Somit folgt aus (97) und �l>N xl > B1�0�

YF Y C W
k

Q

κ�1

ζκ ξκW .

Letzteres sowie (435) implizieren

¿

Á

Á

Á
À

�Re�
k

Q

κ�1

ζκ ξκ��

2

� �Im�
k

Q

κ�1

ζκ ξκ��

2

B YF Y B Re�
k

Q

κ�1

ζκ ξκ� ,

also gilt

YF Y �
k

Q

κ�1

ζκ ξκ. (436)

Shlieÿlih ergibt sih

I
�431�
�

k

Q

κ�1

ζκ ζκ
�430�
�

k

Q

κ�1

ζκ �Φ�Fκ� � ξκ�
�433�,�436�

� Φ�F � � YF Y B SΦ�F �S � YF Y

B YF Y �YΦY � 1�
YΦYB1
B 0

und somit wegen (427): inf�h�x� Sx > B1�0�� � 0. ✷

Beweis des Satzes. Zu (i): Zunähst bemerken wir iX�B1�0�� ` B
��

. Es seien

Φ > B��

und U > U

X

�Φ,X ��

s��.Wegen 1.15 (ii) und 1.7 ist �U9B��

�9iX�B1�0�� x g

zu zeigen, d.h.

U 9 iX�B1�0�� x g.
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Als Umgebung von Φ in X ��

s� enthält U eine Menge der Form

k

�

κ�1

iX�

�Fκ�
1
�Vκ� � �Ψ >X ��

S�κ>�1,...,k�Ψ�Fκ� > Vκ�,

wobei k > N
�

, F1, . . . , Fk > X �

sowie V1 > U

X

�Φ�F1�,K�, . . . , Vk > U

X

�Φ�Fk�,K�

sind, also existiert eine Zahl ε > R
�

mit

U 9 iX�B1�0�� a �iX�x� Sx > B1�0� , �κ>�1,...,k� SΦ�Fκ� �Fκ�x�S �

½

ε

k
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

P

k
κ�1 SΦ�Fκ��Fκ�x�S2�ε

¡,

und die rehte Seite ist wegen des vorherigen Lemmas 6.26 niht leer.

Zu (ii): Für jedes t > R
�

ist der zu

St� X ��X, xz� t x,

bitransponierte Operator, vgl. 2.58 (ii), auh als Abbildung

S��t � X
��

s� ��X ��

s�, Φz� tΦ,

stetig � beahte, daÿ Top�X ��

s�� als shwahe Topologie für X ��

bzgl. iX�

�X �

�

de�niert ist � mit stetiger Umkehrabbildung S��
t�1
� X ��

s� � X ��

s�, also ein Homöo-

morphismus, und es gilt nah 2.63

S��t X iX � iX X St.

Daher folgt aus (i)

S��t �B
��

� � S��t �iX�B1�0�
s�
� � S��t �iX�B1�0��

s�
� iX�St�B1�0��

s�
` iX�X�

s�
,

wobei A
s�

die abgeshlossene Hülle einer Teilmenge A von X ��

in X ��

s� bezeihne.

Somit ergibt sih

X ��

�

�

t>R
�

S��t �B
��

� ` iX�X�
s�
.

✷

Hauptsatz 6.27.

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: X ist genau dann re�exiv, wenn die Einheitsvollkugel B1�0� in dem to-

pologishen Raum Xs kompakt ist.

Beweis. B��

bezeihne erneut die Einheitsvollkugel in X ��

.

��� Sei X re�exiv. Dann folgt zunähst B��

� iX�B1�0�� sowie aus 6.24, daÿ

iX � Xs � X ��

s� ein Homöomorphismus ist, und sodann wegen der Kompaktheit

von B��

in X ��

s� (nah dem Satz von Banah-Alaoglu 6.21 � angewandt auf

X �

anstelle von X �), daÿ B1�0� kompakt in Xs ist.

�
� Sei B1�0� in Xs kompakt. Zu zeigen ist die Surjektivität des isometri-

shen K-Vektorraum-Homomorphismus iX � X � X ��

. Hierfür genügt es, nah-

zuweisen, daÿ iX SB1�0�� B1�0� � B��

surjektiv ist.
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Sei also Φ > B��

. Für jedes F > X �

setzen wir

AF �� F
1
��Φ�F ��� 9B1�0� � �x > B1�0� S F �x�

²

��iX�x���F �

� Φ�F ��

und behaupten:

�AF �F >X�

ist ein zentriertes System in B1�0� `Xs abgeshlossener Mengen.

(437)

Dann folgt aus der Kompaktheit von B1�0� in Xs sowie 1.40 �(i) � (ii)�

�

F >X�

AF x g,

d.h. genau §x>B1�0� iX�x� � Ψ, und dies wollen wir gerade zeigen.

Zu (437): 1.) Daÿ AF für jedes F > X �

eine in dem topologishen Teilraum

B1�0� von Xs abgeshlossene Teilmenge ist, folgt sofort daraus, daÿ Top�Xs�

die gröbste Topologie für X ist, so daÿ alle F > X �

stetig sind.

2.) Seien k > N
�

und F1, . . . , Fk > X
�

. Mit F1, . . . , Fk ist dann auh h� Xs � R,

de�niert durh

�x>X h�x� ��
k

Q

κ�1

SΦ�Fκ� � Fκ�x�S
2,

eine stetige Funktion, die folglih auf der kompakten Teilmenge B1�0� von Xs

ihr Minimum annimmt. Somit existiert wegen 6.26 ein x0 > B1�0� mit h�x0� � 0,

d.h. Fκ�x0� � Φ�x0� für alle κ > �1, . . . , k�, also gilt

k

�

κ�1

AFκ x g.

Daher ist �AF �F >X�

ein zentriertes System. ✷

Korollar 6.28.

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: X re�exiv 
� X K-Banahraum und X �

s �X
�

s�.

Beweis. ��� ist bereits nah 6.23 (iv) ��� und (i) klar.

�
� Aus X �

s � X �

s� und dem Satz von Banah-Alaoglu 6.21 folgt, daÿ

die Einheitsvollkugel B�

�� �F > X �

S YF Y B 1� eine kompakte Teilmenge von

X �

s ist. Nah dem letzten Hauptsatz 6.27 ist daher X �

re�exiv. Hieraus, der

Voraussetzung, daÿ X ein K-Banahraum ist, sowie 6.23 (iv) �
� ergibt sih

die Re�exivität von X. ✷

6.27 und der u.g. Satz von Eberlein-�mulian 6.33 ergeben eine weitere

Charakterisierung der Re�exivität � beahte, daÿ die Einheitsvollkugel eines

normierten K-Vektorraumes als konvexe abgeshlossene Teilmenge nah 6.12 (i)

auh bzgl. der shwahen Topologie abgeshlossen ist.

Hauptsatz 6.29.

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: X ist genau dann re�exiv, wenn die Einheitsvollkugel B1�0� in dem to-

pologishen Raum Xs folgenkompakt ist. ✷
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Bemerkung.

1.) Daÿ aus der Re�exivität eines K-Vektorraumes die shwahe Folgenkom-

paktheit der Einheitsvollkugel folgt, ergibt sih auh ohne Verwendung des

Satzes von Eberlein-�mulian aus 6.27, vgl. z.B. [13, Satz 14.9℄. In lo.

it. wird begründet, daÿ es genügt, separable K-Vektorräume zu betrah-

ten, und dann 6.24, 6.23 (i) sowie 6.22 verwendet. Kompakta, die das erste

Abzählbarkeitsaxiom erfüllen, sind nah [13, Anhang I.4℄ folgenkompakt.

2.) Die shwahe Folgenkompaktheit der Einheitsvollkugel besagt übrigens

genau, daÿ jede beshränkte Folge eine shwah konvergente Teilfolge be-

sitzt. Man könnte 6.29 ��� daher als shwahen Satz von Bolzano-

Weierstrass bezeihnen.

Die Approximationsaufgabe

Seien X ein normierter K-Vekrorraum, a > X und C eine niht-leere Teilmenge

von X. Die Approximationsaufgabe A�a,C� lautet, (mindestens) ein x > C mit

Ya � xY � inf�Ya � yY Sy > C�
Def.

� d��a�,C�

zu �nden. Wir betrahten im folgenden nur solhe Teilmengen C von X, die

sowohl abgeshlossen als auh konvex sind.

Bemerkung 6.30.

1.) Soll A�a,C� für jedes a > X (mindestens) eine Lösung besitzen, so muÿ

C abgeshlossen in X sein. Ist C nämlih niht abgeshlossen, so existiert

a
�

> C �C, also gilt d��a
�

�,C� � 0, und A�a
�

,C� besitzt keine Lösung.

2.) Es ist anshaulih klar, daÿ es im Falle n > N
�

und X � Rn
niht-konvexe

Teilmengen C von X und a > X gibt so, daÿ A�a,C� mehrere Lösungen

besitzt. Dies gilt z.B. für C � R � � � 1,1� ` R und a � 0.

Satz 6.31.

Vor.: Seien X ein re�exiver K-Vekrorraum, a > X und C eine niht-leere ab-

geshlossene konvexe Teilmenge von X.

Beh.: A�a,C� besitzt (mindestens) eine Lösung.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durh das folgende Lemma vor.

Lemma 6.32. Seien X ein normierter K-Vektorraum, �xj�j>N eine Folge in X

und x > X.

Dann gilt:

lim
j�ª

xj � x in Xs Ô� YxY B lim inf
j�ª

YxjY.

Beweis. Sei also �xj�j>N shwah konvergent gegen x. Ohne Einshränkung

gelte x x 0. Dann existiert nah 2.48 (ii) ein Funktional F > X �

mit F �x� � YxY

sowie YF Y � 1, und für jedes j > N gilt SF �xj�S B YF Y YxjY � YxjY. Daher folgt

YxY � SF �x�S
6.8
� limj�ª SF �xj�S � lim infj�ª SF �xj�S B lim infj�ª YxjY. ✷
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Beweis des Satzes. Sei �yj�j>N eine Folge in C mit

lim
j�ª

Ya � yjY � d��a�,C�. (438)

Dann ist �YyjY�j>N beshränkt, also können wir ohne Einshränkung annehmen,

daÿ �j>N yj > B1�0� gilt. Nah 6.29 existiert daher wegen der Re�exivität von X

eine Teilfolge von �yj�j>N, die gegen ein gewisses x > B1�0� in Xs konvergiert.

Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte

lim
j�ª

yj � x in Xs, (439)

d.h. (z.B. nah 6.8)

lim
j�ª

a � yj � a � x in Xs. (440)

Da �yj�j>N eine Folge in C ist, folgt aus (439)

x > C
s 6.11

� C � C, (441)

beahte, daÿ C eine abgeshlossene konvexe Teilmenge von X ist. Auÿerdem

ergeben (440) und 6.32

Ya � xY B lim inf
j�ª

Ya � yjY. (442)

Shlieÿlih gilt

d��a�,C�
�441�
B Ya � xY

�442�
B lim inf

j�ª
Ya � yjY

�438�
� d��a�,C�,

und x > C ist somit eine Lösung von A�a,C�. ✷

Anhang: Der Satz von Eberlein-�mulian

I.a. ist die shwahe Topologie eines normierten K-Vektorraumes niht metri-

sierbar. Dennoh gilt das folgende Resultat.

Hauptsatz 6.33 (Satz von Eberlein-�mulian).

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: Eine Teilmenge von X ist genau dann kompakt in Xs, wenn sie sowohl

abgeshlossen in Xs als auh folgenkompakt in Xs ist.

Für K-Banahräume haben �mulian 1940 in [23℄ für abzählbar kompakte

Teilmengen die Hinrihtung und Eberlein 1947 in [9℄ die Rükrihtung der

Behauptung bewiesen, daher rührt der Name des Satzes. Es gibt (wie bei fast

jedem mathematishen Satz) Verallgemeinerungen, die ebenso genannt werden.

Wir skizzieren den Beweis des nähstgenannten Hauptsatzes � jener folgt der

Beweisführung in [6, Chapter III℄, die ursprünglih 1967 von Whitley [24℄

präsentiert wurde, � und zeigen, daÿ 6.33 leiht daraus folgt. Wir weisen an

dieser Stelle bereits ausdrüklih auf die erste Bemerkung auf Seite 256 hin!
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De�nition 6.34 (Relative Folgenkompaktheit). Es seien X ein topologisher

Raum und K eine Teilmenge von X.

K heiÿt relativ folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge in K eine in X

konvergente Teilfolge besitzt.

Hauptsatz 6.35.

Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und K eine Teilmenge von X.

Beh.: K ``Xs 
� K relativ folgenkompakt in Xs.

Beweisskkizze. 1.) Sei W ein normierter K-Vektorraum. Eine Teilmenge H

von W �

heiÿt total genau dann, wenn ��F >H F �w� � 0�� w � 0 für alle w >W

gilt.

2.) Ist W ein niht-nulldimensionaler separabler normierter K-Vektorraum,

so besitzt W �

eine abzählbare totale Teilmenge, die in �F > W �

S YF Y � 1� ent-

halten ist.

[ Ist nämlih �wj S j > N� eine abzählbare dihte Teilmenge von W � beahte,

daÿ eine dihte Teilmenge vonW niht endlih sein kann �, so kann man o�enbar

�j>Nwj x 0 annehmen, und es existiert nah 2.48 (ii) zu jedem j > N ein Fj >W
�

mit Fj�wj� � YwjY sowie YFjY � 1. Dann ist �Fj S j > N� total, denn wegen

�wj S j > N� � W existiert zu jedem w > W mit �j>NFj�w� � 0 sowie jedem

ε > R
�

ein j0 > N mit

Yw �wj0Y �
ε

2
,

also folgt

Ywj0Y � SFj0�wj0�S � SFj�w �wj0�S B YFj0Y Yw �wj0Y �
ε

2

und YwY B Yw �wj0Y � Ywj0Y � ε. ℄

3.) Sei W ein normierter K-Vektorraum derart, daÿ W �

eine abzählbare

totale Teilmenge, die in �F >W �

S YF Y � 1� enthalten ist, besitzt. Dann ist jeder

kompakte topologishe Teilraum von Ws metrisierbar.

[ Ist �Fj S j > N� eine abzählbare totale Teilmenge von �F > W �

S YF Y � 1�,

die diht in W �

liegt, so wird durh

�w,w̃>W d�w, w̃� ��
ª

Q

j�0

1

2j�1
SFj�w � w̃�S �B Yw � w̃Y �ª�

eine Metrik d auf W de�niert. (Hier geht die Totalität von �Fj S j > N� ein!)

Sei nun

ÇK eine Teilmenge von W derart, daÿ der topologisher Teilraum

ÇKs

mit zugrundeliegender Menge

ÇK von Ws kompakt ist. Zu zeigen bleibt, daÿ

id
ÇK �
ÇKs �� �

ÇK,d
ÇK�

ÇK�

ein Homöomorphismus ist.

ÇKs ist kompakt und �

ÇK,d
ÇK�

ÇK
� als metrisher Raum

hausdor�sh, also genügt es, die Stetigkeit der Abbildung id
ÇK �
ÇKs � �

ÇK,d
ÇK�

ÇK�

zu beweisen, beahte 1.45.

Zunähst ist

ÇK bzgl. Y . . . Y beshränkt. (Dies folgt aus 2.67, denn für alle

F >W �

ist F � Ws � K nah der De�nition der shwahen Topologie stetig, und
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die Kompaktheit von

ÇK in Ws ergibt mittels 1.44 die Kompaktheit � und damit

die Beshränktheit � von F �K� ` K.) Ohne Beshränkung der Allgemeinheit

gelte daher

ÇK ` �w >W S YwY B 1�.

Seien w0 >
ÇK und ε > R

�

. Dann existiert also eine Zahl j0 > N mit

�w> ÇK

ª

Q

j�j0�1

1

2j�1
YFjY

±

�1

Yw �w0Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B2

B

ª

Q

j�j0�1

1

2j
�

1

2j0

ª

Q

j�1

1

2j
�

1

2j0
�

ε

2
.

Des weiteren gilt

V �� �w >

ÇK S�j>�0,...,j0� SFj�w �w0�S �
ε

2 � 2j0�1
 

�

�

�

j0

�

j�0

Fj
1
�UK

ε

2�2
j0�1

�0��
�

�

9

ÇK > U

X

�w0, ÇKs�

und

�w>V

j0

Q

j�0

1

2j�1
SFj�w �w0�S B 2j0�1SFj�w �w0�S �

ε

2
.

Insgesamt ergibt sih für jedes w > V

d�w,w0� �

ª

Q

j�0

1

2j�1
SFj�w �w0�S

B

j0

Q

j�0

1

2j�1
SFj�w �w0�S �

ª

Q

j�j0�1

1

2j�1
YFjYYw �w0Y � ε,

d.h. id
ÇK�V � ` �w >K Sd�w,w0� � ε�. Folglih ist id

ÇK �
ÇKs � �

ÇK,d
ÇK�

ÇK� stetig. ℄

4.) Beweis von ���: Seien K `` Xs und �xj�j>N eine Folge in K. Ohne

Einshränkung sei �xj�j>N niht konstant. Setze

W �� SpanK�xj S j > N�
Y...Y

�x �0��,

d.i. die abgeshlossene Hülle der Menge alle Linearkombinationen

P

ª

j�0λj xj ,

wobei λj > K nur für endlih viele j > N ungleih Null ist, bzgl. der Normtopo-

logie. Dann ist W nah 2.8 (ii) ein abgeshlossener K-Untervektorraum von X

und wegen seiner Konvexität � beahte Beispiel 5.) zu 2.37 (iv) � sowie 6.12 (i)

auh eine abgeshlossene Teilmenge von Xs. Aus K ``Xs folgt mittels 1.41 (i)

des weiteren K 9W ``Xs, also insgesamt

�xj S j > N� `K 9W ``Ws,

denn der topologishe Teilraum mit zugrundeliegender MengeW von Xs stimmt

mit Ws überein. Letzteres liegt daran, daÿ ein Element von TopXs
�W � bzw.

Top�Ws� sih als beliebige Vereinigung endliher Shnitte von Mengen der Form

F
1
�V � 9W � F SW

1
�V � mit F > X �

(also insbes. F SW >W �

) und V > Top�K�

bzw.

f
1
�V � mit f >W �

und V > Top�K�

shreiben läÿt, und zu jedem f >W �

nah 2.47 ein F > X �

mit F SW � f existiert.

Da W x �0� als normierter K-Vektorraum separabel ist (weil
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¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

k

Q

j�0

λj xj Sk > N und λj > �
Q im Falle K � R

Q � iQ im Falle K � C
¡ für j > �0, . . . , k�

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

diht in W liegt), ergeben 2.) und 3.) nun, daÿ der kompakte Teilraum K 9W
s

vonWs metrisierbar ist, also besitzt �xj�j>N nah 1.50 �(i)� (ii)� eine inWs `Xs

konvergente Teilfolge. Damit ist die relative Folgenkompaktheit von K in Xs

gezeigt.

5.) Sei E ein endlih-dimensionaler K-Untervektorraum von X ��

. Dann exi-

stieren k > N
�

und F1, . . . , Fk > S
�

�� �F >X �

S YF Y � 1� mit

�Ψ>E
YΨY

2
Bmax�SΨ�Fκ�S Sκ > �1, . . . , k��.

[ E ist in kanonisher Weise ein endlih-dimensionaler normierter K-Vektor-

raum, also ergibt 2.35 �(i) � (iii)� die Kompaktheit der Einheitsvollkugel von

E. O�enbar ist dann auh die Einheitssphäre SE �� �Ψ > E S YΨY � 1� kompakt,

und es existieren k > N
�

sowie Ψ1, . . . ,Ψk > SE derart, daÿ gilt SE `

�

k
κ�1Uκ,

wobei Uκ �� �Ψ > E S YΨ �ΨκY �
1
4
� für κ > �1, . . . , k� sei. Zu jedem solhen κ

gibt es des weiteren ein Fκ > S
�

mit SΨκ�Fκ�S A
3
4
. Nun existiert zu jedem Ψ > SE

eine Zahl κ0 > �1, . . . , k� mit YΨ �Ψκ0
Y �

1
4
, d.h.

SΨ�Fκ0
�S B S�Ψ �Ψκ0

��Fκ0
�S � SΨκ0

�Fκ0
�S B YΨ �Ψκ0

Y YFκ0
Y � SΨκ0

�Fκ0
�S,

SΨκ0
�Fκ0

�S C SΨ�Fκ0
�S � YΨ �Ψκ0

Y YFκ0
Y A

3

4
�

1

4
�

1

2
,

max�SΨ�Fκ�S Sκ > �1, . . . , k�� A
1

2
.

Für beliebiges Ψ > E � �0� folgt hieraus das Gewünshte, indem man von Ψ zu

Ψ
YΨY

> SE übergeht, und für Ψ � 0 ist nihts zu zeigen. ℄

6.) Beweis von �
�: Sei K relativ folgenkompakt in Xs. Aus 6.8 folgt dann,

daÿ F �K� für jedes F > X �

relativ folgenkompakt in K und somit o�enbar

beshränkt ist. 2.67 ergibt dann die Beshränktheit von K ` X, also ist auh

iX�K� `X
��

beshränkt. Somit folgt aus dem Satz von Banah-Alaoglu 6.21

und 1.41 (i), daÿ die abgeshlossene Hülle iX�K�
s�

eine kompakte Teilmenge

von X ��

s�
Def.

� �X �

�

�

s� ist. Zu zeigen bleibt iX�K�
s�

` iX�X�, denn dann liefert

6.24 die Kompaktheit von K
s
in Xs.

Sei also Φ > iX�K�
s�
. Ferner seien k0 �� 0 und aus tehnishen Grün-

den k
�1 �� 0. Für jedes j > N werden nun rekursiv endlih-dimensionale K-

Untervektorräume von X ��

Ej �� SpanK�Φ, iX�x0�, . . . , iX�xkj�1�� (443)

de�niert und kj > N
�

mit kj A kj�1, Fkj�1�1, . . . , Fkj > S� � �F > X �

S YF Y � 1�

derart, daÿ

�Ψ>Ej

YΨY

2
Bmax�SΨ�Fκ�S Sκ > �0, . . . , kj�� (444)

gilt, sowie xj >K mit

�κ>�0,...,kj� S�iX�xj���Fκ� �Φ�Fκ�S �
1

j � 1
(445)

gewählt.
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[ Wähle für j � 0 ein F0 > S
�

mit

YΦY

2
B SΦ�F0�S. Gemäÿ der De�nition (443)

ist (444) dann trivialerweise erfüllt. Es gilt weiterhin

�Ψ >X ��

S S �iX�

�F0���Ψ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Ψ�F0�

�Φ�F0�S � 1� � iX�

�F0�
1
�UK

1 �Φ�F0��� > U
X

�Φ,X ��

s��

und (weil Φ ein Berührungspunkt von iX�K� in X
��

s� ist)

g x �Ψ > X ��

S SΨ�F0� �Φ�F0�S � 1� 9 iX�K�

� �iX�x� Sx >K , S�iX�x���F0� �Φ�F0�S � 1�,

also existiert x0 >K mit

S�iX�x0���F0� �Φ�F0�S � 1,

d.h. auh (445) ist erfüllt.

Sei nun j > N
�

und die Konstruktion für j � 1 bereits erfolgt. Der K-

Untervektorraum Ej
�443�
� SpanK�Φ, iX�x0�, . . . , iX�xkj�1�� von X

��

ist endlih-

dimensional. Nah 5.) gibt es zusätzlih zu den bereits vorhandenen F0, . . . , Fkj�1

ein kj > N�

, kj A kj�1, und Fkj�1�1, . . . , Fkj > S
�

mit (444). Analog zu oben gilt

weiterhin

�Ψ >X ��

S�κ>�0,...,kj� SΨ�Fκ� �Φ�Fκ�S �
1

j � 1
 

�

kj

�

κ�0

iX�

�Fκ�
1
�UK

1

j�1

�Φ�Fκ��� > U
X

�Φ,X ��

s��,

und (wieder weil Φ ein Berührungspunkt von iX�K� in X
��

s� ist)

g x �Ψ > X ��

S�κ>�0,...,kj� SΨ�Fκ� �Φ�Fκ�S �
1

j � 1
  9 iX�K�

� �iX�x� Sx >K , �κ>�0,...,kj� S�iX�x���Fκ� �Φ�Fκ�S �
1

j � 1
  ,

also existiert xj >K mit (445). ℄

Nun folgt aus der relativen Folgenkompaktheit von K in Xs die Existenz

einer Teilfolge von �xj�j>N, die in Xs gegen ein gewisses x > X konvergiert.

Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte

lim
j�ª

xj � x in Xs. (446)

Wie zu Beginn von 4.) begründet man, daÿ SpanK�xj S j > N�
Y...Y

in Xs abge-

shlossen ist, also folgt

x > SpanK�xj S j > N�
Y...Y

,

iX�x� �Φ > SpanK�Φ, iX�xj� S j > N�
Y...Y

`X ��,
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und (443), (444) implizieren

YiX�x� �ΦY

2
B sup�S�iX�x� �Φ��Fκ�S Sκ > N�. (447)

Für alle κ, j > N gilt allerdings

S�iX�x� �Φ��Fκ�S B S�iX�xj� �Φ��Fκ�S � S�iX�xj� � iX�x���Fκ�S,

also folgt aus (445), (446) und (447): iX�x� � Φ. ✷

Bemerkung. Der Autor dieser Seiten hat mit einer gewissen Überrashung

festgestellt, daÿ die Beweisführung, der er folgt � nämlih der in [6℄, die wie

o.g. auf [24℄ zurükgeht �, an keiner Stelle erfordert, daÿ der betrahtete Raum

ein K-Banahraum ist; für einen normierten K-Vektorraum �funktioniert� der

Beweis seines Erahtens ebenso. Es ist aber selbstverständlih, daÿ der Autor

niht frei von Fehlern ist. Für einen Hinweis auf solhe ist er dankbar.

Beweis des Satzes von Eberlein-�mulian 6.33. Es sei K eine Teilmenge

von X.

��� Ist K kompakt in Xs, so ist K nah 6.7 und 1.41 (ii) auh abgeshlossen

in Xs, d.h. K `` Xs. 6.35 ��� ergibt folglih die relative Folgenkompaktheit

von K in Xs, und dieselbe Argumentation wie im Beweis von 1.17 �
� zeigt

wegen der Abgeshlossenheit von K in Xs, daÿ K folgenkompakt in Xs ist.

�
� Sei K abgeshlossen in Xs und folgenkompakt in Xs. Dann ist K na-

türlih auh relativ folgenkompakt in Xs, also gilt nah 6.35 �
�: K `` Xs.

Hieraus und der Abgeshlossenheit von K in Xs folgt, daÿ K eine kompakte

Teilmenge von Xs ist. ✷

Bemerkung. Obwohl W. F. Eberlein dies niht bewiesen hat, wird der Satz

von Eberlein-�mulian in der Literatur gelegentlih folgendermaÿen formu-

liert:

Eine Teilmenge eines K-Banahraumes ist genau dann shwah kompakt,

wenn sie shwah folgenkompakt ist.

Der Autor vermutet, daÿ die letztgenannte Aussage falsh ist. Um die obige

Beweisführung aufreht zu erhalten, müÿte eine shwah folgenkompakte Teil-

menge eines K-Banahraumes stets shwah abgeshlossen sein. Für die Nen-

nung eines Gegenbeispieles wäre der Autor dankbar.

Übungsaufgaben

Aufgabe 6.36. Beweise Lemma 6.14.

Aufgabe 6.37. Seien X ein normierter K-Vektorraum, �xj�j>N eine Folge in

X und x >X.

Zeige

lim
j�ª

xj � x in Xs
� lim
j�ª

iX�xj� � iX�x� in X
��

s�
Def.

� �X �

�

�

s�.
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Aufgabe 6.38. Seien X ein normierter K-Vektorraum, �Fj�j>N eine Folge in

X �

und F > X.

Zeige

lim
j�ª

Fj � F in X �

s� Ô� YF Y B lim inf
j�ª

YFjY.

Aufgabe 6.39. Seien X ein normierter K-Vektorraum, �xj�j>N eine Folge in

X und x > X sowie �Fj�j>N eine Folge in X �

und F >X �

. Ferner gelte entweder

lim
j�ª

xj � x in X und lim
j�ª

Fj � F in X �

s� oder lim
j�ª

xj � x in Xs und lim
j�ª

Fj � F

in X �

.

Zeige, daÿ dann lim
j�ª

Fj�xj� � F �x� gilt.

Aufgabe 6.40. Shwah-�-konvergente Folgen sind i.a. niht beshränkt.

Aufgabe 6.41. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein endlih-di-

mensionaler K-Untervektorraum von X sowie a > X.

Zeige, daÿ die Approximationsaufgabe A�a,Y � (mindestens) eine Lösung be-

sitzt.
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7 Gleihmäÿig konvexe Räume

Wir weisen vor Beginn der Diskussion auf folgendes Lemma hin.

Lemma 7.1. Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Dann sind die folgenden Aussagen paarweise äquivalent:

(i) �ε>R
�

§δ>R
�

�x,y>B1�0� �Yx � yY C εÔ�
Yx�yY

2
B 1 � δǱ.

(ii) �ε>R
�

§δ>R
�

�x,y>X, YxY�YyY�1 �Yx � yY C εÔ�
Yx�yY

2
B 1 � δǱ.

(iii) �ε>R
�

§δ>R
�

�x,y>X, YxY�YyY�1 �
Yx�yY

2
A 1 � δÔ� Yx � yY � εǱ.

(iv) Für je zwei Folgen �xj�j>N, �yj�j>N in S1�0� �� �x > X S YxY � 1� gilt

lim
j�ª

Yxj � yjY

2
� 1Ô� lim

j�ª
�xj � yj� � 0.

(v) Für je zwei Folgen �xj�j>N, �yj�j>N in X mit

lim sup
j�ª

YxjY B 1, lim sup
j�ª

YyjY B 1 (448)

gilt

lim
j�ª

Yxj � yjY

2
� 1Ô� lim

j�ª
�xj � yj� � 0.

Beweis. �(i) � (ii)�, �(ii) � (iii)� und �(iii) � (iv)� sind trivial.

Zu �(iv) � (v)�: Seien also �xj�j>N, �yj�j>N Folgen in X mit (448) und

lim
j�ª

Yxj � yjY

2
� 1. (449)

Zunähst gilt

lim
j�ª

YxjY � lim
j�ª

YyjY � 1. (450)

[ Zu (450): Aus Symmetriegründen genügt es, limj�ª YxjY � 1 zu zeigen.

Aus der Annahme, dies sei falsh, und (448) folgte die Existenz einer Teilfolge

�xij�j>N von �xj�j>N mit limj�ª YxijY � 1, also gälte

2
�449�
� lim

j�ª
Yxij � yijY � lim sup

j�ª
Yxij � yijY B lim sup

j�ª
YxijY

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�1

� lim sup
j�ª

YyijY
�448�
� 2,

Widerspruh! ℄

Daher existiert j0 > N derart, daÿ für alle j > N mit j C j0 gilt

xj x 0 , yj x 0,

W ℄

xj

YxjY
�

yj

YyjY
℄ � Yxj � yjY W

2.2�iii�,�N3�
B ℄

xj

YxjY
� xj℄ � ℄

yj

YyjY
� yj℄

�450�

j�ª
�� 0
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und somit

lim
j0Bj�ª

℄

xj

YxjY
�

yj

YyjY
℄ � lim

j0Bj�ª
Yxj � yjY

�449�
� 2.

Hieraus und aus (iv) folgt

lim
j0Bj�ª

xj

YxjY
�

yj

YyjY
� 0,

also wegen

�j>N, jCj0 xj � yj � �
xj

YxjY
�

yj

YyjY
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

j�ª
�� 0

���

xj

YxjY
� xj� � �

yj

YyjY
� yj��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�450�

j�ª
�� 0

die Konklusion von (v).

Zu �(v) � (i)�: Angenommen, (i) gilt niht. Dann existieren ε > R
�

und

Folgen �xj�j>N, �yj�j>N in B1�0� mit

�j>N Yxj � yjY C ε ,
Yxj � yjY

2
A 1 �

1

j � 1
,

im Widerspruh zu (v). ✷

De�nition 7.2 (Gleihmäÿig und strikt konvexe Vektorräume). Sei X ein nor-

mierter K-Vektorraum.

(i) X heiÿt genau dann gleihmäÿig konvex , wenn eine der äquivalenten Aus-

sagen (i) - (v) des letzten Lemmas gilt.

(ii) X heiÿt genau dann strikt konvex , wenn gilt

�x,y>X, YxY�YyY�1 �x x yÔ�
Yx � yY

2
� 1� .

Satz 7.3. Ein gleihmäÿig konvexer K-Vektorraum ist strikt konvex.

Beweis. Klar, denn 7.1 (ii) impliziert die Bedingung in 7.2 (ii). ✷

Satz 7.4 (Charakterisierung der strikten Konvexität). Sei X ein normierter

K-Vektorraum.

Dann sind die folgenden Aussagen paarweise äquivalent.

(i) X ist strikt konvex.

(ii) X ist strikt normiert, d.h. per de�nitionem

�x,y>X��0� �Yx � yY � YxY � YyYÔ� §λ>R
�

x � λy� .

(iii) �x,y>X �
�YxY � YyY � 1 , x x y�Ô� �t>�0,1� Y�1 � t�x � t yY � 1�.
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Beweis. Zu �(i) � (ii)�: Seien x, y > X � �0� mit Yx � yY � YxY � YyY. Ohne

Beshränkung der Allgemeinheit gelte YxY � 1. Setze x̃ �� x�y
1�YyY

�

x�y
Yx�yY

. Dann

gilt Yx � y � x̃Y � YyY und somit Y

x�x̃
2
� yY B YyY, also folgt naheinander

1 � YyY � Yx � yY � \
x � x̃

2
�

x � x̃

2
� y\ B

Yx � x̃Y

2
� \

x � x̃

2
� y\ B 1 � YyY,

Yx � x̃Y

2
� 1.

Die letzte Gleihung und die strikte Konvexität von X ergeben x � x̃, d.h.

x � 1
YyY

y.

Zu �(ii) � (iii)�: Seien x, y > X mit YxY � YyY � 1 und x x y sowie t > �0,1�.

Gälte Y�1�t�x�t yY � 1
klar

� Y�1�t�xY�Yt yY, so folgte aus (ii): x � y, Widerspruh!

Zu �(iii) � (i)�: Setzt man t �� 1
2
in (iii), so gilt (i). ✷

Bemerkung. Die Einheitsvollkugel B1�0� eines normierten K-Vektorraumes

ist konvex, und sie (genauer gesagt ihr o�ener Kern U1�0�) bestimmt die Norm

nah 2.43 eindeutig. Daher nennt man B1�0� auh den Eihkörper des normier-

ten K-Vektorraumes. Geometrish präziser wäre es, in 7.2 (ii) von der �strikten

Konvexität des Eihkörpers B1�0�� zu reden. Sie besagt nah 7.4 �(i) � (iii)�,

daÿ der Rand des Eihkörpers keine ehten Streken enthält, d.h., daÿ er überall

�gekrümmt� ist. Falls der K-Vektorraum sogar gleihmäÿig konvex ist, so bezieht

sih der Begri� der Gleihmäÿigkeit auf das �Krümmungsverhalten� des Randes

des Eihkörpers: Es soll überall eine gewisse �Mindestkrümmung� vorliegen.

Beispiel 7.5.

1.) Mit einem normierten K-Vektorraum ist natürlih auh jeder seiner K-

Untervektorräume strikt konvex bzw. gleihmäÿig konvex.

2.) Ein endlih-dimensionaler strikt konvexer K-Vektorraum ist gleihmäÿig

konvex.

[ Sei X ein endlih-dimensionaler strikt konvexer K-Vektorraum. Versehe

X2
mit der Maximumsnorm. Sei ε > R

�

. Dann ist

K �� ��x, y� >X2
S YxY � YyY � 1 , Yx � yY C ε�

eine beshränkte und abgeshlossene (also kompakte) Teilmenge von X2
.

Die stetige Funktion

X2
�� R, �x, y� z�

Yx � yY

2
,

nimmt daher auf K ein Maximum an, welhes wegen der strikten Kon-

vexität von X kleiner als Eins sein muÿ. Hieraus folgt die gleihmäÿige

Konvexität von X. ℄

3.) Sei n > N
�

. Dann ist �Rn, Y . . . Yp� für jedes p > �1,ª� gleihmäÿig konvex.

40

�Rn, Y . . . Y1� und �R
n, Y . . . Y

ª

� sind niht strikt konvex.

40

Dies folgt auh aus dem u.g. Satz von Clarkson 7.7.
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4.) Auf C��0,1�,R� wird durh

�f>C��0,1�,R� YfY �� YfYª � YfY2

eine Norm de�niert. Es gilt:

(a) Y . . . Y und Y . . . Y
ª

sind äquivalent und erzeugen somit dieselbe Topo-

logie.

(b) �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

� ist niht strikt konvex.

() �C��0,1�,R�, Y . . . Y� ist strikt konvex aber niht gleihmäÿig konvex.

[ (a) folgt i.w. aus 5.20 (i) mit ϕ � µ1, und () zeigen wir auf Seite 266 unter

Verwendung des Satzes von Clarkson sowie des Satzes von Milman.

Zu (b): Betrahte die Funktionen f1, f2� �0,1� � R, de�niert durh

�t>�0,1� f1�t� �� 1 , f2�t� �� t.

Dann folgt Yf1Yª � Yf2Yª � 1 und Yf1 � f2Yª � 2. ℄

Wir kommen nun erneut auf die auf Seite 250 gestellte Approximationsauf-

gabe zu sprehen.

Satz 7.6.

Vor.: Seien X ein normierter K-Vekrorraum, a > X und C eine niht-leere

abgeshlossene konvexe Teilmenge von X.

Beh.:

(i) Ist X strikt konvex, so besitzt A�a,C� höhstens eine Lösung.

(ii) Ist X gleihmäÿig konvex und C sogar vollständig, so besitzt A�a,C� genau

eine Lösung.

Beweis. Im Falle d �� d��a�,C� � 0 gilt a > C � beahte, daÿ C abgeshlos-

sen ist �, und A�a,C� besitzt die eindeutig bestimmte Lösung a > C. Ohne

Beshränkung der Allgemeinheit gelte daher d A 0.

Zu (i): Angenommen, x, y > C sind zwei vershiedene Lösungen von A�a,C�,

d.h. insbesondere Ya � xY � d � Ya � yY. Dann sind x̃ ��

a�x
d

sowie ỹ ��

a�y
d

zwei vershiedene Einheitsvektoren, und die strikte Konvexität von X ergibt

Y

x�y
2
� aY � d Y x̃�ỹ

2
Y � d, im Widerspruh zur De�nition von d, da C als konvexe

Menge

x�y
2

enthält.

Zu (ii): Sei �yj�j>N eine Folge in C mit limj�ª Ya � yjY � d. Wir behaupten:

�yj�j>N ist eine Cauhyfolge. (451)

[ Zu (451): Wegen d A 0 gilt a ¶ C, also auh dj �� Ya � yjY A 0. Da C konvex

ist, gilt für alle j, k > N:
yj�yk

2
> C, also

d B \a �
yj � yk

2
\ � ℄

�a � yj� � �a � yk�

2
℄ .
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Für jedes j > N sei xj ��
a�yj
dj

> S1�0� �� �x > X S YxY � 1�. Aus der letzten

Ungleihung folgt dann für alle j, k > N

1 B ℄

�a � yj� � �a � yk�

2d
℄ �

1

2
\

dj

d
xj �

dk

d
xk\

�

1

2
\�xj � xk� � ��1 �

dj

d
� xj � �1 �

dk

d
� xk�\ (452)

B \

xj � xk

2
\ �

1

2d
�Sd � dj S � Sd � dk S�.

Hieraus ergibt sih zunähst, daÿ �xj�j>N eine Cauhyfolge ist, denn zu ε > R
�

existiert wegen der gleihmäÿigen Konvexität von X eine Zahl δ > R
�

mit

�x,y>S1�0� �\
x � y

2
\ A 1 � δ Ô� Yx � yY � ε� , (453)

und wegen limj�ª dj � 0 existiert j0 > N derart, daÿ für alle j, k > N mit j, k C j0
gilt

1

2d
�Sd � dj S � Sd � dk S� � δ,

also naheinander nah (452)

\

xj � xk

2
\ A 1 � δ

sowie (453): Yxj � xkY � ε.

Da für alle j, k > N gilt

Yyj � ykY � Y�a � yk� � �a � yj�Y � Ydk xk � dj xjY

� Yd �xk � xj� � ��dk � d�xk � �dj � d�xj�Y

B d Yxk � xjY � �Sdk � dS � Sdj � dS�,

ist �yj�j>N mit �xj�j>N wegen limj�ª dj � d eine Cauhyfolge. ℄

Nun folgt aus (451) und der Vollständigkeit von C die Existenz eines x > C

mit limj�ª yj � x, d.h. auh d � limj�ª Ya � yjY � Ya � xY, also ist x > C eine

Lösung von A�a,C�. 7.3 und (i) ergeben die Eindeutigkeit dieser Lösung. ✷

Für den Rest dieses Kapitels liegt der Shwerpunkt erneut auf den Lebes-

gueshen Räumen. Die wesentlihen Zutaten zum Nahweis der kommenden

Hauptsätze haben wir bereits in den vorherigen Kapiteln vorbereitet.

Hauptsatz 7.7 (Satz von Clarkson).

Vor.: Seien n > N
�

, ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge von Rn

und

p > �1,ª�.

Beh.: L
p
K
�M,ϕ� ist gleihmäÿig konvex.

Beweis. Es seien �fj�j>N und �gj�j>N Folgen in L

p
K
�M,ϕ� mit

�j>N YfjYp � YgjYp � 1.
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Aus den Ungleihungen von Clarkson 5.16 folgt für jedes j > N im Falle p C 2

Yfj � gjYp
p
� Yfj � gjYp

p
B 2p

und im Falle p � 2

Yfj � gjYp
q
� Yfj � gjYp

q
B 2q

mit q �� 1

1� 1

p

> �2,ª�.

Gelte zusätzlih limj�ª
Yfj�gjYp

2
� 1. Dann implizieren die letzten beiden

Ungleihungen limj�ª Yfj � gjYp � 0, d.h., daÿ 7.1 (iv) in L

p
K
�M,ϕ� bzgl. der

Halbnorm Y . . . Yp und somit auh in L
p
K
�M,ϕ� gilt. Daher ist L

p
K
�M,ϕ� gleih-

mäÿig konvex. ✷

Bemerkung. LªR ��0,1�, µ1� ist nah 7.5 1.) und 4.) (b) niht strikt konvex und

somit niht gleihmäÿig konvex.

41

Die Re�exivität eines normierten K-Vektorraumes hängt nah 6.23 (iii) nur

von der K-Vektorraum-Isomorphieklasse ab, insbesondere handelt es sih um ei-

ne topologishe Eigenshaft des normierten K-Vektorraumes. Der nun folgende

Satz von Milman besagt, daÿ diese für einen K-Banahraum aus der geome-

trishen Eigenshaft der gleihmäÿigen Konvexität folgt. Man beahte, daÿ die

Topologie nur von der Äquivalenzklasse der Norm abhängt und diese Äquiva-

lenzklasse gleihzeitig �gleihmäÿig konvexe Normen� und �niht gleihmäÿig

konvexe Normen� enthalten kann, vgl. 7.5 3.).

Hauptsatz 7.8 (Satz von Milman).

Vor.: Sei X ein gleihmäÿig konvexer K-Banahraum.

Beh.: X ist re�exiv.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh folgendes Lemma vor.

Lemma 7.9. Es seien X ein gleihmäÿig konvexer K-Vektorraum und �xk�k>N
ein Folge in B1�0� mit limk,l�ª Yxk � xlY � 2.42

Dann gilt limk�ª YxkY � 1, und �xk�k>N ist eine Cauhyfolge in X.

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Angenommen, es es gibt ein ε > R
�

derart, daÿ zu allen k0 > N natürlihe Zahlen k, l > Nmit k, l C k0 und Yxk�xlY C ε

existieren. Dann existieren Teilfolgen �xik�k>N, �xjk�k>N von �xk�k>N mit

lim sup
k�ª

YxikY B 1, lim sup
k�ª

YxjkY B 1, lim
k�ª

Yxik � xjkY

2
� 1

und

lim inf
k�ª

Yxik � xjkY C ε,

im Widerspruh zur Bedingung 7.1 (iv) der gleihmäÿigen Konvexität. Daher

ist �xk�k>N eine Cauhyfolge in X. ✷

41

An dieser Stelle muÿ der Leser sih natürlih überlegen, daÿ die Norm für Lª

R ��0,1�, µ1�

auf der Menge der stetigen Funktionen �0,1� � R mit der Supremumsnorm übereinstimmt.

42limk,l�ª Yxk � xlY � 2 �
� �ε>R
�

§k0>N
�k,l>N, k,lCk0

SYxk � xlY � 2S � ε.
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Beweis des Hauptsatzes. Sei Φ > X ��

. Zu zeigen ist, daÿ es ein x > X mit

iX�x� � Φ, d.h. �F0>X� F0�x� � Φ�F0�, gibt. Ohne Beshränkung der Allge-

meinheit können wir zunähst Φ x 0 (denn sonst leistet x � 0 das Gewünsh-

te) und sodann YΦY � 1 annehmen. Daher existiert eine Folge �Fk�k>N
�

in

B�

�� �F > X �

YYF Y B 1� mit 1 � 1
k�1

� SΦ�Fk�S für jedes k > N
�

. Wegen

�k>N
�

�t>�0,2π� SΦ�e
it Fk�S � SΦ�Fk�S kann die Folge so gewählt werden, daÿ so-

gar gilt

�k>N
�

1 �
1

k � 1
� Φ�Fk� > R. (454)

Nah 6.26 existiert dann o�enbar weiterhin eine Folge �xk�k>N
�

in B1�0� mit

�k>N
�

�κ>�1,...,k� SΦ�Fκ� � Fκ�xk�S �
1

2 �k � 1�
. (455)

Für alle k > N
�

und κ > �1, . . . , k� folgt aus (455), (454)

Re�Fκ�xk�� � Re�Fκ�xk� �Φ�Fκ�� �Re�Φ�Fκ��

A �

1

2 �k � 1�
� 1 �

1

k � 1
� 1 �

3

2 �k � 1�
,

also für jedes l > N mit l C k

2 �
3

k � 1
B 1 �

3

2 �k � 1�
� 1 �

3

2 �l � 1�

� Re�Fκ�xk� � Fκ�xl�� B SFκ�xk� � Fκ�xl�S B YFκY Yxk � xlY

B Yxk � xlY B 2.

Das vorherige Lemma ergibt nun, daÿ �xk�k>N
�

eine Cauhyfolge in dem K-

Banahraum X ist und limk�ª YxkY � 1 gilt. x > S1�0� �� �x̃ > X S Yx̃ � 1�

bezeihne den Grenzwert der Folge �xk�k>N
�

. Aus der Stetigkeit von Fκ für

κ > N
�

und (455) folgt daher

�κ>N
�

Fκ�x� � Φ�Fκ�. (456)

Wir behaupten, daÿ x nah Wahl der Folge �Fκ�κ>N
�

eindeutig durh (456)

und YxY � 1 bestimmt ist: Erfüllt nämlih x� > S1�0� ebenfalls (456) (mit x�

anstelle von x), so genügt die Folge �x̃k�k>N in S1�0�, de�niert durh

x̃1 �� x , �k>N
�

�x̃2k �� x
�

, x̃2k�1 �� x�,

der Ungleihung (455) und ist analog zu oben eine Cauhyfolge in dem K-

Banahraum X, also folgt x � x�.

Sei nun F0 > X
�

. Dann existiert wie oben eine Folge �xk�k>N, deren Teilfolge

�xk�k>N
�

sih ggf. von der ursprünglihen Folge �xk�k>N
�

untersheidet, für die

wieder (455) und zusätzlih

�k>N SΦ�F0� � F0�xk�S �
1

2 �k � 1�
(457)

gilt. Die bisherige Diskussion zeigt, daÿ auh die �neue� Folge gegen (dasselbe)

x > S1�0� konvergiert, also folgt aus (457): Φ�F0� � F0�x�. ✷
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Bemerkung. Day [5℄ hat gezeigt, daÿ es separable re�exive strikt konvexe K-

Banahräume gibt, die zu keinem gleihmäÿig konvexen K-Vektorraum isomorph

sind.

Das nähste Korollar ergibt sih sofort aus dem Satz von Clarkson 7.7,

dem Satz von Riesz-Fisher 5.21 und dem Satz von Milman 7.8.

Korollar 7.10. Es seien n > N
�

, ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine Teilmenge

von Rn
und p > �1,ª�.

Dann ist L
p
K
�M,ϕ� ist re�exiv. ✷

Wir können nun das o.g. Beispiel 7.5 4.) () beweisen. Dafür zeigen wir

zunähst die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 7.11. Seien X ein K-Vektorraum und Y . . . Y
�

, Y . . . Ys Normen auf X

derart, daÿ �X, Y . . . Ys� strikt konvex ist.

Dann ist Y . . . Y �� Y . . . Y
�

� Y . . . Ys eine Norm auf X, und �X, Y . . . Y� ist eben-

falls strikt konvex.

Beweis. Seien x, y > X ��0� K-linear unabhängig. Dann gilt nah Vorausset-

zung und 7.4 �(i) � (ii)�

Yx � yYs � Yx � yYs,

also auh

Yx � yY � Yx � yY
�

� Yx � yYs � YxY� � YyY� � YxYs � YyYs � YxY � YyY.

Damit ist �X, Y . . . Y� nah 7.4 (ii) � (i) strikt konvex. ✷

Lemma 7.12. Der R-Banahraum �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

� ist niht re�exiv.

Beweis. Nah 3.6 ist der R-Banahraum c0R niht re�exiv. Wegen 6.23 (ii)

genügt es, einen isometrishen K-Vektorraum-Homomorphismus

T � c0R �� �C��0,1�,R�, Y . . . Yª�, x z� Tx,

anzugeben. Sei x � �xj�j>N > c0R. Setze dann

�j>N Tx �
1

j � 1
� �� xj sowie Tx�0� �� 0,

und erweitere dies zu einer stükweise linearen Funktion �0,1� � R, d.h. für alle

j > N sowie t > � 1
j�2

, 1
j�1
�

Tx�t� �� Tx �
1

j � 2
� � �t �

1

j � 2
��j � 1��j � 2��Tx �

1

j � 1
� � Tx �

1

j � 2
�� .

Das so de�nierte T leistet das Gewünshte. ✷

Beweis des Beispiels 7.2 4.) (). Aus dem Satz vonClarkson 7.7 und 7.5 1.)

folgt, daÿ mit L2
��0,1�, µ1� auh �C��0,1�,R�, Y . . . Y2� gleihmäÿig konvex und

somit strikt konvex ist. Damit ist auh �C��0,1�,R�, Y . . . Y� nah 7.11 strikt

konvex, beahte Y . . . Y � Y . . . Y
ª

� Y . . . Y2. Des weiteren kann der letztgenannte

Raum niht gleihmäÿig konvex sein, da �C��0,1�,R�, Y . . . Y
ª

� sonst wegen 7.5

4.) (a) und dem Satz von Milman 7.8 re�exiv wäre, im Widerspruh zu 7.12. ✷
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Hauptsatz 7.13 (Rieszsher Darstellungssatz für Lebesgueshe Räume).

Vor.: Seien n > N
�

, ϕ ein Quadermaÿ auf Rn
, M eine ϕ-meÿbare Teilmenge

von Rn
und p > �1,ª� sowie q > �1,ª� mit 1

p
�

1
q
� 1, wobei 1

ª

als 0 zu lesen ist.

Beh.: Die Abbildung

Λ� L
q
K
�M,ϕ� �� L

p
K
�M,ϕ��, f z� Λf ,

wobei Λf � L
p
K
�M,ϕ� � K für jedes f > L

q
K
�M,ϕ� durh

�g>L
p
K
�M,ϕ�Λf g ��

S

M
f g dϕ mit beliebigen f > f und g > g

geben sei, ist eine K-Vektorraum-Isometrie.

Beweis. Wegen 5.26 bleibt nur zu zeigen, daÿ Λ� L
q
K
�M,ϕ� � L

p
K
�M,ϕ��

surjektiv ist.

1. Fall: p > �1,ª�. Wir können ohne Einshränkung ϕ�M� A 0 annehmen,

denn andernfalls gilt L
q
K
�M,ϕ� � �0� sowie L

p
K
�M,ϕ�� � �0� und Λ ist trivialer-

weise surjektiv. 4.104 und 4.93 ergeben dann �k>NMk ��M9��k, k�
n
> I�Rn, ϕ�,

also ϕ�Mk� > R�

für hinreihend groÿes k > N. Dies impliziert o�enbar

L
q
K
�M,ϕ� x �0�. (458)

Nah dem Satz von Riesz-Fisher 5.21 ist L
q
K
�M,ϕ� und wegen 5.26 (ii)

somit auh Λ�L
q
K
�M,ϕ�� vollständig. Daher folgt aus 1.20 (ii) die Abgeshlos-

senheit von Λ�L
q
K
�M,ϕ�� in L

p
K
�M,ϕ��.

Existierte G > L
p
K
�M,ϕ�� �Λ�L

q
K
�M,ϕ��, so gäbe es folglih wegen 2.48 (i)

ein Φ > L
p
K
�M,ϕ��� � �0� mit

ΦSΛ�Lq
K
�M,ϕ�� � 0. (459)

Da L
p
K
�M,ϕ� nah 7.10 re�exiv ist, existierte weiterhin ein g > L

p
K
�M,ϕ� � �0�

derart, daÿ gälte iLp
K
�M,ϕ��g� � Φ, d.h.

�

ÇG>L
p
K
�M,ϕ��

ÇG�g� � Φ� ÇG�, (460)

also auh für jedes f > L
q
K
�M,ϕ�

0
�459�
� Φ�Λf �

�460�
� Λf g �

S

M
f g dϕ mit f > f und g > g.

Wegen (458) bedeutete dies g � 0, Widerspruh!

2. Fall: p � 1, d.h. q � ª. Sei G� L1
K�M,ϕ� � K eine stetiges Funktional.

Für jedes k > N ist Mk ��M 9 � � k, k�
n
eine ϕ-integrierbare Teilmenge von M ,

also folgt ϕ�Mk� � ª. 5.20 (i) ergibt daher SL2
K�Mk, ϕ�S ` L

1
K�Mk, ϕ� und die

Stetigkeit der natürlihen Abbildung

ιk � L
2
K�Mk, ϕ� �� L1

K�Mk, ϕ�.

Des weiteren gibt es einen kanonishen isometrishen K-Vektorraum-Homomor-

phismus

µk� L
1
K�Mk, ϕ� �� L1

K�M,ϕ� (mit YµkY � 1) (461)
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denn

�L

1
K�Mk, ϕ�, Y . . . Y1� �� �L

1
K�M,ϕ�, Y . . . Y1�, g z� χMk

ĝ � χM �χMk
ĝ�,

ist eine �isometrishe� K-lineare Abbildung � beahte, daÿ M eine ϕ-meÿbare

Teilmenge von Rn
ist, und 4.79 (iii). Daher ist auh

�G X µk X ιk�� L
2
K�Mk, ϕ� �� K

ein stetiges Funktional, und aus dem bereits bewiesenen 1. Fall (angewandt auf

Mk anstelle von M sowie p � q � 2) folgt die Existenz eines fk > L

2
K�Mk, ϕ�

derart, daÿ gilt

�g>L2

K
�Mk,ϕ�

�G X µk X ιk��g� �
S

Mk

fk g dϕ mit beliebigem g > g. (462)

Wir behaupten

L

2
K�Mk�1, ϕ� ` L

2
K�Mk, ϕ�, (463)

�h>L2

K
�Mk�1,ϕ�

ĥSMk
> L

2
K�Mk, ϕ�, (464)

Äfk�1SMk
�ϕ

Âfk SMk
, (465)

fk > L
ª

K �Mk, ϕ� , YfkYª B YGY. (466)

[ Zu (463): Sei h > L

2
K�Mk�1, ϕ�. Da Mk insbesondere eine ϕ-meÿbare Teil-

menge von Rn
ist, ergibt 4.79 (iii)

χMk
�

ShS2 � χMk
�χMk�1

�

ShS2Ǳ > LK�R
n, ϕ�,

also h > L2
K�Mk, ϕ�.

Zu (464): Sei h > L2
K�Mk�1, ϕ�. Dann gilt h > L2

K�Mk, ϕ� nah (463), d.h.

χMk
W

Å

,

h SMk
W

2

� χMk
�

ShS2 > LK�R
n, ϕ�,

und (464) folgt.

Zu (465): Sei g > L2
K�Mk�1, ϕ�, also ĝSMk

> L

2
K�Mk�1, ϕ� ` L

2
K�Mk, ϕ� nah

(464) sowie (463). Bezeihnen π
p̃
κ� L

p̃
K
�Mκ, ϕ� � L

p̃
K
�Mκ, ϕ� für κ > �k, k � 1�,

p̃ > �1,2� und π� L1
K�M,ϕ� � L1

K�M,ϕ� die kanonishen Projektionen, so gilt

µk�1�ιk�1�π
2
k�1�ĝSMk

��� � µk�1�π
1
k�1�ĝSMk

�� � π�

�χMk

Å

,

g
SMk

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

χMk�1

Å

,

g
SMk

Ǳ,

µk�ιk�π
2
k�ĝSMk

��� � µk�π
1
k�ĝSMk

�� � π�χMk

Å

,

g
SMk
Ǳ.

Daher ergibt (462) o�enbar

S

Mk

�fk�1 � fk� g dϕ � 0,

und diese Gleihung gilt insbesondere für g �� fk�1 � fk > L
2
K�Mk�1, ϕ�, also folgt

aus 4.43: fk�1 �ϕ fk auf Mk. Letzteres bedeutet genau (465).
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Zu (466): Im Falle fk �ϕ 0 ist nihts zu zeigen. Gelte daher ohne Einshrän-

kung

�x>Mk
fk�x� x 0,

insbesondere ist f auf M de�niert. Dann ist wegen 4.78 (iv), (v) die �Vorzei-

henfunktion von fk�

σ ��
fk

SfkS
� Mk �� K ϕ-meÿbar über Mk mit YσY

ª

� 1. (467)

Angenommen, für die nah 4.103 (ii), 4.96 o�enbar ϕ-meÿbare Teilmenge

ÈM �� �x >Mk S Sfk�x�S A YGY� (468)

vonMk, die wegen ϕ�Mk� �ª sogar ϕ-integrierbar ist, gälte ϕ�ÈM� A 0. Hieraus,

(468) und fk > L

2
K�
ÈM,ϕ� � beahte χ

ÈM
�

SfkS
2
� χ

ÈM �χMk
�

SfkS
2
� und 4.79 (iii) �

folgte die ehte Ungleihung in der folgenden Abshätzung

ϕ�ÈM� YGY �

S

ÈM
YGYdϕ

�

S

ÈM
SfkSdϕ

�467�
�

S

Mk

χ
ÈM

fk

σ
dϕ

�462�
B YGY YµkY \

χ
ÈM

σ
\

1

�461�,�467�
� YGYϕ�ÈM �,

also ein Widerspruh. ℄

Wegen (465) und (466) existiert nun eine Funktion f > L

ª

K �M,ϕ� derart,

daÿ gilt

�k>N f̂ SMk
�ϕ

ÂfkSMk
.

Sei shlieÿlih g > L1
K�M,ϕ�. Dann folgt

�k>N gk �� χMk
g � χMk

�χM g� > L1
K�M,ϕ�,

lim
k�ª

gk � g in �L

1
K�M,ϕ�, Y . . . Y1�,

und �fk gk�k>N ist eine auf M ϕ-konvergente Folge in L1
K�M,ϕ� � beahte 5.9 �

mit �k>N Sfk gk S
�466�
Bϕ YGY SgS > L1

K�M,ϕ� sowie limk�ª fk gk � f g auf M . Der

Grenzwertsatz von Lebesgue ergibt nun

G�π�g�� � lim
k�ª

G�π�gk�� � lim
k�ª

S

M
fk gk dϕ �

S

M
f g dϕ,

wobei π� L1
K�M,ϕ� � L1

K�M,ϕ� wieder den kanonishen Epimorphismus be-

zeihne. Damit ist der Rieszshe Darstellungssatz für Lebesgueshe Räume voll-

ständig bewiesen. ✷

Korollar 7.14. Die K-Banahräume ℓ1K und ℓªK sind niht re�exiv.
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Beweis.Wir wissen bereits aus 3.6, daÿ der K-Banahraum c0K niht re�exiv

und sein Dualraum isometrish zu ℓ1K ist. Daher kann ℓ1K nah 6.23 (iv), (iii) niht

re�exiv sein. Da der K-Banahraum ℓªK nah dem Rieszshen Darstellungssatz

für Lebesgueshe Räume isometrish zu �ℓ1K�
�

ist, sieht man analog, daÿ jener

ebenfalls niht re�exiv ist. ✷

Wir geben shlieÿlih das in 6.10 angekündigte Beispiel an.

Beispiel 7.15. Für jedes k > N bezeihne ek �� �ek,j�j>N > ℓ2R die Folge mit

�j>N ek,j � δkj . Dann ist �ek�k>N wegen �k,l>N, kxl Yek � elY2 �
º

2 keine Cauhy-

folge in ℓ2R und somit niht konvergent. Allerdings existiert nah dem Rieszshen

Darstellungssatz zu jedem F > �ℓ2R�
�

eine Folge �xj�j>N > ℓ2R derart, daÿ gilt

�

�yj�j>N>ℓ
2

R

F ��yj�j>N� �
ª

Q

j�0

xj yj ,

also �k>NF �ek� � xk. Da die Elemente von ℓ2R insbesondere Nullfolgen sind,

erhalten wir limk�ªF �ek� � 0, und aus 6.8 sowie der Beliebigkeit von F folgt,

daÿ �ek�k>N in �ℓ2R�s gegen Null konvergiert.

Übungsaufgabe

Aufgabe 7.16. Sei n > N
�

.

Zeige, daÿ Λ� LªK �R
n, µn�� �L

1
K�R

n, µn��
�

niht surjektiv ist.

Tip: Betrahte eine Erweiterung der Funktion

Cb�R
n,K� �� K, f z� f�0�,

auf LªK �R
n, µn�.
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A Das Lemma von Zorn

De�nition A.1. Sei X eine Menge.

(i) Eine Ordnung von X ist eine zweistellige Relation B (d.h. eine Teilmenge

von X � X , wobei wir x B y für �x, y� > B shreiben) derart, daÿ für alle

x, y, z > X gilt:

x B x, (Re�exivität)

x B y , y B xÔ� x � y, (Antisymmetrie)

x B y , y B zÔ� x B z. (Transitivität)

x, y > X heiÿen miteinander vergleihbar, wenn gilt x B y oder y B x.

Eine Ordnung heiÿt Totalordnung , wenn je zwei Elemente miteinander

vergleihbar sind.

(ii) Ist B eine Ordnung von X , so de�nieren wir für alle x, y > X

x C y �
� y B x,

x � y �
� �x B y , x x y�,

x A y �
� y � x.

(iii) Seien B eine Ordnung von X und a > X .

a heiÿt gröÿtes Element von X �
� �x>X a C x.

Insbesondere ist ein gröÿtes Element mit allen x > X vergleihbar.

a heiÿt maximales Element von X �
� �x>X �x C a� x � a�,

d.h. ein maximales Element ist C allen Elementen, mit denen es vergleih-

bar ist.

Es gilt:

a gröÿtes Element von X Ô� a maximales Element von X .

Die Umkehrung ist i.a. falsh.

Es existiert höhstens ein gröÿtes Element von X . Dagegen können viele

maximale Elemente von X existieren, s.u. Beispiele.

Analog de�niert man die Begri�e kleinstes Element von X und minimales

Element von X .

(iv) Seien M x g eine Teilmenge der geordneten Menge X und a > X .

a heiÿt obere Shranke von M (in X ), wenn gilt: �x>M a C x.

a heiÿt kleinste obere Shranke von M (in X ), wenn a obere Shranke

von M ist und für jede obere Shranke b > X von M gilt a B b, d.h. a

ist kleinstes � niht nur minimales !! � Element der Menge aller oberen

Shranken von M .

Es gilt:

Es existiert höhstens eine kleinste obere Shranke vonM , die wir im Falle

ihrer Existenz mit supM bezeihnen.
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Analog de�niert man die Begri�e untere Shranke, gröÿte untere Shranke

und das Symbol infM .

Beispiel.

1.) Auf X �� N
�

wird durh

�m,n>N
�

m B

�

n �
�mSn

eine Ordnung de�niert, die keine Totalordnung ist, da z.B. weder 5S7 noh

7S5 gilt. 1 ist kleinstes Element von N
�

bzgl B

�

.

2.) N
�

��1� ist durh B

�

ebenfalls geordnet, und N
�

��1� besitzt kein kleinstes

Element. Die Menge der minimalen Elemente ist die Menge aller Primzah-

len.

3.) Die üblihe Ordnung B von R ist eine Totalordnung.

Hauptsatz A.2 (Lemma von Zorn). Sei X x g eine bzgl. B geordnete Menge

mit der Eigenshaft, daÿ jede bzgl. B totalgeordnete niht-leere Teilmenge von X

eine obere Shranke in X besitzt.

Dann existiert (mindestens) ein maximales Element von X .

Die folgende Formulierung ist zum Lemma von Zorn äquivalent:

Ist X x g eine geordnete Menge ohne maximales Element, so existiert eine

totalgeordnete Teilmenge M x g von X , die keine obere Shranke besitzt.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durh das folgende Lemma vor:

Lemma A.3. Sei X x g eine bzgl. B geordnete Menge mit der Eigenshaft,

daÿ jede bzgl. B totalgeordnete niht-leere Teilmenge von X eine kleinste obere

Shranke in X besitzt. Ferner sei f � X � X eine Abbildung mit �x>X x B f�x�.

Dann existiert x
�

> X mit f�x
�

� � x
�

.

Beweis des Lemmas. Nah Voraussetzung existiert a > X . Wir setzen

Y �� �y > X Sy C a�.

Dann gilt a > Y (a ist sogar kleinstes Element von Y) und �y>Y a B y B f�y�,

also f�Y� ` Y. Y ist daher wegen der Voraussetzung des Lemmas im folgenden

Sinne zulässig.

Eine Teilmenge A von Y heiÿt zulässig, wenn gilt

a) a > A,

b) f�A� ` A,

) g x B ` A und B totalgeordnet bzgl. B Ô� supB > A,

beahte, daÿ supB nah Voraussetzung in X existiert.
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Wir setzen

M ��

�

A`Y ,A zulässig

A

und werden zeigen:

M ist zulässig, (469)

M ist totalgeordnet. (470)

Hieraus und der Voraussetzung des Lemmas folgt die Existenz einer kleinsten

oberen Shranke x
�

�� supM von M in X mit x
�

>M . Dann gilt für alle y >M

y B f�y�
±

�469�

> M

B x
�

und somit wegen x
�

>M : f�x
�

� � x
�

.

Zu zeigen bleiben (469) und (470).

Zu (469): a) Y ist zulässig, und jede zulässige Menge enthält a, also gilt

a >M .

b) Sei y > M , also folgt aus der De�nition von M , daÿ �A`Y ,A zulässig

y > A

gilt. Wegen der Eigenshaft b) in der De�nition der Zulässigkeit gilt dann auh

�A`Y ,A zulässig

f�y� > A, d.h. f�y� >M . Damit ist gezeigt f�M� `M .

) Sei B x g eine totalgeordnete Teilmenge von M �

�A`Y ,A zulässig

A. Dann

gilt �A`Y ,A zulässig

B ` A, also nah Eigenshaft ) in der De�nition der Zu-

lässigkeit �A`Y ,A zulässig

supB > A, und somit folgt aus der De�nition von M :

supB > A.

Damit ist (469) gezeigt.

Zu (470): Wir nennen ein Element e >M extremales Element, wenn

�y>M �y � eÔ� f�y� B e�

gilt, und setzen für jedes extremale Element e >M

Me �� �y >M Sy B e - f�e� B y�.

Dann folgen naheinander

e >M extremal Ô�Me �M, (471)

�y>M y extremal. (472)

[ Zu (471): Sei e >M extremal. Wir zeigen, daÿ Me zulässig ist:

a) a ist kleinstes Element von Y, und nah (469) gilt a > M ` Y. Hieraus

folgt a B e, d.h. a >Me.

b) Sei y >Me, also y B e oder f�e� B y.

Im Falle y � e folgt aus der Extremalität von e, daÿ gilt f�y� B e, also

f�y� >Me.

Im Falle y � e gilt trivialerweise f�y� � f�e�, also f�e� B f�y� und somit

f�y� >Me.
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Im Falle f�e� B y gilt wegen der Voraussetzung an f

f�e� B y B f�y�,

also wieder f�y� >Me.

Damit ist gezeigt f�Me� `Me.

) Sei B x g eine totalgeordnete Teilmenge von Me.

Im Falle �b>B b B e folgt supB B e (denn in diesem Fall ist e eine obere

Shranke von B und supB ist die kleinste solhe) und somit supB >Me.

Existiert andernfalls b0 > B `Me mit b0 A e, so folgt aus der De�ntion von

Me, daÿ gilt f�e� B b0 B supB, also supB >Me.

Insgesamt haben wir die Zulässigkeit der Teilmenge Me von M bewiesen.

Nun ist M der Shnitt aller zulässigen Mengen, also M ` Me, daher folgt

M �Me.

Zu (472): Wir setzen

E �� �e >M S e extremal�

und zeigen, daÿ E zulässig ist:

a) a ist kleinstes Element von Y aM , d.h. die Prämisse der Aussage

y � aÔ� f�y� B a

ist für jedes y >M falsh, d.h. die Aussage ist wahr. Hieraus folgt a > E.

b) Es sei e > E. Wir wollen nahweisen, daÿ dann auh f�e� > E gilt, d.h.

�y>M y � f�e� � f�y� B f�e�. Sei also y > M mit y � f�e�. Nah (471) gilt

y > Me, d.h. entweder y � e oder y � e oder f�e� B y, und letzteres kann niht

eintreten, da y � f�e�.

Ist y � e, so folgt aus der Extremaleigenshaft von e und der Voraussetzung

an f , daÿ gilt f�y� B e B f�e�.

Ist y � e, so gilt trivialerweise f�y� � f�e�.

) Sei B x g eine totalgeordnete Teilmenge von E. Zu zeigen ist supB > E,

d.h.

�y>M y � supB Ô� f�y� B supB.

Sei also y >M mit y � supB.

Im Falle �b>B f�b� B y gälte auh �b>B b B f�b� B y, d.h. y wäre eine obere

Shranke von B. Daher folgte (weil supB kleinste obere Shranke von B ist)

supB B y, im Widerspruh zu y � supB.

Daher existiert b0 > B ` E mit f�b0� A y. Nah (471) gilt M � Mb0 , d.h.

y >Mb0 , also y B b0 - f�b0� B y. Daher muÿ y B b0 gelten.

Entweder gilt nun y � b0 und (da b0 extremal) somit f�y� B b0 B supB, oder

es gilt y � b0, also f�y� � f�b0�. Aus B ` E `M und (469) folgt dann

supB >M
�471�
� Mb0 ,

und somit gilt nah De�nition von Mb0 wegen b0 � y � supB

f�y� � f�b0� B supB.
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Analog zum Ende des Beweises von (471) folgt aus der Zulässigkeit von E

und der De�nition von M : M � E. Die De�nition von E ergibt (472). ℄

Aus (471), (472) folgt jetzt, daÿ M totalgeordnet ist:

Seien nämlih y1, y2 > M . Nah (472) ist y1 extremal, also folgt aus (471)

y2 >My1 , d.h.

y2 B y1 oder f�y1� B y2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�y1 Bf�y1�By2

.

Somit ist auh (470) bewiesen, und hierauf hatten wir das Lemma zurük-

geführt. ✷

Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: Jede niht-leere totalgeordnete Teilmenge

von X hat eine kleinste obere Shranke in X . Wir nehmen dann an, daÿ X kein

maximales Element besitzt. Dann gilt

�x>X XAx �� �y > X Sy A x� x g.

Aus dem Auswahlaxiom folgt daher

�x>X XAx x g, d.h. es existiert eine Abbil-

dung f � X � X mit �x>X f�x� > XAx. Es gilt also

�x>X f�x� A x. (473)

Aus (473) und A.3 folgt die Existenz von x
�

> X mit f�x
�

� � x
�

, im Widerspruh

zu (473).

2. Fall: Jede niht-leere totalgeordnete Teilmenge von X hat eine obere

Shranke in X . (D.i. ist die Voraussetzung des Hauptsatzes.) Sei dann

Ç

X �� �A >P�X � � �g� SA totalgeordnet bzgl. B� .

Durh

�A,B>

Ç

X

A j B �
� A ` B

wird eine Ordnung auf

Ç

X de�niert, und jede niht-leere bzgl. j totalgeordnete

Teilmenge von

Ç

X besitzt eine kleinste obere Shranke in

Ç

X .

[ Denn ist �Ai�i>I eine niht-leere bzgl. j totalgeordnete Teilmenge von

Ç

X ,

so ist

�i>I Ai bzgl. B totalgeordnet

43

und o�enbar (bzgl. j) die kleinste obere

Shranke von �Ai�i>I in

Ç

X . ℄

Aus dem bereits bewiesenen 1. Fall folgt nun die Existenz eines (bzgl. j)

maximalen Elementes

Ç

X0 von
Ç

X . Insbesondere gilt

Ç

X0 x g, und
Ç

X0 ist eine bzgl.

B totalgeordnete Teilmenge von X . Nah Voraussetzung des Hauptsatzes besitzt

Ç

X0 eine obere Shranke a > X . Dann ist a maximales Element von X bzgl B:

Sei nämlih x > X mit x C a. Dann ist

Ç

X0 8 �x� totalgeordnet bzgl. B mit

Ç

X0 j
Ç

X0 8 �x�. Wegen der Maximalität von

Ç

X0 bzgl. j gilt dann

Ç

X0 �
Ç

X0 8 �x�,

d.h. x >

Ç

X0. Nun ist a obere Shranke von

Ç

X0, also folgt a C x. Nah Wahl von

x gilt aber auh x C a, also folgt a � x.

Damit ist das Lemma von Zorn vollständig bewiesen. ✷

43

Seien x, y >

�i>I Ai. Dann existieren i0, i1 > I mit x > Ai0 und y > Ai1 . Da �Ai�i>I total-

geordnet bzgl. j ist, gilt ohne Einshränkung Ai0 ` Ai1 , also x, y > Ai1 . Nun ist aber Ai1 als

Element von

Ç

X totalgeordnet bzgl. B, d.h. x B y oder y B x.
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Wir haben das Zornshe Lemma unter Verwendung des Auswahlaxiomes

bewiesen. Tatsählih ist es zum Auswahlaxiom äquivalent.

Es gilt die folgende Vershärfung des Lemmas von Zorn:

Satz A.4. Sei X x g eine bzgl. B geordnete Menge mit der Eigenshaft, daÿ

jede bzgl. B totalgeordnete niht-leere Teilmenge von X eine obere Shranke in

X besitzt. Ferner sei M eine solhe Teilmenge von X .

Dann existiert (mindestens) ein maximales Element von X , welhes eine

obere Shranke von M ist.

Beweis. Wir setzen

Ç

X �� �x > X S�y>M y B x�.

DaM nah Voraussetzung eine obere Shranke besitzt, gilt

Ç

X x g. Als Teilmenge

von X besitzt jede bzgl. B totalgeordnete niht-leere Teilmenge

ÈM von

Ç

X eine

obere Shranke a > X , d.h. �x>ÈM x B a, also gilt wegen

ÈM `

Ç

X

�x>ÈM�y>M y B x B a

und somit a > ÇX .

Damit erfüllt

Ç

X die Voraussetzung des Lemmas von Zorn A.2, besitzt also

ein maximales Element x̃ > ÇX . Daÿ x̃ eine obere Shranke vonM ist, folgt sofort

aus der De�nition von

Ç

X . ✷

Typishe Anwendungen des Zornshen Lemmas sind die unten genannten

Sätze.

De�nition A.5 ((Hamel-)Basis eines Vektorraumes). Es seien k ein Körper

und X ein k-Vektorraum.

Eine Teilmenge B von X heiÿt eine Basis von X genau dann, wenn je-

weils endlih viele Elemente von B k-linear unabhängig sind und sih jedes

Element von X � �0� bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig als k-

Linearkombination von Elementen aus B shreiben läÿt. Letzteres bedeutet per

de�nitionem, daÿ zu jedem x >X��0� sowohl k > N
�

als auh λ1, . . . , λk > k��0�

sowie b1, . . . , bk > B mit x �

P

k
i�1 λi bi existieren. (Linearkombinationenen sind

also endlihe Summen! Es sei darauf hingewiesen, daÿ sogar der Begri� der

�Konvergenz einer Reihe� i.a. auh gar keinen Sinn mahen würde.)

Bemerkung.

1.) Um Verwehselungen zu vermeiden, nennt man eine Basis im gerade de-

�nierten Sinne gelegentlih eine Hamel-Basis von X. Wir verwenden die

Begri�e �Basis� und �Hamel-Basis� synonym.

2.) Ist X ein normierter K-Vektorraum, so heiÿt eine Folge �bi�i>N in X eine

Shauder-Basis genau dann, wenn zu jedem x > X genau eine Folge �λi�i>N
in K mit x �

P

ª

i�0 λi bi existiert.

Satz A.6. Seien k ein Körper und X ein k-Vektorraum.

Dann besitzt X eine Basis.
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Beweisskizze. Sei B ` P�X� die Menge aller k-linear unabhängigen Teil-

mengen von X, d.h. per de�nitionem, daÿ für alle B > B jeweils endlih viele

Elemente von B k-linear unabhängig sind. Dann ist B x g mit der Teilmengen-

relation ` eine geordnete Menge, und jede bzgl. ` totalgeordnete Menge M ` B

besitzt

�B>M B als obere Shranke. Nah dem Zornshen Lemma existiert ein

bzgl. ` maximales Element B von B, welhes o�enbar eine Basis von X ist. ✷

Bemerkung. Wir haben soeben bewiesen, daÿ der K-Vektorraum KN
aller

Folgen in K eine Hamel-Basis besitzt. ��1,0,0, . . .�, �0,1,0, . . .�, . . .� ist keine

solhe!

Aus dem letzten Satz folgt übrigens das überrashende Resultat, daÿ es

additive Funktionen f � R� R gibt

44

, die niht von der Gestalt f � ax mit a > R

sind.

Satz A.7. Es seien R ein Ring mit Einselement, der niht der Nullring ist, und

a ein ehtes beidseitiges Ideal von R.

Dann existiert ein maximales beidseitiges Ideal von R, welhes a enthält.

Beweisskizze. Bzgl. der Teilmengenrelation ist die Menge aller ehten beid-

seitigen Ideale von R eine geordnete Menge. Sind I eine niht-leere Menge und

�ai S i > I� eine totalgeordnete Teilmenge der Menge aller ehten beidseitigen

Ideale, die a enthalten, so ist

�i>I ai ein ehtes beidseitiges Ideal von R, das a

enthält. Daher folgt die Behauptung aus dem Zornshen Lemma. ✷

Übungsaufgaben

Aufgabe A.8. Zeige, daÿ aus dem Lemma von Zorn das Auswahlaxiom folgt.

Aufgabe A.9. Zeige, daÿ eine additive Funktion f � R � R, die niht von der

Gestalt f � ax mit a > R ist, existiert.

44

Eine Funktion f � R� R heiÿt additiv , wenn für alle s, t > R gilt f�s � t� � f�s� � f�t�.
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B Der Satz von Tyhonoff

De�nition B.1 (Produktopologie). Seien I eine Menge und Xi für jedes i > I

ein topologisher Raum.

Die Produktopolologie für

�

ι>I

Xι �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f > �

�

ι>I

Xι�

I

S�i>I f�i� > Xi

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

ist per de�nitionem die shwahe Topologie für

�ι>IXι bzgl. �πi S i > I�, wobei

πi� �
ι>I

Xι ��Xi, f z� f�i�, (474)

für jedes i > I die kanonishe Projektion bezeihne, d.h. genau, daÿ diese To-

pologie die gröbste für

�ι>IXι ist, derart, daÿ alle πi, i > I, stetig sind, vgl.

6.2.

Bemerkung. Shreibt man X anstelle von I und sind alle Xι, ι > I, gleih

einem (festen) topologishen Raum Y , so gilt

�

ι>I

Xι � Y
X .

Aus 6.3 (ii) folgt dann, daÿ eine Folge �fk�k>N in Y X
genau dann bzgl. der Pro-

dukttopologie für

�ι>IXι gegen f > Y X
konvergiert, wenn für jedes x > X die

Folge �fk�x��k>N in Y gegen f�x� konvergiert. Daher nennt man die Produkt-

topologie für

�ι>IXι in diesem Falle die Topologie der punktweisen Konvergenz

für Y X
.

Satz B.2. Seien I eine Menge sowie Xι für alle ι > I ein topologisher Raum.

Ferner seien πi� �ι>IXι � Xi für jedes i > I die kanonishe Projektion und

�ι>IXι mit der Prodokttopologie versehen. Dann gilt:

(i) Eine Teilmenge U von

�ι>IXι ist genau dann o�en, wenn zu jedem f0 > U

eine endlihe Teilmenge J von I und Umgebungen Uj > U
X

�f0�j�,Xj� für

alle j > J existieren derart, daÿ der �Zylinder�

�

j>J

πj
1
�Uj� � �f >

�

ι>I

Xι S�j>J f�j� > Uj¡ > U
X

�f0,�
ι>I

Xι�

eine Teilmenge von U ist.

(ii) πi� �ι>IXι �Xi ist für jedes i > I eine o�ene Abbildung.

Beweis. Sei U eine o�ene Teilmenge von

�ι>IXι, d.h. per de�nitionem, daÿ

U sih als beliebige Vereinigung von Mengen der Form

�

j>J

πj
1
�Uj� mit J ` I endlih sowie �j>J Uj > Top�Xj�

shreiben läÿt. Hieraus folgt o�enbar (i).
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Sei nun i > I. Da für alle Teilmengen Aλ von

�ι>IXι, λ > Λ, wobei Λ eine

beliebige Menge sei, gilt

πi ��
λ>Λ

Aλ� � �

λ>Λ

πi �Aλ� ,

genügt es zum Nahweis von (ii), zu zeigen, daÿ die Menge

πi
�

�

�

j>J

πj
1
�Uj�

�

�

� πi ��f >

�

ι>I

Xι S�j>J f�j� > Uj¡� � �
Ui, falls i > J,

Xi, falls i ¶ J,

für alle J und Uj , j > J , wie oben o�en in Xi ist, und dies ist trivial. ✷

Bemerkung. Seien n > N
�

und speziell I � �1, . . . , n� � n. Des weiteren seien

X1, . . . ,Xn topologishe Räume und

�

n
ι�1Xι mit der Produkttopologie versehen.

1.) Eine Teilmenge U von

�

n
ι�1Xι ist genau dann o�en, wenn zu jedem Ele-

ment �x1, . . . , xn� > U für jedes i > �1, . . . , n� ein Ui > U
X

�xi,Xi� existiert

derart, daÿ

�

n
ι�1Uι ` U gilt.

Insbesondere ist die De�nition der Produkttopologie in B.1 mit der in der

Fuÿnote auf Seite 182 konform.

2.) Sind X1, . . . ,Xn sogar normierte K-Vektorräume, so wird die Produktto-

pologie für

�

n
ι�1Xι durh die Maximumsnorm auf

�

n
ι�1Xι induziert.

Für endlihes I kann der u.g. Hauptsatz auh ohne Verwendung des Auswahl-

axiomes gezeigt werden, siehe z.B. [18, Theorem 26.7℄. Alle Beweise benötigen

jedoh in irgendeiner Form das Auswahlaxiom, wenn I eine unendlihe Menge

ist, und Kelley [16℄ hat bewiesen, daÿ das Auswahlaxiom aus dem Hauptsatz

folgt, also gilt Äquivalenz.

Hauptsatz B.3 (von Tyhonoff).

Vor.: Es seien I eine Menge und Xi für jedes i > I ein niht-leerer kompakter

topologisher Raum.

Beh.:

�ι>IXι versehen mit der Produkttopologie ist kompakt.

Zum Nahweis des Hauptsatzes benötigen wir einige Vorbereitungen.

De�nition B.4 ((Maximales) Zentriertes System). Sei X eine Menge.

(i) Eine Teilmenge A von P�X� heiÿt ein zentriertes System genau dann,

wenn für alle n > N und A1, . . . ,An > A gilt A1 9 . . . 9An x g.

Beispiel.

1.) Aus der Existenz eines zentrierten Systemes folgt X x g, denn der

leere Shnitt von Teilmengen ist per de�nitionem der ganze Raum.

2.) g `P�X� ist ein zentriertes System.

3.) Ein zentriertes System kann g niht als Element besitzen.
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(ii) Ein zentriertes Systen A ` P�X� heiÿt maximal genau dann, wenn jede

ehte Obermenge B von A mit B `P�X� kein zentriertes System ist.

Lemma B.5. Seien X eine niht-leere Menge und A ` P�X� ein zentriertes

System.

Dann existiert ein maximales zentriertes System Amax ` P�X� derart, daÿ

A ` Amax gilt.

Beweis. Wir de�nieren die niht-leere Menge

A ��
�

Ç

A > P�P�X�� SA `

Ç

A und

Ç

A zentriertes System
�

und versehen A mit der Teilmengenrelation ` als Ordnung von A. Wegen des

Lemmas von Zorn A.2 bleibt zu zeigen, daÿ jede bzgl. ` totalgeordnete niht-

leere Teilmenge B von A eine obere Shranke in A besitzt. Hierfür wiederum

genügt der Nahweis davon, daÿ für alle solhen B gilt

�

B>B

B > A,

d.h. genau

A `

�

B>B

B `P�X�, (475)

�

B>B

B ist ein zentriertes System. (476)

Sei also B wie oben. (475) folgt dann sofort daraus, daÿ B eine niht-leere

Teilmenge von A ist.

Zu (476): Seien n > N und B1, . . . ,Bn >

�

B>BB. Ohne Einshränkung gelte

n > N
�

, beahte daÿ der leere Shnitt von Teilmengen von X als X x g de�niert

ist. Wähle B1, . . . ,Bn >B mit

�ν>�1,...,n�Bν > Bν .

Als Teilmenge von B ist �B1, . . . ,Bn� eine bzgl. ` totalgeordnete Menge, die

zusätzlih endlih ist. Daher existiert o�enbar n0 > �1, . . . , n� mit

�ν>�1,...,n�Bν ` Bn0
,

d.h.

�ν>�1,...,n�Bν > Bn0
.

Wegen Bn0
>B ` A ist Bn0

ein zentriertes System, also folgt B19 . . .9Bn x g. ✷

Lemma B.6.

Vor.: Seien X eine niht-leere Menge und A `P�X� ein maximales zentriertes

System.

Beh.:

(i) Sind n > N
�

und A1, . . . ,An > A, so gilt A1 9 . . . 9An > A.
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(ii) Ist B > P�X� � �g� mit

�A>AB 9A x g, (477)

so gilt B > A.

Beweis. Zu (i): Seien n > N
�

, A1, . . . ,An > A sowie B �� A1 9 . . . 9An und

B �� A 8 �B�.

Wir weisen nah, daÿ B ein zentriertes System ist. Dann folgt aus der Maxima-

lität von A, daÿ gilt B � A, also B > A.

Ohne Einshränkung seien daher m > N
�

und B1, . . . ,Bm > B.

Im Falle �µ>�1,...,m�Bµ x B gilt B1, . . . ,Bm > A und somit B1 9 . . .9Bm x g,

weil A ein zentriertes System ist.

Im Falle §m0>�1,...,m�Bm0
� B können wir nah eventueller Umnumerierung

der B1, . . . ,Bm ohne Beshränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ gilt

B1 � . . . � Bm0
� B und Bm0�1, . . . ,Bm > A,

also folgt

B1 9 . . . 9Bm � B 9Bm0�1 9 . . . 9Bm � A1 9 . . . 9An 9Bm0�1 9 . . . 9Bm x g,

da es sih hierbei um einen Shnitt von Elementen des zentrierten Systemes A

handelt.

Zu (ii): Sei B > P�X���g� mit (477). Analog zum Beweis von (i) genügt es

zu zeigen, daÿ

B �� A 8 �B�

ein zentriertes System ist.

Ohne Einshränkung seien also m > N
�

und B1, . . . ,Bm > B.

Im Falle �µ>�1,...,m�Bµ x B gilt wieder B1, . . . ,Bm > A und B19 . . .9Bm x g,

weil A ein zentriertes System ist.

Im Falle §m0>�1,...,m�Bm0
� B können wir erneut ohne Beshränkung der

Allgemeinheit annehmen, daÿ gilt

B1 � . . . � Bm0
� B und Bm0�1, . . . ,Bm > A.

Hieraus folgt zunähst

Bm0�1 9 . . . 9Bm �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

�i�
> A, falls m0 �m,

�X, falls m0 �m,

und sodann wegen (477) bzw. B x g

B1 9 . . . 9Bm � B 9Bm0�1 9 . . . 9Bm x g.

Damit ist das Lemma bewiesen. ✷

282



Beweis des Hauptsatzes. Es genügt o�enbar, den Fall I x g zu betrahten.

Seien dann Xi für jedes i > I ein niht-leerer kompakter topologisher Raum

und

X ��

�

ι>I

Xι x g.

Ferner bezeihne

πi� X ��Xi

für jedes i > I die kanonishe Projektion wie in (474). Wir versehen X mit der

Produkttoplogie und behaupten, daÿ für jedes zentrierte System A `P�X� gilt

�

A>A

A x g.

Hieraus folgt dann o�enbar mittels 1.40 �(ii) � (i)� die Kompaktheit von X.

Seien A wie oben und Amax ein gemäÿ B.5 existierendes maximales zentrier-

tes System mit A ` Amax. Wir zeigen sogar

�

A>Amax

A x g

und können Amax x g annehmen, denn sonst ist die letzte Aussage trivial.

Sei i > I. Dann ist

�πi�A� SA > Amax�

ein zentriertes System, denn für alle n > N und A1, . . . ,An > Amax gilt

πi�A1� 9 . . . 9 πi�An� a πi �A1 9 . . . ... 9An� x g,

weil Amax ein zentriertes System ist. DaXi des weiteren ein niht-leerer kompak-

ter topologisher Raum ist, folgt hieraus und aus 1.40 �(i) � (ii)� die Existenz

eines xi > Xi mit

xi > �

A>Amax

πi�A� `

�

A>Amax

πi�A�. (478)

Wir setzen nun

x �� �xi�i>I > X

und zeigen shlieÿlih

�A>Amax
x > A, (479)

womit der Satz von Tyhonoff bewiesen ist.

Zum Nahweis von (479) weisen wir zunähst nah, daÿ gilt

�i>I�Vi>Top�Xi�
�x > πi

1
�Vi�Ô� �A>Amax

πi
1
�Vi� 9A x g

� . (480)

[ Zu (480): Es seien i > I, Vi > Top�Xi� mit x > πi
1
�Vi� und A > Amax. Dann

gilt Vi > U
X

�xi,Xi� und wegen (478) auÿerdem xi > πi�A�. 1.15 (ii) impliziert

Vi 9 πi�A� x g, also πi
1
�Vi� 9A x g. ℄

Aus (480) und B.6 (ii) folgt

�i>I�Vi>Top�Xi�
�x > πi

1
�Vi�Ô� πi

1
�Vi� > Amax� ,
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also ergibt B.6 (i), daÿ jeder positiv endlihe Shnitt von Mengen der Form

πj
1
�Vj� > U

X

�x,X�, wobei Vj > Top�Xj� sei,

ein Element von Amax ist. Nun ist Amax ein zentriertes System, und somit folgt

aus der De�nition der Produkttopologie o�enbar

�A>Amax
�U>UX�x,X�U 9A x g,

d.h. nah 1.15 (ii): �A>Amax
x > A. ✷
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C Das Lemma von Urysohn

Übliherweise wird das Lemma von Urysohn für normale topologishe Räume

formuliert, worauf wir unten eingehen. In Kapitel 3 benötigen wir eine Version

für lokal-kompakte Hausdor�-Räume, die wir nun beweisen.

Hauptsatz C.1 (Lemma vonUrysohn in der Version für lokal-kompakte Haus-

dor�-Räume).

Vor.: Seien X ein lokal-kompakter Hausdor�-Raum sowie K eine kompakte und

U eine o�ene Teilmenge von X derart, daÿ gilt K ` U .

Beh.: Es existiert f > Cc�X, �0,1�� mit f SK � 1 und Tr�f� ` U .

Entsheidend für den Beweis des Hauptsatzes ist die folgende Umformulie-

rung von 1.68.

Satz C.2. Es seien X ein lokal-kompakter Hausdor�-Raum, K eine kompakte

und U eine o�ene Teilmenge von X derart, daÿ gilt K ` U .

Dann existiert eine o�ene Teilmenge V von X mit K ` V ` V ` U und

V ``X. ✷

Beweis des Hauptsatzes.Wir konstruieren eine stetige Funktion g� X � �0,1�

so, daÿ f �� 1 � g die Behauptung erfüllt.

Wenn ein solhes g existiert, so gilt für die o�enen Mengen Uρ �� g
1
���ª, ρ��,

wobei ρ > R
�

: �ρ,σ>R
�

, ρ�σK ` Uρ ` g
1
�� �ª, ρ�� ` Us. Hieraus folgt wegen der

Abgeshlossenheit von g1�� �ª, ρ�� zum einen

�ρ,σ>R
�

, ρ�σK ` Uρ ` Uρ ` g
1
�� �ª, ρ�� ` Uσ , �ρ A 1� Uρ �X�

und zum anderen �x>X g�x� � inf�σ > R
�

Sx > Uσ�. Wir wollen nun umgekehrt

für ρ aus einer dihten Teilmenge I von �0,ª� o�ene Teilmengen Uρ von X mit

�ρ,σ>I, ρ�σK ` Uρ ` Uρ ` Uσ , �ρ A 1� Uρ �X� (481)

�nden und g durh �x>X g�x� �� inf�ρ > I Sx > Uρ� de�nieren.

Wegen C.2 existiert eine relativ kompakte o�ene Teilmenge U1 von X mit

K ` U1 ` U1 ` U . Wir wählen für jedes ρ > �

k
2n
Sn > N

�

, k > �1, . . . ,2n � 1��,

d.i. die Menge der dyadish endlih dargestellten (rationalen) Zahlen aus �0,1�,

relativ kompakte o�ene Teilmengen Uρ von X mit

�n>N
�

K ` U 1

2n
` U 1

2n
` U 2

2n
` . . . ` U 2n�2

2n
` U 2n�1

2n
` U 2n�1

2n
` U1 (482)

wie folgt:

Im Falle n � 1 ergibt C.2 die Existenz einer relativ kompakten o�enen Teil-

menge U 1

2

mit (482).

Seien n > N
�

und relativ kompakte o�ene Teilmengen U 1

2n
, . . . ,U 2n�1

2n
mit

(482) bereits gewählt, d.h.

K ` U 2

2n�1
` U 2

2n�1
` U 4

2n�1
` . . . ` U 2n�1�4

2n�1

` U 2n�1�2

2n�1

` U 2n�1�2

2n�1

` U1.
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Dann liefert 2n-malige Anwendung von C.2 die Existenz relativ kompakter of-

fener Teilmengen U 1

2n�1
,U 3

2n�1
, . . . ,U 2n�1�3

2n�1

,U 2n�1�1

2n�1

derart, daÿ (482) für n � 1

anstelle von n gilt.

Ferner seien I �� � k
2n
Sn > N

�

, k > �1, . . . ,2n � 1�� 8 �1,ª� und Uρ �� X für

ρ > �1,ª�. Damit sind für alle ρ > I o�ene Teilmengen Uρ mit (481) de�niert.

Nun können wir g� X � R durh �x>X g�x� �� inf�ρ > I Sx > Uρ� de�nieren.

Es gilt o�enbar g�X� ` �0,1�,

�x>K�ρ>I x > Uρ,

also gSK � 0, und

�x>X �x ¶ U1 Ô� ��ρ>I, ρ�1 x ¶ Uρ�Ô� g�x� C 1Ô� g�x� � 1� .

Somit ist �x > X S g�x� x 1� eine abgeshlossene Teilmenge des Kompaktums U1,

also selbst kompakt. Zu zeigen bleibt, daÿ g stetig ist, denn f �� 1�g� X � �0,1�

leistet dann das Gewünshte.

Wir zeigen zunähst für jedes x >X und ρ > I

x > Uρ Ô� g�x� B ρ, (483)

x ¶ Uρ Ô� g�x� C ρ. (484)

[ Beweis hiervon: Aus x > Uρ folgt �σ>I, σCρ x > Uσ, also g�x� B ρ, und aus

x ¶ Uρ folgt �σ>I, σBρ x ¶ Uσ, also g�x� C ρ. ℄

Zum Nahweis der Stetigkeit von g sei nun x0 > X.

1. Fall: g�x0� x 0. Seien a, b > R
�

mit a � g�x0� � b. Gesuht ist V > U

X

�x0,X�

mit g�V � ` �a, b�. Da I in �0,ª� diht liegt, existieren ρ,σ > I derart, daÿ

a � ρ � g�x0� � σ � b gilt, und V �� Uσ � Uρ � Uσ 9 �X � Uρ� ist eine o�ene

Teilmenge von X. Wegen g�x0� � σ, (484) und g�x0� A ρ, (483) gilt x0 > V .

Ferner gilt g�V � ` �a, b�, denn für jedes x > V folgt aus x > Uσ ` Uσ und (483),

daÿ gilt g�x� B σ � b, und aus x ¶ Uσ a Uσ und (484), daÿ gilt g�x� C ρ � a.

Damit ist o�enbar die Stetigkeit von g� X � �0,ª� in x0 gezeigt.

2. Fall: g�x0� � 0. Sei b > R
�

. Dann existiert σ > I mit g�x0� � σ � b,

und es gilt Uσ > U

X

�x0,X� sowie g�Uσ� ` �0, b�, also folgt die Stetigkeit von

g� X � �0,ª� in x0. ✷

Korollar C.3. Seien X ein lokal-kompakter Hausdor�-Raum, K eine kompakte

und B eine abgeshlossene Teilmenge von X derart, daÿ K 9B � g gilt.

Dann existiert f > Cc�X, �0,1�� mit f SK � 1 und f SB � 0. ✷

Beweis. Setze U ��X �B in C.1. ✷

Wir kommen nun auf die Version des Urysohnshen Lemmas für normale

topologishe Räume zu sprehen.

De�nition C.4 (Normale topologishe Räume). Ein topologisher Raum X

heiÿt normal genau dann, wenn X hausdor�sh ist und für alle disjunkten ab-

geshlossenen Teilmengen A,B von X disjunkte o�ene Teilmengen U,V von X

mit A ` U und B ` V existieren.
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Bemerkung. Das vierte Trennungsaxiom für einen topologishen Raum be-

sagt, daÿ zu je zwei disjunkten abgeshlossenen Teilmengen disjunkte o�ene

Obermengen existieren.

Lemma C.5. Sei X ein Hausdor�-Raum.

Dann ist X genau dann normal, wenn zu jeder abgeshlossenen Teilmenge

A von X sowie jeder in X o�enen Obermenge U von A eine in X o�ene Menge

V mit A ` V ` V ` U existiert.

Beweis. ��� Seien A eine abgeshlossene und U eine o�ene Teilmenge von

X mit A ` U . Dann ist B �� X � U abgeshlossen, und es gilt A 9B � g. Nah

Voraussetzung existieren disjunkte o�ene Mengen V,W mit A ` V und B `W .

Es folgt V 9 B � g, denn für jedes x > B gilt W > U

X

�x,X� und V 9W � g.

Damit ist gezeigt V `X �B � U .

�
� Seien A,B disjunkte abgeshlossene Teilmengen von X. Dann ist X �B

eine o�ene Obermenge von A, und nah Voraussetzung existiert eine o�ene

Menge V mit A ` V ` V ` X � B. W �� X � V ist dann o�en und leistet

V 9W � g sowie B `W . ✷

Hauptsatz C.6 (Lemma von Urysohn).

Vor.: Seien X ein normaler topologisher Raum und A,B disjunkte abgeshlos-

sene Teilmengen von X.

Beh.: Es existiert f > C�X, �0,1�� mit f SA � 1 und f SB � 0.

Beweis. U �� X �B ist o�ene Obermenge von A. Es genügt f > C�X, �0,1��

mit f SA � 1 und Tr�f� ` U zu �nden. Dies läuft analog zum Beweis von C.1,

indem man K durh A ersetzt und anstelle von C.2 auf C.5 ��� verweist. ✷

Bemerkung.

1.) Ein toplologisher Raum X, in dem zu je zwei disjunkten abgeshlosse-

nen Teilmengen A,B von X eine stetige Funktion wie in der Behauptung

des letzten Hauptsatzes existiert, heiÿt vollständig regulär. Jeder norma-

le topologishe Raum ist also vollständig regulär. Dies wird beim Beweis

des Metrisierbarkeitssatzes von Urysohn, der besagt, daÿ ein normaler

topologisher Raum mit abzählbarer Basis der Topologie metrisierbar ist,

benötigt. Der Leser kann hierzu mehr in [18, Chapter 4℄ �nden.

2.) Jeder metrishe Raum �X,d� ist vollständig regulär. Dies sieht man auh

direkt ein, ohne das Lemma von Urysohn zu verwenden. Sind nämlih

A,B disjunkte abgeshlossene Teilmengen von X, so wird durh

�x>X f�x� ��
d��x�,B�

d��x�,A� � d��x�,B�

eine stetige Funktion f > C�X, �0,1�� mit f SA � 1 und f SB � 0 de�niert.
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Quotienten-, 59

shwahe, 235, 236

shwahe-�-, 240

Teilraum-, 5

triviale, 3

Totalordnung, 271

Träger, 116

Trennungs

-axiome, 4, 106, 287

-eigenshaft von Punkten, 4, 86

-sätze von Hahn-Banah, 89

Treppenfunktion, 124, 133

Umgebung, 4

ε-, 2, 111

Umgebungsbasis, 238

Ungleihung

Clarksonshe, 217

Dreieks-, 1, 49

Höldershe, 213, 232

Jensenshe, 214

Minkowskishe, 214

Parallelogramm-, 217

Youngshe, 213

Vektorraum

lokal-beshränkter, 107

lokal-konvexer, 107

normierter, 49

topologisher, 104

normierbarer, 105, 108

Vervollständigung

(fast)metrisher Räume, 19

normierter

Algebren, 70

Vektorräume, 68

Vollständigkeit, 8, 28

zentriertes System, 24, 280
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