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Vorwort

Funktionalanalysis bedeutet, grob gesagt, die Untersuchung unendlich-dimen-
sionaler Vektorrdume und der Eigenschaften der stetigen Abbildungen zwischen
solchen, wobei der Begriff der Stetigkeit natiirlich eine Topologie oder etwas spe-
zieller eine Norm benotigt. Der Name Funktionalanalysis rithrt daher, daf in den
Anféingen der Theorie die Analysis auf Funktionale von Funktionenrdumen aus-
geweitet wurde. Funktionalanalytische Resultate ergeben Moglichkeiten, Pro-
bleme der (Partiellen) Differentialgleichungen oder der Funktionentheorie zu
l6sen und die Quantenmechanik zu formulieren. Ich verzichte hier allerdings
groftenteils, auf die Anwendungen einzugehen.

Kapitel 1 behandelt fastmetrische Raume und topologische Eigenschaften
jener. Soweit es moglich ist, fiihre ich die Theorie auf dem Niveau topologischer
Raume. Bzgl. vieler Ergebnisse muf man sich allerdings auf den Fall fastme-
trischer Rdume beschrinken. Hohepunkt des Kapitels sind der Nachweis der
Existenz einer bis auf Isometrie eindeutigen Vervollstandigung (fast-)metrischer
Riume, eine Charakterisierung kompakter Teilmengen fastmetrischer Riume
sowie die Sétze von ARZELA-ASCOLI und von BAIRE. Das Kapitel kann auch
als eine kleine Einfiihrung in die Grundstrukturen der mengentheoretischen To-
pologie verstanden werden, wobei der Begriff des fastmetrischen Raumes im
Mittelpunkt steht.

Im zweiten Kapitel werden normierte Vektorrdume und Algebren betrachtet,
welche zusammen mit ihren stetigen linearen Abbildungen die eigentlichen Ob-
jekte der Funktionalanalysis bilden. Herausragende Ergebnisse sind die Existenz
einer bis auf Isometrie eindeutigen Vervollstandigung normierter Vektorrdume
bzw. Algebren zu sogenannten Banachriumen bzw. -algebren, eine Charakte-
risierung endlich-dimensionaler normierter Vektorrdume, die Sitze von HAHN-
BANACH, zu deren Beweis das Lemma von ZORN, dessen Beweis in Anhang A zu
finden ist, ben6tigt wird, und die fundamentalen Prinzipien der gleichmafigen
Beschranktheit und der offenen Abbildung.

Die wichtigsten Rdume in der Funktionalanalysis sind Rdume stetiger bzw.
integrierbarer Funktionen, denen die drei folgenden Kapitel gewidmet sind.
Die herausragenden Ergebnisse des dritten Kapitels sind, dal die im unendli-
chen verschwindenden stetigen Funktionen, die auf lokal-kompakten Hausdorff-
Raumen definiert sind, in den stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger bzgl.
der Supremumsnorm dicht liegen, wofiir eine Version des Lemmas von URY-
SOHN, deren Beweis in Anhang C zu finden ist, benétigt wird, und der Satz
von STONE-WEIERSTRASS. Kapitel 4 stellt zunichst eine leistungsfihige Inte-
grationstheorie zur Verfiigung, leistungsfihig in dem Sinne, dafs das dargestellte
Lebesguesche Integral, welches nach H. L. LEBESGUE benannt ist, unter gewis-
sen Grenzwertprozessen abgeschlossen ist. Sodann werden im fiinften Kapitel die
Lebesgueschen Riume LP der p-integrierbaren Funktionen eingefiithrt und u.a.
die Ungleichungen von HOLDER und MINKOWSKI sowie der Satz von RIESZ-
FiSCHER iiber die Vollstdndigkeit der Lebesgueschen Raume bewiesen.

Ein bedeutendes funktionalanalytisches Prinzip besteht darin, die Unter-
suchung eines normierten Vektorraumes mit dem Studium seines topologischen
Dualraumes zu verbinden. In diesem ist die Einheitsvollkugel bzgl. der durch die



Operatornorm induzierten Topologie allerdings nur im endlich-dimensionalen
Falle kompakt, und dies erfordert die Entwicklung einer speziellen Methode fiir
die Funktionalanalysis. In Kapitel 6 wird u.a. die sog. schwache-*-Topologie
eingefithrt und gezeigt, daf die Einheitsvollkugel des topologischen Dualraumes
eines normierten Vektorraumes bzgl. dieser stets kompakt ist — d.i. der Satz von
BANACH-ALAOGLU, dessen Beweis den in Anhang B présentierten Satz von
TYCHONOFF verwendet. Mit diesem Riistzeug kann ich im weiteren Verlauf des
Kapitels reflexive Rdume charakterisieren, wobei ein normierter Vektorraum ge-
nau dann reflexiv heifst, wenn seine kanonische Einbettung in den topologischen
Bidualraum surjektiv ist. An einer Stelle wird hierbei der Satz von EBERLEIN-
SMULIAN wesentlich ausgenutzt und deswegen skizzenhaft bewiesen. Eine der
Charakterisierungen ermoglicht es auferdem, zu zeigen, dafs die Approximati-
onsaufgabe in reflexiven Rdumen mindestens eine Losung besitzt.

Das siebente Kapitel behandelt Rdume, in deren Vervollstindigung die Ap-
proximationsaufgabe eindeutig losbar ist, ndmlich gleichméfig konvexe Réume.
Des weiteren werden die Sétze von CLARKSON und MILMAN, die mit dem Satz
von RIESZ-FISCHER die Reflexivitit der Lebesgueschen Raume LP fiir p € |1, oo
ergeben, sowie der Darstellungssatz von RIESZ, der im Falle p € [1, oo[ den Dual-
raum eines Lebesgueschen Raumes LP als seinen konjugierten Lebesgueschen
Raum L7 angibt, welcher durch % + % =1 charakterisiert ist, bewiesen.

I.d.R. werden dem Leser zum Abschluk eines Kapitels Ubungsaufgaben ge-
stellt, die bewufst gelassene Liicken in vorherigen Beweisfithrungen schliefsen
oder die Theorie vervollstandigen.

Ich erhebe keinen Anspruch auf Originalitdt. Bei der Erstellung der Kapi-
tel dienten mir vor allem die Vorlesungen [20], die ich wihrend meines Stu-
diums bei H. RECKZIEGEL gehort und von denen ich hier entscheidend pro-
fitiert habe, sowie das Buch [13], das auf Grundlage einer Vorlesung von F.
HIRZEBRUCH geschrieben wurde, als Quelle. Des weiteren fanden die Biicher
von K. FLorer [11], R. V. KApisoN und J. R. RINGROSE [15], S. LANG
[17| sowie W. RUDIN [22| Verwendung. Bei topologischen Resultaten habe ich
in J. R. MUNKRES" Buch [18] Anleihe genommen. Die Lebesguesche Integra-
tionstheorie, die auf F. RIESZ sowie B. v. Sz. NAGY zuriickgeht und von
P. DoMBROWSKI erheblich verallgemeinert wurde, entstammt einer Mitschrift
der Vorlesungen [7]| des letztgenannten sowie den Vorlesungen [12] meines Di-
plomvaters W. HENKE, bei dem ich die Theorie erlernt habe; in der Fachliteratur
findet sich diese leider kaum. Wahrend der Ausarbeitung des vierten Kapitels
bin ich auf das Buch [19] von J. POSCHEL aufmerksam geworden, und auch
dieses hatte Einflufs auf vorliegende Seiten. Ich habe auch weitere Literatur, die
mir teilweise nicht mehr im einzelnen prisent ist, gelesen und bei meiner Dar-
stellung und Beweisfiihrung verwendet.

Fiir den Austausch iiber die Materie sowie Literaturhinweise mochte ich
mich bei den Herren J. Bock, M. Boun, K. CONRAD, P. DOMBROWSKI,
W. HENKE, M. A. NIEPER-WISSKIRCHEN, J. POSCHEL, H. RECKZIEGEL und
P. SCHWAHN bedanken.
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1 Fastmetrische Raume

Grundlagen
Definition 1.1 ((Fast-)Metrische Rédume). Sei X eine Menge.

(i) Eine Abbildung d: X xX — [0, oo] nennen wir eine Fastmetrik auf X genau
dann, wenn gilt

(D1) Voyex d(z,y) =0 <=z =y, (Positiv-Definitheit),
(D2)  Veyexd(@y)=d(y.z),  (Symmetric),
(D3) Vayzexd(z,z) <d(z,y) +d(y,z), (Dreiecksungleichung),

wobel wir ¢ + oo := oo + ¢ := oo fiir alle ¢ € [0, 00] setzen. Das Paar (X,d)
heifst dann ein fastmetrischer Raum.

(ii) Ist d wie in (i) sogar eine Abbildung X x X — [0, oo[, so heiftt d eine Metrik
auf X und das Paar (X,d) ein metrischer Raum.

Bemerkung. Oft werden wir einen (fast-)metrischen Raum mit einem einzigen
Symbol — z.B. X — bezeichnen. Wir schreiben dann ||X|| (oder einfach X) fiir

die X zugrundeliegende Menge und (oder einfach d) fiir die Metrik von X,
also

X =(1X], dx ).
N N——
=X =d

Beispiel.

1.) Eine Teilmenge eines (fast-)metrischen Raumes ist in kanonischer Weise
ebenfalls ein (fast-)metrischer Raum. Wir versehen sie im folgenden stets
mit dieser induzierten (Fast-)Metrik.

2.) Sind K e {R,C}, n e N, sowie k € {1,2}, so werden durch

1
n &
vm:(m1,...,mn),y:(y1,...,yn)eKn dk(xyy) = (Z |xz - yzlk)
i=1
und

Vom (@1 @) =) ek | doo (2,) | = max {Jz; —yi [ i€ {1,...,n}}

bekanntlich Metriken auf K" definiert.
Im Falle n =1 gilt i=dj =ds = deo. di heilt Standardmetrik fir K.

3.) Seien M eine nicht-leere Menge und X ein fastmetrischer Raum. Dann
wird durch

Vs gexar| doo(f59) |:=sup{d(f(p),g(p)) Ip € M}

eine Fastmetrik, die sog. Supremumsfastmetrik auf XM, definiert.



[ (M1) und (M2) sind trivial. (M3) folgt daraus, da fiir alle f,g,h e X
und pe M

d(f(p),g(p)) <d(f(p),h(p)) +d(h(p),g(p)) < deo(f,h) + doo(h, g)

gilt. |

Im Falle M = {1,...,n} und X = K, wobei n € N, und K € {R,C},
identifiziert man n mit {1,...,n}, und die Definitionen von de in 2.) und
3.) simmen {iberein.

4.) Sind n € Ny und (Xi,d1),...,(Xn,d,) (fast-)metrische Rédume, so wird
durch

n
Vam(er, ) y=(rreyn)ext, X; A(@,y) = 3 dizi,yi)
i=1

offenbar eine Metrik, die sog. Produkt(fast-)metrik auf X}, X;, definiert.

Lemma 1.2. Set X ein metrischer Raum. Dann gilt fir olle ©,2Z,y,y € X

ld(z, 2) - d(y, 9)| < d(x,y) + d(Z,7).

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt

d(z,2) <d(x,y) +d(y,7) +d(F,T),

also
d(l‘,i‘) - d(y7g) < d(way) + d(iag)
und ebenso
d(y,9) - d(z,2) < d(z,y) +d(Z, 7).
Od

1.3 (Fastmetrische Réume als topologische Rédume). Sei X ein fastmetrischer
Raum.

(i) Fir jedes x € X und jedes ¢ € R, heifit die Menge

[U-(2)] = {y e X |d(2,) <<}

die e-Umgebung von x.
Es gilt:

( ) xerseR+xEU ( )
(b> IEXV£1,€2€R+ Uel( ) N U€2 ($) = Umin{a17€2}($)7
(C) z,yeX veeR+ Yy e U ( ) S Ua—d(:c,y) (y) c Ua(w)

[ (a),(b) sind trivial, und (c) folgt aus der Dreiecksungleichung. |

(ii) Eine Teilmenge U von X heifit offen in X genau dann, wenn gilt
Vaer3eer, Us(z) c U.

Beispiel. Sind z € X und € € Ry, so ist U-(x) nach (i) (c) offen.



(iii) Sei
T :={U c X|U offen in X} cP(X).
Dann gilt offenbar

(T1) @, XeT,

(T2) (I beliebige Menge A Vet U; € T) = |JU; € T,
iel

(T3) U17U26T:U10U26T.

Definition 1.4 (Topologische Raume, offene Mengen, abgeschlossene Mengen,
Umgebungen, Hausdorff-Raume).

(i) Ein Paar (X,7), bestehend aus einer Menge X zusammen mit einer Teil-
menge 7 von P(X), das (T1) - (T3) erfiillt, heifst ein topologischer Raum.
T nennt man dann Topologie fiir X und die Elemente von T die offenen
Mengen des topologischen Raumes (X, T).

Bemerkung. Auch einen topologischen Raum bezeichnen wir oft mit
einem einzigen Symbol, z.B. X. Wir schreiben dann wieder ||X]|| (oder

einfach X) fiir die X zugrundeliegende Menge und | Top(X) | fiir die To-
pologie von X, also
X = (|X], Top(X)).
——
=X
Beispiel. Ist X eine Menge, so heifst {@, X} die triviale Topologie fir X
und P(X) die diskrete Topologie fiir X.

Bemerkung.

1.) Ist X ein (fast-)metrischer Raum, so wird durch 1.3 (iii) eine To-
pologie auf X definiert, die sog. (fast-)metrische Topologie. Jeder
(fast-)metrische Raum ist also in kanonischer Weise ein topologischer
Raum. Wir betrachten jeden (fast-)metrischen Raum als topologi-
schen Raum mit dieser kanonischen Topologie.

2.) In [18, Chapter 6] werden notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir angegeben, dafs ein topologischer Raum metrisierbar ist, d.h.
eine Metrik besitzt so, dal die metrische Topologie mit der gegebenen
iibereinstimmt.

3.) Zu jeder Fastmetrik existiert eine Metrik derart, daft die kanonischen
Topologien {ibereinstimmen, vgl. 1.33 unten.

(ii) Sei X ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A von X heift abgeschlossen in X genau dann, wenn
X \ A offen ist.
Aus (T1) - (T3) folgt leicht, dak @, X, die Vereinigung endlich vieler
abgeschlossener Mengen und der Schnitt beliebig vieler abgeschlos-
sener Mengen abgeschlossen ist.



(b) Ist z € X, so heifit eine Teilmenge U von X Umgebung von x in X
genau dann, wenn U offen in X ist und z € U gilt.

Mit |U°(z, X) | bezeichnen wir die Menge aller Umgebungen von x in
X.

(¢c) X heilt Hausdorff-Raum oder hausdorffsch genau dann, wenn zu
x,y € X mit z # y Umgebungen U € Uz, X) und V € Uy, X)
existieren derart, daff U nV = @ gilt.

Bemerkung. Fiir topologische Rdume hat man sog. Trennungsaziome formu-
liert, die in einem gewissen Sinne Auskunft dariiber geben, ,wie viele“ offene
Mengen es gibt, die Punkte oder allgemeiner Teilmengen voneinander ,tren-
nen“. Das zweite Trennungsazxiom ist genau die Hausdorff-Eigenschaft, die auch
die Punktetrennungseigenschaft genannt wird.

Satz 1.5. Ist X ein Hausdorff-Raum, so ist {z} fir jedes x € X abgeschlossen
in X.

Beweis. Sei x € X. Dann existieren zu jedem y € X \ {z} Umgebungen
Uy eU*(x, X) und V,, e U*(y, X) mit U, NV, und es gilt X \ {2} = Uyex(a Vo
welches nach (T2) eine offene Menge ist. O

Bemerkung. Das erste Trennungsaziom flir einen topologischen Raum besagt,
daft die einelementigen Teilmengen abgeschlossen sind.

Satz 1.6. Ist X ein fastmetrischer Raum, so ist X als topologischer Raum
hausdorffsch.

Beweis. Seien x,y € X mit = .
1. Fall: d(z,y) < co. Wir setzen ¢ := %d(:ﬂ,y). Dann gilt

Us(z) nU:(y) =2,
da andernfalls z € X mit d(x,z) <e und d(y, z) < ¢, also
2e =d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) < 2¢,

existierte.
2. Fall: d(x,y) = oo. Dann gilt fiir jedes ¢ € R,

Ue(z) nUs(y) = 2,
da andernfalls z € X mit d(z,z) <e und d(y, 2) <, also
oo =d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < 2e,
existierte. O

Definition 1.7 (Teilraumtopologie). Seien X ein topologischer Raum und Y
eine Teilmenge von X sowie G eine Teilmenge von Y.
G heilt offen im Teilraum Y won X genau dann, wenn eine in X offene
Menge U existiert mit
G=UnY.



Satz. Seien X ein topologischer Raum und 'Y eine Teilmenge von X. Dann ist

Topx (Y) |:={G c Y |G offen im Teilraum Y von X}

eine Topologie fiir Y, die sog. Teilraumtopologie von Y bzgl. X. Sofern keine
Verwechselungen auftreten konnen, schreiben wir auch | Top(Y') | anstelle von
Topx (Y).

Beweis als Ubunyg. O

Bemerkung. Wir betrachten eine Teilmenge eines topologischen Raumes stets
als topologischen Raum mit der durch den umgebenden Raum induzierten Teil-
raumtopologie.

Satz 1.8. Seien X ein fastmetrischer Roum und Y eine Teilmenge von X.
Dann stimmt die kanonische Topologie von (Y, d|yxy) mit der Teilraumto-
pologie von 'Y bzgl. X dberein.

Beweis als Ubunyg. O

Satz 1.9. Seien X ein hausdorffsch topologischer Raum und Y c X.
Dann st der topologische Teilraum Y wvon X hausdorffsch.

Beweis. Seien y,y € Y ¢ X mit y # §. Da nach Voraussetzung offene Mengen
UVcXmityeU,geV und UnV =g existieren, folgt fiir die in Y offenen
Mengen UnY und VnY:yeUnY,geV nY und

UnY)n(VnY)=(UnV)nY =¢2.

1.10 (Konvergenz von Folgen in topologischen Rdumen).

Definition 1. Seien X ein topologischer Raum, (z,,)nen eine Folge in X — d.i.
per definitionem ein Element von X N'_und z € X. Wir definieren dann:
(T )nen konvergiert (in X) gegen & = Y yao(e, x) IngeN VneN,nsng Tn € U.

Satz. Sind X ein topologischer Raum, Y c X, (yn)nen eine Folge in' Y und
y €Y, so konvergiert (yn)nen offenbar genau dann in dem topologischen Teilraum
Y won X gegen y, wenn (yn)nen in X gegen y konvergiert.

Beweis als Ubunyg. O

Lemma. Sind X ein Hausdorff-Raum und (), eine Folge in X, die sowohl
gegen x € X als auch gegen & € X konvergiert, so gilt x = .

Beweis. Angenommen, = # . Nach Voraussetzung existieren U € U°(x, X)
und V eU(z,X) mit UnV =@. Weiter existieren nj,ng € N mit

VneN,ann zp €U und VneN,nan Tp €V,

also folgt fiir ng := max{ni,na}: x,, € U nV, Widerspruch! O



Bemerkung. Das Lemma ist i.a. falsch, wenn X nicht hausdorffsch ist. Ist z.B.
X ein topologischer Raum, der mit der trivialen Topologie {@&, X } versehen ist,
so konvergiert jede Folge in X gegen jedes Element von X.

Definition 2. Sind daher X ein Hausdorff-Raum und (), eine Folge in X,
die gegen z € X konvergiert, so ist = mit dieser Eigenschaft (nach dem Lemma)
eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim z, ==z
n—oo

und nennen x den Grenzwert oder Limes von (xy,),, fir n gegen unendlich.

Satz 1.11. Seien A eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raumes
X und (x,)nen eine Folge in A.
Ist dann x € X derart, daff (xn)nen in X gegen x konvergiert, so gilt x € A.

Beweis. Da A abgeschlossen ist, ist X \ A offen. Angenommen, x € X \ A.
Dann existiert ng € N derart, dafl Vpen nsno @n € X N A, im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Satz 1.12 (Konvergenz von Folgen in fastmetrischen Réumen). Sei X ein fast-
metrischer Raum mit Fastmetrik d (also ist X nach 1.6 hausdorffsch).
Dann gilt fir alle Folgen (xy),y in M und alle z € X :

lim 2, =2 <= Veer, IngeNVneNnsn, Zn € Us(x) . (1)
n—oo N ——
< d(zp,z) <€

Die rechte Seite von (1) besagt gerade, daff limy, oo d(xy,2) =0 bzgl. der Stan-
dardmetrik dg auf R gilt.

Beweis. ,,=" ist klar, da jede e-Umgebung nach 1.3 offen ist.

Zu ,<* Sei U € U°(x, X ). Nach Definition der Topologie von X (vgl. 1.3)
existiert dann ¢ € Ry mit Uz(x) c U. Nach Voraussetzung gilt daher fiir fast alle
neN: z, eU.(z)cU. O

Beispiel 1.13. Seien M eine nicht-leere Menge, (X, d) ein fastmetrischer Raum,
(fa)nen eine Folge in XM und f € XM, Dann gilt:

(fn)nen konvergiert genau dann in (X™,d.) gegen f, wenn sie im iiblichen
Sinne gleichmdfiig konvergent gegen f ist, d.h. per definitionem

V€€R+ EInoeNVneN,nZnovpeM d(fn(p)7 f(p)) <e.

Beweis als Ubunyg. O

Bemerkung. Wir erinnern daran, daf man eine Folge (fn)ney in XM, wo-
bei M eine nicht-leere Menge und X ein fastmetrischer Raum sei, punktweise
konvergent gegen f € XM nennt, wenn gilt

VpeMVaeR+ EInOeNVnEN,nZno d(fn (p)> f(p)) <e.



Definition 1.14 (offener Kern, abgeschlossene Hiille, Rand). Seien X ein to-
pologischer Raum und A c X.

(i) Wir definieren den offenen Kern von A in X als

A= U v

UeTop(X),UcA
Nach (T2) ist A° offen in X, also ist A° offenbar die grofte offene Teil-
menge von X, die in Y enthalten ist.
(ii) Die abgeschlossene Hiille von A in X ist definiert als

= N A

A’cXabgeschlossen, A’ A
Nach 1.4 (ii) (a) ist A abgeschlossen in X, also ist A offenbar die kleinste
abgeschlossene Teilmenge von X, die A umfafst.

(iii) Der Rand von A in X ist definiert als
= AN A°.

Beispiel. Sei X :=[-1,1]u{i} ¢ C mit der durch d¢ induzierten Metrik. Dann
gilt

U1(0) §T1(0) & By(0) = {w € X |de(x,0) < 1},
da U1(0) =] -1,1[, T1(0) = [-1,1] und By (0) = X.

Satz 1.15. Seien X ein topologischer Raum und A c X. Dann gilt:
(’L) A° = {.Z' € X|3U€M°(:E,X) Uc A}

Einen Punkt v € X mit Iyqqo.,x)U © A nennen wir einen inneren Punkt
von A in X.

(i) A={xeX|Vyqpeux)UnAxa}.

Einen Punkt © € X mit Vg, x)U N A # @ nennen wir einen Beriih-
rungspunkt von A in X.

(i) 0A = {z € X|Vyqp@xyUnA+ @ AUn(X\A) g} =AnX\A.

Insbesondere ist OA abgeschlossen in X.

Ein Element von 0A nennen wir einen Randpunkt von A in X.

Beweis. Zu (i): ,,c* Sei x € A°. Dann existiert nach 1.14 (i) ein U € Top(X)
mit U c Aund z € U, also U e U*(z, X)) mit U c A, d.h. z ist innerer Punkt von
Ain X.

,2* Sei x ein innerer Punkt von A in X. Dann existiert U € U°(x, X') mit
UcA, alsoxeA°.

Zu (ii): ,c* Sei x € A. Angenommen, x ist kein Beriihrungspunkt von A in
X, d.h. es existiert U € Y°(x,X) mit Un A = @. Dann ist A" := X \ U eine



abgeschlossene Teilmenge von X mit A’ o A, folglich nach 1.14 (ii): A c A’,
insbesondere wegen z € A: x € A’ = X \ U, im Widerspruch zu U € U%(x, X).

.2 Sei x Beriihrungspunkt von A in X. Zu zeigen ist x € A, d.h. fiir jede
abgeschlossene Teilmenge A’ von X mit A’ 5 A gilt x € A. Angenommen, dies
ist falsch, d.h. es existiert eine abgeschlossene Teilmenge A’ von X mit A" > A
und z ¢ A’. Dann ist U := X \ A’ offen in X, und es gilt x € U, also U e U°(x, X),
folglich (da x Beriihrungspunkt von A in X): U n A # @&, im Widerspruch zu
U=X~A"und Ac A’

Zu (iii): Die Behauptung folgt sofort aus (i) und (ii). O

Satz 1.16. Seien A, B Teilmengen eines topologischen Raumes X Dann gilt:
(i) (XNA)°=X~A und X~A=X\A°
(ii)) Ac B==(A°c B° A AcB),
(iii) (AnB)°=A°nB°,
(iv) (AuB)°> A°uB°,
(v) AnBc AnB,
(vi) ACB-AUB.
Die Inklusionen in (iv) und (v) sind i.a. echt.
Beweis als Ubunyg. O

Satz 1.17. Seien X ein fastmetrischer Raum, Ac X und x € X.
Dann ist © genau dann ein Berihrungspunkt von A in X, wenn eine Folge
(zn)nen in A mit lim,,, 0 T, = T existiert.

Beweis. ,=* Ist x ein Berithrungspunkt von A in X, so kénnen wir zu jedem
neNein 2, € U_1_(x) n A wihlen. Dann gilt offenbar lim, e z;, = .

n+

5= Ist (25, )nen eine Folge in A mit limy, 0oy, = 2, so liegen in jeder Um-
gebung U € U°(z, X) fast alle Folgenglieder, d.h. Un A # @. O

Definition 1.18 (Cauchyfolgen, vollstindige fastmetrische Raume). Sei X ein
fastmetrischer Raum.

(i) Eine Folge (zy,)nen in X heikt Cauchyfolge (in X ) genau dann, wenn gilt

veeR+ Hnoean,meN,n,mZno d(xm xm) <Ee.

Beispiel. Konvegiert eine Folge (2, )neny in X gegen x € X s0 ist () nen
eine Cauchyfolge:

Denn zu € € R, existiert ng € N mit Vpennsn, d(2n, ) < §, also gilt fiir alle
n,m € N mit n,m > ng

d(zpn, ) < d(zp,x) +d(x,2) < €.

ii) X (bzw. d) heifst vollstindig genau dann, wenn jede Cauchyfolge in X
g g
gegen ein Element von X konvergiert.



Lemma 1.19. Seien X ein fastmetrischer Raum und A eine Teilmenge von X.
Dann ist A genau dann vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in A in X kon-
vergiert.

Beweis. ,,= ist trivial.
»<" Sei (2, )nen eine Cauchyfolge in A, d.h. eine Folge von Beriihrungspunk-
ten von A. Dann gilt
vneN UL (xn) nA# ,

n+1

und wir wéhlen zu jedem n € N ein

yn €U_1 (x,) N A. (2)

n+1

Wir behaupten:
(Yn)nen ist Cauchyfolge. (3)

[ Zu (3): Sei € € R,. Da (2, )nen eine Cauchyfolge ist, existiert ng € N mit
Vn,meN,n,mZno d(wnawm) < §7

1
no+1

und wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, daf
fiir alle n,m > ng

< § gilt. Dann folgt

d(ymym) < d(ymxn) +d($m$m) +d($m>ym) <eg,

N—— ~ ~
€
(i) 1 e <3 (2) 4 <
n+l "3 m+1 "3

also gilt (3). |
Aus (3) und der Voraussetzung der rechten Seite folgt, daf (y,)nen gegen
ein gewisses x € X konvergiert. Da fiir jedes n € N gilt

d(xn,x) < d(xn,yn) +d(yn7$) 72)0 07
—— N——
(E)L "0

n+1
konvergiert auch (x,)nen gegen . O

Ein zweiter Beweis von <" nutzt die Existenz einer Vervollstindigung X
von X aus, s.u. 1.37:
Es gilt fiir jedes x € X

& Beriihrungspunkt von A in X

1.17 3 .
(yn)neNCAN nl_{go Yn =2
Vor. d. r.S. fiir ,,=* . .
— x Berlihrungspunkt von A in X,
=zeX

also stimmen die abgeschlossenen Hiillen von A in X und von A in X iiberein. Da
X vollsténig ist, ergibt sich aus dem folgenden Satz 1.20 (i) die Vollstdndigkeit
von A.



Satz 1.20. Es seien X ein fastmetrischer Raum und A eine Teilmenge von X.

(1) Ist X wollstandig und A abgeschlossen in X, so ist A (bzgl. dlaxa) voll-
stdndig.

(ii) Ist A (bzgl. d|axa) vollstindig, so ist A abgeschlossen in X.

Beweis. Zu (i): Sei (xy,)nen eine Cauchyfolge in (A, d|ax4), also auch Cauchy-
folge in X. Wegen der Vollstandigkeit von X existiert = € X, gegen das (2, )nen
in X konvergiert. A ist abgeschlossen in X, also ergibt Satz 1.17: x € A.

Zu (ii): Wir zeigen A c A. Hierzu sei € A. Dann existiert nach Satz 1.17
eine gegen r € A ¢ X konvergente Folge (x)nen in A. Folglich ist (2,)nen
eine Cauchyfolge in (A, d|ax4), also nach Voraussetzung konvergent gegen ein
gewisses y € A. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes in X gilt y = x, d.h.
x e A O

Definition 1.21 (Isometrien, isometrische fastmetrische Raume). Seien X,Y
fastmetrische Raume, wobei beide Fastmetriken mit d bezeichnet seien, sowie
f+ X =Y eine Abbildung.

(i) f heifit genau dann isometrisch, wenn gilt
vx,i‘EX d(f(l'),f(i’)) = d(.Z',.i’)

Bemerkung. Isometrische Abbildungen X — Y sind offenbar injektiv.

(ii) f heift genau dann eine Isometrie, wenn f isometrisch und surjektiv ist.

(iii) X und Y heiken isometrisch genau dann, wenn eine Isometrie X — Y
existiert.

Satz 1.22. FEs seien M eine nicht-leere Menge und (X, d) ein fastmetrischer
Raum. Fir jedes x € X bezeichne x: M — X die konstante Abbildung vom Wert
x. Des weiteren sei : X - XM gegeben durch

Viex t(x) = .

(i) v (X,d) - (XM do) ist isometrisch, und 1(X) ist eine abgeschlossene
Teilmenge von (XM, d.,).

(i) (XM, do) ist genau dann vollstindig, wenn (X,d) vollstindig ist.

Beweis. Zu (i): Daf ¢ isometrisch ist, ist klar. Wir zeigen, daf +(X) abge-
schlossen ist: Hierzu sei f € XM \4(X), d.h. f ist nicht konstant. Dann existieren
p,q € M mit f(p) # f(q), und wir setzen

Ist nun g € Ud=(f), so gilt insbesondere

d(f(p),9(q)) <e A d(f(q),9(q)) <e,
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also g(p) # g(q), denn andernfalls gélte

2e =d(f(p), f(a)) <d(f(p).9(q)) +d(g(a).9(p)) + d(g(p), f(q)) < 2e.
Folglich ist g nicht konstant, d.h. g € XM \ 1(X). Damit ist gezeigt, daR gilt
Ul (f) c XM\ o(X).

Wegen der Beliebigkeit von f ist XM \ 1(X) offen.

Zu (ii): ,=“ Ist (XM d,) vollstéindig, so ist die nach (i) abgeschlossene Teil-
menge +(X) von XM nach 1.20 (i) vollstéindig. Sei nun (z,)nen eine Cauchy-
folge in (X,d). Da ¢ nach (i) isometrisch ist, ist auch (2, )ney eine Cauchyfolge
in (1(X),dooli(x),(x)), die somit gegen ein gewisses z € +(X) mit » € X in
(t(X), doolu(x),.(x)) konvergiert. Erneut, da ¢ isometrisch ist, konvergiert dann
auch (zy,)neny gegen = in (X, d).

»<* Sei (fu)nen eine Cauchyfolge in (XM, d.,). Wir definieren eine Abbil-
dung f: M - X wie folgt: Zu p € M ist offenbar auch (f,(p))ney eine Cauchy-
folge in (X,d), die nach Voraussetzung konvergiert, und wir setzen

f(p) = lim fn(p),

d.h. (fn)nen konvergiert im iiblichen Sinne punktweise gegen f.
Sei € € Ry. Da (fn)nen eine Cauchyfolge in (XM, dy) ist, gilt

S
EIngeN Vn,meN,n,man doo (fm fm) < g (4>
Nach Konstruktion von f gilt des weiteren fiir jedes p e M
9
Ein(p)eN,n(p)Zno vneN,nZn(p) d(fn (p)> f(p)) < g (5>

Daher folgt aus (4), (5) fiir jedes p € M und alle n € N mit n > ng

2e

d(fn(p)vf(p)) < d(fn(p)vfn(p)(p)) +d(fn(p)(p)7f(p)) < ?

Bildet man nun das Supremum iiber alle p € M, so folgt fiir alle n € N mit n > ng

dos(fn, f) < 23—5 <el

d.h. (f)nen konvergiert in (XM do,) gegen f. O

Definition 1.23 (Stetigkeit, Homdomorphismen und homdomorphe topologi-
sche Réume). Seien X,Y topologische Rédume und f: X - Y eine Abbildung.

(i) Sei x e X.
[ heibt stetig in x = Yyqe(f(),y)Iveuez,x) (V) c U.
Es gilt:
f stetig in z == Fiir jede Folge (z,),,qy, die in X gegen z kon-
vergiert, konvergiert die Folge (f(zn)),ninY (6)
gegen f(z).

[ Denn sind U e U°(f(z),Y) beliebig und V e U°(x, X') wie oben gewéihlt,
so gilt fiir fast alle n e N: 2, € V', also auch f(zy,) e f(V)cU. |
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Bemerkung. In (6) gilt i.a. nicht ,,<* anstelle von ,=" betrachte z.B.
die Abbildung idpo13: ([0,1],7) = ([0, 1],%¥([0,1])) im Punkte 1, wobei
T :={U €*B([0,1]) | #([0,1] N U) < #N} u {@&}. Dagegen gilt stets ,, <,
falls X und Y sogar fastmetrische Rdume sind, s.u. 1.27.

(i1) f heilt stetig <= VY ex f ist stetig in x.
C(X,Y) | bezeichne die Menge aller stetigen Abbildungen X — Y.

(iii) Eine bijektive stetige Abbildung X — Y mit stetiger Umkehrabbildung
heifit ein Homdomorhismus. Existiert eine solche Abbildung, so heiffen X
und Y zueinander homdomorph.

Satz 1.24. Es seien X,Y topologische Riume und f: X - Y eine Abbildung.
Dann gilt:

[ st stetig <= VYyerop(v) 71(U) € Top(X), (7)
[ ist stetig < VAcyabgeschlossenfl(A) abgeschlossen in X. (8)

Beweis. Zu (7): ,=“ Sei U offen in Y. Wegen der Stetigkeit von f existiert
zu jedem x € TI(U) ~dh. Uel(f(x),Y) —ein V, e U(x, X) mit f(V,) cU,
d.h. V, c 71(U). Dann folgt

—1
o= U v, 9)
2] (U)
und die rechte Seite von (9) ist offen nach (T2).
[ Zu (9): ,,c* gilt wegen V

x €V, und wegen V V€ TI(U) gilt

2<FH(U) e (U)

auch ;0% |
»<=“Sei pe M und U eUU(f(p), N).
Dann gilt p € fl(U ), und nach Voraussetzung ist ?1(U) offen in M, also

V=T (U) eU(p. M) und f(V) = f(F (U)) € U.
Zu (8): Fiir jede Teilmenge A von Y gilt

A abgeschlossen <= Y \ A€ Top(Y) und ?1(Y NVA) =X N fl(A).

Dabher folgt (8) aus (7). O

Satz 1.25. Es seien X,Y, Z topologische Riume sowie f:Y - Z und g: X -»Y
zwei Abbildungen. Ferner sei x € X. Dann gilt:

(i) g stetig in x und f stetig in g(x) == fo g stetig in x.
(ii) g stetig und f stetig = f o g stetig.

Beweis. Zu (1): Zu Us e U((f o g)(x), Z) existiert zunédchst wegen der Ste-
tigkeit von f in g(x) ein Uy € U°(g(z),Y) mit f(Usz) c Us und sodann wegen
der Stetigkeit von g in z ein Uy e U°(p, M1) mit g(Uy) c Us, also folgt

(fog)(Ur) = f(9(Ur)) < f(U2) < Us.

Aus der Beliebigkeit von Us folgt die Behauptung von (i).
(ii) folgt trivial aus (i). O

12



Satz 1.26. Seien X,Y topologische Rdume und f: X - Y eine Abbildung. Dann
folgt:

(i) Fir jede Teilmenge X von X und alle z € X gilt:
[t X =Y stetig in x = f|g: X =Y stetig in x.

(ii) Fiir jede Teilmenge Y von'Y mit f(X) cY und alle z € X gilt:
f: X > Y stetig in x < f: X - Y stetig in x.

Beweis als Ubunyg.

Bemerkung. Die Richtung ,<* in (i) ist i.a. falsch, wie das Beispiel X = &
zeigt.

Satz 1.27 (Stetige Abbildungen zwischen fastmetrischen Rdumen). Seien X,
Y fastmetrische Raume, wobei wir beide Fastmetriken mit d bezeichnen, und
[+ X =Y eine Abbildung sowie x € X. Dann sind die folgenden drei Aussagen
paarweise dquivalent:

(i) f ist stetig in x.
(ii) Veer, Iser, Vaex (d(, %) <0 = d(f(x), f(Z)) <¢).

= f(Us(z)) c Ue(f())
(iii) Fiir jede Folge () nen in X mit limy, oo 2y = 2 gilt limy, oo f(2) = f(2).

Beweis. (i) = (iii)* gilt nach (6).
Zu (iii) = (ii)*: Angenommen, (ii) ist falsch. Dann existieren € € R, und
eine Folge (,,)neny in X mit

V. (d(xn,x) < A d(F(xn), f(2)) 2 5),

n+1

und dies widerspricht (iii).

Zu ,(ii) = (i)*: Sei U e U°(f(x),Y’). Nach Definition der Topologie von Y
existiert € € Ry mit U.(f(z)) c U. Wihle zu ¢ ein 6 € R, geméf (ii). Dann gilt
Us(z) eU(x, X ) und

Vievs(2)d(T, ) <6, also nach (ii): d(f(Z), f(x)) <e,
d-h. Ve, () f (%) € U-(f(x)) c U, also f(Us(x)) c U. Damit ist (i) gezeigt. O
Definiton. Die Eigenschaft (iii) nennt man Folgenstetigkeit von f in x.

Beispiel. Isometrische Abbildungen zwischen fastmetrischen Réumen sind nach
»(i1) = (1) des letzten Satzes stetig. Folglich sind Isometrien zwischen solchen
Homdomorphismen.

Satz 1.28. Seien M ein nicht-leerer topologischer Raum und (X,d) ein fast-
metrischer Raum.
Dann ist C(M,X) abgeschlossen in (XM, ds).

13



Beweis. Sei (fn)nen eine Folge in C(M, X), die in (XM, dy) gegen f e XM
konvergiert, d.h.

5
VaeR+ EinoeI\IVneI\I,nZnO doo(fm f) < 5 (10>

Nach Satz 1.17 geniigt es zu zeigen, dafl f stetig ist: Fiir alle n € N ist f,
stetig, also gilt
€

vpeMveeR+ 35peR+ vqu(;p (p) d(fn (p)7 fn(Q)) < 5 (11)

Sind nun p € M beliebig, € € R, und ng,d geméf (10), (11) gewdhlt, so folgt fiir
jedes q € Us(p)

d(f(p), f(@)) <d(f(P), fro(P)) +d(fro (D), o (@) +d(fro(q), f(q)) <e.

a

Aus 1.22 (ii), dem letzten Satz sowie 1.20 (i) ergibt sich unmittelbar das
folgende Korollar.

Korollar 1.29. Seien M ein nicht-leerer topologischer und (X, d) ein vollstin-
diger fastmetrischer Raum.
Dann ist (C(M, X)), dos|c(ar,x)xc(11,x)) vollstindig. O

Satz 1.30 (Fixpunktsatz von BANACH). Seien X ein vollstandiger metrischer
Raum, A c X eine nicht-leere abgeschlosssene Teilmenge und f: A - X eine
Abbildung mit folgenden Figenschaften:

f ist kontrahierend, d.h. per definitionem

EIC’e]O,l[vm,yeA d (f(l’), f(y)) < Cd(l’,y), (12>
also insbes. stetig, und eine Selbstabbildung, d.h. per definitionem
f(A) c A (13)

Dann gilt:
(i) Es existiert genau ein x, € A mit f(x.) = ..

(ii) Sind xy € A beliebig gewdhlt und die Folge (x,)nen rekursiv definiert durch
VoeN Tnt1 = f(x), so gilt limy, o0 T, = 4 und dariber hinaus

Vaen d(Zp, T4) < ! _nC d(zo,x1). (14)
Beweis. Wir zeigen zunéchst:
(zn)nen ist Cauchyfolge. (15)
[ Es gilt fiir alle n e N,
d(xp,Tne1) = d(f(zn-1), f(zn)) (1£2) Cd(xp-1,n)

12
< Cfd(xp-2,p-1) ... <C"d(xo,21),

also auch fiir m e N,

14



m—1 cn

d($n7$n+m) < Z d(xn+i>7}n+i+1) < 1-C d(l’o,l‘l), (16>
] N ——e -
’ <Cnti d(xo,z1) n—seg

und hieraus folgt (15). |
Da X vollstandig ist, folgt aus (15) die Existenz von z, € X mit

lim z, = z,,
n—-oo

und weil (x,)ney eine Folge in der abgeschlossenen Menge A ist, gilt =, € A
nach Satz 1.11.

Die Giiltigkeit von (14) folgt aus (16) durch Bildung des Grenzwertes fiir
m — oo.

Zum Nachweis des Satzes bleibt daher zu zeigen, daf z, die in (i) genannte
Eigenschaft hat:

Aus (12) folgt, dafs f: A > X stetig ist, also gilt

Tw = Im xp41 = lim f(x,) = f(24).
Sei x € A beliebig mit f(x) = z. Dann ergibt (12)
d(ze,z) =d(f(z.), f(x)) < g d(z,, ),
€]0,1[
und dies ist nur im Falle d(x.,z) =0, d.h. x = x,, moglich. O

Definition 1.31 ((Cauchy-)Aquivalenz von Fastmetriken). Seien X eine Menge
und d, d Fastmetriken auf X.

(i) d und d heilen dquivalent genau dann, wenn der in 1.3 beschriebe Prozef
fiir d und d dieselbe Topologie liefert.

(ii) d und d heiken Cauchy-dquivalent genau dann, wenn jede Cauchyfolge in
(X,d) eine Cauchyfolge in (X,d) ist und umgekehrt.

Satz 1.32. Seien X eine Menge und d, d Fastmetriken auf X.
Sind d und d Cauchy-dquivalent, so sind d und d dquivalent.

Beweis. Bezeichnen 7,7 die durch d,d induzierten Topologien. Ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit geniigt es zu zeigen, daf gilt 7 < 7. Hierfiir
wiederum ist nach (7) zu zeigen, daf

idy: (X,d) — (X, d) (17)

stetig ist.

Sei z € X. Wir zeigen, daf (17) in x folgenstetig ist. Sei daher (z,)ney eine
Folge in X, die bzgl. d gegen  konvergiert. Dann konvergiert auch (yn)nen,
definiert durch

Vinen Yon = Tn A Y2nel =T,
bzgl. d gegen x, ist also eine Cauchyfolge bzgl. d und somit nach Voraussetzung
auch eine Cauchyfolge bzgl. d, die die gegen x konvergente Teilfolge (y2n+1)nen
besitzt. Hieraus folgt offenbar, dak (y, )ney und damit auch die Teilfolge (2, )nen
bzgl. d gegen x konvergiert. O
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Bemerkung. Durch
Vo yer d(x,y) = dr(arctan(z), arctan(y)) = |arctan(x) — arctan(y)|

wird eine Metrik d auf R definiert, die zu dr &quivalent aber nicht Cauchy-

dquivalent ist. Denn arctan: (R,d) - (] - 550 dR) ist eine Isometrie und somit
ebenso wie tan: (]—%, %[,dR) — (R,dg) ein Homdoomorphismus, also ist auch
idg: (R,d) - (R, dg) ein Hom6omorphismus

® )" (|-5. 5[ ) > R,

d.h. d und dg sind dquivalent. Der zu (R, d) isometrische Raum (]—%, %[,dR)
ist aber im Gegensatz zu (R,dg) nicht vollstandig, d.h. d und dg sind nicht
Cauchy-aquivalent.

Satz 1.33. Seien (X,d) ein fastmetrischer Raum und ¢: [0,00] — [0,1] defi-
niert durch

¢ .t
Vi (1) = 7y A p(e0) = lim S = 1.

Dann ist pod eine zu d (Cauchy-)dquivalente Metrik auf X.

Beweis. 1.) ¢ od ist eine Metrik: Dafs ¢ o d reellwertig ist, ist ebenso wie
(M1) und (M2) trivial. (M3) folgt offenbar daraus, dafs fiir alle ¢;,%9 € [0, 00[

t1 + 12 _ t1 + to < 11 + 12}
1+t1+t2_1+t1+t2 1+t1+t2_1+t1 1+t2

p(t1 +t2) = = p(t1) + p(t2)

und fiir alle ¢ € [0, oo]

P(t+00) = p(00) =1 <p(t) +1=p(t) +p(c0)

gilt.
2.) Sei (2 )nen eine Cauchyfolge bzgl. d, d.h.

Veer, Einoean,meN,n,mZno d(xm xm) <E&. (18>

Wegen V(0,00 P(t) = tt < t folgt hieraus

T 1+t
V56R+ Einoean,meN,n,mZno ((10 o d) (xm xm) <g, (19>

d.h. (2,)ney ist eine Cauchyfolge bzgl. ¢ od.

3.) Sei (zp)nen eine Cauchyfolge bzgl. ¢ o d, d.h. es gilt (19). Sei € € R,.
Dann existiert geméf (19) eine Zahl ng € N derart, daf fiir alle n,m € N mit
n,m >ng gilt

veeR+ EInoeI\TVn,meN,n,mZno (90 ° d) (wna wm) < SO(E) € ]O, 1[' (20)

@lro,00p: [0, 00[— [0, 1] ist differenzierbar mit Yc[o o[ ¢’ (f) = (1%)2 > 0, also ist
¢: [0, 00] - [0, 1] streng monoton wachsend und offenbar bijektiv. Daher ist auch
¢©~1:[0,1] - [0, 0o] streng monoton wachsend, und aus (20) folgt die Giiltigkeit
von (18), d.h. (zp)ney ist eine Cauchyfolge bzgl. d. O
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Vervollstadndigung fastmetrischer Riume

Definition 1.34 (Gleichméfige Stetigkeit). Seien X,Y fastmetrische Réume,
wobei beide Fastmetriken mit d bezeichnet seien, und f: X - Y eine Abbildung.
f heilst gleichmdfig stetig genau dann, wenn gilt

V56R+366R+Vm,ieX (d(x,:ﬁ) <o = d(f(l’),f(f)) < 5) .

Beispiel. Eine isometrische Abbildung zwischen fastmetrischen Raumen ist
gleichméafig stetig.

Lemma 1.35. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
Dann ist d: (X x X,d) - (R,dr), wobei d die Produktmetrik auf X x X und
dr die ibliche Metrik auf R bezeichne, gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Nach 1.2 gilt fiir alle (z,2), (y,7) € X x X

ld(z, &) = d(y, 9)| < d(z, y) +d(Z,9) = d((z, ), (y,9)),
und hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Satz 1.36 (Fortsetzungssatz gleichmaifig stetiger Abbbildungen).
Vor.: Seien X,Y fastmetrische Riume, wobei beide Fastmetriken mit d bezeich-
net seien, Ac X und f: A=Y eine Abbildung mit

Vo czdveaus(z,x) flanu ist gleichmdpig stetig. (21)

Ferner sei Y wollstandig.
Beh.: Es eaistiert genau eine stetige Abbildung f: A —>Y mit fla = f.

Beweis. 1.) Wenn eine Abbildung f wie in der Behauptung existiert, so muf
aus Stetigkeitsgriinden

VxEZV(mn)neNeAN,limn_,m Tn=x ?(Z’) = 7}1_{11 f(wn) (22)
0
€A

gelten, d.h. f ist durch f eindeutig bestimmt. Beachte, daf nach 1.17 zu jedem
x € A eine gegen x konvergente Folge (2, )ney in A existiert. Wir definieren f
durch (22) und haben zu zeigen, daf dies wohldefiniert ist. Es ist nachzuwei-
sen, dal zu (2, )neny wie in (22) die Folge (f(xn))nen in Y konvergiert und der
Grenzwert unabhéngig von der speziellen Wahl der Folge (2, )ney ist.

a) Seien x € A und (x,)ney eine Folge in A, die gegen = konvergiert, insbe-
sondere ist (zy)nen eine Cauchyfolge in A, d.h.

VJERJ, EInoel\lvn,mel\l,n,mZno d(wm xm) <. (23)

Um zu zeigen, dak (f(zn))neny in Y konvergiert, geniigt es wegen der Vollstan-
digkeit von Y zu zeigen

(f(z5,))nen ist Cauchyfolge. (24)
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| Zu (24): Sei € € R;. Wegen (21) konnen wir ein 6 € R, wéhlen derart, dafs
gilt
Vapea (d(a,) <6 =d(f(a),f (b)) <e),

also folgt aus (23) die Existenz einer Zahl ng € N mit

Vn,meN (TL,’I’)’L 2 ny = d(f(xn)yf(xm)) < 5)

und (24) ist gezeigt. |
b) Seien nun x € A und (2 )neN, (Zn)ney Folgen in A, die beide gegen x
konvergieren. Dann wird durch

VieN Ton = Tn A Topsl = Tn

eine weitere Folge in A definiert, die x als Grenzwert besitzt. Nach a) konvergiert
dann auch (f(Z,))neny in Y und somit jede Teilfolge von (f(Zn))nen gegen
denselben Grenzwert. Insbesondere ergibt sich lim,, e f(25) = limy—oo f(Zn).
2.) Fiir das in 1.) definierte f gilt f|a = f, denn fiir jedes = € A besitzt die
konstante Folge vom Wert x die konstante Folge vom Wert f(z) als Bildfolge.
3.) Zu zeigen bleibt, dah f stetig ist. Seien = € A und ¢ € R,. Es existiert
eine Zahl 6 € R, derart, daf

Vaea (d0.2) <26 = d(1 (@), F(2)) < 5). (25)
denn andernfalls gibe es eine Folge in A, die gegen x konvergiert, deren Bilder-
folge nicht gegen f(x) konvergiert, im Widerspruch zu 1.).

Sei 7 € A mit d(x,7) < 4.
Da Z ein Beriihrungspunkt von A ist, existiert eine Folge (&, )ney in A mit
limy,— 00 T, = &, d.h. insbes.

3n1ENVn€N,nZn1 d(jm 53) < 57 (26>

und wegen 1.) (angewandt auf # anstelle von ) gilt lim,, e f(Zn) = f(Z), d.h.

insbes.
€

EnQENVnEN,nZnQ d(f(jn)af(j)) < 5 (27>
Nun gilt fiir ng := max{ni,na} wegen der Voraussetzung an  und (26)

(@, Fny) < d(, ) + d(F, Fng ) < 26,

d.h. nach (25)

A(f (), F(2)) < 5, (28)
und es ergibt sich aus (28), (27)
d(f(2), (@) < d(f(2), f(@n)) +d(f (Tny), (7)) <.
Mit. 1.), 2.) und 3.) ist der Satz vollstindig bewiesen. O
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Bemerkung. Die Bedingung (21) ist natiirlich erfiillt, wenn f sogar gleichméfig
stetig ist. Der letzte Satz gilt dagegen nicht, wenn man (21) durch die schwéchere
Bedingung der Stetigkeit von f ersetzt. Z.B. l&ft sich %: R, — R nicht auf
[0, 00[c R stetig fortsetzen.

Hauptsatz 1.37 (Vervollstandigung (fast-)metrischer Réume).
Vor.: Sei (X,d) ein metrischer Raum.
Beh.: Es existiert ein metrischer Raum (f,d) mit folgenden Eigenschaften:

(i) X ist vollstindig.
(ii)) X c X und d = d]xxx.
(iii) X = X, d.h. per definitionem X ist dicht in X.

(i) (X,d) mit (i) - (ii) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt, daher be-
zeichnet man (X, d) als ,die“ Vervollstandigung von (X, d).

Zusatz. Da ein fastmetrischer Raum X die disjunkte Vereinigung seiner Aqui-
valenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation ~, wobei ~ durch

Vayex T~y = d(z,y) < 0o

definiert sei, welches dann metrische Riume sind, ¢ilt der letzte Hauptsatz auch,
wenn man ,metrisch® jeweils durch ,fastmetrisch® ersetzt.

Beweis. Es sei X die Menge aller Cauchyfolgen in X. Auf X wird durch
Ve (@n)martn= (U )meneX £~ D) 1= (d(Zn,Yn))nen ist Nullfolge
offenbar eine Aquivalenzrelation ~ in X definiert. Wir setzen
K= %/ = {[t)- r e X}
und fassen die offenbar injektive Abbildung
6 X — X, 12— [z,

wobei z fiir jedes x € X die konstante Folge vom Wert x bezeichne, als Inklusion
auf, d.h. Vex t(x) = .
Zunichst gilt fiir alle ¢ = (wn)nel\hg = (‘i’n)nel\h n= (yn)neNaﬁ = (gn)neN €eX
(d(Zn,Yn))nen konvergiert in R (bzgl. der iiblichen Metrik dg), (29)
r~I Ay~ = lim d(xn,yn) = im d(Zp,n)- (30)
[ Zu (29): Da R vollsténdig ist, geniigt es zu zeigen, dak (d(zn,Yn))ney eine

Cauchyfolge ist. Sei € € Ry. Da r,» Cauchyfolgen sind existiert ng € N derart,
daf fiir alle n,m € N mit n,m > ng gilt

)

N ™

d(Tp, Tm) < % A d(Yn,Ym) <
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also folgt aus 1.2

|d(@ns yn) = d(@ms Y )| € (T, Tm) +d(Yn,ym) < e
Zu (30): Wegen ¢ ~ ¢ und y ~ 1§ gilt

lim d(z,,Z,) =0 A lim d(yn,Jn) =0.

n—-oo

Erneute Anwendung von 1.2 ergibt fiir alle n e N
|d(wnayn) - d(i’nagn)l < d(wnﬂin) + d(yn7gn)7

also folgt limy,—e0 d(Tn, Yn) = limy o0 d(ZT, Un)- |
Wegen (29), (30) wird durch

—_

VF(JBn)neN,U:(yn)ngNexd([x]w [U]N) = lim d(xruyn)

n—oo

offenbar eine Metrik auf X definiert.! Damit ist (i) bereits gezeigt.
Zu (i): Sei (Z)ken eine Cauchyfolge in X, also gilt

- 1
Vie IhieN Vi de, kutok; A( 0, 1) < -7 (31)
und wir fixieren zu jedem 7 € N ein k; mit (31) und
(Ki)ien ist streng monoton wachsende Folge in N. (32)

Wir wihlen zu k € N ein rj, = (€ 5 )ney € X mit [rx]. = 2. Dann besagt (31)

1

Vi ke leN, klzks 3n g 1eN Y neN, nzng iy A Thon, Trn) < —

i+l (33)

Wir wéhlen zu 4,k,l € N mit k,1 > k; ein n; 1 ; € N geméf (33) und definieren fiir
alle 7 € N eine Folge (n; ;) jen, j»i durch

VjEN,jZi NG j = max{ni,kkj |/€ eNAKk <Ek< kj},

beachte, dafs aus j > i wegen (32) folgt k; > k;. (33) ergibt nun (mit [ = k;)

Vi j kel j2i, kisk<k;,n2n; ; ATk ns Th; n) < il (34)

Da 11, = (@k,n )nen fiir jedes k € N als Element von X eine Cauchyfolge in X
ist, konnen wir nach eventueller Vergrofserung der n; ; erreichen, dak gilt

1
Vi,j,k,TLEN,jZi,TLZTLZ”j d(wk,m xk‘,ni ]) < . . (35)
’ 1+1
und aukerdem nach ggf. zusétzlicher Vergroferung der n; ;

(n,j)jen ist streng monoton wachsende Folge in N. (36)

!Auf X wird durch die entsprechende Definition nur eine Halbmetrik definiert. Eine Halb-
metrik definiert man analog zu einer Metrik, indem man in (D1) nur ,,<=* anstelle von ,<*
fordert.
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Wir zeigen:
?oo = (xkj,nj’j )jEN € x (37)

| Zu (37): Seien € € Ry und 5,0 € N mit j > > %— 1. Dann gilt wegen

(36)
n;j; > mny; nach (35) (wahle dort i =1,j =1,k =kj,n=n; )

1
d(fnkj,nj#j ) xk:j ML ) < m

und nach (34) (wéhle dort i=1,j =10,k = k;,n=mn;;)

1
d(xk;‘,m‘,szklvm,z) < I+1
also auch
d(mkjvnj¢j7xklvnl,l) = d(‘rkjv"j‘,j’xkjynl#l) + d(xk;‘,nzwajkzml,z) < T+ 1 + T+1 <§g,

d.h. reo ist eine Cauchyfolge in X. |
Zum Beweis von (i) bleibt nachzuweisen, daf ([ti].)rexy in (X,d) gegen
[Loo ]~ konvergiert, d.h. genau

lim lim d(zy,j, Tk;n, ;) = 0. (38)

~

=d([xx ]~ [re0]~)
[ Zu (38): Seien € € R, und i € N mit ¢ > 2 - 1. Fiir jedes k € N ist (2;)jen
eine Cauchyfolge in X, also existiert j; » € N derart, daf gilt

1
VjaeN, iz ATk, g Th ) < o1 (39)

Dann gilt fiir j € N mit j > j;  nach (36) auch n;; > j; ;, und somit wegen (39)

d(xk,ja wk,njyj) < m

und wegen (34), falls zusdtzlich k; <k <kj,

1
d(xk,nj,ﬁxkj,nj,j) < Z + 17
folglich
2
vj,k:EN,iji}k,k‘iSk‘Sk‘j d(xk,jawk‘j,ﬂ,j}j) < d(kaka‘,nJ‘,]‘) + d(xk,njﬁj7xk:j,n]‘,j) < i+1 .

Hieraus folgt fiir j - oo, d.h. nach (32) auch k; - oo,
I 2
VheN, k2, i d(Tk, 5 Thj o, ;) < 1
und (38) ist bewiesen. |
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Zu (iii): Seien t = (2n)ney € X und € € R, beliebig. X nU4([x].) # @ ist zu
zeigen, d.h. die Existenz von z € X mit

d([r].,[z].) <e.

————

=limp—co d(Zn,z)
Da (z,)nen eine Cauchyfolge in X ist, existiert ng € N derart, dafs fiir alle
n,m € N mit n,m 2ng gilt d(z,,,,) < 5. Hieraus folgt fiir x := xp,

IS
vneN,nZno d(xmx) < §a

also auch limy,eo d(xp, ) < § <e.

Zu (iv): Sei auch (X, d) ein metrischer Raum, der (i) - (iii) fiir (X, d) anstelle
von (X, d) erfiillt. Die Inklusionen ¢: (X,d) - (X,d) und & (X,d) - (X, d) sind
nach (ii) isometrisch, also Isometrien — und damit auch Bijektionen — auf ihr
Bild X =¢(X) =7(X). Dann ist auch

fi=io(:X —»u(X))™": (X,d) — (X,d) cine isometrische Abbildung, (40)
———

<(X.d)
d.h. insbes. eine gleichméfge stetige Abbildung. (X ,cT) ist vollstandig, und es
gilt X = X. Nach 1.36 laft sich f daher zu einer stetigen Abbildung

?: (X\7@ - (X"7 )
fortsetzen. Wir behaupten:
F: (X,d) — (X,d) ist eine isometrische Abbildung. (41)

[ Zu (41): Seien &,9 € X. Wegen X = X existieren Folgen (z,)nen, (Un)nen

in X mit limfll_,oo Tp =2 und limﬁi_,°<> Yn = 3. Aus Stetigkeitsgriinden folgt dann

F(2) = iy Fwn) = imil_ o f(z0), F(§) = limj_, o Fyn) = lim)_ o f(yn),
also mittels 1.35, angewandt auf d,d,

(F(2), 7 @) = lim @(f(wn), £ () 2 Timn T, ) = A, 9),

—> 00

und (41) ist gezeigt. | B
Wegen (41) bleibt zu zeigen, daf f surjektiv ist: Durch Vertauschung der
Rollen von ¢ und 7 erhélt man eine stetige Fortsetzung g: (X,d) — (X,d) von

gi=1o (i X > (X)) (X, d) — (X,d).

<(X.d)

Dann ist fog: (X,d) - (X,d) offenbar ebenso wie id g (X,d) - (X,d) eine
stetige Fortsetzung der gleichmifig stetigen Abbildung

idy: (X,d) — (X,d).
N——’
<(X,d)
Da X = X und (X, J) vollsténdig ist, ergibt sich aus 1.36 die Eindeutigkeit einer
solchen Fortsetzung, d.h. fog=idg. Somit muk f surjektiv sein. O
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Bemerkung. Der hier gegebene Beweis geht wesentlich auf G. CANTOR zu-
riick. Er gab eine Konstruktion zur Vervollstindigung der Menge der rationalen
Zahlen zu der der reellen Zahlen. F. HAUSDORFF verallgemeinerte diese Ideen
zum hier angegebenen Beweis. H. KONIG hat einen weiteren Beweis gegeben, der
mehr funktionalanalytischen Charakter” hat, siche Ubung 1.81. Letztgenannter
Beweis benotigt aber bereits die Vollstdandigkeit der Menge der reellen Zahlen.
Dies hat den Autor dieser Zeilen bewogen, den oben vorgefithrten Beweis zu
prasentieren.

Kompakta und der Satz von ARZELA-ASCOLI

Definition 1.38 ((Relative) Kompaktheit). Seien X ein topologischer Raum
und K eine Teimenge von X.

(i) K heift kompakt genau dann, wenn jede Uberdeckung von K durch offene
Teilmengen von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt; d.h. genauer:
Zu jeder Abbildung I — Top(X), i — U;, einer beliebigen Menge I mit
Uier U; o K existieren endlich viele 41,...,7; € I mit U;; u...uU;, > K.

Es gilt:

K ist kompakt <= Jede Uberdeckung von K durch
offene Teilmengen von K besitzt (42)

eine endliche Teiliiberdeckung.

[ Zu (42): ,=“ Sei (V;),; eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen
des Teilraumes K von X. Nach Definition der Teilraumtopologie existiert
fiir jedes ¢ € I eine offene Menge U; von X mit V; = U; n K. Dann ist
(U;) s eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von X, welche
nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung U;; u...uU;, o> K
besitzt, und es gilt folglich auch V;, u...uV;, o K.

,<" Sei (U;),; eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von
X. Dann ist (U;n K),,; eine Uberdeckung von K durch offene Teilmen-
gen des Teilraumes K von X, welche nach Voraussetzung eine endliche
Teiliiberdeckung

(UynK)u...u(Uj,nK)> K

besitzt, d.h. (U;; u...uU; )n K > K |

(i) K heift relativ kompakt (i.Z.| K cc X |) genau dann, wenn K kompakt ist.

Beispiel 1.39. Wir versehen N mit der Topologie der kofiniten Mengen, d.h. per
definitionem, daf die echten Teilmengen genau dann abgeschlossenen sind, wenn
sie endlich sind. Dieser topologische Raum besitzt nur kompakte Teilmengen
(und ist somit selbst kompakt). Insbesondere miissen kompakte Teilmengen i.a.
nicht abgeschlossen sein.

Seien némlich M c N und (U;);es eine offene Uberdeckung von M. Ohne
Einschréankung gelte V;c; U; # @. Fixiere 19 € I. Dann existieren k € N sowie
ni,...,ng € Nmit Uy, =N~ {ny,...,ni}. Nach eventueller Umnumerierung der
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n; finden wir [ € {1,...,k} mit {ny,...,n;} ¢ M und {nsq,...,nx} ¢ Nx M.
Zu jedem j € {1,...,l} konnen wir ein i; € I mit n; € U;; wihlen, und es gilt
Ul Ui, > M.

Satz 1.40 (Aquivalente Charakterisierung der Kompaktheit). Es seien X ein
topologischer Raum und K eine Teilmenge von X. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i) K ist kompakt.

(ii) Jedes zentrierte System in K abgeschlossener Mengen besitzt einen nicht-
leeren Schnitt, dabei heifit eine Familie (A;)ier von Teilmengen von X,
wobei I eine beliebige Menge sei, zentriertes System genau dann, wenn
fiir jede endliche Teilmenge Iy von I gilt: (| A; # @.

iEIO

Beweis. (1) = (ii)* Seien also K kompakt, I eine beliebige Menge und (A; )ier
ein zentriertes System in K abgeschlossener Mengen. Wire M;er 4; = @, so folgte
K = K~ (Nier 43) = Uier (K N A;), also existierte wegen (i) und der Offenheit
von K \ A; in K fiir jedes ¢ € I eine endliche Teilmenge Iy von I mit

K= U(K\Ai)zK\(ﬂAi),
i€lp ielp

d.h. Myer, Ai = @, Widerspruch!

»(i1) = (1)* Gelte (ii), und angenommen, K ist nicht kompakt. Dann exi-
stiert eine Uberdeckung (U;);e; durch offene Mengen von K, die keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt, und es gilt

@=K\(UU¢)=H(K\U¢)
iel iel
sowie fiir jede endliche Teilmenge Iy von [
@#K\(U UZ-)= ) (K\U;),
ielp ielp
im Widerspruch zu (ii), da K \ U; fiir jedes i € I abgeschlossen in K ist. O

Satz 1.41. Seien X ein topologischer Raum und K c X eine kompakte Teil-
menge von X. Dann gilt:

(i) Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von X mit A c K, so ist A kompakt.
(ii) Ist X zusdtzlich hausdorffsch, so ist K abgeschlossen in X .

Beweis. Zu (i): Sei (U;),.; eine Uberdeckung von A durch offene Teilmengen
von X. Dann ist (U;),;; zusammen mit der offenen Menge X \ A eine offene
Uberdeckung von K (sogar von X). Wegen der Kompaktheit von K existieren
daher endlich viele i1, ...,7; € I mit

KcUju...uU; u(M~A),
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also gilt auch (wegen A c K)
AcU;u...ul;

1k

Damit ist die Kompaktheit von A gezeigt.
Zu (ii): Wir zeigen

VIEEX\KEIW;EGZ/{O(:QX) W:E c X\K. (43>

Aus (43) folgt offenbar X N\ K = Uzexx Wy, und diese Menge ist offen in X,
d.h. es gilt (ii).
Zu (43): Sei z € X \ K fest gewdhlt. Da X hausdorffsch ist, existieren zu
jedem y e K
UyeUN(x,X) und V,eU(y,X)

mit Uy nVy, =@.

(V) Jerc 15t eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von X. Wegen
der Kompaktheit von K existieren daher endlich viele Punkte y1,...,yr € K mit
Kc Uf=1 Vyi'

Dann gilt W, := NY, Uy, e U°(x, X) und V := UYL, V,, ist eine offene Ober-
menge von K mit

k k
VW, = (UVyi)me:U(Vyi nWw,)=a,
i=1 i=1 n

————
chi ﬁUy,L- =

also gilt (43). O
Korollar 1.42. Seien X ein Hausdorff-Raum und K c X eine kompakte Teil-
menge von X.

Dann gllt VIGX\KEUEMO(SC7X)EIVETOp(X),VDK UnV=g.

Beweis. Mit U := W, und V wie im Beweis von (43) ergibt dieser die Be-
hauptung. O

Satz 1.43. Seien X ein topologischer Raum, I eine beliebige Menge und K; ¢ X
fiir jedes © € I kompakt. Dann gilt:

(i) X hausdorffsch == (K ist kompakt.
i€l
(ii) #I < oo = | J K; kompakt.
1€l
Beweis. (ii) ist klar, wir beweisen (i): Da X hausdorffsch ist, ist K fiir jedes
i € I nach 1.41 (ii) abgeschlossen, also ist auch N;e; K; abgeschlossen. Ferner
ist Njer K eine Teilmenge des Kompaktums K, wobei ¢g € I beliebig sei, und
somit nach 1.41 (i) kompakt. O

Satz 1.44 (Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen). Seien X,Y topologische
Rdume, K eine kompakte Teilmenge von X und f: X - Y eine stetige Abbil-
dung.

Dann ist f(K) eine kompakte Teilmenge von Y .
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Beweis. Sei (V;);; eine Uberdeckung von f(K) durch offene Teilmengen

von Y. Wegen der Stetigkeit von f ist U; := TI(VZ) fiir jedes ¢ € I eine offene
Teilmenge von X, und es gilt

—1 —1 —1
v =U7 o) =7 (Un) 27 &
1€1 iel iel
Daher ist (U;),.; eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von X.
Wegen der Kompaktheit von K existieren i1,...,%4; € I mit
Ujyu...uU; o K,
also gilt auch
Viju...uVy, o f(Uiy)u...uf(Us,) = f(Uju...uU;,) > f(K),

d.h. f(K) ist kompakt. |

Satz 1.45.

Vor.: Seien f: X - Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen topologischen
Réumen. Zusdtzlich sei X kompakt und Y hausdorffsch.

Beh.: f ist ein Homdomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist, dak f~%:Y — X stetig ist. Hierzu sei A c¢ X eine
beliebige abgeschlossene Teilmenge von X. Nach (8) geniigt es zu zeigen, dafs
dann auch das Urbild von A unter f~! eine abgeschlossene Teilmenge von Y ist.
Dieses Urbild ist gleich

lyeY /() e A} 2% p(A).

Wegen der Kompaktheit von X ist A nach 1.41 (i) eine kompakte Teilmenge von
X, also ist nach 1.44 f(A) eine kompakte Teilmenge von Y. Aus der Hausdorff-
Eigenschaft von Y folgt schlieflich mit 1.41 (ii), daf f(A) eine abgeschlossene
Teilmenge von Y ist. O

Satz 1.46 (Satz von DINI). Seien X ein kompakter topologischer Raum und
(fn)nen eine monoton wachsende (bzw. fallende) Folge in C(X,R), wobei R mit
der Standardmetrik dg versehen sei, die punktweise gegen f € C(X,R) konver-
giert.

Dann konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir denn Fall, dak (f,)nen monoton
wachsend ist. (Hieraus folgt durch Ubergang von (fu)neny und f zu (=fn)nen
und —f namlich die Behauptung im anderen Falle.) Es gilt also

vn,meNmZnOSf_fm Sf_fn- (44)

Sei ¢ e R,.. Fiir jedes n e Nist f— f,: X - R stetig, also ist
Un={z e X||f - ful(z) <&} (45)
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als Urbild von |—¢, e[ unter f-f,, eine in X offene Menge. Wegen der punktweisen
Konvergenz von (fy,)nen gegen f bildet (U, )nen somit eine offene Uberdeckung

des Kompaktums X. Folglich existieren endlich viele ny,...,n; € N mit
n
X =JUp,.
i=1

Wegen (44) gilt aber V,en Uy, € Upy1, d.h.
X =U,, mit ng :=max{n,...,ng},

also nach (45)
Vaex |f = fuol(2) <&,
woraus sich mit (44) ergibt: Vpon, Vaex|f — finl(z) <e. ]

Definition 1.47 (Folgenkompaktheit). Seien X ein topologischer Raum und
K eine Teilmenge von X.

K heilst folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge in K eine in K konver-
gente Teilfolge besitzt.

Definition 1.48 (Prédkompaktheit). Seien X ein fastmetrischer Raum und K
eine Teilmenge von X.

K heifit prikompakt <= V.cr, 3z, apek K Ule U ().
Satz 1.49. Seien X ein fastmetrischer Raum und K eine Teilmenge von X.
Dann gilt:

(i) K kompakt => K prikompakt.
(ii) K prikompakt <= K prikompakt.
(iii) K relativ kompakt => K prakompakt.

Beweis. Zu (i): Sei € € R,. Dann ist (U.(z))zex eine offene Uberdeckung
der nach Voraussetzung kompakten Menge K, also existieren zy, ...,z € K mit
K cUE, Uc(;).

Zu (ii): ,=“ Sei € € R;. Dann existieren nach Voraussetzung der linken Seite
T1,...,7 € K mit K c Ule U% (1), also gilt K c Ule U% (z;), und Ule U% ()
ist als Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen.
Da K die kleinste abgeschlossene Obermenge von K ist, folgt

& k
Kcl Us (zi) U Ue ().
1=1 1=1

<= Sei ¢ € Ry. Dann existieren nach Voraussetzung der rechten Seite
1y, @ € K mit K < UL, Us (%;). Wihle zu jedem i € {1,...,k} ein

Z; € K mit d(fnl,wz) < %
Folglich gilt fiir alle z € U (%)
d(z,z;) <d(x,Z;) + d(Z, ;) <&,

d.h. U% (#;) ¢ U(x;). Daher ergibt sich K c K c Ule U% (z;) c Ule Us ().
Zu (iii): Wegen (ii) geniigt es zu zeigen, dak die nach Voraussetzung kom-
pakte Menge K prikompakt ist, und dies gilt nach (i). O
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Hauptsatz 1.50. Seien X ein fastmetrischer Raum und K eine Teilmenge von
X. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

(i) K ist kompakt.
(i) K ist folgenkompakt
(iii) K ist prakompakt und vollstandig.

Beweis. ,(i) = (ii)* Angenommen, K ist nicht folgenkompakt. Dann existiert
eine Folge (2,,),,oy in K derart, da keine ihrer Teilfolgen gegen ein Element von
K konvergiert. Wir behaupten

VyeKaseR+ #{T € ler € U&(y)} < 00. (46)

| Zu (46): Angenommen, es existiert y € K mit

VaeR+ #{T € ler € Ue(y)} = 00. (47>

Wir definieren dann rekursiv eine Teilfolge (i),,y vor (1), durch

ip :=min{r e N|z, e U1 (y)}
(an)
+'

und
VoeNins1 s=min{r e N|r>i, Az, €eU_1 (y)}.

n+2

(47)
+ O

Dann ist (x;, ),y eine Teilfolge von (z,) und wegen x;, € U_1_ ( ) fiir alle

neNs
n € N konvergiert diese Teilfolge gegen y € K im Widerspruch zu oben |
Zu jedem y € K konnen wir geméf (46) eine Zahl ¢, € R, wihlen mit

#{reN|z, e U, (y)} < oo. (48)
Dann ist (Uay (y))yE 5 €ine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit
von K existieren endlich viele Punkte y1,..., ¥y, € K mit

c U Ueyj (yj)
j=1

Hieraus folgt
m
=J{reNj|z, € Uayj (yj)}
j=1

und die rechte Seite ist nach (48) eine endliche Menge, im Widerspruch dazu,
daft N bekanntlich eine unendliche Menge ist.

o(il) = (iii)“ 1.) Zur Prakompaktheit: Ohne Beschrankung sei der Allge-
meinheit K # @. Wir bezeichnen mit P(K) c P(K) die Menge aller endlichen
nicht-leeren Teilmengen von K.
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Angenommen, K ist nicht prakompakt, d.h. es existiert ¢ € R, mit

Y rei(K) K¢IE]JWU5(33) -

————
=K \Ugens Ue ()22

Nach dem Auswahlaxiom existiert dann eine Abbildung ¢: B(K) - K mit

Wir wéahlen zg € K und definieren rekursiv
VineN T+t = @({Z0, - ., ¥n}) € K. (50)
Dann ist (zp),,y €ine Folge in K, und es gilt

Vj,keN (j<kZd(pj,pk) ZE). (51)
[ Denn fiir j < k gilt j < k-1 und daher

50 (49) H
e P o({zo,... w1m1}) € (K UUe(wﬁ)cK\Ue(%)»
=0

also d(zg,xj) > €. |

Aufgrund der Folgenkompaktheit von K kénnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dafl x € K mit lim,_, . x, = « existiert. Dann existiert
ein ng € N mit .

vneN,nZno d(xmx) < 57
also auch
Vm,neN,ngQKm d(xm xm) < d(fpm l’) + d(:L', ZL'm) <g,

im Widerspruch zu (51).

2.) Zur Vollsténdigkeit: Sei (), eine Cauchyfolge in K. Da K folgen-
kompakt ist, existieren eine Teilfolge (24, ),y vOn (2n),y und = € K mit

lim z;, =z,
n—-oo

und wir behaupten, daf auch (z,),,y gegen  konvergiert.
Hierzu sei € € Ry. Da (25,),,qy eine Cauchyfolge ist, so existiert ng € N mit

N ™

Vn,meN,n,mZno d(xm ZL'm) <

Es existiert weiter mg € N derart, daf gilt

. €

VmeN,mng tm 210 A d(l’im,l’) < 5

Somit ergibt sich fiir jedes n,m € N mit n >ng und m > mg
d(l’n,l') < d(l’n,l'im) + d(minmp) <g,

womit die Behauptung bewiesen ist.
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,(iil) = (i)* Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei K # &, und angenom-
men, K ist nicht kompakt. Dann existiert eine offene Uberdeckung (U;);e; von
K derart, dak gilt

V[Ocj (#I0<00:K¢ U Uz) (52)

ielp

Wir definieren rekursiv eine Folge (K, )nen nicht-leerer Teilmengen von K der-
art, dak fir alle n e N

neN, = K,, c K,,_1, (53)
1
sup{d(z,Z)|z,Z € K,} < —(:= o0, falls n =0), (54)
n
Vel (#I0<oo=>Kn¢ U Ui) (55)
iEIO

gilt, wie folgt:

Ky = K erfiillt (53) - (55) fiir n = 0, denn die erste dieser Aussagen ist fiir
n =0 leer, die zweite trivial, und die dritte gilt nach (52).

Seien n € N und Ky,..., K, bereits definiert. Wegen der Priakompaktheit
von K existieren x1,...,x; € K mit

k
K CJL;JlUQ(nlﬂ) (.Z'])

Setze Kpi1j:=K,nU_1_ (x;) fiir j € {1,...,k}. Dann gilt wegen K, c K

2(n+1)
k
K, = U Kn+1,j (56>
=1

sowie (53), (54) fir n + 1 mit K41 ; anstelle von K, fur alle j e {1,...,k}.
Wir zeigen

Eijoe{l,...,kz}VIJ'OCI (#Ijo <00 = Kn+1,jo ¢ LIJ Ul)v (57>
1€ jO

d.h. Kn+1 = Kn+1,j0 erfiillt (53) - (55) fir n + 1.
[ Angenommen, (57) ist falsch, d.h.

Vieqr,.. .k} drer (#Ij <oo A Kpni15c Ui)-
iEIj
Dann ist I := Ué‘?zl I; eine endliche Menge, und es gilt

56
Kn (=) U Kn+1,j c U Uia

k
=1 iEIo

J

im Widerspruch zu (55) fiir n. |
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Wiihle nun zu jedem n € N ein z,, € K,,. Wegen (53), (54) ist (2, )nen dann
offenbar eine Cauchyfolge in K c U;c; U;. Da K vollsténdig ist, existieren x € K
und ig € I derart, daf gilt

lim x, =z € Uj,. (58)

n—oo

U, ist offen, also existiert eine Zahl € € R, mit
Use (@) < Uiy, (59)

und wegen (58) existiert ng € N mit

V neN, nano d(2n, ) <e. (60)

Sei schliefslich n € Ny mit n > ng und % < e. Wir zeigen
K, c U,

womit ein Widerspruch zu (55) hergeleitet ist. Sei also y € K, beliebig. Dann
gilt

(54),(60) 1
< =+
n

d(y,z) <d(y,zp) + d(zn, x) < 2e,

yeUs(z) Dy, 0

Korollar 1.51. Seien X ein fastmetrischer Raum und K eine Teilmenge von
X. Dann gilt:
K prikompakt und K vollstindig = K relativ kompakt.

Beweis. Das Korollar folgt sofort aus 1.49 (ii) und 1.50. O

Satz 1.52.

Vor.: Seien X,Y fastmetrische Ridume und f: X - Y eine stetige Abbildung.
Ferner sei X kompakt.

Beh.: | stetig < [ gleichmdfig stetig.

Beweis. ,,<" ist trivial.
»= Angenommen, f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es eine Zahl
€ € R, derart, daf gilt

Vser, Iz gex (d(z,z) <0 A d(f(z), f(Z)) 2¢€).

Hieraus folgt die Existenz von Folgen (zy,)nen, (Zn)ney in X mit

A d(f(zn), f(En)) 2 €. (61)

Vien d(Tn, Tn) < o
X ist als Kompaktum folgenkompakt, also besitzt (2, ),y eine etwa gegen
x € X konvergente Teilfolge (z;, Jnen. Aus Vipend(xi,, %4, ) < ﬁ folgt dann
wegen
d(Z;,,, ) < d(Zi,, i) + d(@i,, ),
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dak auch (Z;, )nen gegen x konvergiert, also ergibt die Stetigkeit von f in

lim f(z;,) = f(z) = lim f(%,),

d.h.
nh_{{}o d(f(zi,), [(Zi,)) =0,
<d(f (@i, ). f (2))+d(f (2).f (E1,)
im Widerspruch zu (61). O

Definition 1.53. Seien X ein fastmetrischer Raum und A eine nicht-leere Teil-
menge von X. Wir definieren den Durchmesser von A als

diam(A) |:= sup{d(z,y)|z,y € A} € [0, 00]

und nennen A beschrankt, falls diam(A) < oo gilt. Zusétzlich definieren wir die
leere Menge als beschrankt.

Bemerkung. Fiir eine Teilmenge A eines fastmetrischen Raumes X gilt
A beschrinkt <= J;cxIcer, Vyea d(z,y) < C,

denn ,,= ist trivial und ,,<=" folgt aus der Dreiecksungleichung.

Satz 1.54. Seien X ein metrischer Raum und K eine Teilmenge von X. Dann
gilt:
K kompakt = K beschrankt.

Beweis. Wére K nicht beschrénkt, so existierten Folgen (25),en, (Un)pey i
K mit limy, 00 d(2y, ypn) = 00. Da K kompakt und somit folgenkompakt ist, kon-
nen wir zunichst ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf (z,),,oy
gegen ein x € K konvergiert, denn andernfalls ersetzen wir (z;,)nen durch eine in
K konvergente Teilfolge. Sodann konnen ebenfalls wir annehmen, daf (yn),,y
gegen ein y € K konvergiert. Nun folgt fiir jedes n e N

d(@n,yn) < d(2n,7) +d(2,y) +d(y,ya) = d(z,y) < oo,
im Widerspruch zu limy, 00 (2, yn ) = o0. O

Satz 1.55 (von WEIERSTRASS).

Vor.: Seien X ein topologischer Raum, K eine nicht-leere kompakte Teilmenge
von X und f: X - R eine stetige Abbildung, wobei wir R mat der iblichen Metrik
dr versehen.

Beh.: f nimmt auf K ein Maximum und ein Minimum an.

Beweis. K ist kompakt und f stetig, also ist nach 1.44 f(K) eine kompakte
Teilmenge von R, die dann nach 1.54 und 1.41 (ii) beschrénkt und abgeschlossen
ist. Hieraus folgt offenbar die Behauptung. O

Definition 1.56 (Gleichgradige Stetigkeit). Seien X ein topologischer Raum,
Y ein fastmetrischer Raum und F c Y.
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(i) Sei z € X. F heilt gleichgradig stetig in x genau dann, wenn gilt
Veer, veuez,x)V rer [(U) c Uc(f()).

(i) F heilt gleichgradig stetig <= V,ex F gleichgradig stetig in x.

Beispiel. {2" |jo;1]|n € N} ist in allen ¢ € [0, 1[ gleichgradig stetig, nicht aber
——

=:fn
im Punkte 1.

Beweisskizze. 1.) Fiir die erste Aussage geniigt es zu zeigen, dafs

{fulfo,c71m € N}

fiir alle C € ]0,1[ gleichgradig stetig ist. Dies wiederum ergibt sich aus
Li= supf{ | fuloo | € N} < o0, (62)

wobel
I oo := sup{| £’ (t)||t € [0,C]} =nC™,

denn dann folgt aus dem Mittelwertsatz

Voen e toef0,0] [ fn(t) = fr(to)| < Lt —tol,

und fiir jedes tg € [0,C] sowie € € R, gilt
£
VnenVie[o,c] (|t —to| < 7 |fn () = fu(to)] < 5) :

Zum Nachweis von (62) zeigt man, daf die Funktion g := xC’m‘1|[0,m[ in —ﬁ
ein globales Maximum besitzt.

2.) Die zweite Aussage folgt daraus, daf (fulfo,1[)neny punktweise gegen die
konstante Funktion vom Wert 0 konvergiert und V ey frn(1) =1 gilt. O

Bemerkung. Eine Abbildung f: X — Y zwischen fastmetrischen Rdumen heift
Lipschitz-stetig, wenn 3rerVezex d(f(z), f(Z)) < Ld(x,Z) gilt. Solche Abbil-
dungen sind offenbar gleichméifig stetig.

Satz 1.57. Seien X ein kompakter topologischer Raum, Y ein fastmetrischer
Raum, (fn)nen eine Folge in C(X,Y) und f e Y.

Dann konvergiert (fn)nen genau dann gleichmaflig gegen f, wenn (fn)nen
punktweise gegen f konvergiert und {fy,|n € N} gleichgradig stetig ist.

Beweis. ,=* Trivialerweise ist nur zu zeigen, daf {f,|n € N} gleichgradig
stetig ist. Seien hierzu zp € X und € € R,. Da {f,|n € N} gleichméfkig gegen f
konvergiert, existiert zum einen ng € N derart, dafs gilt

€

VneN,nZnovxeX d(fn(w)af(x)) < 5’

und zum anderen ist wegen der Stetigkeit von f, fiir jedes n € N auch f stetig,
insbes. in . Daher gibt es ein U € U°(z(, X ) mit

Veerr d(f(2). f (20)) < 3.
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und es folgt fiir alle n € N mit n > ng sowie jedes x € U

d(fn(x), fn(0)) < d(fn(x), f(2)) + d(f(2), f(z0)) + d(f(0), fn(z0)) <&

Damit ist gezeigt, dak {f,|n € N A n > ng} in z( gleichgradig stetig ist. Die
Hinzunahme der endlich vielen in z( stetigen Abbildungen fo,..., fno-1 spielt
offenbar im Bezug auf die gleichgradige Stetigkeit in xg keine Rolle.

,< Sei € € Ry. Da {f,|n € N} gleichgradig stetig ist, existiert zu jedem
xo € X ein Uy, €Uz, X) derart, dak gilt

€
vnevierO d(fn(w)a fn(xO)) < §7 (63)
also aufgrund der punktweisen Konvergenz von (f,)nen gegen f auch
€

VmeUzo d(f(l'),f(l’o)) < gv (64>

beachte, daf d auf U.(f,(x0)) und U.(f(x)) eine Metrik und damit stetig ist.

(Uz)zex ist eine offene Uberdeckung des Kompaktums X, also existieren
T1,...,2k € X mit

k
UU., = X. (65)
i=1

Fiir i € {1,...,k} konvergiert (f,(x;))nen nach Voraussetzung der rechten Seite

gegen f(z;), und wir kénnen offenbar ein (gemeinsames) ng € N wihlen so, daf
gilt
Vie{l,...,k}vneN,nZno d(fu(zi), f(7:)) <

Sei nun z € X beliebig. Wegen (65) existiert ¢ € {1,...,k} mit x € U,,. Dann
gilt fiir alle n € N mit n > ng

(66)

WM™

(6'<3) < (6 ')g (634)

w|m

d.h. die linke Seite ist gezeigt. O

Hauptsatz 1.58 (Satz von ARZELA-ASCOLI).

Vor.: Seien X ein kompakter topologischer Raum, (Y,d) ein fastmetrischer
Raum und H eine nicht-leere Teilmenge von C(X,Y). Wir versehen C(X,Y")
mit der Fastmetrik de. (Ist d sogar eine Metrik, so folgt aus 1.55 wegen der
Kompaktheit von X und der Stetigkeit von d, vgl. 1.35, daff deo eine Metrik auf
C(X,Y) ist.)

Beh.: Die folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent:

(i) H ist gleichgradig stetig und alle Orbiten sind relativ kompakte Teimengen
von Y, letzteres bedeutet

Vaex H(z) = {f(z)|f e H} cc Y. (67)
(i) HccC(X,Y).
(iii) Jede Folge (fn)nen in H besitzt eine Teilfolge die gleichmdfiig gegen eine
stetige Abbildung f: X - Y konvergiert.
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Beweis. (i) = (ii)“ Wegen 1.51 haben wir zu zeigen

‘H prakompakt, (68)
H vollstindig. (69)

Zu (68): Sei € € R,. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von #H existiert zu
jedem zp € X ein Uy, € U(xp, X) mit

Vyer f(Uzo) € Us (f (20)), (70)

und (Uy)zex ist eine offene Uberdeckung des Kompaktums X. Daher gibt es
T1,...,TE € X derart, dak gilt

k
X =U,,. (71)
i=1

Wir definieren i i
K= U’H(xz) c U’H(xl)
i=1 i=1
Dann ist K eine abgeschlossene Teilmenge der nach Voraussetzung von (i) kom-
pakten Menge UL, H(z;), denn UY, H(z;) ist eine abgschlossene Obermenge
von K und K ist die kleinste solche. Aus 1.41 (i) folgt die Kompaktheit von

K, dh. K ist relativ kompakt und somit nach 1.49 (iii) prikompakt. Daher
existieren y1,...,y; € Y mit

k l
. H(wl) =Kc L:JIU% (yj) (72)

i=1

Wir betrachten nun die endliche Menge von Abbildung
@ = {1,... 1}k

(der Michtigkeit 1*, falls # # &) und fiir jedes € ®

Hy={feH]| Vie(1,... .k} f(zi) c U% (yw(i))}' (73)
Dann gilt
H=U H,, (74)
ped

denn ,,0“ ist trivial und ,,c* folgt daraus, daf nach (72) fiir jedes i € {1,...,k}
sowie feH

!
flzi) e JUs(yy)
j=1
gilt, also ein € ® mit
Viegt,...k} f(@i) € Uz (Yp(i))
existiert. (Definiere ¢ durch Vieqy (i) = 4, wobei f(x;) € Ug (y5).)

35



Wir behaupten
Vgoed) Vﬁge?—l(p doo(f?.g) <E. (75>

Zu (75): Seien ¢ € ¢, f,g € H, und = € X beliebig. Dann existiert nach
[ ped, fget, g
(71) ein i€ {1,...,k} mit x € U,,, und es gilt

d(f(x),g(x))

4e
< d(f(2), fzi)) +d(f(z), V(i) + AWy, 9(2i)) +d(g(s), g(z)) < T
~ — N————
(7<0)§ (7<3)% (7<3)% (7<0)%

also doo (f,9) < % <e. |
Nun ist ®g:= {p € ®|H, # F} mit ® eine endliche Menge. Zu jedem ¢ € ®
existiert ein f, € H,, und es gilt nach (75)

%59 c Uadoo(fcp)7

also nach (74)
He U U(f),

pedg

womit die Prikompaktheit von H gezeigt ist.
Zu (69): Fiir jedes = € X ist die Evaluationsbbildung

Em: C(X>Y) - Y> f — f(l‘),
gleichmifig setig, denn fiir alle ¢ € R, gilt mit d := ¢

Vigecxy) (doo(f,9) <6 = d(f(z),g(x)) <e).

Hieraus folgt — auch ohne die Voraussetzungen von (i) —

Voex H(w) = {f(2)|f e H} = Eo(H) c H(x). (76)

[ Zur letzten Inklusion in (76): Seien z € X und f € H. Dann existiert eine
Folge (fn)nen aus H, die bzgl. do, gegen f konvergiert. Da E, stetig (sogar
gleichméfig stetig) ist, konvergiert auch die Folge (f(x))neny aus H(z) bzgl. d
gegen f(z), d.h. f(z)eH(x). | _

Es sei (fn)nen eine Cauchyfolge in H. Fiir jedes x € X ist E, gleichmikig

. . . . =7y (76) =
stetig, also ist offenbar auch (f,,(x))nen eine Cauchyfolge in E, (H) < H(x).

Nach Voraussetzung von (i) ist 7 (z) kompakt, also vollstandig, d.h. (fn(%))nen
konvergiert in H(z) (bzgl. d). Wir setzen

fz) = lim fo(z) e H(z) Y.

n—>oo

Wegen der Beliebigkeit von x € X ist somit eine Abbildung f: X — Y definiert.
Wir behaupten

(fn)nen konvergiert in Y~ (bzgl. doo). (77)
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[ Zu (77): Sei € € Ry. (fn)nen ist eine Cauchyfolge, also existiert ng € N
derart, daf gilt

£
Vn,meN,n,man doo(fmfm) < 57
d.h. -
Vn meN, n,m>ng Veex doo (fn( ) fm(x) ) < 57
N——
= f (@)

also Vpen, nong Yaex d(fn(z), f(x)) < 5. Somit gilt auch fiir jedes n € N mit
n2ng: doo(frn, [) <5 <e. ]

Da (fn)nen eine Folge in H c C(X,Y) ist, folgt aus 1.28, daf auch f: X - Y
stetig ist. Da H auferdem abgeschlossen in C(X,Y) ist, ergibt sich aus 1.11
schlieflich f € 7, und wir haben (69) bewiesen.

»(ii) = (1) Wir zeigen zunéchst, dalt H gleichgradig stetig ist. Seien hierzu
x € X und € € R, beliebig. Wegen (ii) ist # nach 1.49 (iii) prakompakt, also
existieren fi,..., fr € H derart, daf gilt

k
Hel U= (i), (78)
und wir definieren
k
U= (U (@) eu(a, X), (79)

beachte, dafs f1,..., fi stetig sind.
Seien nun f € H beliebig und i € {1,...,k} mit

U= (fi), (80)

welches wegen (78) existiert.
Dann gilt fiir jedes £ e U

d(f(2), f(z)) <d(f(2), fi(%)) +d(fi(2), fi(z)) +d(fi(x), f(2)) <e,

e (e e

d.h. H ist gleichgradig stetig in x.

Zum Nachweis von (i) bleibt (67) zu zeigen. Sei also x € X. Wie oben er-
wahnt, ist fiir jedes z € X die Evaluationsabbildung E,: C(X,Y) - Y stetig. Da-
her folgt aus der Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen und (i), da F,(#)
kompakt, insbes. abgeschlossen (da Y hausdorffsch als fastmetrischer Raum),
ist. Somit ist F,(H) = H(z) eine abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums
E,(H) und somit kompakt.

H(ii) = (iil)* Sei (fn)nen eine Folge in H c H. Wegen (i) ist H kompakt,
also nach 1.51 folgenkompakt in C(X,Y"). Somit besitzt (f,)nen eine Teilfolge,
die bzgl. ds in C(X,Y") konvergiert, und das bedeutet genau (iii).

,(iil) = (ii)“ Wir zeigen, daR H folgenkompakt, also kompakt, ist. Sei (fn)nen
eine Folge in H, d.h. eine Folge von Beriihrungspunkten von H. Dann gilt

Voen U% (fo) nH # 2,

n+1
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und wir wihlen zu jedem n € N ein g, € Udi" (fn)NH. Wegen (iii) besitzt (gn )neN
n+1
eine Teilfolge (gi, )nen, die gegen ein gewisses f € C(X,Y’) bzgl. doo konvergiert,
und es gilt sogar f € H, da (g;, )nen eine Folge in #H ist. Nun folgt fiir jedes n € N
n—-oo

doo(fin> [) < doo(fin: 9in) + doo(gin» f) — 0,

~

1 n—oco
ST =50

d.h. (fi, )nen konvergiert in H. O
Bemerkung.

1.) Der Beweis zeigt, dak die Kompaktheit von X nur fiir (i) = (ii)* bendotigt
wird. Verzichtet man bei ,(ii) = (1)* und ,(ii) < (iii)* auf die Voraus-
setzung der Kompaktheit von X, 8o ist de allerdings auch im Falle eines
metrischen Raumes (X, d) i.a. keine Metrik auf C(X,Y).

2.) Wenn (C(X,Y),dw) ein metrischer Raum ist, so folgt aus (ii) die Be-
schrianktheit von H bzgl. de, vgl. 1.54.

3.) Ist in Y jede beschrinkte Menge relativ kompakt?, und ist H bzgl. de
beschrankt, so gilt (67).

4.) Inder Literatur wird bei der Formulierung des Satzes von ARZELA-ASCOLI
haufig zusétzlich gefordert, dafs X hausdorffsch ist. Nach Meinung des Au-
tors hat dies entweder historische Griinde, da z.B. in [13] oder [20] ein kom-
pakter Raum per definitionem auch hausdorffsch ist. (Bei N. BOURBAKI
werden kompakte Réume in unserem Sinne quasikompakt genannt.) Oder
es liegt daran, dafl man den Satz auch allgemeiner fiir lokal-kompakte Rau-
me X zeigen kann, wenn man C(X,Y’) mit der Topologie der kompakten
Konvergenz versieht, worauf wir hier nicht eingehen, vgl. z.B. |18, Thero-
em 47.1]. Da in der Literatur aber teilweise unterschiedliche Definitionen
der lokalen Kompaktheit gegeben werden, die nur flir Hausdorff-Raume
dquivalent sind, setzt man die Hausdorff-Eigenschaft vermutlich voraus,
um Konfusionen zu vermeiden. In [18] wird auch ein lokal-kompakter
Hausdorff-Raum vorausgesetzt, obwohl der Beweis die Hausdorff-Eigen-
schaft eigentlich nicht verwendet.® (Wir wollen hier einen topologischen
Raum X lokal-kompakt nennen, wenn gilt Vi exIyayoe,x) U cc X.)

Der Satz von BAIRE

Definition 1.59 ((Nirgends) dichte, generische und magere Mengen). Es seien
X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X.

(i) A heiRt dicht (in X) <= A=X.

*Dies ist z.B. erfiillt, wenn (Y,d) ein kompakter metrischer Raum oder (vgl. Kapitel 2)
gleich (K", dy), wobei K € {R,C},n € N, sowie k € {1,2,00} sei, ist.

S MunkgrEs verwendet die Hausdorff-Eigenschaft, um die Stetigkeit der Evaluationsabbil-
dung X xC(X,Y) = Y, (=, f) » f(x), zu erhalten. Der Beweis des Satzes erfordert aber nur
die Stetigkeit fiir festes x € X, welche auch allgemein gegeben ist.
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(i) A heikt nirgends dicht (in X) = A" = @.

(iii) A heift generisch (in X) genau dann, wenn eine Folge (U, )ney offener
sowie dichter Teilmengen von X mit

(U, cA
neN

existiert.

Bemerkung. Der endliche Schnitt von Teilmengen von X, die offen bzw.
dicht sind, ist wieder offen bzw. dicht.

(iv) A heibt mager (in X) genau dann, wenn eine Folge (N, )neny nirgends
dichter Teilmengen von X mit

A=JN,
neN

existiert.

Bemerkung. Die mageren Mengen heifen bei R. BAIRE Mengen erster
Kategorie, die nicht-mageren heifen Mengen zweiter Kategorie.

Beispiel. Sei K e {R,C}. Wir versehen K mit der Standardmetrik dx.

1.) Fiir jedes ¢ € Q ist R \ {¢q} offen und dicht in R, also ist die dichte und
nicht-offene Teilmenge

RNQ= %(R\{q})

von R generisch — beachte, daf Q abzihlbar ist.

2.) := {0 € C||o| =1} ist nirgends dicht in C.
3.) [0,1] ist weder dicht noch nirgends dicht in R.

4.) Das Cantorsche Diskontinuum C' ist eine nirgends dichte iiberabzdhlbare
Teilmenge von R. (C' entsteht aus [0,1], indem man im ersten Schritt

das in der Mitte liegende offene Intervall ]%, %[ der Lange % entfernt, im

3
zweiten Schritt aus jedem verbleibenden Intervall das in der Mitte liegende

offene Intervall der Lénge % = (%)2 entfernt, im k-ten Schritt (k€ N,) aus

jedem verbliebenen Intervall das in der Mitte liegende offene Intervall der
Lénge (%)k entfernt usw.)

5.) Jede einelementige Teilmenge von K ist nirgends dicht in K, also sind
abzdhlbare Teilmengen von K mager. Insbesondere ist Q mager in R.

Satz 1.60. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

(i) G c X ist genau dann generisch, wenn eine Folge (G, )nen von Teilmengen
von X derart, daff (G,)° fir jedes n € N dicht in X ist und Npey Gn =G
gilt, existiert.
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(ii) G c X ist genau dann generisch, wenn X N\ G mager ist.
(iii) Der abzdhlbare Schnitt generischer Teilmengen von X ist wieder generisch.

Beweis. Zu (i): ,=* Sei G c¢ X generisch, d.h. es existiert eine Folge (Uy,)nen
offener sowie dichter Teilmengen von X mit MN,eyUp © G. Definiere dann fiir
jedes n e N

G, :=U,UQG.

Dann gilt zum einen (G,)° 2 (U,)° = Uy, d.h. wegen der Dichtheit von U, daf
auch (G,)° dicht in X ist, und zum anderen

ﬂan(ﬂ Un)uGzG.
neN neN
——

cG

,<" Existiere eine Folge (G, )neny geméls der rechten Seite. Dann wird fiir
jedes n € N durch U, := (G,,)° eine offene sowie dichte Teilmenge von X definiert,
und es gilt Npen Un € G

Zu (ii): Sei G ¢ X generisch, d.h. genau nach (i), dak eine Folge (Gp)nen
von Teilmengen von X mit

Ve (Gu)° =X A (Gn=GC
neN

existiert. Dies ist gleichbedeutend damit dafs fiir IV, := X N\ G, n € N, gilt

F7122(\(;71:)(\(C;rz)<)7
N = (XN (Gr)°) =X (Gn)° =X\ X =2,

X\G:X\(ﬂGn):UNn

neN neN
gilt, d.h. genau, dafs X \ G mager ist.

Zu (iii): Sei Gy, fiir jedes k € N eine generische Menge. Dann existiert zu k
eine Folge (Uj n)nen offener sowie dichter Teilmengen von X mit

) Uk.n € Gy,
neN

also gilt auch

N N Uk < () G-

keNneN keN
Da N x N abzdhlbar ist, folgt, dals auch Ny G generisch ist. O

Bemerkung. ,Generisch® ist nicht das Gegenteil von ,mager“. Betrachte z.B.
N mit der Topologie der kofiniten Mengen, vgl. 1.39. In diesem kompakten
topologischen Raum ist N sowohl generisch als auch mager. (Dak N = U,n{n}
mager ist, liegt an VneNmo = @.) Analog siecht man ein, daf die Teilmenge
Q des nicht-vollsténdigen metrischen Raumes Q (mit der durch dr induzieren
Metrik) ebenfalls sowohl generisch als auch mager ist.
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Satz 1.61. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen
paarweise dquivalent:

(i) Jede generische Menge in X ist dicht in X.
(ii) Jede magere Menge in X hat einen leeren offenen Kern.

(75i) Ist (An)nen eine Folge abgeschlossener Mengen von X und hat Upeny An
einen inneren Punkt, so existiert ein ng € N mit (A,,)° # @.

(iv) Ist (An)nen eine Folge abgeschlossener Mengen von X mit Vpen (An)° = @,
so hat auch Unen Ay keinen inneren Punkt.

(v) Ist (Up)nen eine Folge offener sowie dichter Mengen in X, so ist auch
MNpen Un dicht in X.

“ ist trivial.

Beweis. (i) < (i)“ folgt sofort aus 1.60 (ii), und ,(iii) < (iv)
Die Giiltigkeit von ,(iv) <> (v)* erhilt man, indem man fiir jedes n € N setzt
Uy =X NA, baw. 4, := X \U,. ,(i) = (v)“ ergibt sich aus 1.60 (iii), und die

Aussage ,(v) = (1)* ist wieder trivial. O

Bemerkung. Dichte Teilmengen konnen einen leeren offenen Kern besitzen.
Betrachte hierzu erneut N mit der Topologie der kofiniten Mengen. In diesem
Raum gilt 2N = N und (2N)° = @. (Letzteres liegt daran, dak es keine nicht-
leeren Teilmenge von 2N gibt, deren Komplement in N endlich ist).

Definition 1.62. Ein topologischer Raum X, der eine — und damit alle — der
Aussagen (i) - (v) des letzten Satzes erfiillt, heift ein Baire-Raum oder Bairesch.

Korollar 1.63. Seien X ein nicht-leerer Baire-Raum und G eine generische
Teilmenge von X.
Dann ist G nicht mager in X.

Beweis. Anderenfalls wire nach 1.60 (ii), (iii)
Gn(X\G)=0
generisch in X, also — da X Bairesch — dicht in X, Widerspruch! O

Beispiel. Die in der Bemerkung zu Satz 1.60 angegebenen Raume sind nicht
Bairesch.

Der folgende Hauptsatz — der Satz von BAIRE — rechtfertigt iiberhaupt erst
die Einfithrung der obigen Begrifflichkeiten. In einer reichhaltigen Klasse von
R&umen — ndmlich der der Baire-Raume — ist eine generische Teilmenge so etwas
wie ,grof“. Entsprechend ist sie ,klein“, wenn sie mager ist. Dak die Klasse der
Baire-Raume viele ,schéne” Raume enthélt, besagt gerade der Satz von BAIRE.
Vor der Formulierung bendtigen wir eine Definition.

Definition 1.64 (Lokale Kompaktheit). Ein topologischer Raum X heift lokal-
kompakt genau dann, wenn jeder Punkt in X eine relativ kompakte Umgebung
besitzt, d.h. genau Vzex Iyeasoq,x) U cc X.
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Beispiel.
1.) Jeder kompakte topologische Raum ist lokal-kompakt.

2.) Jeder metrische Raum, in dem jede beschrinkte Menge relativ kompakt
ist, ist lokal-kompakt. Aus 2.27 und 2.35 (s.u.) folgt daher, daf (K", dy)
fir Ke {R,C}, ne N, und k € {1,2, 00} lokal-kompakt ist.

Hauptsatz 1.65 (Satz von BAIRE). Jeder vollstandige fastmetrische Raum und
jeder lokal-kompakte Hausdorff-Rawm ist Bairesch.

Wir bereiten den Beweis des Satzes von BAIRE durch die folgenden Eregb-
nisse vor:

Satz 1.66 (Durchschnittssatz von CANTOR).
Vor.: Seien X ein vollstindiger fastmetrischer Raum und (Ap)nen eine Folge
nicht-leerer abgeschlossener Teilmengen von X mit

VneN An+1 c An (81>
sowie
lim diam(A,) =0. (82)
Beh.: Es existiert a € X mit ) Ap = {a}.
neN

Beweis. 1.) Wahle zu jedem n € N ein a,, € A,,. Dann ist (a, ) ey eine Cauchy-
folge in X, denn zu ¢ € R, existiert nach (82) ein ng € N mit diam(A4,,) < ¢,
und es gilt wegen (81) ap,am € Ay, fir alle n,m € N mit n,m > ng, also
d(an,am) < diam(Ay,,) < . Da X vollstandig ist, konvergiert (a,)nen gegen
ein gewisses a € X und wir behaupten: a € Nyeny Anp-

Beweis hiervon: Fiir jedes n € N gilt nach (81)

vmeN,mZn am € Ap,
——

m—oo
—> a

also folgt aus der Abgeschlossenheit von A, und 1.11: a € A,,.
2.) Seien a,b € Npen An, also gilt

Vaend(a,b) < diam(A,),

also nach (82) d(a,b) =0, d.h. a =0.
Mit 1.) und 2.) ist der Satz bewiesen. O

Satz 1.67. Es seien X ein Hausdorff-Raum und (A )nen eine Folge nicht-leerer
kompakter Teilmengen von X mit

vnEN An+1 c An (83)

Dann gilt () A, # 2.
neN
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Beweis. Da X hausdorffsch ist, ist (A, )nen eine Folge nicht-leerer abgeschlos-
sener Teilmengen von X. Fiir jedes n € N gilt nach (83) A, c Ap und

A() AN An = (X A An) I"]AQ,
—_——
offen in X
—_—
offen in Ag
d.h. (A, )ney eine Folge nicht-leerer in Ay abgeschlossener Teilmengen von Ay.
Ay ist kompakt, und aus (83) folgt offenbar, dafs (Aj,)nen ein zentriertes System

ist. Daher ergibt sich die Behauptung aus 1.40 ,,(i) = (ii)* O

Satz 1.68. Seien X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum und K eine kompakte
sowte U eine offene Terlmenge von X mit K c U.
Dann gilt ¥V yerc Iy eyoz,x) K €V e V.cU AV kompakt.

Beweis. Sei x € K. Wir behaupten zunéchst, daf wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen konnen, daf gilt U cc X.

| Nachweis hiervon: Aufgrund der lokalen Kompaktheit von X existiert zu
jedem y € K eine relativ kompakte Umgebung U, € U°(y, X ). Wegen der Kom-
paktheit von K besitzt die offene Uberdeckung (U,) yere von K eine endliche

Teiliiberdeckung (in)ie{1 .} also gilt U:=Un(UL,U,)eU(s,X), KcU

wnd & ¢ Un (UL, Uy,) € UL, Uy, = U2y Us,, wobei U2, U, kompakt ist, d.h.
nach 1.41 (i): U cc X |

Nun ist die abgeschlossene Menge ou UnX U als Teilmenge des
Kompaktums U selbst kompakt, und wegen OU ¢ X \ U = X\U sowie K c U gilt
oUnK =g. Da X~ha1§dorﬁsch istzvfolgt aus 1.42 offenbar die Existenz offener
Mengen U,V mit UnV =@, U cU und K c V, also fir V=V nU e U*(z, X)
auch K ¢ Vund UnV = @. Somit gilt V c Un(X~T) cUn (X ~U) cUnX T,
dh. VcTnX~T. Wegen XUn(TnX~0) "% o0 nX T = & gilt

S—— S——

1.15(iii)

—
=X\U cU =X\U
daher V c U. AuRerdem ist V als abgeschlossene Teilmenge der kompakten
Menge U kompakt. O
Korollar 1.69. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum.
Dann gilt Va:eXVer(z,X)ElVeuO(z,X)V cU AV kompakt. O

Bemerkung 1.70. Wir haben soeben bewiesen, dafs eine offene Teilmenge
eines lokal-kompakten Hausdorfl-Raumes ebenfalls lokal-kompakt (und haus-
dorffsch) ist. Man kann leicht zeigen, dafs jeder lokal-kompakte Hausdorff-Raum
X, der nicht bereits kompakt ist, eine offene dichte Teilmenge seiner (Alexan-
droff) Einpunkt-Kompaktifizierung = X w{oo}, wobei oo ein junendlich
ferner Punkt®, der nicht zu X gehort, sei, versehen mit der Topologie

Top(X ) := Top(X) u{(X \ K) u{oo}|K c X kompakt},

ist. X* ist ebenfalls ein Hausdorff-Raum, da X \ K fiir kompaktes K of-
fen in X ist, weil X als hausdorffsch vorausgesetzt ist. Daher folgt, daft die
lokal-kompakten Hausdorff-Raume genau die offenen Teilmengen der kompak-
ten Hausdorff-Rdume sind.
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Beweis des Satzes von BAIRE. Seien X ein (ohne Beschriankung der Allge-
meinheit nicht-leerer)

(A) fastmetrischer Raum bzw. ein
(B) lokal-kompakter Hausdorff-Raum

und G ¢ X generisch. Es existiert also eine Folge (U, )nen offener sowie dichter
Teilmengen von X mit NpenyUp © G.
Zu zeigen ist G = X, d.h. genau Vyex Vyae,x) U NG # @ bzw.

VUeTop(X)\{z} UnG=z=w.

Hierfiir geniigt es nachzuweisen, daf gilt

VUETop(X)\{Q} Un ( ﬂ Un) *J.
neN

Sei daher U eine beliebige nicht-leere offene Menge. Wir konstruieren rekur-
siv eine Folge (A, )nen nicht-leerer Teilmengen von U derart, dak fiir alle n e N
gilt Ap41 c Ay, (An)° #3, A, c Uy, und

(A) A, ist abgeschlossen mit diam(A4,) < — bzw.

= n+l
(B) A, ist kompakt.

Uy ist dicht in X, also existiert xg € U nUy. Wegen der Offenheit von U, Uy
gilt UnUy € U(xp,X). Im Falle (A) leistet Ay = {z € X |d(z,z09) < r} fiir
hinreichend kleines r € ]0, 3] das Gewiinschte. Im Falle (B) existiert nach 1.69
eine relativ kompakte Umgebung Vo € U°(xg, X ) mit Vg ¢ UnUyp, und wir kénnen
Ag :=Vp setzen.

Sei n € N und A,, bereits konstruiert. U,,1 ist dicht in X, also existiert
Tpn+l € (An)o NUpset, d.h. (An)o NU,+1 € u°($n+1,X), da U,,1 offen ist. Im
Falle (A) existiert r € ]0,2(n—1+1)] derart, dak A,y = { € X|d(z,xp41) < 7}
die gewiinschten Eigenschaften hat. Im Falle (B) existiert wieder nach 1.69 eine
relativ kompaktes Vy11 € U%(Zns1, X) mit Vo1 € (A,)° N Upyt, und wir kénnen
A1 = Vi1 setzen.

Nun folgt im Falle (A) aus dem Cantorschen Durchschnittssatz 1.66 und im
Falle (B) aus 1.67 die Existenz von a € Nyeny An- Wegen V,eny A, € U, gilt dann
auch a € Nypeny U Da U, fiir jedes n e N ferner eine Teilmenge von U ist, ergibt
sich a e Un (Npen Un)- O

Beispiel. Wir betrachten R wieder mit der Standardmetrik dg. Nach dem Satz
von BAIRE ist dieser Raum Bairesch, also ist [0, 1] weder generisch noch mager
in R. (Wir sehen also, daf auch in Baire-Réumen ,,generisch” nicht das Gegenteil
von ,mager” ist.)

Des weiteren folgt aus 1.63, dafs die oben bereits als generisch erkannte Teil-
menge R N\ Q von R nicht mager ist. Nach 1.60 (ii) ist daher auch die magere
Teilmenge Q von R nicht generisch.

Fiir topologische Anwendungen des Satzes von BAIRE sei auf |18, S. 297 ff.]
verwiesen. Funktionalanalytische Folgerungen werden wir im néchsten Kapitel
sehen.
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Ubungsaufgaben
Aufgabe 1.71. Beweise den Satz in 1.7.

Aufgabe 1.72. Seien X ein topologischer Raum und Y eine offene (bzw. abge-
schlossene) Teilmenge von X.

Zeige, daf jede offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge von Y auch offen
(bzw. abgeschlossen) in X ist.

Aufgabe 1.73. Beweise Satz 1.8.

Aufgabe 1.74. Beweise den Satz in 1.10.

Aufgabe 1.75. Beweise die in Beispiel 1.18 genannte Aussage.
Aufgabe 1.76. Beweise Satz 1.16.

Aufgabe 1.77. Seien X,Y topologische Riume.
Zeige, daf$ eine Abbildung f: X — Y genau dann stetig ist, wenn fir jede

Teilmenge A von X gilt f(A) c f(A), d.h. A C?l(f(A))
Aufgabe 1.78. Beweise Satz 1.26.

Aufgabe 1.79. Es seien X,Y topologische Riume, I eine Menge und A; fir
alle i € I eine abgeschlossene Teilmenge von X derart, daff gilt | JA; = X . Ferner

sei fir Ay = Y fiir jedes i € I eine stetige Abbildung mit !
Vijer filaina; = filaina;
Zeige, daf§ genau eine stetige Abbildung f: X —Y mit Vier f|a, = fi existiert.
Tip: Aufgabe 1.72.

Aufgabe 1.80 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von PICARD-LINDELOF). Es

seten a,b € R mit a <b, X ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum
und f €C([a,b] x X,R) sowie L € R, derart, daff gilt

vxe[a,b]vyl,ygeX |f (2, 91) = f(z,92)| < Lly1 - y2.-

Zeige, dafl zu jedem yo € X genau eine Losung y € C([a,b], X) der Anfangs-
wertaufgabe

y = f(z,y), yla)=uyo,

existiert.

Tip: Durch
Vg.hec([a,b],x) A(g; 1) := sup{exp(-2L(t - a)) [g(t) - h(t)|| € [a,b]}
wird eine Metrik d auf C([a,b], X) definiert bzgl. derer C([a,b], X) vollstandig
ist. Fiir jedes y € C([a,b], X) gilt des weiteren Ty € C([a,b], X), wobei
Ty=yo+ L f(t,y(t))de,

sei, und

T:C([a,b], X) — C([a,], X), y+— T,

ist kontrahierend bzgl. d (mit ,Kontrahierungsfaktor* %)
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Aufgabe 1.81 (Vervollstindigung metrischer Rdume nach H. KONIG). Es sei
(X,d) ein metrischer Raum. Wir definieren eine Teilmenge

Z:={f eRY |V, yex fz) - f(y) <d(z,y) < f(2) + f(¥)}.

von RX.
Zeige, daf$ fur jedes a € X

fa:X_)R> .1"—>d(l',(l),
ein Element von Z ist, so dafi wir eine wohldefinierte Abbildung
j: X — 27 ar— fav

erhalten.
Zeige weiterhin

~—

VigezVaeyex f(2) = f(y) <g(x) +9(y),
VigezVaeyex |f () —g(x)| < f(z) +9(y)

und folgere, daff doo|zxz eine Metrik auf Z ist.
Beweise nun, daf Z eine bzgl. doo abgeschlossene Teilmenge von RX ist, und
daher ist (Z,doo|zx2z) ein vollstandiger metrischer Raum mit der Eigenschaft

VanerZ doo(faaf) = f(a)
Folgere hieraus, daf
7 (X,d) — (H,doo|zx2)

eine isometrische Abbildung ist. Daher (!) ist j(X) eine dichte Teilmenge des
vollstindigen metrischen Raumes (§(X),doo| ), wobei j(X) die abge-

F(X)xj(X)
schlossene Hiille von j(X) in (RX,de) bezeichne.
Identifiziere nun X = j(X) und setze

X=X u (0 N i(X)).
Definiere des weiteren fir alle v,y € X

d(z,y), falls v,y e X,
d(z,y)={ y(x), faliszeX undyej(X)j(X),
doo(,y), falls x,y € j(X) N j(X).

Beweise schlieflich, dap (X,d) eine Vervollstindigung von (X,d) ist.

Aufgabe 1.82. Seien X ein fastmetrischer Roum und A, B nicht-leere disjunkte
Teilmengen von X derart, daff A kompakt und B abgeschlossen ist.
Zeige, daff dann gilt d(A, B) :=inf{d(a,b)|a € A A be B} >0.
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Aufgabe 1.83. Es seien X ein topologischer Rawm, Y ein metrischer Raum
und H c C(X,Y). Ferner sei jede in 'Y beschrankte Menge relativ kompakt in
Y.
Zeige, dafs
A={ze X|H(z)ccY}

sowohl offen als auch abgeschlossen in X ist.

Ist X sogar zusammenhdngend, d.h. per definitionem, dafi @ und X die
einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgechlossen sind,
so folgt daher

(FJeex H(z) cc X) < (Voex H(z) cc X).
Tip: A c A°.

Aufgabe 1.84 (Zum Beweis des Satzes von MONTEL der Funktionentheorie).
Es sei G c C ein Gebiet, d.h. per definitionem, daff G c C offen und zusammen-
hingend ist. Ferner sei C € R,.

Zeige, dafy die Menge der holomorphen Funktionen f: G — C mit |f| < C
gleichgradig stetig ist.

Bemerkung. Der Satz von MONTEL besagt, daf eine lokal beschrankte Funk-
tionenfolge auf einem Gebiet definierter holomorpher Funktionen eine lokal
gleichméfig konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 1.85. Versehe Q mit der durch die Standardmetrik dg induzierten
Metrik.
Zeige, daf$ jede Teilmenge von Q generisch ist.

Aufgabe 1.86. Beweise, daff jede generische und jede nicht-leere offene Teil-
menge eines Baire-Raumes als Teilraum auch wieder ein Bairescher Raum ist.
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2

Normierte Raume und Algebren

Sei von nun an stets K e {R,C}.

Grundlagen

Definition 2.1 (Norm, normierter Vektorraum, normierte Algebra). Sei X ein
K-Vektorraum.

(1)

Eine Abbildung ||...||: X — [0, co[ heit Norm auf X (es sei hier bereits
auf 2.36 (i) unten hingewiesen), genau dann, wenn gilt

(N1)  Vaex|z|=0<=2=0, (Positiv-Definitheit),
(N2)  VaexVaex |Az|| =M ||z]|, (Homogenitit),
(N3) Vegex|lz+y| <[zl +lyl, (Dreiecksungleichung).

Gelten nur (N2) und (N3), so spricht man von einer Halbnorm.

Ist [|...[: X - [0,00[ eine Norm auf X, so heifst das Paar (X, ||...|), fiir
das wir auch kurz X schreiben, ein normierter K-Vektorraum.

Sei X sogar ein normierter K-Vektorraum. Besitzt X zusédtzlich die Struk-
tur einer assoziativen K-Algebra mit Einselement e,* so heifit X eine nor-
mierte K-Algebra, wenn gilt

(N4) el =1 A Vayex |2yl < ]yl

Gilt anstelle von (N4) nur V, yex |2yl < 2| |ly], so heifst |...| submulti-
plikativ.

*Definition (Assoziative Algebra, Unteralgebra, Ideal). Sei A ein K-Vektorraum.

(i)

(i)

(iii)

A heifst assoziative K-Algebra, wenn eine K-bilineare Abbildung, eine sog. Multiplikation,
AxA— A, (a,b) —a-b,
wobei wir fiir a -b auch oft a b schreiben, mit
Vabceaa(be)=(ab)c
existiert. Bei unserer Notation bindet die Multiplikation stérker als die Addition.
A wie in (i) heift assoziative K-Algebra mit Einselement, wenn e € A mit
Vecaea=ae=a

existiert. e ist also eindeutig bestimmt, und es gilt e =0 = A = {0}.

Ist A eine assoziative K-Algebra, so heifit ein K-Untervektorraum B von A eine K-Un-

teralgebra von A, wenn gilt _
V,55bbeB.

Gilt dariiber hinaus A B ¢ B und B A c B, wobei wir

[AB]={ablacAnbeB} baw. [BA|:={balbeB racA},
setzen, so heifit B ein K-Ideal von A. Im Falle B ¢ A heikt B echtes K-Ideal.

Bemerkung. Besitzt A ein Einselement, so ist ein K-Ideal offenbar genau dann echt,
wenn es das Einselement nicht enthéalt.

49



Bemerkung. Eine normierte K-Algebra besitzt fiir uns also per defi-
nitionem immer ein Einselement. Dies ist aber keine wesentliche Ein-
schrinkung, da sich jede assoziative K-Algebra A, die kein Einselement
hat, durch Adjunktion der Eins wie folgt zu einer assoziativen K-Algebra
A, mit Fins erweitern laft, die A als Unteralgebra enthélt: Man setzt
A = Ax K und definiert fiir alle \ € K sowie (a, ), (b,v) € Ae

Aa, ) = (Aa, A p),
(a,p) + (b,v) = (a+b,z +y),
(a,u) (b,v) = (ab+pub+va,pv).
Diese Operationen machen A, zu einer assoziativen K-Algebra mit Eins-
element (0,1), die A durch die Identifikation A = Ax {0} als Unteralgebra

enthélt. Ist auf A bereits eine submultiplikative Norm ||... || gegeben, so
wird diese durch

¥ (awyea. (@) e = lla] + x|
zu einer Norm | ... . auf A, erweitert, die A, zu einer normierten K-Al-
gebra macht.

Beispiel.

1.)

Seien n € N, sowie p € {1,2}. Dann werden durch

o, = (imvg)i

i=1

vx=(x1,...,xn)EK”

und

Vao(a1,..an)ekn |z]|oo := max{|z;| | i € {1,...,n}}
bekanntlich Normen auf K" definiert, siche ggf. Beispiel 5.6 1.) unten.
Im Falle n = 1 erhilt man also hier jeweils die iibliche Betragsfunktion

|...]: K- [0,00[ und K versehen mit der Multiplikation in K ist eine nor-
mierte K-Algebra. Wir betrachten K stets als diese normierte K-Algebra.

Sind X1,..., X, normierte K-Vektorrdume, wobei sdmtliche Normen mit
| ...| bezeichnet seien, so wird durch

Y (@rn)ex, X | 12100 | = max{lai | i€ {1,...,n}}

eine Norm, die sog. Mazimumsnorm auf X;'; X;, definiert. In dem Falle,
daf alle X; gleich K mit der Betragsfunktion sind, ist die Definition mit
1.) vertraglich.

Sei M ein nicht-leerer kompakter topologischer Raum. Auf C(M,K) wird
dann durch

Vrec(mk) | |/l | = sup{|f(p)||p € M} = max{|f(p)|[pe M}  (84)

eine Norm definiert, die sog. Mazimumsnorm auf C(M,K). (Daf das Ma-
ximum in (84) tatsichlich existiert, liegt an der Stetigkeit von |f| und der
Kompaktheit von M.) Im Falle n € N, und M = {1,...,n} = n ist auch
diese Definition mit obigem vertréglich.
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1)

Seien a,b € R mit a < b. Auf dem R-Vektorraum C([a,b],R) wird durch

b
Vseeanm 1711 )= [ 1 (lat

eine Norm definiert, wobei wir hier (zunéchst) das Riemann-Integral ver-
wenden, vgl. hierzu ggf. z.B. [12, § 6] oder |1, Kapitel §|.

2.2. Sei (X,]|...]|) ein normierter K-Vektorraum.

(1)

(i)

(i)

Durch
Veyex d(z,y) = |z -y

wird offenbar eine Metrik auf X definiert. Wir betrachten X stets als
metrischen Raum mit dieser induzierten Metrik. Damit ist X auch ein to-
pologischer Raum, dessen Topologie Top(X, | ... |) wir die Normtopologie
nennen.

Im Falle X =K ergibt unsere Konvention, dafs wir K stets als K-Algebra
mit der Betragsfunktion betrachten also auch, daf wir K stets als metri-
schen Raum mit der Standardmetrik betrachten.

Lemma. Seien Xi,...,X, normierte K-Vektorriaume, wobei sdmtliche
Normen mit || ... | bezeichnet seien.

Eine Folge (1 j,...,%Tnk)ken i Xy X; konvergiert genau dann gegen
(T1,...,2pn) € X[y Xi bzgl. ||... oo, wenn fir jedes i€ {1,...,n} die Folge
(i k)ken in X; gegen x; konvergiert.

Beweisskizze. ,=" ist klar. Fiir ,, < setzt man zu € e R,
ng :=max{n;|ie{1,...,n}},
wobei fiir alle i € {1,...,n} gilt VypeN non, |Zin — zi] <e. O

Fiir alle € e Ry und alle z € X gilt

Ue(x) =2 + U(0) |:= {w +y|y  U(0)},
Ue(z) =[c - Ui(x) = {eyly e U-(0)},
U-(2) = Bo(2) |:= {ye X ||z - y] < <}.

,2* in der letzten Gleichung liegt daran, daf zu jedem y € B.(z) die
Folge (55 ¥)nen gegen y konvergiert; ,,c* ist trivial. |

B.(z) heilt (abgeschlossene) Vollkugel vom Radius € um .
Fiir alle x,y € X gilt

Izl =yl <=l = Iyl < l= = yl,

denn die erste Ungleichung ist trivial und die zweite folgt aus der Drei-
ecksungleichung.

Folglich ist ||...||: X — R eine gleichméfig stetige Funktion.
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(iv) Wir versehen K x X und X x X jeweils mit der Maximumsnorm. Dann ist

die Addition X x X — X gleichmifig stetig und die skalare Multiplikation
K x X - X stetig. Ist X sogar eine normierte K-Algebra, so ist auch die
Multiplikation X x X — X stetig.

Beweis. 1.) Seien z,Z,y,y € X. Dann gilt
I(@+y)=(Z+) | = [|(z=2)+(y-9)|| < |z=2[+|y-y| < 2 max{||lz-z], [ly-7ll}.

2.) Seien A € K, € V, (Ay)nen eine Folge in K mit lim, 0 Ay = A und
(2 ) nen eine Folge in X mit lim,—,« @, = x, beachte erneut das Lemma in
(1). Dann gilt fiir jedes n e N

[An zn = Az

IAn (20 =) + (A = A) 2]
IAn (20 = 2) || + [(An = A) 2]
Al llzn =] + A = Al fl2]].

—_— ———— N———
7L4>oo>\ 7L4>ooo n~>ooo

IN

n—»o0o
— 0

3.) Dak im Falle einer normierten K-Algebra auch die Multiplikation stetig
ist, sieht man analog zu 2.) ein. O

Definition 2.3 (Banachraum, -algebra). Sei X ein normierter K-Vektorraum.
Ist X als metrischer Raum vollstdndig, so nennen wir X einen K-Banachraum.
Falls X sogar eine normierte K-Algebra ist, heifst X im Falle der Vollsténdigkeit
eine K-Banachalgebra.

Bemerkung. Ist A eine K-Algebra ohne Einselement, auf der eine submultipli-
kative Norm ||...| gegeben ist, bzgl. derer A als metrischer Raum vollstandig
ist, so ist (Ae,||...[lc) wie in der Bemerkung zu 2.1 (iii) eine K-Banachalgebra.

Beispiel.

1.)

Sei M nicht-leerer ein kompakter topologischer Raum. (C(M,K), | ... ||e)
ist dann eine K-Banachalgebra, denn | ... |« induziert auf C(M,K) offen-
bar die Supremumsfastmetrik doo|c( MEK)xC(MK), die in diesem Falle na-
tiirlich eine Metrik ist, und K ist ein vollstdndiger metrischer Raum, also
ist nach 1.29 auch (C(M, X), doo|c(ar,x)xc(r,xy) Vollsténdig.

(C([-1,1],R),| ... |l1) ist kein R-Banachraum.

Beweis. Betrachte fiir jedes n € N, die stetige Funktion f,: [-1,1] - R, die
durch

0, ~1<t<0,
View fu(t) =1 (n+1)t, 0<t< L
1, —L<t<1

definiert ist. Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert punktweise gegen
f:[-1,1] = R, gegeben durch

V*Rf(t)‘:{ 1 _O<ts1.
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Es gilt fiir jedes n e N

. 1 1 1 nooo

n+1l
ol = )t -1|dt = —— - = —0
1 fo = £l [0 (G Dt =t = o = Sy T 3 D)

f ist aber nicht stetig.

Definition 2.4 ((Absolute) Konvergenz von Reihen). Seien X ein normierter
K-Vektorraum und (xj)key eine Folge in X.

(i) Die Reihe Z x| ist per definitionem gleich der Folge der Partialsummen
k=0

(Y70 Tk)nen- Die Folge (zx)ken heillt Gliederfolge der Reihe Y72 k.

(ii) Im Falle der Konvergenz der Reihe Y72z = (Xf_o Tk )neny in X, so be-

o0
zeichnet man den Grenzwert lim,, oo Y 5_oZx ebenfalls mit ka , also
k=0

mit demselben Symbol wie die Reihe.

Lemma. Konvergiert Y7202 in X, so ist (x3)ren eine Nullfolge (in dem
K- Vektorraum X ).

Beweis. Fiir jedes n € N sei y,, == Y.7'_, . Dann folgt aus der Voraussetzung
limy, 00 Yn+1 = Yn = 0, also auch lim,,_,c x5, = 0. 0O
N———
=Tn+1

(iii) Im Falle der Konvergenz der Reihe Y77 ||zx| in R, heifst die Reihe Y77
absolut konvergent.

Satz 2.5.

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: X ist genau dann ein K-Banachraum, wenn jede absolut konvergente
Reihe in X konvergiert.

Beweis. ,=* Seien Y 7 x) eine absolut konvergente Reihe in X und € e R,.
Aus der Konvergenz von Y57 ||| in R folgt, dak Y72, |zx| eine Cauchyfolge
in R ist, d.h. es existiert ng € N derart, daf fiir alle n,m € N mit m >n > ng gilt

m m n
Yo Mzl = X el = D ol <,
k=n+1 k=0 k=0
also auch
m n m m
Yo=Y || =| Y x| Y ] <e
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1

Daher ist (¥}_, %k )nen eine Cauchyfolge in dem K-Banachrraum X, also kon-
vergent.

»<=" Seil (yr)ren eine Cauchyfolge in X. Dann existiert zu jedem k € N eine
’ik e N mit

1
VijeN, i gz, lvi =yl < o
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und (yi, )ken ist eine Folge in X mit

1
Ve Y, = Vi, || < o

Fir k € N sei z, := yi,,, — ¥i,, also gilt Y770 lyk] € 2. Nach Voraussetzung
der rechten Seite existiert dann = € X mit

n—oo

n
lim Zxk =x,
k=0

——
“Yip1 Yig

und es folgt limy, o0 ¥i,, = T + Y, -
Wir zeigen, dafi dann auch limy_. yx = = + y;, gilt: Sei namlich € € R;. Da
(yr ) ken eine Cauchyfolge ist, existiert kg € N mit

€
Vi 6N, k,15ko 1Yk = 21l < 3
und wegen limy_,o0 i, = T + ¥4, existiert k; € N mit £y > ko und
€
szeN, k2k1 ”ylk - (l’ +yi0)” < 5
Daher folgt fiir fiir jedes k € N mit k > k1 (2 ko)
e = (@ +yi) | < Ny = yir,, | + 1y, = (@ +wio) | <.
O

Satz 2.6 (Neumannsche Reihen). Es seien A eine K-Banachalgebra mit Eins-
element e und x € A. Wie iiblich setzen wir 2°:=e. Dann gilt:

(i) Die Folge (/2% ken, konvergiert in R.
ro(x) = lim /o]
heiffit Spektralradius an der Stelle x.

(i) 1o (2) <.

(iii) Konvergiert die Neumannsche Reihe Y32, 2% (an der Stelle x) in A, so
besitzt e —x ein inverses Element in A.°Es gilt dann (e —z)™' = ¥, 2F.

(i) 7o(2) <1 == X2, 2" konvergiert in A.

|n+1
fl<l

Wir bereiten den Beweis des Satzes durch das folgende Lemma vor:

(0) 2] <1 == Ve [[(e = 2) 7 = Tig 2t < L2

*Definition. In jeder assoziativen K-Algebra A mit Einselement e besitzt a € A per defi-
nitionem ein inverses Element b e A, wenn gilt ab =ba = e. b mit dieser Eigenschaft ist dann

eindeutig bestimmt und wird mit bezeichnet. In diesem Falle heifst a invertierbar.
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Lemma 2.7. Es sei (ap)ren eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen derart,

dafs gilt
Vi leN Qg4 < g ay.

Dann konvergiert (4/ag)ken, und es gilt

klim Yay = inf{ &/ay |k e N, }.

(85)

Beweis. Seien X :=inf{ &/a; |k € N, } € [0, 00[ und € € R;. Dann ist A +¢ keine
untere Schranke von {{/ay|k € N,}, also kénnen wir [ € N, mit \/a; < A +¢

fixieren, d.h.
a < (A+e).

Sei k € N;. Dann existieren pg, g € N mit

k=pil+q,

qk € {0,...,[—1},
—_———
={0}, falls =1

also folgt mit

C :=max{ag,...,a;_1} € [0, 00[,
daf gilt
(85) vt 20 (s6) (88),(89)

ak = ap v, S (@) ag < ()\+5)lpkaqk

Fiir alle k e Ny mit k > gilt p, # 0, also wegen [ &N

20 und (90)
ap < (X +e)F O,

d.h.

Eall

_ Gk
(A+e)®

Im Falle C =0 folgt aus 0 < A und (91) sofort A = limy_,co £/ag.
Sei daher im folgenden C' > 0. Wir begriinden unten, daf gilt

Eal
I

VieN, kot A < /ag < (A re)mE O = (N +e)

i

C

lim ———— =1.
koo (\+e) %

Dann folgt die Existenz von kg € N mit

1
C% A+ 2¢
V keN, k2ko 7 < P
A+e)w tE
N—_——
>1

also aus (91) fiir jedes k € N mit k& > und k > ko
A< Fag, < X+ 2¢,

also aus der Beliebigkeit von € € Ry, dafs gilt A =limg_, 0 &/ag.
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Zu zeigen bleibt (92): Wegen C > 0 gilt limj_,., ¥/C = 1. Des weiteren folgt
aus (88) limyg_e % = 0, also limy_,eo (A +E)% = (A +¢)? = 1, insgesamt somit
(92). O

Beweis des Satzes. (i) und (ii) folgen sofort aus dem Lemma, angewandt auf
ay, = |z*|| fiir alle k € N. Beachte bei (i), daf X eine normierte K-Algebra ist,

und bei (ii), dak ||z| € { /||zk|| |k € N, } gilt.
Zu (iii): Konvergiere also .77 z¥. Dann gilt fiir jedes n e N

n n
(e—z) Y ak=YaF - Y ab=e-am e

und analog

beachte das Lemma in 2.4 (ii). Hieraus folgt (iii).
Zu (iv): Aus dem Wurzelkriterium der Analysis I folgt mittels der Voraus-

setzung von (iv) und
Jim /[ = ro() <1

sowie 2.5 die Behauptung, da X eine K-Banachalgebra ist.
Zu (v): Aus ||lz|| < 1 ergibt sich via (iv), (ii) und (iii): (e—2)7! = ¥72 2" Es
gilt aukerdem fiir jedes n e N

kA k — K - P R R
Yoat=y | o= Y 2| Y =X =T - ) )
=0 y fmn1 fmn1 =0 fry
_ O e i o
L—zf 1=z 1=l
also folgt (v). O

Satz 2.8. Seien X ein normierter K-Vektorraum (bzw. eine normierte K-Al-
gebra mit Finselement e¢) und Y c X ein K-Untervektorraum (bzw. eine K-
Unteralgebra). Dann gilt:

(1) Y ist in kanonischer Weise ebenfalls ein normierter K-Vektorraum (bzw.
eine normierte K-Algebra, falls e€Y ).

(ii) Y c X ist ebenfalls ein K-Untervektorraum (bzw. eine K-Unteralgebra;
und sogar ein echtes K-Ideal, falls Y ein solches ist).

Beweis. (i) ist trivial.

Zu (ii): Seien A € K und y;,y2 € Y. Es existieren also Folgen (Yin)neny in Y
mit limy, o0 Yipn = y; fiir i € {1,2}. Dann gilt fiir jedes n € N sowohl A\y;, € Y
also auch yi , +y2,, € Y, also folgt mit 2.2 (iv)

Ayr = lim Ay, und  y1+y2 = im (Y10 +y2.n),
n—oo n—oo
Y ey

dh. Ay eY und y; +y0 € Y.
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Im Falle einer normierten K-Algebra gilt zusétzlich yy -y, € Y fiir jedes
n €N, also wiederum aus Stetigkeitsgriinden yi -y2 = limp oo (Y1, - Y2,n) € Y. Im
folgenden sei Y ein K-Ideal. Man argumentiert analog, daf fiir jedes x € X gilt
z-ys €Y, yy-x €Y. Zu zeigen bleibt daher, dak aus e ¢ Y auch e ¢ Y folgt: Gilte
e €Y, so existierte y € Y mit [le —y| <1, d.h. nach 2.6 (v), dak y = e - (e-y)
invertierbar wire, Widerspruch!® O

Satz 2.9. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein abgeschlossener
K-Untervektorraum von X. Dann gilt:

(i) Durch
Veex /v | IE]~ | = nf{]z] € Rz e £} = d({0},Y)
wird eine Norm auf X|Y definiert.”

Wir betrachten X [Y im folgenden stets mit dieser induzierten Norm, fir
die wir hdufig auch wieder | ... || anstelle von | ...||. schreiben.

(i) Der kanonische Homomorphismus m: X — X[Y ist gleichmafig stetig und
eine offene Abbildung. Letzteres heifit per definitionem, daff m offene Men-
gen auf offene Mengen abbildet.

(iii) Ist X ein K-Banachraum, so ist auch XY ein solcher.

(iv) Sind zusdtzlich X eine normierte K-Algebra und Y ein echtes K-Ideal von
X, s0ist X|Y eine normierte K-Algebra.®

®Lemma. Seien A eine assoziative K-Algebra mit Einselement ¢ und b ein K-Ideal in A.
Dann ist b genau dann ein echtes K-Ideal, wenn b keine invertierbaren Elemente enthélt.
Beweis. ,<* ist trivial.

»=" Angenommen, es existieren b € b und a € A mit ba = ab = e. Dann folgt sofort, da b ein
K-Ideal ist, daf gilt e € b, im Widerspruch dazu, daf b ein echtes K-Ideal ist. O

"X/Y ist (auch fiir nicht-abgeschlossenes Y) per definitionem der K-Vektorraum der Aqui-

valenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation ~, welche durch

Viogex t~T = —-TeY

gegeben ist. Es gilt dann fiir jedes = € X: [z]. = = {x+y|y € Y}, d.h. per definitionem,
daf [z]. die Menge aller zu Y parallelen Mengen, die x enthalten, ist.
In einem beliebigen metrischen Raum X definiert man fiir je zwei nicht-leere Teilmengen

Y1,Y2 von X den Abstand von Y1 zu Yz als | d(Y1,Y2) |:=inf{d(y1,y2) |y1 € Y1 A y2 € Ya}.

8Sind A eine assoziative K-Algebra und b ein K-Ideal von A, so ist eine kanonische Multi-
plikation in A/b durch
Vaaea (@+b)(a+b)=(aa)+b

gegeben, die A/b zu einer K-Algebra macht. Daf dies wohldefiniert ist, liegt daran, daf b ein
K-Ideal von X ist: Gilt némlich sowohl a+b = a’'+b als auch @+b =a’' +b, so existieren b,b e b

mit a —a’ =bund a-a’ =b, also folgt

aa=(a'+b)(@ +b)=a"a +a'b+bd +0bb,
—_— ——
eb €b €b

d.h. (aa@) +b=(a’a") +b. Bezeichnet m: A - A/b die kanonische Projektion, so gilt demnach
Va,aeam(a)w(a) = m(aa). Besitzt A ein Einselment e, so besitzt A/b das Einselement e + b
und es gilt 7(e) =e+Y.
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Beweis. Zu (i): Sei £ € X[V . ||€]l. > 0 ist trivial.

Gilt €|~ =0 und ist = € £, letzteres heilt £ = x + Y, so existiert offenbar eine
Folge (yn)nen in Y, die gegen z konvergiert. Dann ergibt die Abgeschlossenheit
von Y: z =limy e Yn €Y, also £ =Y =0x/y.

Ferner gilt fiir A e K

IAE] = inf{[|A 2| |z € &} = |A] inf{]z]||x € &} = [A[<]~
sowie fiir jedes ;1,892,835 € X[Y
161 + &2

inf{|z1 + 22| | Vieqr,0) wi € &i}
inf{llz1 + 3| + |23 + 22|l | Vieqr,2,3) Ti € &}
inf{{|z1 + 23] | Vieqr,3y i € &} +Inf{[[z3 + 22|l | Viego,3y i € &}

1€ + &3~ + (165 + &2~
Zu (ii): Dak 7 gleichméfig stetig ist, folgt aus

IN N

Zen(x—-1%)

~y 7l ~ T = z ~
Vogex [m(x) =m(@)] "= |n(x - 7). < lz = ). (93)

Wir zeigen, daf fiir alle x € X und € e R, gilt
™ (Ue(2)) = Ue(m(2)). (94)
[ Zum Nachweis von (94) ist wegen

2.2(11 7 linear
D (2 +U-(0)) "2 x(2) + 7 (U2 (0xpy)) s

™ (Ue(2))
2.2(ii)
Ue(m(z)) =" m(z) + Ue(m(0))
zu zeigen, dak 7(U:(0xy)) = Us(7(0)) gilt.
Beweis hiervon: Zu ,, c* sei zg € U(0). Dann gilt

7 linear (93)
|7 (o) = m(0)]l " = (o)l < ol <, (95)

also m(zg) € Us(7(0)).
Zu 0" sei £ € U (w(0)), also existiert xg € £ mit ||zg| < e. Es ergibt sich

(95)
I & -mo). <
=7r(x0)

d.h. £ =7(x) € Us(7(0)). |
Aus (94) folgt direkt die Offenheit der Abbildung m: X — X /Y.
Zu (iii): Sei (&)nen eine Cauchyfolge in X /Y, d.h. insbesondere

1
V neN FkoeN Vi leN, k ik €k = &ill~ < o

Wir kénnen daher eine Teilfolge (&, )nen von (&n)nen mit

1
VneN ||§in+1 - S'ln”'“ < 2_n
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wihlen. Zu jedem n € N existiert dann x,, € §;,, d.h. w(z,) = &, , mit

1
||xn+1 _wn” < 2_n’

und es folgt fiir alle ng,k e N

1
|Zno+k+1 = Tnoll < 1Tng ket = Tnganll + -+ + [Tngs1 = Tno || < Sno+k oot ono *

Dann ist offenbar (x,,)nen eine Cauchyfolge in X, die nach Voraussetzung von
(iii) gegen ein gewisses = € X konvergiert. Folglich konvergiert wegen der Ste-

tigkeit von m auch (&;, )nen gegen m(z).

Zu (iv): Bezeichne e das Einselement von X. Trivialerweise gilt ||le +b]|. < 1.
Aus ||le+Y . < 1 folgte die Existenz von y € Y mit ||e-y|| < 1, d.h. wie oben nach
2.6 (v), dab y = e — (e — y) invertierbar wére, im Widerspruch zu dem Lemma in

der Fufinote auf Seite 57.
Seien £1,&2 € X /Y. Dann gilt

€1 &2l = inf{{|lzr x| | Vieq1,0y wi €&}
< inf{flzi | |z2] | Vieqr,2) i € &}
< inf{flzi]|z1 € &} - inf{f|lzo |22 € &2}

1€ ]I~ €21l

womit der Satz bewiesen ist.
Bemerkung. Aus (ii) folgt, dak fiir jede Teilmenge U c X /Y gilt
U offen <= 7! (U) offen,

d.h. ||...|. induziert die Quotiententopologie auf X/Y.?

Beschrinkte Operatoren

Definition 2.10 ((Stetige bzw. beschrénkte) Operatoren). Seien X,Y K-Vek-

torraume.

(i) Den K-Vektorraum aller K-linearen Abbildungen X — Y bezeichnen wir
mit | Homg (X,Y) | Ein Element von Homg (V, W) nennen wir einen Ope-

rator von X nach Y. Im Falle Y = K spricht man auch von einem Funk-
tional von X.

Ist X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so definiert man die

Quotiententopologie fir X[ ~=: X. durch

Vuex. U offen in X.. i< 7' (U) offen in X,

wobei m: X — X, die kanonische Projektion bezeichne. Somit ist eine Abbildung f: X. - M,
wobei M ein topologischer Raum sei, genau dann stetig, wenn f om: X — M stetig ist.
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Im folgenden seien X,Y sogar normiert, wobei wir beide Normen mit | ... |
bezeichnen.

(ii) Ein stetiger Operator von X mnach Y ist per definitionem eine stetiges
Element von Homg (X,Y"). Den K-Vektorraum aller solchen Abbildungen

bezeichnen wir mit | Lx(X,Y') | (Dak dies tatséchlich ein K-Vektorraum
ist, folgt daraus, dak fiir alle \,x € K und T, S € Lx(X,Y)

Vaex (AT + p S) ()| < AT ()| +[ul |15 ()]
gilt, d.h. AT + pS ist mit T, S stetig.)

(iii) Ein Operator T: X — Y heift beschrinkt genau dann, wenn gilt

AcerVaex [T (z)] < Clz.

Satz 2.11. Seien X,Y normierte K-Vektorraume. (Beide Normen seien mit
| ...| bezeichnet.) Fiir jedes T € Homg (X,Y) sind die folgenden Aussagen paar-
weise dquivalent:

(i) T ist Lipschitz-stetig, also insbesondere gleichmafig stetig.
(ii) T ist stetig, d.h. genau T € Lx(X,Y).
(iii) T ist stetig in 0.
(iv) T ist ein beschrankter Operator.

Beweis. (i) = (ii)* und ,,(ii) = (iii)* sind trivial.
,(iil) = (iv)“ Angenommen, (iv) ist falsch. Dann existiert eine Folge (2, )nen,
in X mit Ve, [T(20)] > 02|, also 2, # 0. Folglich ist (-

—) eine
nlznll ) pen,
Nullfolge mit (beachte, daf T' K-linear ist)

T( n )H )
aleal )| 7o

im Widerspruch zur Stetigkeit von 7" in 0 = 7°(0).
»(iv) = (i) Es seien z,Z € X beliebig. Dann folgt aus der K-Linearitéit von
T und (iv) die Existenz von C € R derart, daf gilt

lim

n—oo

1T (x) -T(@)] = T (z - 2)]| < Clle - 2|,
d.h. T" ist Lipschitz-stetig. O

Satz 2.12.

Vor.: Seien X,Y normierte K-Vektorraume, T € Lx(X,Y) und W ein abge-
schlossener K-Untervektorraum von X mit W c KernT', also ist auch X |W ein
normierter K-Vekrorraum und die kanonische Abbildung m: X — X[W stetig
und offen, vgl. 2.9. Beachte, daff W = KernT' mdglich ist, da KernT' als stetiges
Urbild einer abgeschlossenen Menge selbst abgeschlossen in X 1ist.
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Beh.:

(i) Es existiert genau ein S € Lx(X/W,Y) mit T = S ow, insbes. kommutiert
das folgende Diagramm:

T

X Y
T S
X/W

(i) (Homomorphiesatz)
Im Falle W =KernT ist S wie in (i) injektiv.

Beweisskizze. Zu (i): Wegen der Surjektivitit von 7 ist die Eindeutigkeit von
S mit T'= 5 ox sofort klar. Man kann S daher nur folgendermafien definieren

Veex w S(€) =T (), wobei z € X mit 7(z) = ¢ sei.

Wir haben zu zeigen, dafl dies wohldefiniert ist. Seien daher & € X /W und
x1,29 € X mit m(z1) =7(x2) =¢. Dann gilt 21 —x9 € W, also wegen W c Kern T’
auch T'(z1) =T (z2).

Die K-Linearitdt von S ergibt sich sofort aus der Definition von S. Zu zeigen
bleibt die Stetigkeit von S. Hierzu sei U c Y eine offene Menge. Wegen der
Stetigkeit von 7" und der Offenheit von 7 ist dann auch W(Tl(U )) offen in
X /W. Wir zeigen

S'(U) ==(T" (U)). (96)
Dann folgt aus der Beliebigkeit von U, daf S stetig ist.
| Zu (96): Es gilt wegen der Surjektivitdt von =

€S (U) < S(E)eU A Tpex () =€ e Tpex T(2) €U A m(x) =€
3

1
T (V) m(z) =& <= Een(T (U))
fiir jedes £ € X /Kern S. |

Zu (ii): Seien &1,&2 € X/KernT mit S(&1) = S(&2). Es existieren x1,z9 € X
mit 7(x1) = & sowie m(x2) = €. Dann gilt T'(z1) = S(&1) = S(&) = T(x2), d.h.
x1 — w9 € Kern T, also folgt m(x1 —z2) =0 und somit & =7(x1) = w(x2) =&. O

Bemerkung. Seien X,Y normierte K-Vektorrdume und 7' € Lk (X,Y"). Dann
ist S: X/KernT — T'(X) wie in (ii) ein stetiger K-Vektorraum-Isomorphismus
aber i.a. kein Hom6omorphismus. Der Satz vom inversen Operator (siehe 2.79
unten) ergibt allerdings die Stetigkeit von S7': T'(X) - X /KernT, falls X und
T(X) vollstiandig sind.

Satz 2.13 (iiber die Operatornorm). Seien X,Y normierte K-Vektorriume,
wobei beide Normen mit || ... | bezeichnet seien.
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(1) Indem man fir jedes T € Lx(X,Y)

{IIT( z)|
(el

setzt, wird eine Norm, die sog. Operatornorm auf Lx(V, W), definiert.

”T”LK(X,Y) ‘=sup

|z e X~ {o}} (:= 0, falls X = {0})

Wir betrachten Lk (X,Y) im folgenden stets als durch die Operatornorm,
die wir meistens auch wieder mit | ... | bezeichnen, normierten K- Vektor-
raum.

(ii) Fiir jedes T € Lx(X,Y') gilt

|7 = sup{|T(z)|[|2 € X A ] <1} = sup{|T(2) [ |z € X A ] =1} (97)

=0, falls X={0}

sowte

Vaex I ()] < [T} | (98)
Dariiber hinaus ist |T'|| die kleinste reelle Zahl mit der Eigenschaft (98).

Beweis. Ohne Einschrankung gelte dimg X > 0.

Zu (i): 2.11 (i) = (iii)*“ gibt die Wohldefiniertheit von ||| als reelle Zahl
fiir T € Ly (X,Y).

Beweis, dak | ... || eine Norm fiir Lk (X,Y) ist:

(N1) ist trivial. Weiter gilt fiir alle T, S € Lg(X,Y), Ae Kund z € X \ {0}

IAT) ()] |>\|” (@)]

(el [
(T +5)(@)I T ()], [5(2)] <7+ 18]
el ] =l ’

also folgen (N2) und (N3).
u (ii): Sei T'e Lg(V,W). Fiir alle z € X ~ {0} mit |z| <1 gilt

|7 ()]

Il <

<[],

weshalb
sup{[|T'(z)| |z € X A ||z =1} <sup{|T(z)[||z € X A |z <1} < [T

folgt.
Andererseits gilt fiir z € X \ {0}

o)l

also folgt auch |T'|| < sup{||T'(Z)|||Z € X A ||Z|| = 1}. Damit ist (97) gezeigt.
Die iibrigen Aussagen in (ii) folgen sofort aus der Definition in (i). O

sup{[T(2)[[|z € X A | 2] =1},
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Bemerkung. Sind X, Y normierte K-Vektorrdume, so spielt die Fastmetrik deo,
die Homg (V, W) als K-Untervektorraum des K-Vektorraumes Y erbt, keine
Rolle, da fiir alle Abbildungen T, S € Homg (X,Y) mit 7' # S

doo (T, S) =sup{|T(z) - S(x)| |z e X} = o0

gilt; denn aus T # S folgt die Existenz von z € X mit T'(z) # S(z), und es gilt
fiir alle z € X und A eR

IT(Az) =S| =N |T(2) - S()]| =5 o,
>0

also deo (T',5) = 0o. Aus diesem Grunde ist auch der Begriff der ,gleichméfigen
Konvergenz® fiir Operatoren nicht relevant.

Satz 2.14. Seien X,Y,Z normierte K-Vektorraume.
Dann gilt fir alle T € Lxg(X,Y) und S € Lx(Y, Z)

SoTeLlg(X,Z) n [SoT|<|SIHT].
Beweis. Fiir jedes z € X gilt nach (98)

IS e TY ()| < ISTNT ()| < ISTIT ],
=C

d.h. S o T ist ein beschrénkter Operator, und aus der letzten Aussage in 2.13
(i) folgt
ISeT|<C=|S[T].

Satz 2.15. Sei X ein normierter K- Vektorraum.
Dann ist Lx(X, X) bzgl. der Multiplikation

Lr(X,X)xLg(X,X) — Lg(X,X), (S\T)—SoT,
eine normierte K-Algebra mit Einselement idx .

Beweis. Wegen des vorherigen Satzes ist nur zu zeigen, daf |idx| = 1 gilt.
Dies folgt aus (97). O

Satz 2.16. Es seien X,Y normierte K-Vektorraume und'Y sogar ein K-Banach-
raum.

Dann ist Lx(X,Y') ein K-Banachraum.

Beweis. Sei (T),)nen eine Cauchyfolge in Lx(X,Y).
1.) Sei z € X. Dann gilt fiir alle n,m e N

(98)
1T () = Ton ()| = 1(Tr = T ) (@) || <" 1T = Tl || 2],
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also ist offenbar (T},(x))nen eine Cauchyfolge in Y, da (T, )nen eine Cauchyfolge
in Lg(X,Y) ist. Y ist als vollstéandig vorausgesetzt, also konnen wir definieren

T(x) := lim T, (z).

n—oo

2.) Wir behaupten, daf fiir die durch 1.) definierte Abbildung 7 X - Y gilt

T ist K-linear, (99)
T ist stetig, (100)
lim T}, = T, (101)
n— 00

womit der Satz bewiesen ist.
Zu (99): Seien z,7 € X sowie A, u € K. Dann gilt

T(Ax+pz) = lm (T, (Az +pz)) = im (AT, (z) + p T, (Z))

n—00 n—o00
22y Tim Ty () + i lim T(7) = AT () + T (5).
Zu (100): Fiir alle n,m € N gilt nach 2.2 (iii) || T ]| = |Twll| £ |T% = Trml|, also
ist (| Tn||)nen eine Cauchyfolge in R, da (7}, )ney eine Cauchyfolge in Lx(X,Y)
ist. Aus der Vollstandigkeit von R folgt die Konvergenz von (||, | )ney in R, d.h.
insbes.
Jcer VneN ”Tn” < 07

also gilt auch fiir jedes z € X

. 2.2(iii) .
IT (@) =1l lim T ()| =7 lim |75, (2) | < O],
N——
T |

d.h. T ist ein beschrankter Operator.
Zu (101): Fiir jedes x € X mit ||z| <1 und jedes n € N gilt

(T =T)@) = [Ta(z) =T (2)] = |Tn(z) - lim T5,(z)]
2.2(i) .. .
=7 lim 1T () = T ()| = lim (T = Trn) () |
—_—
VTl o)

——
<1

< lim |Tp - Tl
m—oo
Daher geniigt es zum Nachweis von (101) wegen (97) zu zeigen, dak fiir hinrei-
chend grofies n € N gilt limy, o0 |1 — Tin|| = 0. Sei hierzu € € R. Da (T},)nen
eine Cauchyfolge ist, existiert ng € N mit
€
vn,meN,nZno ”Tn - Tm” < 57

also gilt fiir alle n > no: limy,o0 |10 = T || < €. O
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Bemerkung. Da die Operatornorm nicht die Supremumsfastmetrik induziert,
vgl. die Bemerkung nach 2.13, kann der letzte Satz nicht auf 1.22 (ii) zuriickge-
fithrt werden. Man hat {ibrigens auch keine zu 1.22 analoge kanonische Abbil-
dung von Y nach Lg(X,Y’), da konstante Abbildungen, die nicht die Nullab-
bildung sind, nicht linear sind.

Aus 2.15 und 2.16 ergibt sich sofort das folgende Korollar.

Korollar 2.17. Ist X ein K-Banachraum, so ist Lx(X,X) eine K-Banach-
algebra mit Einselement idx. O

Satz 2.18. Sei A eine normierte K-Algebra mit Einselement e.

(i) Fiir alle a € A sind die Linksmultiplikation mit a

‘La:A—>A, Tr—ac,

und die Rechtsmultiplikation mit a

‘Ra:A—>A, T — xa,

beschrankte Operatoren, und es gilt |Lq| = |Ra| = |a]-

(ii) Die Abbildung ‘ L: A— Lg(AA)

, die durch

VaeaLa:=L,

definiert ist, ist ein isometrischer K-Algebra-Homomorphismus'

inbesondere injektiv und gleichmdflig stetig.

, also

(111) L(A) ist eine K-Unteralgebra von Lx (A, A) mit Einselement Lo =idx.
Beweis. Zu (i): Sei a € A.
L, ist offenbar K-linear, und fiir jedes x € X
ILa ()]l = ozl < la] 2|,
1La(e)] = llal,
also folgt L, € Lx(A, A) und || Ly = |a|, beachte (97).
Die Behauptung fiir R, sieht man analog ein.
Zu (ii): Da fiir alle A e K, a,b e A sowie x € A
Lyq(z) =X(ax) = ALy(x) = (AN Ly)(x),
Low(z)=(a+b)x=ax+bx=Ly(x) + Ly(x) = (La + Lp) (z),
Le(z) =ex =z =ida(x),
Lap(x) = (ab)x = a(bx) = La(Lp(x)) = (La © Ly) ()
gilt, folgt (ii) aus (i).
Zu (iii): Die Behauptung ergibt sich sofort aus (ii). O

YDefinition. Sind A, B assoziative K-Algebren mit Einselement, wobei wir beide Eins-
elemente mit e bezeichnen, so heifit ¢ € Homg (A, B) ein K-Algebra-Homomorphismus genau
dann, wenn gilt p(e) =e A Vq.aea p(aa) = p(a) p(a).

Sind A und B normiert und gilt Vaea [[p(a)|| = ||all, so heilt ¢ ein isometrischer K-Algebra-
Homomorphismus und, falls ¢ zusétzlich surjektiv ist, eine K-Algebra-Isometrie. Wegen der
K-Linearitét von ¢ ist dies mit den Definitionen des letzten Kapitels konform.
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Satz 2.19. Sei A eine K-Banachalgebra mit Einselement e.
Dann ist die (multilplikative) Gruppe der invertierbaren Elemente von A

G(A) |'=={r e A|lFyeazy=yz=¢}

offen in A und die Inversenabbildung

inv: G(A) — G(A), z+—>a7,

ist ein Homdoomorphismus.

Beweis. 1.) Wir zeigen zunéchst fiir jedes a € G(A), dak die Linksmultipli-
kation mit a
Ly A— A z+—ax,

ein Homdomorphismus ist:
a) L, ist nach 2.18 (i) ein beschréankter Operator, d.h. genau stetig.
b) Wegen der Beliebigkeit von a € G(A) ist auch L,-1: A - A stetig, also
folgt aus
LyoL,1=L,10L,=1idy

die Bijektivitit von L, mit (Lg)™ = L,-1, d.h. L, ist ein Homdomorphismus.
2.) Analog zu 1.) sieht man ein, daf fiir jedes a € G(A) die Rechtsmultipli-
kation mit a
Ry A— A, x+——2xa,

ein Homdomorphismus ist.
3.) Wir zeigen weiterhin, dak G(A) offen ist:
Hierfiir zeigen wir zunéchst

Us(e) c G(A), (102)
Vaea(a) La(Ur(e)) € G(A). (103)

[ Zu (102): Sei z € Uy(e), d.h. |e—z| < 1. Aus 2.6 (ii), (iv), (iii) folgt dann
auch z =e— (e -x) e G(A).

Zu (103): Seien a € G(A) und z € Uy (e)
Lo(z) =ax e G(A) (mit (ax)t =z71a™t). ]

Sei nun a € G(A) beliebig. Als Homéomorphismus ist L, eine offene Abbil-
dung, also folgt aus (103), daf a = L,(e) ein innerer Punkt von G(A) ist.

4.) Wir zeigen schlieflich, daf inv: G(A) - G(A) ein Homéomorphismus ist:

a) Sei (zp )nen eine Folge in G(A) mit limy, 00y, = €, d.h. lim,, 00 € — 2, =0,
und wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, daf gilt V,ey |e—2, | < 1. Dann
folgt wieder aus 2.6 (ii), (iv), (iii) =, = e — (e — x,) € G(A) sowie des weiteren
2,7 = Y22 (e = 2,)F fiir jedes n e N, und es gilt

) G(A). Dann gilt natiirlich auch

|inv(zy,) —inv(e)|| = ( (e— xn)k) —el| = Z(e - xn)k
k=0 k=1
ot 1 n—>oo
< le —xn)|f = —— -1 — 0,
& T fe—anl

d.h. inv ist stetig in e.
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b) Fiir jedes a € G(A) gilt offenbar
inv=L,10invo R, 1.

R,-1 ist nach 2.) stetig in a, J ist nach a) stetig in e = R,-1(a) und L,-1 ist nach
1.) stetig in e = inv(e), also ist auch inv stetig in a. Aus der Beliebigkeit von
a € G(A) folgt die Stetigkeit von inv.

¢) Da inv offenbar selbstinvers ist, ergibt b), dafs inv ein Homéomorphismus
ist. O

Satz 2.20 (Fortsetzungssatz beschrinkter Operatoren).

Vor.: Es seien X, Y normierte K- Vektorriume und Y sogar ein K-Banachraum.
Ferner seien W ein K-Untervektorraum von X sowie T € Lx(W,Y").

Beh.: Es existiert genau ein T € Lxg(W,Y) mit Ty = T. Des weiteren gilt
I =171

Beweis. T ist nach 2.11 (i) = (i) gleichméfbig stetig, also existiert gemaf
1.36 ein T € C(W,Y) mit T|y = T. Zu zeigen bleiben die K-Linearitit von T
und [T = |T°]. _

Zur K-Linearitét: Seien A € K und z,Z € W. Dann existieren Folgen (wy,)nen
sowie (Wn)neny in W mit lim,, 00 wy, = 2 sowie limy, 00 Wy, = &, und es folgt aus
Stetigkeitsgriinden und der K-Linearitat von T'

T(\z) =T(7}i_1£1010/\wn) = T(gi_}n;)\wn) = AT(,P_{EOWH) = AT (lim wy,) = AT (x),

Zu |T|| = |T): Zu = € X existiert wieder eine Folge (wy)ney in W mit
limy, 00 Wy, = 2, und es ergibt sich erneut aus Stetigkeisgriinden

[T] = | Jim T = limn [T < |7 lim o] = |7 ],

d.h. nach der letzten Aussage in 2.13 (ii): || < ||T]. Des weiteren gilt

IT| = sup{|Twl|weW A Jw| <1} =sup{|Tw||weW A |w]<1}
< sup{|[Tx||zeW A | <1} = [T,
also folgt |T| = || T||. O

Korollar 2.21. Sind A, B normierte K-Algebren, wobei wir beide Einselemente
mit e bezeichnen, C eine K-Unteralgebra von A mit e € C und T: C - B ein
stetiger K-Algebra-Homomorphismus, so existiert genau ein stetiger K-Algebra-
Homomorphismus T: C — B mit T|c = T. Des weiteren gilt |T| = |T|.

Beweis. Da T(e) = T(e) = e klar ist, miissen wir wegen des letzten Satzes
nur B L
V. .cT(aa)=T(a)T(a)

a,a
nachweisen: Seien also a,a € C und (¢, )nen sowie (Gn )nen in C mit limy, 00 ¢, = a
sowie lim,_, o ¢, = ¢. Dann folgt analog zum Beweis der K-Linearitdt im Beweis
des letzten Satzes

T(aa)=T(lim (cy&,)) = lim T(c,) - lim T'(&,) = T(a) T(a).

n—>oo n—>oo n—>oo
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Hauptsatz 2.22 (Vervollstandigung normierter K-Vektorraume).
Vor.: Sei (X,||...||) ein normierter K- Vektorraum.
Beh.: Es eaistiert ein K-Banachraum (X,||...||) mit folgenden Eigenschaften:

(i) X ist K-Untervektorraum von X mit X =X und |... | =]...]|x.

(i) Der K-Banachraum (X,[...]) mit (i) ist bis auf Isometrie normierter
K- Vektorriaume™ eindeutig bestimmt, daher nennt man (X,[[...]) ,die®
Vervollstindigung von (X, |...|).

Beweis. Zu (i): Obwohl die Behauptung eine einfache Folgerung aus 2.60
sein wird, zeigen wir, wie man sie aus 1.37 herleitet. Hiernach besitzt X mit der
induzierten Metrik, die durch

Vac,yeX d(x,y) = ||.Z' - y”

gegeben ist, eine bis auf Isometrie metrischer Rdume eindeutig bestimmte Ver-
vollstandigung ()? ) (T), die X als dichte Teilmenge enthélt. Wir konstruieren auf
X die Struktur eines normierten K-Vektorraumes:

Wir betrachten auf X x X die Produktmetrik, vgl. 1.1 Beispiel 4.), die wir
hier mit d+d bezeichnen, und behaupten

XxX=XxX. (104)

[ Zu (104): ,,c* ist trivial.
52 Sel (x4,ys+) € XxX. Wegen X = X existieren Folgen (z,,)neny und (yp, ) nen
in X mit limy, e Tpn = 4 sowie liMy 00 Yn = Y«, und es gilt flir jedes n e N

n—>oo

(E+ d)((xnyyn)> (x*,y*)) = Cﬂxnvx*) +aynay*) — 0,

also nach 1.17: (z.,y.) € X x X. |
Nun ist A: X x X - X c X, definiert durch

Vx,yeX A(Z’,y) =T+,

wegen

Ve @pex<x (@ +y) = (@ +9)[ = [(z -2) + (y = 9)|| < = = 2] + ly - 7l

eine gleichméfig stetige Abbildung. Aus der Vollstindigkeit von X und (104)
folgt mittels 1.36 die Existenz einer eindeutig bestimmten stetigen Fortsetzung
A: X x X - X von A. Wir erweitern die Addition von X nun auf X, indem wir

Vl’my*EX L + y* = Z(‘T>(‘7y>(‘)

setzen.

"'Definition. Eine K-lineare Abbildung 7: X — Y zwischen normierten K-Vektorriumen
heiflt genau dann isometrisch, wenn Vgex | T ()| = ||z|| gilt. Ist T zusitzlich surjektiv, so heiftt
T eine K- Vektorraum-Isometrie. Wegen der K-Linearitdt von T ist dies mit den Definitionen
des letzten Kapitels konform.
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Des weiteren wird fiir jedes A € K durch
Vaeex Sx(z) = Az

offenbar ein beschrinkter Operator Sy: X — X c X definiert, der nach 2.20
zu einem beschrinkten Operator Sy: X — X fortsetzbar ist. Wir erweitern die
skalare Multiplikation von X auf X via

VAEKVSC*EX Ay = S_A(w*)
Nun weisen wir nach:
(X, +, ) ist ein K-Vektorraum. (105)

[ Zu (105): Es ist zu zeigen, daf fiir alle A, u € K sowie 4, yx, 24 € X folgende
Eigenschaften gelten:

T+ (Ys +24) = (@0 +Yu) + 24, (106)
Ox + Ty =24 A T, + (=1) 2, =0y, (107)
Ty +Yx = Yu + T, (108)

Lz, = x4, (109)

(Ap)xe = A (s, (110)

M@w +ys) = A2u + Ay, (111)
A+ ) Te =AT4 + p s (112)

Sémtliche dieser Aussagen lassen sich analog zum Beweis von 2.20 mittels Ste-
tigkeitsargumenten nachweisen. (109) sowie (111) ergeben sich bereits aus der
K-Linearitiit der Abbildung Sy. Wir zeigen jetzt exemplarisch (108) und (112):

Seien (2, )nen sowie (yn )nen Folgen in X die gegen z, bzw. y, konvergieren.
Dann gilt aus Stetigkeitsgriinden

Ty T Ys = gﬂA(xmyn) = A(Jl_g}oymf}l_{gomn) =Ys T Ty
Sind zusétzlich A,y € K| so folgt des weiteren

A+p)ze = Syp(lim 2,) = lim Sy, (2,) = lim (Sy 05,)(2n)
= lim (Ap)(zy) = im (A2, + pay,) = lim Sy(zy,) + lim S, (z,)
= Sa(@e) +Su(ys) = Aau + pys,

womit die Behauptung gezeigt ist. |

Wir weisen nun die Existenz einer kanonischen Norm nach und nutzen aus,
daf sich die gleichméafig stetige Abbildung ||...[|: X — R, vgl. 2.2 (iii), nach
1.36 zu einer einer stetigen Abbildung |ﬂ X - R erweitern 1iRt.

Seien 7, € X und (zn)nen eine Folge in X mit lim,,, e, = .. Dann ist
aus Stetigkeitsgriinden direkt klar, da [[2,] = limy_ e ||zn|| > 0 folgt. Zu zeigen
bleiben (N1) - (N3):
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Zu (N1): Es gilt

o Tolistetig —
2,=0=1lim 0 = " ||z,| = lim [|0] =0
n—o00 n—oo

und
— — mstetig X
[4]] =0 <= | lim z,[|=0 = " lim |z,| =0.
n—00 n—>oo
—_———
=[]
Zu (N2): Sei A € K. Dann gilt
Azl = A lim || = A lim 2| = [A]]]

Zu (N3): Es seien x,; € X und (Zin)neny Folgen in X mit limy, oo Tip = Ty
fiir i € {1,2}. Es ergibt sich

o1+ o] = lim oy, + 220 € lim [l2n,] + i 2o, = J21] + fz2].
n—>oo n—oo n—>oo

Zu (ii): Der Beweis wird analog zu dem von 1.37 (iv) gefiihrt. Im jetzigen
Falle sind die Inklusionen isometrische Abbildungen normierter K-Vektorraume,
und eine stetige Abbildung l&ft sich nach 2.20 stetig auf eine Vervollstindigung
fortsetzen. Die genaue Ausfithrung des Beweises sei dem Leser als Ubung iiber-
lassen. O

Korollar 2.23 (Vervollstindigung normierter K-Algebren).
Vor.: Sei (A,||...]||) eine normierte K-Algebra.

Beh.: Es existiert eine K-Banachalgebra (A, [...|)) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

S

(i) A ist K-Unteralgebra von A mit A=A und ||...| =]...]|a.

(ii) Die K-Banachalgebra (A,[...]|) mit (i) ist bis auf Isometrie normierter
K-Algebren eindeutig bestimmit, daher nennt man (A4, [[...]|) ,die* Vervoll-
standigung von (A,|...]).

Beweis. (ii) zeigt man analog zu 2.22 (ii) unter Verwendung von 2.21.

Zu (i): Sei X der A zugrundeliegende normierte K-Vektorraum. Wegen des
letzten Hauptsatzes existiert ein K-Banachraum X, der X als normierten K-
Vektorraum vervollstandigt. Nach 2.17 ist Lx(X,X) mit der Operatornorm
eine K-Banachalgebra, die A unter der Identifikation A = L(A), vgl. 2.18, als K-
Unteralgebra enthélt, und die Einschrinkung der Operatornorm auf A = L(A)
stimmt mit der Norm von A = L(A) iiberein. Wegen 2.8 (ii) ist L(A) ebenfalls
eine K-Unteralgebra der K-Banachalgebra Lx(X,X), also nach 1.20 (i) bzgl.
der Operatornorm vollstandig. Offenbar ist L(A) eine Vervollstindigung von
A= L(A). O
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Endlich-dimensionale Riume

Definition 2.24 (Aquivalenz von Normen). Seien X ein K-Vektorraum und

| ...l sowie ||...]||« Normen auf X.
.-l ||« heiken dquivalent (1.Z. |...| ~|...|+) genau dann, wenn gilt
Top(X, |- ) = Top(X, | .- ), vel. 2.2 (i)

Bemerkung. Sei X ein K-Vektorraum. Dann ist ~ offenbar eine Aquivalenzre-
lation in der Menge aller Normen auf X.

Satz 2.25. Seien X ein K-Vektorraumm und ||...| sowie ||...||« Normen auf
X. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

@) LA~ e
(ii) idx: (X,||...|) = (X,|...|l+) ist ein Homdomorphismus.

(111) Es existieren C, D € Ry mit Vex C|z| < ||+ < D ||

Beweis als Ubunyg. O
Korollar 2.26. Seien X ein K-Vektorraum und || ...|,| ... |« dquivalente Nor-
men auf X.

Dann sind die durch ||...|| und | ...||« induzierten Metriken Cauchy-diqui-
valent; insbes. ist (X,| ... |) genau dann ein K-Banachraum, wenn (X, | ... )
ein solcher ist. O

Satz 2.27. Sei X ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum.
Dann sind je zwei Normen auf X dquivalent.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durch ein Lemma vor, dessen Formulie-
rung zunéchst folgende Definition benétigt.

Definition 2.28 (Beschrinkte Mengen und Folgen). Sei X ein normierter K-
Vektorraum.

(i) Nach der Bemerkung zu 1.53 ist eine Teilmenge B von X genau dann
beschrinkt, wenn gilt Icer, Vzen 2] < C.

(ii) Eine Folge in X heift per definitionem beschrinkt, wenn die Menge ihrer
Folgenglieder beschréankt ist.

Das folgende Lemma zeige der Leser als Ubung. Beachte, daf der Fall n =1
nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS der Analysis I bereits klar ist.

Lemma 2.29 (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS in (R™,]|...|e)). Jede be-
schrankte Folge in (R™,]...||e) besitzt eine konvergente Teilfolge. O

Beweis des Satzes. Zunéchst ist jeder normierte C-Vektorraum in kanoni-
scher Weise ein normierter R-Vektorraum, dessen Topologie mit der des C-
Vektorraumes iibereinstimmt. Daher konnen wir ohne Einschriankung K = R
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annehmen. Des weiteren geniigt es offenbar den Fall n := dimg X € N, zu be-
trachten. Wir wéhlen eine Basis {b1,...,b,} von X. Bezeichnet dann {ey,...,e,}
die kanonische Basis von R", so ist

n n
R" —>X, Z)‘iei —> Z)\ibi;

i=1 i=1
ein R-Vektorraum-Isomorphismus, unter dem den Normen auf R™ umkehrbar
eindeutig die Normen auf X entsprechen, wobei dquivalenten Normen auf R”
dquivalente Normen auf X entsprechen. Daher kénnen wir weiterhin annehmen,
dafs X =R" gilt.

Sei nun ||... | eine Norm auf R™. Da ~ eine Aquivalentrelation ist, geniigt es

zu zeigen, daf ||... | zu ||... || &quivalent ist, d.h. nach 2.25 (iii) = (i)“

dc,per, Vaern C |z [0 < 2] < D |2 o
Beweis hiervon: 1.) Fiir alle z = Y1 A\je; € R™ gilt mit D:= Y1, |le;]| € Ry
n n
lzll < 3 il lleill < zfleo D lleill = D [l oo
i=1 i=1
2.) Wir setzen

C = inf{|z]|z € R" A |z]o = 1} (113)

und zeigen zunéchst, daf gilt
C>0. (114)

[ Zu (114): Nach Definition von C' existiert offenbar eine Folge (z1);qy in
R"™ mit

Vien |zk]oo =1 und C = kh_{]oao (EZA( (115)
Als beschrankte Folge in R™ bzgl. |...|e besitzt (2j),qy nach 2.29 eine in

(R™, ] ... [loo) konvergente Teilfolge. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, daf x € R mit

klim zp=xin (R")|...|s) (116)

existiert. Da wir 1.) bereits gezeigt haben, folgt dann auch

klim xp =2 in (R, |...|)- (117)
Nach 2.2 (iii) sind [|... oot (R™, |- [loc) > Rund | ... [|: (R™,]...||) = R stetig,

also folgt zunéchst ||2]e = limgoeo |2k [ oo (115 1, insbesondere also x # 0, und
sodann aus (117)
: 115
0< ol = Jim [z} =7 C.
Damit ist (114) gezeigt. |
Sei nun z € R™ \ {0} beliebig. Dann folgt aus (113) wegen ”m”‘” =1

e |_ lal
(P59 | R P
also ist die Behauptung wegen (114) offenbar gezeigt. O
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Satz 2.30. Sei X ein endlich-dimensionaler normierter K- Vektorraum.
Dann ist X ein K-Banachraum.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dafl die Begriffe ,Cauchyfolge* und ,Kon-
vergenz* von der Norm nach 2.25 (i) < (iii)* nur bis auf Aquivalenz abhingen.
Dieselbe Begriindung wie im Beweis des letzten Satzes zeigt nun, daf es geniigt
den Fall X =R" mit n € N, zu betrachten. Der letzte Satz 2.27 zeigt des weite-
ren, dafl wir annehmen koénnen, daf die Norm die Maximumsnorm auf R" ist.
Zeige unter Ausnutzung der Vollstéindigkeit von R als Ubung, daf (R™, ... )
ein R-Banachraum ist. Damit ist der Satz dann bewiesen. O

Korollar 2.31. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein endlich-
dimensionaler K- Untervektorraum von X. Dann gilt:

(1) Y ist abgeschlossen in X.

(ii) Ist Z ein abgeschlossener K-Untervektorraum von X, so ist auch Y + Z
ein solcher.t?

Beweis. (i) ergibt sich sofort aus 2.30 und 1.20.

Zu (ii): Nach 2.9 (i), (ii) ist der kanonische Homomorphismus m: X - X /Z
eine stetige Abbildung zwischen normierten K-Vektorraumen. w(Y) ist ein end-
lich-dimensionaler K-Untervektorraum von X /Z, also nach (i) abgeschlossen in
X/Z. Wegen der Stetigkeit von 7 ist dann auch Y +Z = 7! (7(U)) abgeschlossen
in X. O

Satz 2.32. Seien X ein K-Banachraum, I eine héchstens abzdhlbare Menge und
B ={b;|i €I} eine Basis von X, vgl. A.5 und beachte A.6.
Dann 1st B endlich, d.h. dimg X < oo.

Beweis. Angenommen, es gilt #1 = #N. Sei dann ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit I = N. Nach 2.31 (i) ist fiir jedes i € N

A; == Spang{bi,...,bi11}

ein abgeschlossener K-Untervektorraum des K-Banachraumes X, wobei letzterer
nach dem Satz von Baire 1.65 Bairesch ist, vgl. 1.62. Wegen U;eny 4; = X und
dimg X > 0 besitzt U;eny A; einen inneren Punkt, also existiert ig € N derart, dafs
(Aiy)° # @, und wir zeigen

A, = X, (118)

womit dann ein Widerspruch hergeleitet ist.
Zu (118): Da ,c* ist trivial ist, haben wir nur ,>* zu zeigen. Wie oben
eingesehen existiert a € (A4;,)°, d.h. auch, daf wir eine Zahl € € R, mit

(13

Ue (a) c Aio

2Definition. Sind X ein beliebiger K-Vektorraum und Y7, Y2 K-Untervektorrdume von X,
so heifst der K-Untervektorraum m ={y1+y2|y1 € Y1 Ay2 € Y2} von X die Summe von
Y1 und Y. Diese Summe heifit direkt (i.Z. ) genau dann, wenn gilt Y1 nY> = {0}.

Letzteres ist offenbar gleichbedeutend damit, dall zu jedem y € Y7 + Y> eindeutig bestimmte
y1 € Y1 und y2 € Y2 mit y = y1 + y2 existieren.
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finden kénnen. Sei nun x € X mit x # a beliebig. Dann gilt

€ x—-a
yi=a+—-——eU.(a) c 4,
2 |z -a
alsoxz = a +M (y—a)ed,,. O
nat N—_——’
€Aqg cA

i
Satz 2.33. Seien X ein endlich-dimensionaler normierter K-Vektorraum und
Y ein normierter K- Vektorraum.

Dann st jede K-lineare Abbildung T: X - Y stetig.

Beweis. Ohne Einschrankung sei n := dimg X € N,. Wir wéhlen eine Basis
B :={by,...,b,} von X und betrachten auf X die Mazimumsnorm bzgl. B, die
durch
Vomyr, amiex 25 = max{|Ail i € {1,...,n}}
gegeben ist. Es geniigt zu zeigen, dakl T: X - Y bzgl. dieser Norm auf X stetig
ist, und dies ist klar, da fiir alle z = Y12 A;b; € X mit C:= Y1, |T(b;)| € Ry

IT () = 3 INIT ()] < Ol
1=1

gilt. O

Korollar 2.34. Seien X ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und r € N,.
Ferner seien auf X" eine Norm gegeben und Y ein normierter K- Vektorraum.
Dann st jede r-fach K-multilineare Abbildung p: X" =Y stetig.

Beweisskizze. Seien n := dimg X € N, und 8 = {b1,..., b, } eine Basis von X.
Wihle eine Norm ||..... || auf X. Bezeichnet dann {b7,...,b}} die zu B duale Basis
von Homg (X, K), d.h. ¥ jeq1,. 0y b7 (b5) = 045, so sind b7, ..., by, nach dem letzten
Satz stetig. Betrachte auf X" die durch || ... || induzierte Maximumsnorm. Dann
ist fiir jedes k€ {1,...,7} die Projektion m;: X” — X auf die k-te Komponente
stetig, und es gilt

n
Y= z (bz-lOﬂ-l)”'(b;Oﬂr)w(bh?"wbir)a
i1 yemyir=1
also ist auch ¢ stetig. O

Hauptsatz 2.35 (Charakterisierung endlich-dimensionaler normierter Vektor-
raume).

Vor.: Sei X ein normierter K-Vektorraum.

Beh.: Die folgenden drei Aussagen sind paarweise dquivalent:

(Z) lelKX < 00.

(i) In X gilt der Satz von HEINE-BOREL, welcher besagt, daf fiir alle Teil-
mengen K von X gqilt

K kompakt <= K beschrankt und abgeschlossen. (119)

(iii) Die Einheitsvollkugel B1(0) ist kompakt.
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Beweis. (i) = (ii)* Sei X endlich-dimensional und sei K eine Teilmenge von
X. Zu zeigen ist (119):

,=" ist klar nach 1.41 (ii) und 1.54.

»<"* Wie oben kénnen wir annehmen, daf gilt X = (R",||... | e) mit n € Ny.
Sei K beschrénkt und abgeschlossen. Nach 1.50 ,,(i) < (ii)“ geniigt es zu zeigen,
daft K folgenkompakt ist. Ist eine Folge in K gegeben, so besitzt diese wegen
2.29 eine in (R™,]|... || ) konvergente Teilfolge, deren Folgenglieder in K liegen.
Da K abgeschlossen ist, ist der Grenzwert der Teilfolge nach 1.11 ein Element
von K. Damit ist die Folgenkompaktheit von K gezeigt.

(i) = (i) B1(0) ist beschrénkt und abgeschlossen, also nach (ii) kompakt.

L(iil) = (i)“ Sei B1(0) kompakt. Nach 1.49 (i) ist B1(0) prakompakt, d.h. es
existieren insbes. y1,...,yr € B1(0) mit

Bi(0) < O UL (). (120)

1
2

Wir definieren einen endlich-dimensionalen K-Untervektorraum Y von X
durch

Y = SpanK{y1, ce e 7yk’}

und behaupten
Y =X, (121)

womit (i) bewiesen ist.

Angenommen, (121) ist falsch, d.h. ¥ & X, also existiert £ € X/Y \ {0}. Da
Y endlich-dimensional ist, ist ¥ nach 2.31 (i) abgeschlossen in X. Wegen 2.9 (i)
ist dann X /Y in kanonischer Weise ein normierter K-Vektorraum, und es gilt

a:=|g] = nf{||lz]||z €&} e R,
Daher existiert x € £, d.h. £ =x + Y, mit
3
O<a<|z| < 2% (122)

Es gilt i” € B1(0), also finden wir nach (120) ein i € {1,...,k} derart, daf gilt

[l

ﬁ € U% (yz) (123>

Nun folgt zunichst aus der Definition von Y
x
| m —yil=z-||z|yex+Y =¢

und sodann aus der Definition von o sowie (122), (123)

3
< -aq,
4

x
a < ]| || 7 — vi
]
Widerspruch. O
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Existenz von Normen

Wir wollen eine Charakterisierung dafiir angeben, daf ein K-Vektorraum eine
Norm besitzt, letztere hatten wir in 2.1 (i) als eine Abbildung ||... |: X = [0, 00
mit (N1) - (N3) definiert. Tatséchlich folgt aus (N2) und (N3) bereits die Nicht-
Negativitit:

Lemma 2.36. Seien X ein K-Vektorraum und p: X - R eine Funktion mit

Vayex Vaek P(AT) = [A|p(x) und p(z+y) <p(z)+p(y).
(i) Es folgt p >0, d.h. p ist eine Halbnorm.

(i1) Gilt zusdtzlich
Veexp(z) =0 = =0,

so st p eine Norm.

Beweis. Fiir alle z,y € X gilt p(x) = p(z -y +y) < p(z —y) +p(y), d.h.

)
p(x) =p(y) < p(z-y) und ebenso p(y) -p(z) < p(y-=). Aus p(z-y) =p(y - =)
folgt daher |p(x) - p(y)| < p(z -y), also fir y = 0: p(x) > 0. Damit ist (i) gezeigt,
und (ii) folgt trivial. O

Definition 2.37 (Absorbierende, konvexe und ausgewogene Mengen sowie das
Minkowski-Funktional einer absorbierenden Menge). Seien X ein K-Vektorraum
und A, C Teilmengen von X. Wir definieren dann:

(i) A absorbierend <= X =Urer, T A.
Bemerkung.

1.) Eine absorbierende Menge enthilt notwendigerweise das Nullelement.

2.) A ist z.B. absorbierend, wenn eine Norm auf X existiert bzgl. derer
0€e A° gilt.

(ii) Ist A eine absorbierende Menge, so heifst die Funktion ps: X - R, die

durch
Vaex =inf{r e Ry |z eT A}

definiert ist, das Minkowski-Funktional von A.
(iii) Fiir alle z,y € X bezeichnen wir die Verbindungsstrecke von z und y mit

[[z.y]]:= {01 -ty +ty |t e [0,1]}.

=z+t (y-z)
(iv) C konver <= Vg yec [x,y] c C.
Beispiel.

1.) @, jede Verbindungsstrecke und jeder K-Untervektorraum von X ist
konvex. Insbesondere ist X konvex.
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2.) Ist C c X konvex, so ist fiir jedes xg € X auch zp + C konvex, denn
fiir alle 2,y € C und jedes t € [0,1] gilt

(1-t)(zo+x)+t(zo+y)=zo+(1-t)ax+ty.
—_—
eC

3.) Seien C,C konvexe Teilmengen von X und A € K. Dann sind auch
C +C und \C konvexe Teilmengen von X.'% Sind némlich =,y € C,
Z,y€C und te[0,1], so gilt

eC eC

A

I-t)(x+z)+t(y+y)=((1-t)z+ty)+((1-t) T +t7),
(I-t)y(Ax)+t(Az)=A((1-t)z +ty).

~——— —/—
eC

4.) Der Schnitt beliebig vieler konvexer Teilmengen von X ist wieder
konvex. (Daher existiert zu A eine kleinste konvexe Menge m,
die A enthilt, die sog. konveze Hiille von A.)

5.) Im Falle eines normierten K-Vektorraumes X ist mit C' auch C cine
konvexe Teilmenge von X, da zu z,y € C Folgen (2, )neny und (Yn ) nen

in C' mit limy,— 00 T = T sowie limy, o Yn, =y existieren, d.h. fiir jedes

te[0,1] gilt

(1-t)yz+ty=1lim (1-t)z+tyeC.
n—>oo
eC

6.) Im Falle eines normierten K-Vektorraumes ist mit C' auch C° konvex,
vgl. 2.86.

(v) A ausgewogen = Vg <1 AAC A

Definition 2.38 (Sublineare Funktionen). Sei X ein K-Vektorraum. Eine Funk-
tion p: X — R heiltt sublinear genau dann, wenn fiir alle £ € R mit ¢ > 0 und alle
xz,y € X gilt

p(tx) =tp(x) A p(z+y) <p(z)+p(y).

Beispiel. Lineare Abbildungen X — K und Halbnormen auf X sind sublinear.

Satz 2.39. Seien X ein K-Vektorraum, p: X - R eine sublineare Funktion und
aeR,. Dann gilt:

(i) p'(] - 00, a) und p*(] - 00, a]) sind absorbierend sowie konver. Die Kon-
vexitdt ist sogar fir o € R gegeben.

“Definition. Fiir belichige Teilmengen A, B eines K-Vektorraumes und \ € K setzt man

:={a+blae AAbeB}und = {Aa]a € A}. (Beachte, dat 2A ¢ A + A gelten
kann.) Gilt A = {a}, so schreibt man auch anstelle von {a} + B.
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(ii) Ist p: X — R sogar eine Halbnorm, so sind p*([0,a[) und p'([0,a]) aus-
gewogen.

Beweis. Zu (i): 1.) Sei x € X. Dann existiert wegen « € R, eine Zahl 7 € R,
mit p(z) < 7-a. Aus der Sublinearitdt von p folgt p(£) < «, also ergibt sich
£ €7 (] - o0, a[) €7 (] - 00, a]). Somit gilt & € 75! (] - 0, a[) < 75! (] - 00,0]).

2.) Seien o € R und z,y € X mit p(x) < a und p(y) < a. Dann gilt fiir jedes
tel0,1]

p((I-t)z+ty) <p((1-t)z) +p(tz) = (1-t)p(x) +tp(y) < a,

womit gezeigt ist, dak p'(] — oo, a[) konvex ist. Die Aussage fiir p'(] — o0, ])
sieht man analog ein.
Zu (ii): Fiir jedes A € K mit [A| <1 und alle z € X gilt

p(Az) =|Alp(z) <p(z),
also folgt aus p(z) < @ bzw. p(x) < a auch p(Az) < a bzw. p(Azx) < a. O

Bemerkung. Der letzte Satz zeigt, daf im Falle eines normierten K-Vektor-
raumes die Mengen U.(X) und B.(z) fiir jedes z € X und ¢ € R, absorbierend,
konvex und ausgewogen sind.

Satz 2.40. Seien X ein K-Vektorraum und C eine absorbierende konvere Teil-
menge von X. Dann folgt:

(i) Das Minkowski-Funktional pc ist eine sublineare Funktion mit pc > 0.
(it) e ([0,1[) < C.

(iii) Ist zusatzlich
Vmecﬂ,re]lpo[ TrelC (124)

erfullt, so gilt in (ii) Gleichheit.
(iv) Unter der Voraussetzung
Voek, o1 0 C € C (125)
ist pc eine Halbnorm.

(v) Gilt zusditzlich zu (125) auch

() 7C ={0}, (126)

TeR,
so 1st pc eine Norm.

Beweis. Zu (i): pc > 0 ist trivial. Zu zeigen ist also die Sublinearitét von pc:
1.) pc(0) =0 ist klar. Seien x € X und ¢ € R,. Dann gilt

inf{reR, |tz erC}=inf{t7eR |z eTC}
tinf{7 eR, |z eTC}=tpc(x).

po(tz)
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2.) Seien z,y € X und ¢ € R, beliebig. Es existieren 7,0 € R, mit z € 7C
und po(z) <7< po(z) + ¢ sowie y € 0 C und po(y) < o < pc(y) + . Insbes. gilt

2,4 ¢ C. Dann folgt wegen ——, -2 ¢ [0,1] mit =+ -2 =1
T+ x
vy T r, % Yo

T+O0 T+o T T+o0 O

— beachte, daf C konvex ist — also z +y € (7 +0)C bzw. pc(z +y) <7 +0. Es
ergibt sich
po(z+y) <7+ 0 <po(x) +pe(y) + 2,

also aus der Beliebigkeit von € € R;: po(z +y) < pe(x) + po(y).

Zu (ii): Sei z € X mit po(x) < 1. Dann existiert 7 € |pc(x),1[ mit z € 7C,
d.h. 2 € C, wobei % > 1. Da C konvex ist, folgt [0, 7] ¢ C, insbes. z € C'.

Zu (iii): Seien z € C und 7 € ]1,00[ mit 72 € C. Dann folgt = € %C’, wobei
0<1<1, alsoauch pe(z) <1 <1

Zu (iv): Wir folgern aus (125), daf sogar gilt

VO'E]K, |U|:1 g C = O (127)

| Zu (127): Seien x € C und o € K mit |o| = 1. Dann gilt auch & = 1, also

lo]
Z e Anach (125),dh. zec A. |
Nun ergibt sich fiir jedes x € X und jedes A e K\ {0}

A i A 127
pe(he) = po (|A| —x) D \lpe (—w) 42 1\ po (o).

Al Al
Aus (i) und 2.36 (i) folgt daher (ii).
Zu (v): Da fiir jedes z € X gilt

(126)
po(r)=0 = V,p,ze7C = x=0,

folgt (iii) aus 2.36 (ii). O
Bemerkung. Seien X ein K-Vektorraum und C' eine Teilmenge von X.

1.) Es ist leicht einzusehen, daf (ii) unter den Voraussetzungen des Lem-
mas durch pat([0,1[) ¢ C < pc*([0,1]) verschirft werden kann. Auch
P ([0,1]) und Bct([0,1]) sind dann absorbierend sowie konvex, und es

gl].t pﬁl [0’1[) =Ppc :pﬁl([()’l]), Vg]. 2.42.

2.) (124) ist z.B. erfiillt, wenn eine Norm auf X existiert, bzgl. derer C offen

ist, denn dann gilt fiir € C' zum einen C' € Y*(z,X) und zum anderen
limy, 00 ”T” T=x.

3.) (126) ist z.B. erfiillt, wenn eine Norm auf X existiert, bzgl. derer C' be-
schrankt ist.

Satz 2.41. Sei X ein K-Vektorraum.
Dann entsprechen die Halbnormen auf X den Minkowski-Funktionalen ab-
sorbierender konverer ausgewogener Teilmengen von X.
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Wir bereiten den Beweis des Satzes durch ein Lemma vor.

Lemma 2.42. Seien X ein K-Vektorraum, p: X - R eine sublineare Funktion
mit p >0 und

C € {ﬁl([o’l[)a ﬁl([oal])}7

insbes. ist C nach 2.39 (i) absorbierend sowie konvez.
Dann gilt p = pc.

Beweis. Sei x € X. Zum einen gilt fiir jedes 7 € Ry mit 7 > p(x)(> 0):
p(%£) <1,dh. £eC, also v € 7 C und somit p(x) < 7. Daher folgt p(z) < pc(z).
Fiir jedes 7 € Ry mit 7 < p(z) gilt zum anderen p(£) >1,d.h. Z¢C,alsoxz ¢ 7C
und somit p(x) > 7. Daher folgt auch p(x) > pc(x). O

Beweis des Satzes. Jedes Minkowski-Funktional einer absorbierenden konve-
xen ausgewogenen Teilmenge von X ist nach 2.40 (iv) eine Halbnorm auf X. Sei
p eine Halbnorm auf X. Dann ist C := p*([0,1[) nach 2.39 eine absorbierende
konvexe ausgewogene Teilmenge von X und aus Lemma 2.42 folgt p=pc. O

Satz 2.43. Zu jeder absorbierenden konvezen Teilmenge C von X, die (124),
d-h. Ve Irel1,00[ TT € O, sowie (125), d.h. ¥ ,ex |g=10C c C, und (126), d.h.
Nrer, TC = @, geniigt, existiert genau eine Norm — ndmlich das Minkowski-
Funktional pc - derart, dafy U1(0) = C' gilt. Im Falle ihrer Existenz lGfit sich
dariiber hinaus jede Norm so erzeugen.

Beweis. 1.) Sei C' eine Menge wie im im Satz. Daf das Minkowski-Funktional
pc von C dann eine Norm ist, haben wir in 2.40 eingesehen. Wegen (124) gilt
dann nach 2.40 (iii) auch U7°(0) =C.

Sei ||...|: X = R eine weitere Norm auf X mit U1”'“”(0) = C. Wir behaupten

BY°(0) = BI1(0). (128)

[ Zu (128): ,c* Sei x € X mit pc(x) < 1. Dann gilt pc(745 7) < 1 fiir alle
neN, also =z 2 € C, d.h. wegen U1”“'”(0) =C

n n

] = H mH <1,

n+1 n+1

N——
n—oo
—1

Somit folgt ||z| < 1.
,2“ sieht man analog zu ,c“ ein, indem man die Rollen von pc und ||... ||
vertauscht. |

Aus (128) folgt wegen UT¢(0) = C = U1”‘“”(0)
{reX|pe(r) =1} ={re X[z =1} =5,

also gilt
pcls =1---ls- (129)

Hieraus ergibt sich
pcle=1---llc- (130)
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[ Zu (130): Sei z € C = U1”"'”(0) beliebig. Ohne Einschrinkung gelte x # 0.

Aus (129) folgt pc(ﬁ) = ||”7x”|| Weil po und | ... | Normen sind, gilt dann auch
po(z) = |z ]

Sei schlieflich € X. Da C absorbierend ist, existieren 7 € Ry und x € C mit
& =7 2. Dann folgt pe (%) = 7pe(x) Y22 72| = |7, also gilt ... | = pe.

2.) Sei ||...[: X = R eine Norm auf X. Wir setzen

¢ t1(0).

Wegen 2.42 bleibt zu zeigen, dak C die Eigenschaften (124) - (126) erfiillt.

(124) ist klar, da C bzgl. ||... || offen ist — beachte, daf fiir jedes x € C gilt
CeU(z,X) und limy,e 2 2 = 2 —; (125) ist erfiillt, da C nach 2.39 (ii) sogar
ausgewogen ist; und (126) gilt, da C bzgl. | ... | beschrénkt ist. O

HAHN-BANACH Sitze

Wir beweisen in 2.45 eine rein algebraische Fassung des Fortsetzungssatzes von
HAauN-BANACH. Unter starkeren Pramissen erhidlt man auch stirkere Konklu-
sionen, die wir im Anschlufs aus 2.45 folgern. Die fiir die Theorie der normierten
Vektorraume interessante Version des Fortsetzungssatzes wird in 2.47 hergelei-
tet.

Definition 2.44 (Algebraischer und topologischer Dualraum). Sei X ein K-
Vektorraum.

(i) Wie tiblich bezeichnen wir mit

:= Homg (X, K)

den algebraischen Dualraum wvon X . Seine Elemente sind die Funktionale
von X, die wir auch Linearformen von X nennen.

Beispiel. Sei n e N,. Im Falle X = K" ist
n
K" — (K")*, (a1,...,a,) — Zaiwi,
i=1

wobei z;: K" - K fiir i € {1,...,n} hier die Projektion auf die i-te Kom-
ponente bezeichne, ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

(ii) Ist X zusétzlich normiert, so ist der topologische Dualraum von X per
definitionem
= Lx (X, K),
welcher nach 2.16 ein K-Banachraum ist.
Beispiel. T'eC([-1,1],R)" sei durch V tec((-1,1),r) T'(f) = f(0) definiert.
L) T: (C([-1,1],R),[|..- o) = R ist stetig, denn fiir f € C([-1,1],R)
gilt T'(f) = f(0) <[ flloo-
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2) T: (C([-1,1],R),|...|l1) = R ist nicht stetig, denn fiir jedes k € N,

ist durch
0, te[-1,-+]u [+, 1],
Vte[—l,l] fk(t) = k2t+k’ tE] _%ao[a
~k*t + K, tel0, 4]

eine stetige Funktion fg:[-1,1] = R mit |[T'(fx)| = |fx(0)| = k& und
T
I filli = [ | fe(t)|dt = 1 gegeben.

Beim Beweis des oben angekiindigten folgenden Satzes werden wir das Zorn-
sche Lemma und die damit verbundenen Begriffe verwenden, vgl. Anhang A.

Hauptsatz 2.45 (Fortsetzungssatz von HAHN-BANACH).

Vor.: Es seten X ein R-Vektorraum, p: X - R eine sublineare Funktion und Y
ein R-Untervektorraum von X.

Beh.: Zu jedem f € Y™ mit f <ply existiert ein F € X* mit Fly = f und F <p.

Beweis. Sei f € Y™ mit f < ply. Auf der Menge
X :={g € Y,"|Yy R-Untervektorraum von X A Y c Y, Agly = f A g<ply,}

wird durch

V (g1: Vg, = R).(g2: Yy, »R)ex 91 < g2 1= Yy, < Yy, A goly, =1

offenbar eine Ordnung definiert.
Wegen f e X gilt & # @, und wir behaupten:

Jede bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von X besitzt eine

obere Schranke in X. (131)

[ Zu (131): Sei M eine bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von X.
Dann ist
7 = U Y, (132)
(g:Yg—>R)eM
ein R-Untervektorraum von X mit ¥ c Z.

Beweis hiervon: Seien z1,29 € Y und A € R. Dann existieren fiir ¢ € {1,2}
Elemente g;: Yy, = R von M mit z; € Y; =Y. Da M bzgl. < totalgeordnet ist,
konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit Y7 c Y5 annehmen, also gilt
21, 29 € Y. Yo ist ein R-Untervektorraum von X, daher folgt 21 +29,A21 € Yo © Z,
d.h. Z ist ein R-Untervektorraum von X. Z c Y ist trivial.

Wir behaupten weiter, daft durch

G Z — R, z+—g(z), wobei (¢: Y, — R) € M mit z € Y beliebig, (133)

eine Linearform auf X wohldefiniert ist.
Beweis der Wohldefiniertheit von g: Seien z € Z und g;: Y, — R sowie
g2: Yy, = R Elemente von M mit z € Y1 nYs, wobei wir wieder Y; := Y, fiir
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i € {1,2} setzen. Da M bzgl. < totalgeordnet ist, konnen wir ohne Einschrén-
kung g1 < g2 annehmen, also gilt 2z € Y7 ¢ Y5 und ¢2(2) = g1(z). Damit ist die
Wohldefiniertheit von g gezeigt.

Beweis der R-Linearitét von g: Seien 21,29 € Y und A € R. Es existieren zu
i€ {1,2} wieder Elemente g;: Y, = R von M mit z; € Y; :=Y,,, und wir kénnen
erneut ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen g; < go. Dann gilt

G(A21) =g1(A21) = Agi(21) = A g(21),
g(z1 +22) = g2(21 + 22) = g2(21) + g2(22) = G(21) + G(22)-

Damit haben wir gezeigt: g € Z*. Dak g zusédtzlich ein Element von & und
eine obere Schranke von M ist, ergibt sich aus (132) und (133). Damit haben
(131) bewiesen. |

Als einelementige Teilmenge von X ist {f: Y — R} eine bzgl. < totalgeord-
nete Teilmenge von X. Daher folgt aus (131) und der verschérften Version des
Lemmas von ZORN A.4 die Existenz eines F' € X derart, daf

F: Yr — R maximales Element von X bzgl. < (134)

und obere Schranke von {f:Y — R} ist, d.h. insbes. Y ist ein R-Untervektor-
raum von X mit Y c Yr sowie

Fe(Yp)" A Fly=f A F<ply,. (135)
Zum Nachweis des Hauptsatzes bleibt daher zu zeigen:
Yr=X.
Beweis hiervon: Angenommen, es existiert a € X \ Yp. Dann ist
Y := Yr ® Ra ein R-Untervektorraum von X mit Y ¢ Y. (136)

| Zu (136): Y &Y ist wegen a € X \Y klar, und da fiir alle y1,ys € Yz sowie
tl,tQ ERgﬂt
aeX\Yp
yittia=yt+tra==y1-y2=(t2a-t1)a = ta-t1=0Ay1-y2=0,
eYrp eRa

ist Yr + Ra sogar eine direkte Summe von R-Vektorrdumen. |
Wir zeigen nun

Vyoweve F(y) —p(y —a) <p(yo +a) - F(yo)- (137)

| Zu (137): Seien yo,y € Yr beliebig. Dann folgt aus der R-Linearitét von F,
F < ply, und der Sublinearitit von p

F(y) + F(yo)

F(y+yo) <p(y+vo) =p((y —a) + (yo +a))
< p(y-a)+p(yo +a),

also F(y) - p(y —a) <p(yo +a) - F(yo)- |
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Wegen (137) gilt

s=sup{F(y) -p(y—a)|y e Yr} < oo, (138)

und wir konnen F: Y — R durch

VortacPoypora £ (Y Tta) = F(y) +ts (139)

definieren. Dann folgt

FeYr, (140)
Fly, = F. (141)

[ (141) ist trivial, und (140) ergibt sich daraus, daf fiir alle y1,y2 € Yp,
t1,12 eRund N e R

ﬁ(/\]ﬂ + ()\tl)a) =F(/\y1) + (/\751)8
AF(y1) + A(t1s) = A (F(y1) +t1s) = AF(y1 +t1a)

Fv(A(yl +t1a))

sowie
F((yr+tia) + (g2 +taa)) = F((y1+1y2)+ (t1+12)a)
= F(yl +y2) + (tl +t2)8
= F(y1) + F(y2) +t1s+tas
= (F(y1) +t1s) + (F(y2) +t25)
= F(yi+tia) + F(y2 +t2a),
gilt. |
Schlielich weisen wir nach _
F Splf/ (142)
[ Zu (142): Aus (138) folgt
Vyoeve F(y0) — s <p(yo - a), (143)
und aus (138), (137) folgt
Vyoeve F'(y0) + s <p(yo + a). (144)

Seiy+taecY =Yro®Ra.
1. Fall: ¢ =0. Dann gilt

Fy+ta)=Fy) "2 F(y) <

2. Fall: t e R,. Dann gilt

Fly+ta) 2 tf(% +a) 12 t(F(%) )

(144)
<



3. Fall: t e R_. Dann gilt

Fly+ta) "2 4FY_q) 0D —t(F(—%)—s)

(143) Vor.
< tp(-7 ) " p(y +ta).

Damit ist (142) gezeigt. | _
Aus (140), (136), Fly = f — wegen (141), (135) — und (142) folgt F ¢ X.
Nach (136) und (141) gilt ferner F' > F', im Widerspruch zu (134). O

Satz 2.46.

Vor.: Es seien X ein K-Vektorraum, p: X — R eine Halbnorm und Y ein K-
Untervektorraum von X.

Beh.: Zu jedem f € Y* mit |f| < ply ezistiert ein F' € X* mit Fly = f und
|F| <p.

Beweis. Sei f € Y* mit |f] < ply.
1. Fall: K = R. Dann folgt aus f <|f| < ply und 2.45 die Existenz von F € X*
mit Fly = f und F < p. Da p eine Halbnorm ist, gilt zusitzlich

Veex — F(2) = F(-z) < p(-z) =p(x),

also |F| < p.

2. Fall: K=C. X sowie Y sind in kanonischer Weise R-Vektorriume, die wir
mit Xg sowie YR bezeichnen. p ist dann auch eine Halbnorm fiir Xg, und Yg ist
ein R-Untervektorraum von Xg. Es gilt offenbar f; := Ref € Yg* = Homg (Yg, R)
und |fi]| < |f] € ply,- Nach dem 1. Fall existiert F; € Xg* = Hompg(Xg,R) mit
Fily, = f1 und |Fi| < p. Der Leser zeige als Ubung, daf durch

VxexF(w) = Fl(w) —iFl(iw)

ein Element F' von X* = Hom¢ (X, C) mit F|y = f gegeben ist.'* Des weiteren
existiert zu jedem x € X ein t € [0, 27 mit ' F(z) = |F(x)| € [0, 00[, dh. es gilt

|[F(2)] = F(le""|2) = |(Re F) (|| 2)| = || |F (2)] = |Fy ()] < p(a),
womit die Behauptung auch im 2. Falle bewiesen ist. O

Satz 2.47.

Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein K-Untervektorraum
von X, der dann in kanonischer Weise ebenfalls ein normierter K- Vektorraum
15t.

Beh.: Zu jedem f €Y' existiert ein F € X' mit Fly = f und |F| = | f]|-

“Verwende, daf die Abbildung
X" — (Xr)", F+— ReF,
eine R-lineare Bijektion mit R-linearer Umkehrabbildung
(Xe)" — X", Fi— (z0 Fi(z)-iF(iz)),

bei dessen Nachweis V..c Re(iz) = -Im(z) eingeht, ist.
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Beweis. Sei f €Y', Dann wird durch

Vaex p(e) = [ f] ]

offenbar eine Halbnorm auf X definiert, und es gilt — beachte, dak f ein be-
schriankter Operator ist —

(98)
Vyey If () < 1fIHwll = p(v),

also folgt aus 2.46 die Existenz von F € X* mit Fly = f sowie [F|<p=|fl]---]|-
Letzteres bedeutet, daf auch F' ein beschrinkter Operator ist, d.h. F' € X’ und
wegen (97) weiterhin | F|| < ||f]. Da trivialerweise

sup{| f(y) ||y €Y A lyll <1} <sup{|F(z)[|z e X Az <1}

N——
=F(y)

gilt, folgt aus (97) aukerdem || f| < ||F|- 0
Korollar 2.48. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) Ist Y ein K-Untervektorraum von X, so existiert zu jedem xo € X mit
positivem Abstand zu Y, d.h.

§:=d({zo},Y) =inf{fzg-y||y e Y} >0, (145)
ein F e X" mit F(xg) =6, Fly =0 und ||F|| =1.
(11) Zu jedem xg € X ~ {0} existiert ein F € X' mit F(xo) = |zo| und |F|| = 1.

) 7 "
(iii) Sind x1,x2 € X mit x1 # x2, so existiert F' € X" mit F(x1) # F(x2). Man
nennt X' daher auch punktetrennend.

Beweis. Zu (i): Wir machen eine &hnliche Konstruktion wie im Beweis von
2.45 und setzen Y :=Y & Kxy. Dann wird durch

VyeyV)\eK f(y + )\xo) =\

offenbar eine Linearform f: Y — K mit f(xo) = 6 und fly = 0 definiert. Wir
werden zeigen, dal gilt _
FeT A fl=1. (146)

Daher folgt aus 2.47 die Existenz von F € X' mit F|y = f und ||F| = | f|, d.h.
F hat die gewiinschten Eigenschaften.
[ Zu (146): Fiir alle y € Y und X € K gilt

Def.
|f(y+Aao)| =" N8 < ly + Ao,

5Es sei darauf hingewiesen, daR aus der Kompaktheit von {zo} und Ubung 1.82
§=d({z0},Y)>0

folgt, falls Y ein abgeschlossener K-Untervektorraum von X ist.
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denn fiir A =0 ist dies trivial, und fiir A # 0 ergibt sich

—y || (145)
Iy + Aol =N [lzo = 2| 757 s

Also ist f stetig mit || f]| < 1; zu zeigen bleibt ||f| > 1.
Hierzu sei € € Ry. Aus (145) folgt die Existenz eines y € Y mit

d+ed>|zo -y,

also gilt

(145) Def.
0<d < fzo-yl<d+ed ="|f(y—zo)+ed <[f] |y —zol +e4,

d.h.

=< fl e
lzo =y
und aus der Beliebigkeit von € € R, ergibt sich 1 < | f]. ]

Zu (ii): Die Behauptung ergibt sich sofort, indem man (i) auf Y := {0}
anwendet, denn dann gilt 0 = ||z

Zu (iii): Sei xzg = x9 — x1 € X \ {0}. Dann existiert nach (ii) F € X’ mit
0# F(xg) =F(rg—x1)=F(x3) — F(x1), also F(z1) # F(x2). O

L<|fl+

Bemerkung.

1.) Das Korollar zeigt, da fiir einem normierten K-Vektorraum die Menge der
stetigen Linearformen  reichhaltig® ist. Wir haben oben bereits gesehen,
daf im Falle endlicher Dimension sogar jede Linearform stetig ist.

2.) Ist X ein normierter K-Vektorraum mit dimg X = oo, so existiert stets eine
unstetige Linearform: Nach A.6 existiert ndmich eine Basis {b; |i € I'} von
X, wobei I eine Menge mit #1 > #N sein muf. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit gelte Vier [|b;]| = 1. Wir kénnen eine abzéhlbare Teilmenge
{bi, |k e N} von I wihlen und eine Linearform F: X — K durch

o0
V:v:ZiE[ Ai b; mit eindeutig bestimmten \;eK, wobei fast alle A\;=0 sind F(x) = z k )‘ik
k=0

definieren. Dann gilt Vien|E'(b;, )| = k, d.h. F' kann kein beschrankter
Operator sein.

Unser nachstes Ziel ist der Beweis der Trennungssitze von HAHN-BANACH,
welche besagen, daf sich disjunkte konvexe Mengen in einem nun zu erklérenden
Sinne trennen lassen.

Ist X ein (ggf. normierter) C-Vektorraum so bezeichnen wir mit @ den
kanonisch aus X erhaltenen (normierten) R-Vektorraum, d.i. seine sog. Reelli-
fizierung. Als Mengen (bzw. ggf. Abbildungen) stimmen X und Xy (bzw. ihre
Normen) natiirlich tiberein. Um die Definitionen und Sétze einheitlich formulie-
ren zu konnen, vereinbaren wir im Falle eines (ggf. normierten) R-Vektorraumes
X zusétzlich:

Xp:=X und Vpex+«ReF :=F.
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Definition 2.49 (Hyperebene). Es sei X ein K-Vektorraum.
(i) Seien F e X*\ {0} und a e K.

Wir setzen
[Hra|= F'({a}) = {z € X|F(z) = a}.

Diese Menge ist nicht-leer, da F' offenbar surjektiv ist.
Bemerkung.

1.) Hpq ist genau dann ein K-Untervektorraum von X, wenn a = 0
gilt. In diesem Fall ergibt der Homomorphiesatz der linearen Algebra
dimK(V/HRo) =1.

2.) Ist Y ein K-Untervektorraum von X mit dimg X/Y =1, so existiert
nach A.6 eine Basis von Y, die durch Hinzunahme eines Elementes
2o € X \Y zu einer Basis von X wird, und die Projektion X — Kxg
liefert mittels der Identifikation Kz = K ein Element von X* \ {0},
welches Y als Kern besitzt.

3.) Fiir jedes ae Hp, gilt Hpo =a+ Hpy.

(ii) Ist H eine Teilmenge von X, so heift H eine R-Hyperebene genau dann,
wenn F' e (Xg)* ~ {0} und o € R mit H = Hp, existieren.

Bemerkung. Fiir jedes F' € X* \ {0} gilt Re F € (Xg)* \ {0}.

Bemerkung. Sind X ein normierter K-Vektorraum und F' € X', so gilt auch
Re F' € (Xr)’, denn aus der Existenz eines C' € R mit Vgex |F'(x)| < C |z| folgt,
da® fiir jedes x € Xy gilt: [(Re F)(z)| < |F(z)| < C|z|.

Lemma 2.50. Es seien X ein normierter K-Vektorraum und F € X* \ {0}.
Dann gilt:

(i) F e X' < Voex Hp o ist abgeschlossen in X.
(i) F ¢ X' < Vyex Hp o ist dicht in X.

Beweis. Sei a € K beliebig. Es geniigt offenbar zu zeigen, daft die folgenden
Aussagen paarweise dquivalent sind:

FeX' (147)
Hp, ist abgeschlossen in X. (148)
Hra + X. (149)

»(147) = (148)“ ist wegen (8) klar.

»(148) = (149)“ Aus der Surjektivitét von F folgt Hr, # X. Hieraus und
aus (148) ergibt sich (149).

,(149) = (147)“ Wegen (149) konnen wir xg € X \ Hp,, fixieren. Letzteres
ist eine offene Menge, also existiert € € Ry mit Uz(xp) ¢ X H—F,a: d.h.

Ug(l’o) ﬂHRa =d. (150)
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Wir setzen
F(zp) -«

€

C:=

Zum Nachweis von (147) geniigt es zu zeigen, daf gilt

Vaex [F(2)] < O] (151)

Beweis hiervon: Sei z € X beliebig. Im Falle F'(x) = 0 ist die Behauptung
klar, gelte daher F(z) # 0. Dann folgt offenbar y := zg — % x € Hpq, also
nach (150): ||y — zo| > €. Dies bedeutet genau (151). 0

Definition 2.51. Seien X ein K-Vektorraum sowie F' € (Xg)* ~ {0} und a € R,
also ist H = Hp, eine R-Hyperebene von X. Ferner seien A, B nicht-leere
Teilmengen von X.

Per definitionem trennt H die Mengen A und B, wenn

sup{F'(a)|a € A} <a <inf{F(b)|be B} (152)

bzw.

sup{F'(b)|be B} <a<inf{F(a)|a e A} (153)

gilt. Die Trennung heifst strikt, wenn eine der Ungleichungen in (152) bzw. (153)
echt ist.

Bemerkung. Aus (152) folgt A c Fl(] —o0,a]) und B c Fl([a, oo[), entspre-
chendes folgt aus (153). Dies rechtfertigt den Begriff der ,Trennung®, obwohl

An B Elemente von H=F' ({a}) enthalten kann. Im Falle einer strikten Tren-
nung gilt AnB =g@.

Hauptsatz 2.52 (Trennungsséitze von HAHN-BANACH).
Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und A, B nicht-leere disjunkte
Teilmengen von X. Ferner seien A, B konver.

Beh.:
(i) Ist A offen, so existieren F € X'\ {0} und a € R derart, daf§ gilt
VaeaVoeB (Re F)(a) < a < (Re F)(b),

insbes. trennt die abgeschlossene R-Hyperebene HRe o die konvezen Men-
gen A und B.

(ii) Gilt 6 :=d(A, B) e R,, so existieren F € X'\ {0} und o, € R mit
VaeaVoen (Re F)(a) <a < B < (Re F)(b),

insbes. trennt die abgeschlossene R-Hyperebene Hge Fo die konvexen Men-
gen A und B strikt.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch das folgende Lemma vor.
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Lemma 2.53. Seien X ein normierter K-Vektorraum und C' eine nicht-leere
konvexe Teilmenge von X sowie € € R,

Dann ist auch die e-Umgebung U:(C) := Ugec Us(a) von C eine konveze
Teilmenge von X.

Beweis. Seien z,y € U (C). Dann existieren a,b € C' mit = € U.(a) sowie
y € Uz(b) und fiir jedes t € [0,1] gilt (1 —t)a +tbe C. Nun folgt fiir ¢ € [0, 1]

1A -t)z+ty-((L-t)a+tb)| < (1-1) |z —al+t [y-b] <e,
S—_— SN—— SN——
eC <e <€

also (1-t)x +ty e U(C). O

Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: K = R.
Zu (1): Sei also A offen. Es seien ag € A und by € B. Wir setzen xq := byp—ag # 0
sowie

C::x0+(A—B).
Wir behaupten:

C eU®(0,X) ist konvex, (154)
zo ¢ C. (155)

[ Zu (154): Dak C konvex ist, ergibt sich sofort aus den Beispielen 2.) und
3.) zu 2.37 (iv). Weiterhin ist 0 =zg +ag—bo € C.
Fiir jedes y € X ist T): X — X, definiert durch

Vaoex Ty(z) ==y +z,

offenbar eine bijektive stetige Abbildung mit Umkehrabbildung 7_,. Insbes. ist
T, ein Homdomorphismus, also eine offene Abbildung. Wegen

C = Tyy-b(4)
beB

ist C' daher mit A offen.

Zu (155): Wire zy € C, so existierten a € A und b € B mit z¢ = 29 + a — b,
also a = b, im Widerspruch zu An B =@. |

Wegen (154) koénnen wir das Minkowosi-Funktional pc: X - R von C, vgl.
2.37 (i) inkl. Bemerkung 2.), (ii) und 2.40 (i) - (iii) inkl. Bemerkung 2.), be-
trachten, und aus (155) folgt pc(xo) > 1. Wir setzen Y := Rz und zeigen

1Y — R, tz, —>t, ist eine Linearform mit f < pcly. (156)
[ Zu (156): Die R-Linearitat ist trivial. Des weiteren gilt fiir ¢ € R,

pc(zo)=1
f(txzo) =t < tpc(xo) = po(tao),

sowie fir t e R_
2.40(4)
f(tzo) =t<0 < pc(tao)

und aufkerdem f(0) =0 2400 pc(0). |
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Aus dem Fortsetzungssatz von HAHN-BANACH 2.45 ergibt sich wegen (156)
die Existenz eines F' € X* mit F|y = f und F < p¢, also gilt offenbar F' # 0 und
nach 2.40 (iii) inkl. Bemerkung 2.) auferdem F|c < pc|c < 1. Hieraus folgt, daf
H := Hp eine R-Hyperebene von X mit

HnC=g

ist. Da C nach (154), (155) eine nicht-leere offene Teilmenge von X ist, folgt
hieraus mittels 1.15 (ii): H # X, d.h. wegen 2.50 (ii), dak F stetig ist. Es gilt
also F' e X'.

Zum Nachweis von (i) geniigt es nun zu zeigen

VaeAVoes F(a) < F (D), (157)
F ist eine offene Abbildung, (158)

denn (157) ergibt « := inf{F(b)|b € B} € R sowie V4eaVipep F(a) < a < F(b),
und hieraus sowie (158) folgt zusétzlich, da A offen ist, V4ea F'(a) < a.
[ Zu (157): Seien a € Aund be B, d.h. zp+a-be C, also wegen F|c <1 und

F(xo) = f(zo) = f(1zo) =1
1>F(xzg+a-b)=F(x)+ F(a)— F(b) = F(a) — F(b).

Somit gilt F'(a) < F(b).

Zu (158): Da F stetig ist, ist Z := Kern F' ein abgeschlossener R-Untervektor-
raum des normierten R-Vektorraumes X. Nach 2.9 (i), (ii) ist dann auch X/Z
ein normierter R-Vektorraumraum und 7 X — X/Z eine offene Abbildung.
Aufserdem ist F' wegen F' # 0 surjektiv, daher folgt aus dem Homomorphiesatz,
daf ein R-Vektorraum-Isomorphismus 7: X /Z — R existiert so, daf das folgende
Diagramm kommutiert:

F

X R

T S
A\

X/Z
Nun sind R-lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen normierten R-
Vektorraumen stetig, vgl. 2.33, also ist 7" als Abbildung zwischen den normierten
R-Vektorraumen X /Y und R ein Hom6omorphismus, d.h. insbosondere eine
offene Abbildung. Somit ist auch F' =T o7 eine offene Abbildung, und (158) ist
gezeigt. |

Zu (ii): Sei nun 0 = d(A, B) € R,. Mit A ist nach Lemma 2.53 auch die offene

Menge Us(A) := Ugea Us(a) konvex, und es gilt Us(A)n B = @. Aus dem Beweis

von (i), insbes. (157), (158) — angewandt auf Us(A) anstelle von A —, folgt die
Existenz eines F € X’ \ {0} mit

Vacus(a)Voen F (@) < inf{F(b)|be B} < F(b). (159)

=:BeR
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Wir setzen
a:=sup{F(a)|aec A} eR

und haben « < 3 zu zeigen: F' € X’ \ {0} ist eine offene Abbildung, vgl. (158),
also ist F'(Us(0)) ein offenes Intervall, das 0 enthélt, d.h. p := sup F(Us(0)) € R,.
Es geniigt nachzuweisen, dafs

a+p<p.

Beweis hiervon: Sei € € R;. Nach Definition von «,p existieren a € A und
x € Us(0) mit
Fla)>a-e A F(x)2p-c¢,

also folgt mittels (159) aus a +x € U-(A)
B>F(a+z)=F(a)+F(x)2a+p-2e.

Die Beliebigkeit von € € R, ergibt 5> a + p.

2. Fall: K = C. Analog zum Beweis von 2.46 wendet man den 1. Fall auf Xg
an, erhélt dann F) € (Xg)’ ~ {0} mit den entsprechenden reellen Eigenschaften
und zeigt, dafs F: X — C, definiert durch

V:EEX F(m) = F1 (l‘) —iFl (ll’),

die Behauptung erfiillt. O

Transponierte Operatoren und der topologische Bidualraum

Definition 2.54. Seien X,Y normierte K-Vektorrdume. Dann induziert jedes

T e Lx(X,Y) ein , den sog. zu T transponierten Operator, der

durch
VFeY’ T’F =FoT

gegeben ist.

Satz 2.55. Seien X,Y normierte K-Vektorrdume und T,S € Lg(X,Y) sowie
A e K. Dann gilt:

(1) TeLg(Y',X") und ||T"| = |T.
(i) (T+S) =T"+5" und (\T) =\T".
Beweis. Zu (i): Seien F,G €Y' und X € K. Dann gilt

T"(F+G)=(F+G)oT=(FoT)+(GoT)=T'F+T'G,
T'AF)=(AF)oT=X(FoT)=X(T'F),
IT"F|| = |[F o T < |FINT| = [T I1F],

also folgt T'e Lx(Y', X') und |T7|| < |7
Zu zeigen bleibt ||T'|| < |T77||. Hierzu sei x € X mit T'(x) # 0. Nach 2.48 (ii)
existiert F' € Y/ mit F(T(z)) = |T(x)| € Ry und |F|| = 1, also ergibt sich

IT @) = 1F(T @) < 1F o T2l = |17 Fll l < 17N IF Il = 177 ]

92



Da ||T(z)|| < ||| ||| natiirlich auch im Falle T'(x) = 0 gilt, folgt |T|| < |7
Zu (ii): Fiir alle F e Y’ und z € X gilt

(T+8) F)(z) = (Fo(T+8))(z)=F(T 5)(%))=F(T(x)+5(w))
= F(T(z)) + F(5(z)) = (FoT)(z)+ (FoS5)(x)
= (T'F)(z) + (5" F)(x)
und

(AT (z) = (Fo(AT))(z) =F(AT(x)) = AF(T(x)) = A(F o T)(x)
= AMI'F)(2),
womit der Satz bewiesen ist. O
Satz 2.56. Die Zuordnung
X— X', T—T,

definiert einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der normierten
K-Vektorrdume mit ihren stetigen linearen Abbildungen in die Kategorie der K-
Banachriume mit ihren stetigen linearen Abbildungen. D.h. per definitionem,
daf fir alle normierten K-Vektorrdume X,Y,Z und alle T € Lg(X,Y) sowie
SeLg(Y,Z) gilt:

(1) X' ist ein K-Banachraum.
(ii) T' € L (Y', X').
(iii) (idx)’ = idx.

(iv) (SoT) =T"0S".

Beweis. (i) sowie (ii) haben wir bereits eingesehen, und (iii) ist klar.
Zu (iv): Fiir alle F € Z' gilt

(SoT)Y F=Fo(SoT)=(FoS)oT=T'(S"(F))=(T"oS")F
d.h. (iv) ist gezeigt. O

Bemerkung. In [13, Satz 7.10] wird behauptet, der Funktor ’ sei exakt, d.h.,
dak er kurze exakte Sequenzen auf kurze exakte Sequenzen abbilde.!® Diese
Behauptung ist falsch.!” Seien nimlich z.B. X = (C([0,1],R),]...|lec) und

15Sind n e N, Xo,...,Xn+1 K-Vektorriume und T;: X; - X;41 K-lineare Abbildungen fiir
1€{0,...,n}, so heilt die Sequenz

Ty T Tn
Xo—>X1—>---—> n+l

ezakt genau dann, wenn gilt Ve, no1y Ti(X:) = Ti+11({0}). Im Falle n = 2 spricht man auch
von einer kurzen exakten Sequenz.

'"Mit den Bezeichnungen wie in [13, S. 36 f.] wird beim ,Beweis* von [13, Satz 7.10] Y /a(X)
mit (YY) identifiziert. Y /a(X) ist jedoch i.a. nicht homdomorph zu S(Y'). Ist zusétzlich YV
ein K-Banachraum und 3(Y') vollstédndig, so liefert der Satz vom inversen Operator (s.u. 2.79)

diese Hom&omorphie.

-----
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T: X — X definiert durch V yec(jo,1,8) T f = Jo f(t)dt. Dann ist T € Lr(X, X)
injektiv, d.h. {0} - X L X ist exakt. T" X’ - X ist aber nicht surjektiv, denn
F e X', definiert durch ¥ sec(ro11,r) F'(f) = f(1), liegt nicht im Bild von 7".
Daher ist X' 5 X' - {0} nicht exakt.

Korollar 2.57. Seien X,Y normierte K-Vektorraume und T € Lxg(X,Y'). Dann
gilt:
(i) T: X — Y K-Vektorraum-Isomorphismus
= T":Y' — X' K-Vektorraum-Isomorphismus.

(i) T: X — Y K- Vektorraum-Isometrie
= T Y' — X' K-Vektorraum-Isometrie.
Beweis. (i) folgt sofort aus 2.56 (iii) und (iv).
Zu (ii): Im Falle X = {0} ist die Behauptung klar. Sei daher dimg X # 0 und
T: X - Y eine K-Vektorraum-Isometrie. Als surjektive isometrische Abbildung
bildet 7" die Einheitskugel {x € X ||z|| = 1} in X surjektiv auf die Einheitskugel
{yeY ||yl =1} in Y ab, also folgt fiir jedes F e Y': |T'F| = |FoT| =||F|. O

Definition 2.58 (Topologischer Bidualraum). Sei X ein normierter K-Vektor-
raum.

(i) Der K-Banachraum
X" |=(X") = Lx(Lk(X,K),K)
heifst der topologische Bidualraum von X.

(i) Sind Y ein weiterer normierter K-Vektorraum und 7" € Lk (X,Y), so setzen
wir

T" = (T/)/ € L‘,K(X,,7Y,,).
Es gilt also Voex#Vrex: (T"®)(F) = (PoT')(F) =®(T'(F)) =P(FoT).

Lemma 2.59. Seien X ein normierter K-Vektorraum und x € X.
Dann st die Evaluationsabbildung von x

E;: X' —K, F+— F(z),

K-linear und stetig, d.h. E, € X", mit |E.|| = ||z|.

Beweis. Die K-Linearitat von FE, ist trivial.
Fiir jedes F € X' gilt

|Ez(F)| = |E(@)| < [F[ ] = =] |£1],

also folgt die Stetigkeit von F,: X' - K und ||E.|| < [|=]|.

Aus der letzten Ungleichung ergibt sich sofort, daf in ihr im Falle x = 0
Gleichheit gelten muf. Im Falle x # 0 existiert nach 2.48 (ii) ein Funktional
Fe X' mit F(z) =|z| e Ry und | F| =1, also folgt

|Ex (F)] = |E ()] = || = | 1£]],
d.h. [ Eg]l > |lz. O
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Satz 2.60. Sei X ein normierter K- Vektorraum.
Dann st

ix: X — X" x+— E,,

eine K-lineare isometrische — also insbes. stetige und injektive — Abbildung.

Beweis. 1.) Aus 2.59 folgt Vyex Fy € X", d.h. ix ist wohldefiniert.

2.) Die K-Linearitét von iy ist trivial.

3.) Wegen 2.59 gilt auberdem V,ex |ix ()| = |Ez| = ||| Daher ist ix wegen
2.) eine isometrische Abbildung. O

Korollar 2.61. Sei X ein normierter K-Vektorraum.
Dann ist ix(X) ¢ X" eine Vervollstindigung des zu X K-linear isometri-
schen K-Vektorraumes ix (X).

Beweis. X" ist vollstdndig und ix (X)) ist abgeschlossen in X”'. Daher folgt
die Behauptung aus 1.20 (i). O

Definition 2.62. Ein normierter K-Vektorraum heiftt reflexiv genau dann,
wenn ix: X - X" surjektiv, d.h. genau eine K-Vektorraum-Isometrie, ist.

Beispiel. Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum ist reflexiv.

Satz 2.63. Es seien X,Y normierte K-Vektorrdume und T € Lx(X,Y).
Dann gilt |T"| = |T| und T" oix = iy o T. Letzteres bedeutet, dafi das
folgende Diagramm kommutiert:

T

X Y
154 iy
X// T” Y//

Beweis. |[T"|| = |T'|| = |T|| folgt aus 2.55 (i), und fiir alle x € X und F € X’
gilt
(T"(ix @))(F) = (T"E)(F) = Ex(FoT) = F(T(x))) = (Er))(F)
= (iy (T'(2)))(F),
also (T" oix)(z) = (iy o T)(x). O

Die Prinzipien der gleichméfiigen Beschrianktheit und der offe-
nen Abbildung

Der folgende Satz wird in der Literatur als ,Prinzip der gleichméfigen DBe-
schranktheit“ bezeichnet.

Hauptsatz 2.64 (Satz von BANACH-STEINHAUS).
Vor.: Es seien X, Y normierte K-Vektorraume, H c Lx(X,Y) und
B:={xeX| H(x)  beschrinkt}.
——
={T'(z) | TeH}

Beh.: B nicht mager in X == H beschrankt in Lx(X,Y).
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Bemerkung. Sind X, Y normierte K-Vektorraume, so ist # ¢ Lx(X,Y") genau
dann beschrinkt, wenn C' € R, mit

VrenVaeex [T'(z)] < C
existiert, d.h. H ist gleichmdffig beschrankt.

Beweis. Wir zeigen die zur Behauptung dquivalente Aussage

sup{||T|||T € H} = 0o => B mager in X
—_—
<X\ B generisch in X

Fiir jedes n € N definieren wir eine offene Menge U,, durch

Un=A{z € X|3ren | T (x)] > n} = TLJ{{SU e X||T ()] > n}

und behaupten
U, ist dicht in X. (160)

[ Zu (160): Angenommen, U, ist nicht dicht in X, d.h. es existieren g € X
und € € R, mit

Dann folgt T% < n fiir jedes & € U.(xg) sowie T € H, also fiir jedes x € U-(0)
sowie T e H
IT () < T (2 + o) | + [T (o) || < 2,

und fiir jedes T € H sowie x € X \ {0} gilt

2 4
‘T( cr )H < 2] 4, _ 40 Iz
£ 3

_ 2|«]
2|

IT ()] =

Wegen | T(0)| < 4?" [0]] bedeutet die letzte Ungleichung

4n
Vrey |7 < —

im Widerspruch zu sup{||T|||7 € H} = oo. |
Wir haben damit bewiesen — vgl. 1.59 —, daft

() U = {z € X |H(x) unbeschrinkt} = X \ B
neN

generisch ist. O

Satz 2.65.

Vor.: Es seien X ein K-Banachraum, Y ein normierter K-Vektorraum und
Hc Ly (X,Y) sowie B:={x e X |H(x) beschrankt}.

Beh.: B° + @ = H beschrinkt in Lx(X,Y)."

18B° + & ist z.B. erfiillt, wenn H(x) fiir jedes x € X beschrankt ist.
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Beweis. X ist vollstindig, also Bairesch nach dem Satz von Baire 1.65. Da-
her folgt — vgl. 1.62, 1.61 (ii) —, daf B nicht mager ist. Somit ergibt sich die
Behauptung aus dem Satz von BANACH-STEINHAUS 2.64. O

Korollar 2.66. Seien X ein K-Banachraum, Y ein normierter K- Vektorraum
und (Ty,)nen eine Folge in Lk (X,Y), die punktweise gegen T € YX konvergiert,
d.h.
Vaeex lim T, (x) = T (z). (161)
n—o0

Dann gilt T € Lx(X,Y) und ||T| < liminf,, e | T < oo.

Beweis. Die K-Linearitdt von T ist trivial. Zum Nachweis der Stetigkeit von
T wenden wir 2.65 auf

H:={T,|neN}cLg(X,Y)

an. Wegen (161) gilt {x € X |T,,(x) beschriankt} = X, also folgt die Existenz
einer reellen Zahl C € R, derart, dak Ve ||Ts| < C gilt. Hieraus folgt zum
einen

lim inf |7, < C (162)

und wegen der Stetigkeit von ||...[: Y = R zum anderen fiir jedes x € X

IT (@) = lim T (2)]| < O],
N—_——’
Tl lz)<C |||

also ist T stetig, und es gilt des weiteren
< Tl

———
]}im inf{||7Tx ()| |neN A n >k}

IN

lim o] inf{| 7, |n €N A n >k}

el Jim inf{[| T [[|n e N A n >k},

also
7)) = lim [T, (2)] = liminf |7, ()] < ] Lt T,
o (162)
d.h. |7 € liminf, e |[Tn] < oo. O

Korollar 2.67. Seien X ein normierter K-Vektorraum und B eine Teilmenge
von X derart, daf§ gilt

Vrex' F(B) beschrinkte Teilmenge von K.
Dann ist B eine beschrinkte Teilmenge von X.
Beweis. Wir wenden 2.65 auf

H:=ix(B)={Ey|be B} c X" = Lx(X',K)

an. Beachte, dafl X’ ein K-Banachraum ist. Es gilt H(F') = F(B) fiir jedes
F e X', also nach Voraussetzung {F € X'|H(F') beschrinkt} = X. Somit folgt
die Beschrinktheit von H = ix(B). Daix: X — X" eine isometrische Abbildung
ist, ist auch B beschrinkt. O
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Obwohl wir den Begriff der ,Offenheit einer Abbildung“ bereits verwendet
haben, geben wir der Vollstdndigkeit halber die Definition erneut an.

Definition 2.68 (Offene Abbildungen). Seien X,Y topologische Rédume und
f € YX. Dann heit f eine offene Abbildung, wenn fiir jedes U € Top(X) gilt
F(U) € Top(Y).

Satz 2.69. Es seien X,Y normierte K-Vektorraume und T ¢ Homg(X,Y).
Dann sind die folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent:

(i) T ist eine offene Abbildung.
(1) 3cer, Vyey oex T(x) =y A O] <yl
(i1i) 3ser, Us(Oy) < T(U1(0x)).

Beweis. (i) = (iii)* ist trivial.

(i) = (1) Seien U c X offen und yp € T(U). Dann existieren zg € U und
e € Ry mit T'(xo) = yo sowie Ug(zg) c U. Ist § € R, wie in (iii), so gilt fiir alle
y € Uz5(yo)

(y =yo) € Us(0y) c T(U1(0x)),

mit T'(z) = %(y - o), d.h.

~ 0| =

also existiert x € Uy (0Ox

y=yo+eT(x) =T(xg) +eT(x) =T (xg+ecx) € T(U(x9)) cT(U).
U

Damit ist Uz5(yo) ¢ T(U) gezeigt. Wegen der Beliebigkeit von yg € T'(U) folgt
die Offenheit von T'(U) in Y.

H(iil) = (ii)“ Sei § gemaf (iii) gewdhlt. Wir setzen C := % e R,. Fir y = 0y
ist (ii) trivial. Sei daher y € Y \ {0}. Dann gilt

oy Us(0y) ¢ T(U1(0x)),
2 [lyl

also existiert € Uy (0x) mit T(Z) = g ﬁ, also gilt mit x := %5&

2yl -~ 1
1) =y bl = Wy < 2y

(1) = (iii)* Seien C' € R, wie in (ii) und 0 := C. Dann existiert zu jedem
y € Us(0y) geméh (ii) ein € X mit

T(x)=y A =] <yl <9,
also gilt y =T'(x) und |z| < 1. ]

Korollar 2.70. Es seien X,Y normierte K-Vektorrgume und T' € Homg (X,Y).
Ist T eine offene Abbildung, so ist T surjektiv.

Beweis. Die Behauptung folgt trivial aus 2.69 (i) = (ii)“. O
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Definition 2.71 (Graph eines Operators). Seien X,Y normierte K-Vektor-
rdume, W ein K-Untervektorraum von X und 7: W — Y eine K-lineare Abbil-
dung. Dann heiftt der K-Untervektorraum

[Tr]={(2,T(x)) e W xY [z e W}

von X xY der Graph von T.
Sprechen wir im folgenden davon, dals I'r abgeschossen in X x Y ist, so
meinen wir dies bzgl. der Maximumsnorm auf X x Y.

Bemerkung. In der funktionalanalytischen Literatur wird T" wie oben gelegent-
lich abgeschlosser Operator genannt, wenn ihr Graph in X xY abgeschlossen ist.
Um Verwechselungen zu vermeiden, verwenden wir diese Terminologie nicht, da
man eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen grundsétzlich abgeschlos-
sen nennt, wenn sie abgeschlossene Mengen auf solche abbildet.

Lemma 2.72. Seien X,Y normierte K-Vektorraume, W ein K-Untervektor-
raum von X und T: W =Y eine K-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) T'r ist abgeschlossen in X x Y.

(7i) Ist (xn)nen eine Folge in W derart, daff x € X undy € Y mitlim,,, 0o x,, =
und limy, o T'(x,) = y existieren, so gilt x € W und T'(z) = y.

Beweis. (i) = (ii)* Sind (zy)nen, ,y wie in (ii), so ist (2, T (25 ))nen eine
Folge in der abgeschlossenen Menge I'r, die gegen (x,y) € X x Y konvergiert.
Dann folgt (z,y) € I'p, d.h. 2 € W und T'(z) = y.

H(i) = (1) Ist (2pn,T(2n))nen eine Folge in I'p, die gegen (z,y) € X xY
konvergiert, so folgt offenbar aus (ii), dak gilt (z,y) € I'p. O

Satz 2.73. Seien X,Y normierte K-Vektorraume, W ein K-Untervektorraum
von X und T: W =Y eine K-lineare Abbildung.

(1) Tr abgeschlossen in X xY == KernT abgeschlossen in X .
(1) W abgeschlossen in X und T € Lx(W,Y) = ['p abgeschlossen in X xY.

Beweis. Zu (i): Seien I'p abgeschlossen und (z,)nen eine Folge in KernT
sowie x € X mit limy, e Ty, = z. Es folgt limy, o0 (zn, T (2y)) = (2,0), also ergibt
die Abgeschlossenheit von I'r zusammen mit 2.72 (i) = (ii)“ sowohl x € W als
auch T'(x) =0, d.h. x e KernT.

Zu (ii): Seien W abgeschlossen in X, T' € Lg(W,Y) und (x,,)nen eine Folge
in W, die gegen = € X konvergiert. Aus der Abgeschlossenheit von W folgt
x € W und aus der Stetigkeit von T, dak lim, o T'(z,) = T'(x) gilt, also liefert
2.72 ,(ii) = (i)* die Abgeschlosssenheit von I'r. O

Beispiel 2.74. Der R-Banachraum (C([0,1],R),||... ||c) besitzt den R-Unter-
vektorraum C1([0,1],R) der stetig differenzierbaren Funktionen [0,1] - R, und

der R-lineare Differentialoperator
d
d_: Cl([oﬁ 1]’R) - C([07 1]7R)
T

hat einen abgeschlossenen Graphen, ist aber nicht stetig.
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| Verwende beim Nachweis der Abgeschlossenheit des Graphen des Differen-
tialoperators 2.73 ,,(ii) = (i)“ und beim Nachweis der Unstetigkeit, daf fiir jedes

n €N,

i " = n:ﬂ"_1|
o o = [0,1]

gilt. |

Satz 2.75. Seien X,Y normierte K-Vektorrdume und T € Lxg(X,Y") injektiv.
Dann ist U'p-1.7(x)-x abgeschlossen in'Y x X.

Beweis. Seien (yn)nen eine Folge in T'(X) und y € Y mit lim, o yn = ¥.
Dann existiert wegen der Injektivitdt von T' eine eindeutig bestimmte Folge
(2p)neny in X mit Vpen T(20) = Yn, also Voen T7H(yn) = 2. Sei ferner z € X mit
limy, 00 T, = . Da T stetig ist, gilt

lim T'(zy,) =T (z),
n—o0
:yn
N———
=Y
dh. y e T(X) und T7*(y) = 2. Aus 2.72 ,(ii) = (i)“ ergibt sich daher die
Behauptung. O

Hauptsatz 2.76 (Prinzip der offenen Abbildung).
Vor.: Seien X ein K-Banachraum, W ein K-Untervektorraum von X, Y ein
normierter K-Vektorraum und T: W — Y eine K-lineare Abbildung mit abge-

schlossenem Graphen. Ferner sei T(W') nicht mager in'Y.
Beh.: T: W =Y ist eine offene — insbes. surjektive — Abbildunyg.

Zusatz. Zusdtzlich zu Voraussetzungen des Hauptsatzes sei T injektiv.
Dann ist T surjektiv und T™%:Y - X eine stetige Abbildung.

Beweis. Fiir jedes r € R, definieren wir eine abgeschlossen Teilmenge von Y
durch

A, =T(U}(0)) (163)

und zeigen nacheinander
Veer, (Ar)° €U(0,Y), (164)
Veer, Ay ¢ T(UY (0)). (165)

Hieraus folgt die Existenz von ¢ € R, mit U} (0) c (A1)° c T(U{V(0)), also ist
3
der Hauptsatz wegen 2.69 ,(iii) = (i)* dann bewiesen.
Den Nachweis von (164) bereiten wir durch die folgende Aussage vor:

Veer, (4,)° #+ @. (166)
Zu (166): Es gilt W = Upen, U (0), also
(163)
C

TW)=U T (0) <" U A (167)

neN; neNL
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Wir behaupten
U A, ist nicht mager in Y. (168)
neNy
[ Zu (168): T (W) ist nicht mager in Y, d.h. es existiert keine Folge nirgends
dichter Teilmengen von Y, deren Vereinigung gleich T'(W) ist. Wire Upen, An
mager in Y, so existierte eine Folge nirgends dichter Teilmengen (Ng)geny von Y
mit Ugeny N = Unen, An. Dann folgte fiir jedes k € N

(TW)aNe) =TV n N =0
——
=
und

U T(W) ANy =T(W)n (U Nk,) - T(W)n ( U An) 5D powy,

keN keN neNL

Widerspruch! |
Aus (168) ergibt sich
ElnoeN+ (Ano)o *+ . (169)

[ Zu (169): Angenommen, es gilt V,en, (An)° = @. Wegen der Abgeschlos-
senheit von A, in Y fiir n € N sind dann alle A,, nirgends dicht in Y, also ist
Unen A, mager in Y, im Widerspruch zu (168). |

Seien nun r € R, und ng € Ny wie in (169). Wir betrachten fiir ¢ := nLO eR,
stetige Abbildungen

RtW W —W, z+—tx,

(mit stetiger Umkehrabbildung RY: W — W) und
t

RX:Y—>Y, yr—ty,

mit stetiger Umkehrabbildung R}l/: Y - Y. Aus der K-Linearitét von T folgt
t

ToRY =RY oT,

also wegen UV (0) = R}V (U (0))

no

T(U"(0)) = T(R;" (Upy (0))) = By (T(Up (0)))-

no
Da Rf: Y — Y ein Homoomorphismus ist, ergibt sich hieraus

4, O T@I) = B (TOHO)) 27 B (40,),

no

also erneut wegen der Homgéomorphie von RY: Y - Y

. o (169)
(A)° =R ((A4)°) # 2,

d.h. (166) ist gezeigt.
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Zu (164): Sei r e R,. (166), angewandt auf 5 anstelle von r, ergibt

(Az) # @,

r
2

also existieren yo € (Az)° und ¢ € R, mit

3
U (yo) © (Az)° ¢ As. (170)

Zum Nachweis von (164) geniigt es zu zeigen, dak gilt

U2 (0) <T@ () ' A,
Beweis hiervon: Sei y € UY (0). Dann gilt

(120) A%- (163) —T(UXV(O)),

2

vo+yeUY (vo)
also existieren Folgen (2, )nen, (Zn)nen in UY (0) mit
2

lim T(z,) =yo und lim T(Z,) =yo +y.

n—>oo n—oo

Es folgt &, — x, € UV (0) sowie

y=(vo+y) —yo=lim (T(Zn) - T(wn)) = lim (T'(Zn - n)) € T(U(0)),
UM (0)

womit (164) bewiesen ist.
Zum Nachweis von (165) zeigen wir zundchst

rer, Yyea, Juevw (0) gery )n(ag)- ¥ = T(zx)+y. (171)
2

Zu (171): Seien 7 € Ry und y € A,. Aus (164), angewandt auf 5 anstelle von
r, folgt 0 € (A%-)°, also

yef{y}-(Ag)° (172)

Da die Translation y —...: Y —» Y offenbar ein Hom&omorphismus ist, gilt
{y} - (42)° = ({y} - Az)",

also ergibt (172)
U= UY (5) 0 ({y} - A2)° €U, Y).

Wegen y € A, (163) T(UW(0)) folgt hieraus mittels 1.15 (ii), angewandt auf
T(UWY (0)) anstelle von Y,

UnTUY(0)) %92,
d.h. es existiert ein x € U (0) derart, daR gilt

T(s) €U =UL () 0 ({9} - 43"
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Dies bedeutet offenbar

)%

j=y~T(x) €U (0)n (A

womit (171) gezeigt ist.
Zu (165): Seien r € R, sowie y € A,. Wir setzen yg :=y € A;_b. Dann konnen

fiir jedes n € N geméf (171) durch

Yn =T (Tp+1) +Yn+1, Wobel x4 € U?L: (0) und yp+1 € U% 0)n (A2n7‘+1 )¢ seien,

rekursiv Folgen (yn)nen in A, sowie (zp)nen, In UY(0) mit

m
Vinen, Yo =T (x1) +y1 =T(x1) +T(x2) +y2 =... = Z T(xn) + Ym, (173)
n=1
m m—1 1 oo
Ve, X, lznll <7 )] o 2 (174)
n=1 n=0
lim y,, =0 (175)
m—00

definieren. Nach Voraussetzung ist X ein K-Banachraum, also folgt aus 2.5 und
(174) die Existenz von x € Us< (0) mit

o]
Z Ty =T.
n=1

Weil W nicht vollstéindig sein muf, folgt aus (x,)nen, < UV (0) ¢ W a priori
nicht die Giiltigkeit von x € W. Die K-Linearitét von T', (173) und (175) ergeben
jedoch

T ( Z xn) = Yo,
n=1

und wegen Vyen, Tn, € W gilt Vyuen, Soeq @n € W, also folgt aus der Tatsache,
da I'r nach Voraussetzung abgeschlossen ist, und 2.72 (i) = (ii)* doch z € W,

d.h. 2 € Us£(0) nW < U (0), sowie T'(x) = yo = y. Damit ist auch (165) gezeigt.

Der Zusatz ist klar. O
Beispiel 2.77. Wir betrachten X := ({f € C([0,1],R)|f(0) =0}, ] ... [lo) und
Y == ({f eCH([0,1],R)| £(0) =0}, | ... o) sowie T: X — Y definiert durch

Viex T f = [Oxf(t)dt.

T: X - Y ein R-Vektorraum-Isomorphismus, dessen Graph folglich abgeschlos-
sen ist. Die Umkehrabbildung %h/: Y — X ist jedoch nicht stetig! (Das in 2.74
genannte Argument zeigt auch dies.) Da X ein R-Banachraum ist, folgt aus dem
Zusatz, daf T(X) =Y mager in Y ist, d.h. Y ist nicht Bairesch — also auch kein
R-Banachraum.

Satz 2.78. Seien X,Y K-Banachridume und T € Lg(X,Y") eine surjektive Ab-
bildung.
Dann ist T eine offene Abbildung.
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Beweis. Zum einen ist X abgeschlossen in X, also folgt aus 2.73 (ii) die
Abgeschlossenheit von I'r. Zum anderen ist Y als K-Banachraum ein Baire-
Raum, also ist die nach 1.60 generische Teilmenge T'(X) =Y von Y wegen 1.63
nicht mager in Y. Daher folgt aus 2.76 die Offenheit von 7. O

Korollar 2.79 (Satz vom inversen Operator). Seien X,Y K-Banachriume und
T e Lx(X,Y) eine bijektive Abbildung.
Dann ist T™%:Y — X eine stetige Abbildung, also ein Homdéomorphismus. O

Korollar 2.80. Seien X ein K-Vektorraum und ||...|,||... |+ zwei Normen
fir X derart, daff (X,|...||) sowie (X,|...||+) K-Banachraume sind. Ferner
existiere D e Ry mit |...|[. <D]J...|.

Dann ezistiert C € Ry mit C'||...|| < |... |+, also sind ||...|| und ||...|.
dquivalent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist idx: (X, [|...||) = (X,]|...|+) eine stetige
Abbildung, die die Voraussetzung des letzten Korollares erfiillt. Daher ist auch
idy: (X,]]...[lx) = (X,]...]||) eine stetige Abbildung, d.h. es existiert C' € R mit

|...]l<C]...]|.. Offenbar gilt C >0, d.h. C := % leistet das Gewtiinschte. O

Satz 2.81 (Satz vom abgeschlossen Graphen). Seien X, Y K-Banachriume und
T: X > Y eine K-lineare Abbildung mit abgeschlossenem Graphen.
Dann ist T: X - 'Y stetig.

Beweis. Wir versehen X xY wieder mit der Maximumsnorm, womit X xY mit
X und Y offenbar ebenfalls ein K-Banachraum ist, der I'r nach Voraussetzung
als abgeschlossenen K-Untervektorraum besitzt. Daher ist I'r zusammen mit
der Maximumsnorm ein K-Banachraum. m: T'pr - X, (z,T(x)) ~ z, ist eine K-
lineare stetige bijektive Abbildung, also nach dem Satz vom inversen Operator
ein Homéomorphismus. Da auch 7o: T'r - Y, (z,T(z)) » T(z), stetig ist, ergibt
sich die Stetigkeit von T =79 0 ;7' O

Anhang: Normierbare topologische Vektorradume

Fiir die Existenz einer Norm auf einem K-Vektorraum ist es offenbar notwendig,
dafs es sich um einen topologischen K-Vektorraum im folgenden Sinne handelt.

Definition 2.82 (Topologische Vektorrdume). Ein topologischer K- Vektorraum
ist ein topologischer Raum X, der eine Struktur als K-Vektoraum besitzt derart,
dafs die Addition und die skalare Multiplikation stetig sind, d.h.

Y (@1,22)eXx X VU1 +22,X) I etso(w1, X) Ivaetto(wa, x) V1 + V2 € U,
Ve Vaex Yooz, x) Jeer, Iveanse, x) Y peue. 0 x) V € U.
Bemerkung. Im Gegensatz zur Definition in [15] oder [22] braucht ein topo-
logischer K-Vektorraum fiir uns nicht hausdorffsch zu sein. Z.B. ist jeder nicht-

nulldimensionale K-Vektorraum X versehen mit der trivialen Topologie {&, X }
ein nicht-hausdorffscher topologischer K-Vektorraum.
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Wir wollen uns zum Abschluf dieses Kapitels mit der Frage beschiftigen,
ob ein topologischer K-Vektorraum normierbar ist. Dies soll bedeuten, daf ei-
ne Norm existiert so, dafs die entsprechende Normtopologie mit der gegebenen
Topologie iibereinstimmt.

Der folgende Satz ergibt sich unmittelbar aus der letzten Definition.

Satz 2.83. Sei X ein topologischer K- Vektorraum.

(i) Fiir jedes a € X ist die Translation T, mit a

‘Ta:X—>X, r—>a+x,

ein Homdomorphismus mit Umkehrabbildung T_,.

(ii) Fir jedes A e K\ {0} ist die skalare Multiplikation mit A

‘S,\:X—>X, T— Ax|

ein Homdomorphismus mit Umkehrabbildung Sy-1. O
Bemerkung. Sei X ein topologischer K-Vektorraum.
1.) Wegen (i) gilt
VaexU%(a, X) =a+U%0,X) :={a+U|U eU*(0,X)},
d.h. die Topologie von X ist durch ¢°(0, X) vollstiandig bestimmt.

2.) Fiir jede offene Teilmenge U von X und jedes A € K\ {0} ist AU nach (ii)
offen in X.

Satz 2.84. Sei X ein topologischer K-Vektorraum. Dann sind die folgenden
Aussagen paarweise dquivalent:

(i) X ist hausdorffsch.

(1) ¥ zex<q0}Iveuso.x) T ¢ U.
(111) {0} ist abgeschlossen in X.

i) N U={o}.
Ueld°(0,X)

Beweis. (i) = (ii)* Zu x € X ~ {0} existieren U e 4°(0, X)) und V e U(z, X)
mit UnV =@, also x ¢ U.

»(ii) = (1) Seien z,y € X mit = # y, also x —y # 0. Dann gibt es aufgrund
von (ii) eine Umgebung U € U°(0, X') derart, dak z -y ¢ U. Wegen der Stetigkeit
von ...—...: X x X - X existiert offenbar V' € &°(0,X) mit V -V c U, und
wir zeigen (z+ V) n(y+V) = &, womit (i) bewiesen ist: Existierten namlich
v1,v2 € V mit x + vy =y + v, so folgte x —y =v; —v9 € V -V c U, Widerspruch!

»(1) = (iii)* ist nach 1.5 klar. s

»(ili) = (iv)* folgt sofort aus Nyeyeo,x) U = {0}

»(iv) = (1)“ Ware X nicht hausdorffsch, so existierte wegen der bereits bewie-
senen Aussage (i) = (i) ein x € X \ {0} mit x € Nyeye,x) U, im Widerspruch
zu (iv). O
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Bemerkung. Aus ,(ii) = (i) ergibt sich, daf ein topologischer K-Vektorraum
mit dem ersten Trennungsaxiom auch das zweite erfiillt.

Satz 2.85. Seien X ein topologischer K-Vektorraum und U € U%(0,X). Dann
gilt:

(i) U enthdlt eine ausgewogene Umgebung von 0.
(ii) Ist U konvez, so enthdlt U eine ausgewogene konvexre Umgebung von 0.
Wir bereiten den Beweis des Satzes durch das folgende Lemma vor.

Lemma 2.86. Seien X ein topologischer K-Vektorraum und C eine konveze
Teilmenge von X.
Dann ist auch C° eine konvexe Teilmenge von X.

Beweis. Seien x,y € C°. Dann existiert offenbar U € U%(0, X ) mit z+U c C
sowie y + U c C und fiir jedes t € [0,1] sowie u € U gilt

(I+t)yz+ty+u=(1+t)x+ty+(1+t)u+tu=(1+t)(z+u)+t(y+u)eC,
N——
eC eC

dh. (1+t)z+ty)+UcC, alsogilt (1+t)x+tyeC°. O

Beweis des Satzes. Zu (i): Wegen der Stetigkeit von Sy existieren € € Ry
und V € U°%(0,X) derart, dak fiir alle u € U-(0,K) gilt pV c U. Offenbar ist
W= Upev. (o,x) 1V €U0, X) eine ausgewogene Teilmenge von X mit W c U.

Zu (ii): Sei also U konvex. Wir setzen

C= ) oU, (176)
oekK, |o|=1

also ist C' nach den Beispielen 3.) und 4.) zu 2.37 (iv) konvex.
W e U°(0,X) sei eine nach (i) existierende ausgewogene Teilmenge von U.
Dann gilt fiir jedes o € K mit |o]| =1

chWcU,
g

also W c oU. Aus (176) folgt W c C und wegen W e U°(0,X) somit auch
C° € U%(0,X). Es geniigt nun zu zeigen, daft C° konvex und ausgewogen ist,
wobei wir die Konvexitit von C° in Lemma 2.86 bewiesen haben.

Zur Ausgewogenheit von C°: Wir behaupten

Vaer, w1 AC = N NeoU. (177)
oekK, |o|=1

[ Zu (177): Sei X € Kmit |A| < 1. Wegen (176) konnen wir ohne Einschréankung
A # 0 annehmen. Dann gilt

ANO=P2cD N NDeu= O WD
Al cek,joj=1 Al 5¢K, |5]=1

womit (177) gezeigt ist. |
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Fiir jedes o € K (mit |o| = 1) ist o U nach 2.37 (iv) Beispiel 3.) eine konvexe
Teilmenge von X, die zusdtzlich 0 enthilt, also gilt

Vaek, At Ao U coU.
Hieraus und aus (177), (176) folgt AC c C fir A e K mit |A\| < 1. O

Definition 2.87 (Beschriankte Mengen). Seien X ein topologischer K-Vektor-
raum und B eine Teilmenge von X.

B heikt beschrinkt genau dann, wenn zu jeder Umgebung U € U°(0, X) eine
Zahl C e R, mit Vg, t»c B ctU existiert.

Bemerkung. Im Falle eines normierten K-Vektorraumes X stimmt diese Defi-
nition einer beschriankten Teilmenge von X offenbar mit der in 2.28 (i) gegebenen
iiberein.

Satz 2.88. Seien X ein topologischer K-Vektorraum und U e U°(0, X).

(1) Ist (tn)nen eine streng monoton wachsende Folge positiver reeller Zahlen
mit limy, 00t = 00, s0 gilt X = Upentn U. Insbesondere ist U absorbierend.

(ii) Ist U beschrankt und (t,)neny eine streng monoton fallende Folge in R
mit limy, ooty = 0, so existiert zu jedem U € U%(0,X) ein ng € N mit
vnEN,nZno tn UcU.

Beweis. Zu (i): Sei x € X. Da X ein topologischer K-Vektorraum ist, ist die
Abbildung M,: K - X, A —» Az, stetig. Daher gilt EI(U) € U°(0,K) und es
existiert ng € N mit VN nong i € ﬁml(U)7 dh.zet,U.

Zu (ii): Da U beschrankt ist, existiert C' € R, derart, dak Vier,t>c U © tU
gilt. Insbesondere existiert ng € N mit Vyen pono U C© i U,dh t,UcU. O

Definition 2.89 (Lokal-beschrankte sowie lokal-konvexe Vektorrdume). Sei X
ein topologischer K-Vektorraum. Wir definieren dann:

(i) X lokal-beschrinkt :<= VY yex Vyaso(z,x)Iveus(z,x) V € U AV beschrinkt.

Bemerkung. Die Definition der lokalen Beschréanktheit erfolgt in der Li-
teratur durch 2.90 (i). Der Autor dieser Seiten hat obige Form gewihlt,
um den typischen Aspekt einer Lokalitétsbedingung hervorzuheben.

(ii) X lokal-konver = ViexVyaso(z,x)Ivaus@,x)V cU A V konvex.
Satz 2.90. Sei X ein topologischer K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) X ist genau dann lokal-beschrinkt, wenn 0 eine beschrinkte Umgebung
besitzt.

(i) X ist genau dann lokal-konvez, wenn gilt

VUEMO(O,X)EVEMO(O,X) VcU AV konvex.
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(iii) X ist genau dann lokal-beschrankt und lokal-konvex, wenn eine beschrinkte
konvexe Umgebung von 0 existiert.

Wir bereiten den Beweis der Satzes durch ein Lemma vor.

Lemma 2.91. Seien X ein topologischer K- Vektorraum und By, By beschrinkte
Teilmengen von X.
Dann ist By + By beschrankt.

Beweis. Sei U € U%(0,X) beliebig. Aus der Stetigkeit der Addition folgt
offenbar die Existenz von V' € U°(0,X) mit V +V c U. Da By, By beschrénkt
sind, existieren des weiteren C1,Cy € Ry mit Viefq 2y Vier, t>c; Bi €tV also folgt
fiir jedes t € R mit ¢ > max{C,Cs}: B+ BactV +tV =t(V+V)ctU. O

Beweisskizze des Satzes. (1) ,=* sowie (ii) ,=* sind trivial.

(ii) ,,<=* folgt aus 2.83 (i), beachte, daf mit V e U(0,X) auch x+V fiir jedes
z € X konvex ist.

(iii) ,,=* folgt aus (i), (ii), da jede Teilmenge einer beschrinkten Menge
ebenfalls beschrankt ist.

(iii) ,,<=* folgt aus (i), (ii) und 2.88 (ii), weil die Multiplikation einer konvexen
Menge mit einem Skalar ebenfalls konvex ist.

Zu (i) ,,<* Wir begriinden zunéchst

VUEMO(O,X)EVEMO(O,X) V cU AV beschrankt. (178)

[ Zu (178): Seien U € U°0,X) die nach Voraussetzung existierende be-
schrinkte Umgebung von 0 und U € U#°(0,X). Dann ist V :=U nU € U(0, X)
eine beschrénkte Teilmenge von U. |

Seien z € X und z +U € z +U°(0,X) U°(x,X), wobei U € U°(0, X).
Wegen (178) existiert eine beschrinkte Teilmenge V' € U%(0, X') von U. Es geniigt

offenbar zu zeigen, daf x+V beschriankt ist, und dies ist nach Lemma 2.91 klar,
da {z} wegen 2.88 (i) beschrénkt ist. O

2.83(i)

Hauptsatz 2.92 (Charakterisierung normierbarer Vektorrdume).

Vor.: Sei X ein K-Vektorraum.

Beh.: X besitzt genau dann eine Norm, wenn eine hausdorffsche Topologie fiir
X existiert, die X zu eimem lokal-beschrankten lokal-konvezen K-Vektorraum
macht. Genauer gilt:

(i) Bzgl. jeder Norm auf X ist die Normtopologie hausdorffsch. Sie macht X
zu einem lokal-beschrinkten lokal-konveren K-Vektorraum.

(ii) Ist X ein hausdorffscher lokal-beschrinkter lokal-konvezer K-Vektorraum
mit Topologie Top(X), so existiert eine Norm ||...|| auf X derart, daf die
entsprechende Normtopologie Top(X,||...|) mit Top(X) dbereinstimmd.

Beweis. Zu (i): Besitzt X eine Norm, so ist die Normtopologie eine hausdorff-
sche Topologie fiir X. Wegen 2.90 (iii) ist daher zu zeigen, daf eine beschrinkte
konvexe Umgebung von 0 existiert. Dies ist aber klar; beachte die Bemerkung
in 2.87 und 2.39 (i).
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Zu (ii): Sei X ein hausdorffscher lokal-beschrénkter lokal-konvexer K-Vektor-
raum mit Topologie Top(X'). Nach 2.90 (iii) existiert eine konvexe beschrénkte
Umgebung von 0, die wiederum nach 2.85 (ii) eine ausgewogene konvexe Teil-
menge C € U%(0,X) enthilt, welche natiirlich ebenfalls beschrankt und nach
2.88 (i) absorbierend ist. Wenn wir begriinden, dafs (124) - (126) gelten, folgt
aus 2.43, dak ||... || := pc eine Norm auf X mit

U1(0)=C (179)

ist, wobei pco das Minkowsi-Funtional von C' bezeichne.

[ Zu (124): Sei z € C. Dann gilt wegen der Offenheit von C auch C' e U°(x, X).
Da X ein topologischer K-Vektorraum ist, ist M,: K - X, A — Az, stetig, also
folgt die Existenz eines ng € N derart, daf Ve, non, "T“ x € C gilt.

Zu (125): Dies folgt sofort, da C' ausgewogen ist.

Zu (126): Da C beschréinkt ist, existiert zu jedem U € U°(0,X) eine Zahl
TeR, mit C c % U,dh. 7C cU und somit Nyeg, 7C c U. Weil X hausdorffsch
ist, ergibt 2.84 (i) = (iv)“ daher Nyer, 7C < Nyeyeo,x) U = . |

Es bleibt zu zeigen, daf gilt

Top(X) = Top(X, | ... |).
Beweis hiervon: Fiir alle z € X und € € R, gilt

(179)

U(z) "2 2 4 c0100) "2 24 e C = (T, 0 5.)(O).

Wegen C € Top(X) und 2.83 folgt hieraus U, (z) € Top(X), woraus sich offenbar
,2* ergibt. Zum Nachweis von ,,c* geniigt es wegen 2.83 Bemerkung 1.) zu zeigen,
daf gilt

Vuaueo,x)veuso,cx .. V < U.
Dies ist aber klar, da wegen der Beschréinktheit von C' € 4°(0, X)) und Satz 2.88
(ii) zu jedem U € U°(0, X)) eine Zahl € € R, mit e C' c U existiert und

eC =cU1(0) = U:(0) €0, (X, ]| 1))

gilt. O

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.93. Sei A eine assoziative K-Algebra mit Finselement.
Zeige, daf$ ein K-Ideal von A genau dann echt ist, wenn es das Einselement
nicht enthdlt.

Aufgabe 2.94. Elk sei der K-Vektorraum aller K-wertigen Folgen derart, dafl
die Summe der Folgenglieder absolut konvergent ist, zusammen mit der Norm,
die durch

V(CCn)nENEZ]k ||(':L'n)7l€N||1 = Zzolxnl
n=
gegeben ist.
Zeige, dafs E[k ein K-Banachraum ist.
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Aufgabe 2.95. Es seien X ein K-Banachraum und Y5, x) eine Reihe in X,
die gegen x € X konvergiert.
Beweise die folgenden Aussagen:

(i) Ist Y520 xk sogar absolut konvergent und i: N - N eine bijektive Abbildung,
so konvergiert Y77 ;) absolut, und es gilt 720wk = Y5l Tir)-

(i1) Gelte zusdtzlich n = dimg X € N. Ist Y72 x nicht absolut konvergent, so
existiert eine bijektive Abbildung iz N - N derart, daf Y72, xix) gegen ein
Element von X ~ {x} oder gar nicht konvergiert.

Tip: Der Beweis von (i) verlduft vollig analog zum Beweis im Falle X = R,
vgl. hierzu z.B. [1, Hauptsatz 4.37 (i)]. Zum Nachweis von (ii) iberlege man
sich zunédchst, daf es geniigt X = R"™ mit der euklidischen Norm ||... ]2 zu
betrachten, um sodann den Riemannschen Umordnungssatz, den man ggf. z.B.
in |1, Hauptsatz 4.37 (ii)|] findet, auf eine nicht absolut konvergente Komponente
der R"-wertigen Reihe ;7,2 anwenden zu konnen.

Bemerkung. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y2,z eine Reihe
in X. Dann heifit .77,z genau dann unbedingt konvergent, wenn ein x € X
existiert, so daf Y7o @k fiir jede bijektive Abbildung i: N - N gegen x kon-
vergiert. DVORETZKY und ROGERS’ |8, Theorem 1| besagt, daf absolute und
unbedingte Konvergenz von Reihen im Falle eines K-Banachraumes X genau
dann dquivalent sind, wenn X endlich-dimensional ist, d.h. also nach der letzten
Aufgabe, dak es in unendlich-dimensionalen K-Banachrdumen stets eine Reihe
gibt, die unbedingt aber nicht absolut konvergent ist.

Aufgabe 2.96. Wir werden unten in Kapitel 5 sehen, daf§ der K-Vektorraum
02 = {(wg)ken € KN | 2520 [z1]? < 00} zusammen mit der Norm | ... |2, die durch

(xk)keNE£2 ||(wk kEN”Z - \lm

gegeben ist, ein K-Banachraum ist. Fir jedes k € N sei e € E]% die Folge mit
VjeN €k.j = Ok

Zeige, daff die Reihe Y72, ﬁ e in E]% unbedingt aber nicht absolut konver-
giert.

Aufgabe 2.97. Beweise, daff die in der Fuffnote auf Seite 59 definierte Quoti-
ententopologie tatsichlich eine Topologie ist.

Aufgabe 2.98. Fiihre den Beweis der Aussage (ii) des Hauptsatzes 2.22 in
allen Einzelheiten aus.

Aufgabe 2.99. Beweise Satz 2.25.

Aufgabe 2.100 (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS).
(i) Beweise Lemma 2.29, das beim Beweis des Satzes 2.27 bendétigt wird.
(ii) Sei X ein endlich-dimensionaler normierter K- Vektorraum.

Zeige, daf8 jede beschrinkte Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
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Aufgabe 2.101. Es seien X ein K-Vektorraum und A eine Teilmenge von X.
C(A) bezeichne die konvexe Hiille von A, vgl. Beispiel 4.) zu 2.37 (iv).

n+l n+l
(i) C(A) = { Z >\z Ti|ne N A Vie{l,...,n+1} (>\z € [0, 1] N T; € A) A Z >\z = 1}.
i=1 i=1

(ii) Ist n:=dimg Spang A € N, so gilt

n+1

n+1
Viett,.ne1} (N €[0,1] Azie A) A D N = 1},
=1

(i13) Ist X zusdtzlich normiert und A kompakt mit dimg Spang A < oo, so ist
C(A) kompakt.

Definiton. Es seien X ein fastmetrischer Raum, A eine nicht-leere Teilmenge

von X und € e R,.
Ue(A) |= U U(a)

Dann heifét
acA

die e-Umgebung von A.

Aufgabe 2.102. Sei X ein normierter K-Vektorraum, A eine nicht-leere Teil-
menge von X und € e R,.

(i) A konver = U.(A) konvez.
(1) C(U:(A)) = U(C(A)).
(iii) A prikompakt => C(A) prakompakt.

(iv) (Satz von MAZUR).
Ist X ein K-Banachrraum und A eine relativ kompakte Teilmenge von X,
so ist C(A) ebenfalls eine relativ kompakte Teilmenge von X.

Tip zu (iii): Aufgabe 2.101 (iii).

Aufgabe 2.103. Seien X ein K-Vektorraum und C eine absorbierende konveze
Teilmenge von X. po bezeichne das Minkowski-Funktional von C.
Zeige C cpa'([0,1]).

Aufgabe 2.104.

(i) Beweise die Aussage der Fufnote auf Seite 85. (Dort ist X ein C-Vektor-
raum!)

(ii) Sei X ein normierter C-Vektorraum.
Zeige, daf eine R-Vektorraum-Isometrie (X')g — (Xr)' existiert.

Aufgabe 2.105. Fiihre den Beweis des Trennungssatzes von HAHN-BANACH
2.52 (ii) im Falle K = C in allen Finzelheiten aus.
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Aufgabe 2.106. Es bezeichne C'([0,1],R) den R-Vektorraum aller stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen [0,1] - R.

(i) Der Integraloperator
T: (C([0,1L,R), [ o) — (€T ([0, 1L.R), |- o),
definiert durch
Viec(ory I f = A f(t)de,

ist R-linear, injektiv und stetig. Das Bild von C([0,1],R) unter T ist ein
abgeschlossener Teilraum von (CH([0,1],R),]|. .. [leo)-

(i) Der Differentialoperator
d
az (Cl([0> 1]7R)7 ” s ”00) - (C([Ov 1]7R)7 ” s ”00)
1st R-linear, hat einen abgeschossenen Graphen und ist nicht stetig. Ferner
ist das Funktional

d

@R ) —
ebenfalls unstetig.
(ii5) T': (CT([0,1],R),]|... o) = (C([0,1],R), ... |lec)’ ist micht surjektiv.
(iv) (CY([0,1],R),| ... [leo) ist kein R-Banachraum.

Aufgabe 2.107. Es seien X,Z normierte K-Vektorriume, Y ein K-Banach-
raum, T € Lx(X,Y), S e Lx(Y,Z) und S(Y') vollstindig sowie

x Ly 2z

eine exakte Sequenz.
Zeige, daf$ dann auch

7 Sy I x
eine exakte Sequenz ist.
Aufgabe 2.108. Seien X,Y normierte K-Vektorraume und T € Lx(X,Y).
(1) X, T(X) vollstindig und T injektiv == T" surjektiv.
(i1) Y wollstandig und T surjektiv == T" injektiv.

(iii) Ist X wollstindig, so ist T'(X") abgeschlossen in Y', und es existiert ein
kanonischer stetiger K- Vektorraum-Isomorphismus

X'|T"(Y'") — (KernT)’
—_———
=Cokern (T")

mit stetiger Umkehrabbildung.
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(iv) Ist Y wollstindig und T'(X) abgeschlossen in'Y, so existiert ein kanoni-
scher stetiger K- Vektorraum-Isomorphismus

(Y/T(X)) — Kern (T")
N——
=(CokernT)’

mit stetiger Unkehrabbildung.

Aufgabe 2.109. Es seien X,Y,Z K-Banachriume und T: X - Y eine K-line-
are Abbildung sowie S: Y — Z eine injektive K-lineare Abbildung. Ferner seien
S:Y > Z und SoT: X — Z stetig.

Zeige, daff T: X —-Y stetig ist.
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3 Raume stetiger Abbildungen

Definition 3.1. Es seien M eine nicht-leere Menge und Y ein normierter K-
Vektorraum (bzw. eine normierte K-Algebra).

i) Fiir jedes f € YM setzen wir
(i) J

(ii) Eine Abbildung f € Y™ heikt beschrinkt, wenn gilt ||f|e < oo. Den K-
Untervektorraum (bzw. die K-Unteralgebra) von Y™ der beschrinkten

Abbildungen M — Y bezeichnen wir mit | B(M,Y) |

(iii) Sei M sogar ein topologischer Raum. Wir bezeichnen dann den K-Unter-
vektorraum (bzw. die K-Unteralgebra) von Y™ der beschriinkten stetigen

Abbildungen M — Y mit |Cy(M,Y) |=C(M,Y)nB(M,Y).

Satz 3.2. Es seien M eine nicht-leere Menge und Y ein normierter K-Vektor-
raum. Dann gilt:

(i) |- |l ist eine Norm auf B(M,Y), sie heiffit die Supremumsnorm auf
B(M,Y) und induziert die Metrik deo auf B(M,Y) c YM  wgl. Beispicel
3.) zu 1.1.
(ii) B(M,Y) ist eine abgeschlossene Teilmenge des fastmetrischen Raumes
(Y, do).
(iii) Ist Y ein K-Banachraum, so ist auch (B(M,Y),]|...|s) ein K-Banach-
raum.

(iv) SeiY sogar eine normierte K-Algebra Y mit Einselement e. Dann ist auch

(B(M,Y),|...|loc) €ine normierte K-Algebra, die die konstante Abbildung
vom Wert e als Einselement besitzt.

Insbes. ist (B(M,Y),]...|lec) #m Falle einer K-Banachalgebra Y eine
ebensolche.

Beweis. (i) ist klar.
Zu (ii): Seien f € YM und (f,)nen eine Folge in B(M,Y), die bzgl. deo gegen
f konvergiert. Dann existiert ng € N mit || f, — flleo < 1, also gilt

1F oo < 1 = Frolloo + [ fnolloe <1+ frg lloo < 00,

d.h. f e B(M,Y). Damit ist gezeigt, daf jeder Beriihrungspunkt von B(M,Y")
in (YM do) zu B(M,Y') gehort, also gilt (ii).
(iii) folgt aus 1.22, (ii) sowie 1.20 (i), und (iv) ist mit (iii) klar. 0

Satz 3.3. Es seien X ein nicht-leerer topologischer Raum und Y ein normierter
K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) Co(X,Y') ist eine abgeschlossene Teilmenge des fastmetrischen Raumes
(C(X,Y),deo).-
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(i1) Co(X,Y') ist abgeschlossener K-Untervektorraum von (B(X,Y),| ... |le)-

(iii) Ist Y ein K-Banachraum, so ist auch (Co(X,Y),||... o) ein K-Banach-

raum.

(iv) Sei'Y sogar eine normierte K-Algebra Y mit Einselement e. Dann ist auch

(Co(X,Y), |- |loo) €ine normierte K-Algebra, die die konstante Abbildung
vom Wert e als Einselement besitzt.

Insbes. ist (Co(X,Y),| .- |lo) #m Falle einer K-Banachalgebra Y eine
ebensolche.

Beweis. (i) folgt aus 1.28 und 3.2 (ii).

Zu (ii): Dak Cp(X,Y") ein K-Untervektorraum von B(X,Y) ist, ist klar. Es
seien f € B(X,Y) und (fn)nen eine Folge in Cp(X,Y"), die bzgl. ||... |« gegen
f konvergiert. Dann konvergiert die Folge (f,,)nen stetiger Abbildungen auch in
(Y, do) gegen f, also folgt aus 1.28 und 1.11 die Stetigkeit von f.

(iii) und (iv) folgen aus (ii) und 3.2 (iii), (iv), beachte 1.20 (i). O

Definition 3.4. Seien X ein nicht-leerer topologischer Raum und Y ein nor-
mierter K-Vektorraum (bzw. eine normierte K-Algebra).

(i) Eine Abbildung f: X — Y heift im Unendlichen verschwindend genau
dann, wenn zu jedem ¢ € R, eine kompakte Teilmenge K von X mit
Vaeex<k ||f ()] < e existiert.

Den K-Untervektorraum (bzw. die K-Unteralgebra) von YX der stetigen
Abbildungen X — Y, die im Unendlichen verschwinden, bezeichnen wir

mit [Co(X,Y) |

(ii) Fiir jede Abbildung f: X — Y heiftt | Tr(f)|:= {z € X | f(z) # 0} der Trd-
ger von f.
Mit |C.(X,Y) | bezeichnen wir den K-Untervektorraum (bzw. die K-Un-

teralgebra) von YX der stetigen Abbildungen X — Y mit kompaktem
Triger.'

Satz 3.5. Seien X ein nichi-leerer topologischer Raum und Y ein normierter
K- Vektorraum.

(i) Co(X,Y) ist abgeschlossener K-Untervektorraum von (Co(X,Y),|... [o0)-
(ii) Ist Y ein K-Banachraum, so ist auch (Co(X,Y),||...|s) ein K-Banach-
raum.

(iii) Sei X zusdtzlich als kompakt vorausgesetzt.

Ist Y eine normierte K-Algebra, so ist auch (Co(X,Y),]| ... o) €ine nor-
mierte K-Algebra, die die konstante Abbildung vom Wert e als Einselement
besitzt, wobet e das Einselement von Y bezeichne.

9Beachte, dak fiir alle f,g € Ce(X,Y) gilt Voex (z ¢ Tr(f) uTr(g) = f(x) + g(z) = 0), also
auch {z e X|(f +g)(x) #0} c Tr(f) uTr(g) und somit Tr(f +g) c Tr(f) uTr(g).
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Insbes. ist dann (Co(X,Y),|...|s) im Falle einer K-Banachalgebra Y
eine ebensolche.

(iv) Co(X,Y) c Co(X,Y).

Beweis. Zu (i): 1.) Zu jedem f € Co(X,Y") existiert eine kompakte Teilmenge
K von X mit Veexx |f(2)| < 1. Da K kompakt und ||f| stetig ist, existiert
weiter C' € R mit || f|x]|| € C, also gilt ||f]e < max{1,C}, d.h. feCp(X,Y).

2.) Seien f e Cp(X,Y) und (fn)nen eine Folge in Co(X,Y"), die bzgl. | ... ||e
gegen f konvergiert. Ferner sei € € R;. Dann existiert ng € N derart, dafs gilt
Ve, nzno [1fn = flleo < 5. Wegen fr, € Co(X,Y") gibt es ein Kompaktum K c X
mit Vaex<x || fno (2)] < £, also folgt fiir jedes x € X N\ K

1F @) < W fno (@) [+ [ g () = F (@) < [ fng (@) + [ Fg = Flloo < % + % =
also gilt f e Co(X,Y).

Aus 1.) und 2.) folgt (i).

(ii) und (iii) folgen aus (i) und 3.3 (iii), (iv), beachte 1.20 (i). (iv) ist trivial. O

Bemerkung. Sind X # @ ein nicht-kompakter topologischer Raum und Y eine
normierte K-Algebra, so besitzen die assoziativen K-Algebren Cp(X,Y) und
Co(X,Y) kein Einselement.

Beispiel 3.6. Wir betrachten N wie iiblich als topologischen Teilraum von R
und setzen

[ox = (CoN.K), || .- o) und [£]s= (BONK), ... o).

cog bzw. /g ist also ein K-Banachraum bzw. eine K-Banachalgebra, dessen zu-
grundeligender K-Vektorraum aus den Null- bzw. beschrinkten Folgen in K be-

steht. Ferner sei Klk der K-Banachraum mit zugrundeliegendem K-Vektorraum

|k | = {(wn)neNl Z Zp, st absolut konvergent }

n=0
und der Norm | ||... |1 |, die durch

¥ enynenrelett [ (@n)mentlln = 3 |

n=0
gegeben ist. Dann sind
T eﬁ? - (6]%{)/’ (xn)nEN — ((i’n)neN = Z Tn i’n)
n=0

und

S: e]%& - (COK)’7 (wn)neN — ((fi'n)nEN e Z Tn fz'n)

n=0
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K-Vektorraum-Isometrien. Bezeichnet (e, x)ken € cox fir jedes n € N die Folge
mit Vyen €n i = Onk, so gilt fiir die K- Vektorraum-Isometrie S := S~ (co)’ — 6]%

VFE(COJK)' SF= (F((en,k)keN))neN7

und nach 2.57 (ii) ist auch S": (€})" - (cox)” und somit S"oT": €2 — (cox )" eine
K-Vektorraum-Isometrie. Des weiteren kommutiert das folgende Diagramm:

ZCO]K /

Cok (COK)’

Folglich ist cog nicht reflexiv.

Satz 3.7. Seien X ein nicht-leerer lokal-kompakter Hausdorffraum und Y ein
normeerter K- Vektorraum.
Dann liegt C.(X,Y) dicht in (Co(X,Y),]| .- [loo)-

Beweis. Seien f € Co(X,Y) und n € N. Dann existiert eine kompakte Teil-
menge K, von X derart, daf gilt

1
n+1

VxeX\[?n ||f(.Z')|| <

Wegen der Stetigkeit von || f|: X - R ist

K= ([

oo[)

eine abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums K, also selbst kompakt. Aus
dem Urysohnschen Lemma C.1 folgt die Existenz von ¢, € C.(X,[0,1]) mit
“nlk, =1. Dann gilt

n+1’

Tr(pnf) = {z € X]en(x) # 0} n{z e X[ f(z) # 0} ¢ Tr(pn) nTr(f) € Tr(en),

also ist Tr(p, f) als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kom-

pakt. Somit folgt ¢, f € C.(X,Y). Wegen |1 — ¢, < 1, Vier, ©n(z) = 1 und

Veexk, |f(2)] < % ergibt sich

1 n::)oo’

- oo = 1- oo o <
[0t = Fllw = 1 = @l /1w € —=

womit die Behauptung gezeigt ist. O

Bemerkung. Sind X ein nicht-leerer kompkater toplologischer Raum und Y
ein normierter K-Vektorraum, so gilt

Co(X,Y) =Co(X,Y) =Cy(X,Y) = C(X,Y).
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Hauptsatz 3.8 (Satz von STONE-WEIERSTRASS).
Vor.: Seien X ein kompakter topologischer Raum und A eine K-Unteralgebra
von C(X,K), die nicht notwendig 1x enthalten muf, derart, daf$ gilt

(a) A ist punktetrennend, d.h. Y yex, zeyIfea f(z) # f(y),
(b) VaexIpea f(x) #0,
(c) Viea f=Ref-ilmfe A2
Beh.: A liegt dicht in (C(X,K),||... |lo)-
Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch folgendes Lemma vor.
Lemma 3.9. Durch

2 2
T~ = Pn

2

po:=0 und VipeNDn+1:i=pp+ (180)

wird eine Folge (pp)neny von Polynomfunktionen R — R definiert derart, dafl
(Pal{=1,1])nen gleichmdpig gegen |x|_1 1]| konvergiert.

Beweis. Wir zeigen zunéchst
VinenVie[-1,11 0 < pu(t) < [E]- (181)

[ Zu (181): Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Sei daher n € N und gelte
die Behauptung fiir n. Dann folgt fiir jedes ¢t € [-1,1]

2 2
= psr () == () = S22 () (1= 21+ (1)) 20
>0 <l
>1-t| >0

und

N—— N——
>0 <t?
N— ——
>0

also ist die Behauptung auch fiir n + 1 gezeigt. |
Als néchstes beweisen wir

vneNVte[—l,l]pn(t) < Dn+1 (t) (182)
[ Zu (182): Fiir jedes n € N und jedes t € [-1,1] gilt

2 —t2

(181) = p, (t)? < t? = pp(t) < pn + -

= pn(t) < pna(t),

d.h. es gilt (182). |

?%Im Falle K = R gilt per definitionem Im f = 0 fiir alle f € A, also ist (¢) dann stets erfiillt.
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Aus (181), (182) und dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS folgt die Exi-
stenz einer Funktion f: [-1,1] - R mit

Vte[—l,l] f(t) = T}ﬂpn(t) >0, (183)

und nach (180) gilt f(t) = f(t) + w, also f(t) = t2, fiir jedes t € [0,1].
Wegen (183) bedeutet dies

f =l e C([-1,1],R).
Somit folgt das Lemma aus (182), (183) und dem Satz von DINI 1.46. O

Beweis des Hauptsatzes. Wir betrachten C(X,K) in diesem Beweis stets als
durch die Supremumsnorm ||... || normierte K-(Banach-)Algebra.

1. Fall: K = R. Nach 2.8 (ii) ist die abgeschlossene Hiille A von A ebenfalls
eine R-Unteralgebra von C(X,R). Wir behaupten

V¢ gz max(f,g), min(f,g) €A (184)

[ Zu (184): Da fiir alle f,g € R¥ gilt

wax(f,9) = 5(f +g+1f ~gl), win(f,) = 3(f +9-1f ),

ist nur zu zeigen, daf mit f auch |f| ein Element von A ist.
Hierzu sei f € A. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte

Ci=|flloo € R4,
denn andernfalls gilt f =0 und |f| = f € A. Wir zeigen

Veer, AnU:(|f]) # 2, (185)

denn dann folgt f € A=A Sei f= %: X — [-1,1]. Wegen Lemma 3.9 existiert
eine Polynomfunktion p: R - R derart, daf gilt p(0) = 0 und

9
v tl - pl(t —.
el - (0] < =

Aus p(0) =0 ergibt sich Vye(_117p(t) = Xiy apt® mit ay,...,a, €R, also folgt

z)k . .
O = W@l -l < 5

Voex = F@)= 3 a
k=1

C

dh. |If] -2k, akcfk—:Hoo < £ <e. Mit fist auch ¥4 akak—: ein Element von
A, also ist (185) gezeigt. |
Seien nun f € C(X,R) und ¢ € R,. Zum Nachweis des 1. Falles geniigt es zu
zeigen, dafs gilt
3,1 1 — gl <, (156)

d-h. AnU(f) # @, denn dann folgt aus der Beliebigkeit von ¢ e R,: f € A=A
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Um (186) zu zeigen, beweisen wir nacheinander

Va,belega’bEZ ga,b(a) = f(a) A ga,b(b) = f(b)v (187>
VanagaEZ ga(a) = f(a) A f —€<Ja- (188)

[ Zu (187): Seien a,b € X. Im Falle a = b existiert nach Voraussetzung (b)
eine Funktion g € A mit g(b) # 0 und
0.,

)9 ¢

9bb =
g(b

leistet das Gewiinschte. Im Falle a # b existiert nach Voraussetzung (a) eine

Funktion h € A mit h(a) # h(b). Ohne Einschriankung gelte h(a) # 0. Dann folgt
- (h(b) —=h)h _ h(b) B h? A
~ (h(b) =h(a)) h(a)  (h(b) = h(a)) h(a) (h(b) - h(a))h(a)
und h(a) = 1 sowie h(b) = 0. Daher gilt auch

gap = (f(a) = gpp(a)) h + gy € A,

wobei gy, € A mit g(b) = f(b) wie oben sei, gq(a) = f(a) und g,(b) = f(b).
Zu (188): Sei a € X. Fiir jedes be X gilt

Vii= {2 € X| f(2) - < gap()} €U(b, X),

wobei g, wie in (187) sei. Dann ist (Vj)pex eine offene Uberdeckung von X,
die wegen der Kompaktheit von X eine endliche Teiliiberdeckung (%i)iE{l,...,n}
besitzt. Aus (184) folgt

o = max(gap,,i € {1,...,n}) € A,

und es gilt nach (187): gq,(a) = f(a). Des weiteren existiert zu jedem x € X ein
ie{l,...,n} mit x e V},, also ergibt die Definition von V;,

f(2) =€ < gap, (x) < galz).

Damit ist (188) gezeigt. |
Wir zeigen nun (186): Fiir jedes a € X gilt

Uyi={zx e X|ga(z) < f(z) +e} eU(a, X),

wobei g, wie in (188) sei. Dann ist (U,)qex eine offene Uberdeckung von X,
die wegen der Kompaktheit von X eine endliche Teiliiberdeckung (U, )ie{l,...,m}
besitzt. Aus (184) folgt

g:=min(g,,,i€{l,...,m}) € A,

und es gilt nach (188): f —e < g. Des weiteren existiert zu jedem x € X ein
ie{l,...,m} mit z € Uy,, also ergibt die Definition von U,,

g9(x) < ga(zx) < f(z) +e.
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Somit gilt f—¢ < g < f + ¢, also folgt aus der Kompaktheit von X und der
Stetigkeit von f-g: || f—g|e < €. Damit ist (186), also auch der 1. Fall, bewiesen.
2. Fall: K =C. Wir setzen

AR :=AﬂC(X,R).

Dann gilt nach Voraussetzung (c) fiir jedes f e A

Ref=%(f+7)€AR sowie Imf=%(f—7)€AR,

und die R-Algebra Ap erfiillt die Voraussetzungen (a) und (b): Sind némlich
a,b € X mit a # b, so existiert nach Voraussetzung (a) eine Funktion f e A
mit f(a) # f(b), d.h. Ref(a) # Ref(b) oder Imf(a) # Imf(b), und es gilt
Ref,Imf € A; oder ist a € X, so existiert nach Voraussetzung (b) eine Funktion
feAmit f(a) #0, d.h. Ref(a) #0 oder Im f(a) #0, und es gilt Re f,Im f € A.
Daher folgt aus dem 1. Fall

Ag =C(X,R).

Somit existieren zu f € C(X,C) und ¢ € R, Funktionen g, h € Ag mit

9 9
[(Ref) =gl <5 und [[(Im f) - hlle < 5,

also gilt fiir jedes x € X

, 262 ¢

(@) = (g +im) ()] = V(Re f) ~0)*(x) + (Im f) = )2 (2) <\ Z = —= <
d.h. |f-(g+ih)|e <. Aus g,h € Ag c A folgt ferner g +ih € A, also ist die
Behauptung auch im 2. Falle gezeigt. O

Korollar 3.10 (Approximationssatz von WEIERSTRASS). FEs seien n € Ny, K
eine nicht-leere kompakte Teilmenge von R™ und f € C(K,R).

Dann lafit sich [ auf K gleichmdfig durch Polynomfunktionen R™ - R ap-
ProTIMIeren. O

Korollar 3.11. Es seien n € Ny und K eine nicht-leere kompakte Teilmenge
von R™.

Dann besitzt (C(K,R),||... ||lo) eine abzihlbare dichte Teilmenge, ndamlich
die Menge aller Polynomfunktionen K — R mit rationalen Koeffizienten. O

Definiton. Ein topologischer Raum, der eine hichstens abzéhlbare dichte Teil-
menge besitzt, heilst separabel.

Satz 3.12 (Satz von STONE-WEIERSTRASS fiir lokal-kompakte Réume).
Vor.: Seien X ein lokal-kompakter topologischer Raum, der nicht bereits kom-
pakt ist, und A eine K-Unteralgebra von Co(X,K) derart, daff gilt

(a) A ist punktetrennend, d.h. Va yex,axyIrea f(x) # f(y),

(b) VaexIfea f(x) #0,
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(c) VfEAT:Ref—iImf e A.
Beh.: A liegt dicht in (Co(X,K),| ... |loo)-
Beweisskizze. Sei X = X*° | die Einpunkt-Kompaktifizierung von X wie in
1.70. Offenbar kann jedes f € Co(X,K) durch
flx=/ und f(e0):=0
zu einer stetigen Abbildung f € C (X,K) fortgesetzt werden. Dann ist
A={Mg+fINeK A feCo(X,K)}

eine K-Unteralgebra von C()’i> ,K), die die Voraussetzungen des klassischen Sat-
zes von STONE-WEIERSTRASS 3.8 erfiillt — beim Nachweis der Eigenschaft (a)
fiir A gehen sowohl Eigenschaft (a) als auch Eigenschaft (b) fiir A ein. Folglich
existieren insbesondere zu jedem f € Cop(X,K) und jedem ¢ € R, eine Zahl A e K
und eine Funktion g € Co(X,K) derart, daf gilt ||f—)\1)? ~§lleo < §. Hieraus und

aus f(o0) = g(o0) = 0 ergibt sich zuniichst |\ < 5 und sodann
1F = gllee = lf = gllee < IIf = Alg = gllo +[Al <&,
womit der Satz bewiesen ist. O

Bemerkung 3.13. Wir wollen abschliefsend noch erwdhnen, daf fiir alle end-
lich-dimensionalen normierten R-Vektorrdume V', W und jede offene Teilmenge
U von V durch

Vien, |CE(U, W) |:= {f e WY | f ist k-mal stetig differenzierbar},

W w)]= ) W)

keN;

R-Untervektorrdaume von C(U, W) definiert werden. Im Falle V' = R kénnen diese
Definitionen auch fiir abgeschlossene bzw. halb-offene Intervalle I von R anstelle

von U gegeben werden.
Der Leser mache sich klar, daf z.B. (f,)nen, definiert durch

1
VnenViel-110 fu(t) =/ — +12,

eine Folge in C*(]-1,1[,R) ist, die bzgl. der Supremumsnorm gegen die Betrags-
funktion in C(] - 1,1[,R), welche in Null nicht differenzierbar ist, konvergiert.

C'(] -1,1[,R) ist also nicht abgeschlossen in (C(] - 1,1[,R),| ... [lo)-
Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.14. Es seien a,be R mit a <b.

Fir eine Funktion f: [a,b] — K ist die Variation Vb(f) von f per defini-
tionem das Supremum aller reellen Zahlen

S 1 (a1) - f(ai),

i=1

wobei n € Ny und a=ag<ay<...<ay,=0b eine Zerlegung von [a,b] seien.
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Wir setzen

BVi([a,b]) = {f e K" |V, (f) < o0}

und nennen ein Element dieser Menge eine Funktion beschrinkter Variation
oder rektifizierbar.
Zeige, daff BVk([a,b]) ein K-Vektorraum ist und durch

V renvic(taon) | Iy = 1 (@) + V7 ()

eine Norm auf BVk([a,b]) definiert wird, die BVk([a,b]) zu einem K-Banach-
raum macht.

Tip: Verwende, dak (B([a,b],K),| ... |le) nach 3.2 (iii) ein K-Banachraum
ist.

Aufgabe 3.15. FEs seien a,be R mit a <b.
FEine Funktion f:[a,b] - R heifst Treppenfunktion auf [a,b] genau dann,
wenn eine Zerlequng a =ag<ay <...<ap=0b von [a,b] und yi1,...,yn € R mit
Vie(t,.n} fllaior,ail = i

existieren. Fir ein solches f ist
n
Tf:= Z(ai —a;-1)ni
i=1

offenbar wohldefiniert.
Zege:

(i) Die Menge |S([a,b]) | aller Treppenfunktionen auf [a,b] bildet einen ab-

geschlossenen R-Untervektorraum von B([a,b],R) zusammen mit der Su-
premumsnorm, und

T:S([a,0]) — R, f—TF,

st ein gleichmafig stetiges Funktional. Daher existiert eine eindeutig be-
stimmte stetige Fortsetzung T: S([a,b]) > R von T.

Bemerkung. Ein Element von S([a,b]) nennt man eine Regelfunktion
auf [a,b]. Ist f € S([a,b]), so heikt T f das Regelintegral von f diber [a,b],
fiir das man natiirlich auch fab f(t)dt schreibt.

(ii) C([a,b],R) c S([a,b]).
Aufgabe 3.16. Beweise, daf§ die in 3.6 genannten Abbildungen T,S wohldefi-
niert und tatsdchlich K-Vektorraum-Isometrien sind.

Aufgabe 3.17. bezeichne den K-Vektorraum aller K-wertigen Folgen, die
in K konvergieren, versehen mit der Norm, die durch

¥ @n)naneer | (@n)nenlloo = sup{|zn||n € N}

gegeben ist.
Zeige, dafi (ck)’ isometrisch zu (. ist.

Bemerkung. Die letzte Aufgabe besagt nicht, daf cx und cog denselben Dual-
raum haben.
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4 Lebesguesche Integrationstheorie

In diesem und im nichsten Kapitel sei stets n € N,. Wir versehen K" des weiteren
mit seiner Normtopologie. Ist im folgenden die Rede von einer Norm, so induziert
diese also eine Metrik und die Normtopologie.

Quadermafie

Definition 4.1 (Intervalle, Quader, parkettierbare Mengen).

(1)

Eine Teilmenge J von R"™ heifst Intervall von R™ genau dann, wenn Inter-
valle Ji,...,J, von R mit J = X", J; existieren.

Mit bezeichnen wir die Menge aller Intervalle von R™.

Bemerkung. Die leere Menge und die einpunktigen Teilmengen von R™
sind Intervalle.

J =X, J; €3y, wobei Ji,...,J, € J1 seien, heilt entartet genau dann,
wenn ey oy #Ji <1 gilt.

Eine Teilmenge @) von R™ heift Quader des R" genau dann, wenn @ ein
beschranktes Intervall von R" ist.

Mit bezeichnen wir die Menge aller Quader des R".

Eine Teilmenge P von R™ heifst parkettierbar genau dann, wenn wenn paar-
weise disjunkte Q1,...,Qk € Q,, existieren derart, daf gilt P = Ule Q;. In
diesem Falle heifst Ule Q; eine Quaderdarstellung von P.

Mit -‘B bezeichnen wir die Menge der parkettierbaren Teilmengen von
R™. :

Beispiel 4.2. Seien J €7, und Ji,...,J, € J, mit J = X]"; J;. Dann gilt

(1)
(i)
(ii)
(iv)

J beschrinkt <= V(1 . ) Ji beschrinks,
J offen in R" <= V¢ .,y Ji offen in R,
J abgeschlossen in R™ <= V(. ) Ji abgeschlossen in R,

J kompakt <= V(1 .,y Ji kompakt.

[ (i), (ii) ,,<=* sowie (iii) ,,<=* sind trivial, und (iv) folgt aus (i), (iii).

Zu (ii) ,=* Zu jedem x = (x1,...,2,) € J existiert nach Voraussetzung eine
Zahl € € R, derart, daf gilt U€”'“”°°(ac) c J, also gilt |a; —e,x; + e[ c J; fur alle
i€{1,...,n}. Daher folgt die Behauptung aus der Beliebigkeit von p; € J;.

Zu (iii) ,,=*: Ersetze im Beweis von (ii) ,,=* jeweils J durch R" \ J sowie J;
durch R\ J;. |

Satz 4.3. P, ist ein Mengenkorper, d.h. per definitionem

Vp7p/espnPﬂP’,PUP’,P\Pl Emn.

Wir bereiten den Beweis von 4.3 durch das folgende Lemma vor.
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Lemma 4.4. Seien Q,Q € 9Q,, mit Q c Q.
Dann ezistieren paarweise disjunkte Qo,Q1,...,Q2, € Qn mit

2n . k
Qo=Q, UJQi=Q wund Vo, ony JQieQn.
=0 i=0

Beweis. Im Falle Q = @ gilt die Behauptung mit Qg = ... = Qop-1 = &,
Qan = Q. Sei daher Q # @. Wir beweisen das Lemma nun durch vollstandige
Induktion iber n e N,:

Fiir n =1 gilt die Behauptung mit Qo=Q, Q1 ={te O~ Q|t <inf @} und
Q2= {te O Qlt25upQ}. o

Gelte die Behauptung fiir (n — 1) € N, und seien Jy,...,Jp, J1,...,Jn € Q1
mit Q = X%, J; und Q = X7, J;. Wir setzen Q' := X'5! J; und Q' = X3! J..
Dann gilt Q', Q" € Q,,_1 sowie @ = Q' ¢ Q’, also existieren nach Induktionsvor-
aussetzung Q, Q1 ..., @5, o € Qp_1 mit

2n-2

~ k
Q6 = Q” L.JO Q; = Q’ und VkE{O,...,Zn—Z} L’JOQ; € Qn

Wegen J,, L € 91 sowie @ *# J,, C j;L existieren nach dem bereits bewiesenen
Fall fiir n = 1 paarweise disjunkte Ig, I1, I € Q1 mit Iy = J,, [pul;Uls = J, und
Igul; € 9,. Dann werden durch

Vieo, ..on—2} Qi = Qi x Jn, Qop-1:= Q' xI, Qon=Q xIy

paarweise disjunkte Elemente von £,, definiert, die offenbar die Behauptung fiir
n erfiillen. O

Beweis des Satzes. Seien P, P’ € B, und W, Q; bzw. Ué’:l Q; Quaderdar-
stellungen von P bzw. P’
L) Es gilt Pn P’ = (/L'szl Qi) N (Wi QF) = Wi j)eqt,.x (... @i N Q) und
Vijel1, ..kyx{1,..1} Qi N Qj € Q.
2.) Seien @, Q' € Q,,. Wir zeigen
QN Q' eP, (189)
PQ R, (190)
[ Zu (189): Aus Q, Q" € Q,, folgt zunéchst QN Q' €, und QNQ’' c Q. Aus
Lemma 4.4 folgt daher die Existenz paarweise disjunkter Qo,...,Q2, € Q, mit
Qo =Qn Q' sowie U Qi = Q, also gilt @~ Q" = U Qi € B
Zu (190): Fiir jedes i € {1,...,k} ist @;~ Q" nach (189) disjunkte Vereinigung
endlich vieler Quader, also ist auch P\ Q' = Uf’:l(Qi \ Q') disjunkte Vereinigung
endlich vieler Quader, d.h. P\ Q' €‘B,,. |
[-malige Anwendung von (190) ergibt nun sukzessiv

PN Qi ePy,
PN (@QuQs) = (PNQ)NQz Py,

l
P\P/:p\(L_-JIQQ):(...((P\Q’l)\Qé)...)\Q{e‘Bn.
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3.) Pu P’ ist eine beschrinkte Teilmenge von R™. Daher existiert @ € Q,
mit PU P’ c@. Wegen 2.) und 1.) gilt Q~ (PUP’')=(Q~NP)n(Q~P’)e,,
also nach 2.) auch PUP ' =Q~ (@~ (PUP’")) eP,.

Mit 1.), 2.) und 3.) ist der Satz vollstéindig bewiesen. O

Definition 4.5 (Quadermaf). Ein Quadermaf auf R™ ist per definitionem eine
Funktion

0 Qp — R
derart, daf gilt:

(a) ¢ ist additiv, d.h. per definitionem

Vo007, (Q=0Q vQ" = ¢(Q) =o(Q") +(Q")),
insbesondere gilt also ¢(@) = 0.

(b) ¢ ist monoton, d.h. per definitionem

Vo0, (QcQ = ¢(Q) <e(Q)),
insbesondere folgt aus (a): ¢ > 0.

(¢) @ ist reguldr, d.h. per definitionem
VQeQn veeR+3Q’eDn Q C Q’, Q’ offen in R™ und gO(Q’) < gO(Q) +e.

Bemerkung. Die Regularitit eines Quadermafies stellt eine Beziehung zur
Normtopologie des R™ her.

Wir mochten nun (in 4.7) Beispiele fiir Quadermafe geben. Beim Nachweis
davon, dafs es sich dabei tatséchlich um solche handelt, wird das folgende Lemma
benotigt.

Lemma 4.6. Seien Q,Q",Q" € Q, mit Q = Q' wQ". Firie{l,...,n} seien
ferner J;, J!, J!" € Qi derart, dafy gilt Q = X7, Ji, Q" =X J] und Q" = X[, J!'.
Dann existiert ig € {1,...,n} mit Ji, = J v Jj) und Yieqy ny Ji = J] = Ji.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch vollstdndige Induktion {iber n € N,.

Im Falle n =1 ist nichts zu zeigen.

Gelte die Behauptung fiir (n—1) e N,.

L. Fall: J, = Jy, also J, = J;, = J;/. Wir setzen @"f Xgll Ji:,v@"’ = Xt !
und Q := Q' v @Q”. Dann gilt Q,Q’,Q" € Q,-1 sowie Q = Q" v Q”. Daher folgt
die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.

2. Fall: J) # J also J, = J/ wJ/. Angenommen, es existiert ig € {1,...,n—1}
mit J; # J;, d.h. J;, = J] wJ;'. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei i = 1.
Dann ist J{ x Jy x === x J,_1 x J}] eine Teilmenge von @, die sowohl mit Q' als
auch mit Q" einen leeren Schnitt hat, Widerspruch! O
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Beispiel 4.7.

1.)

Das eindimensionale Volumen ist als das Quadermafs auf R, welches
gegeben ist durch

p1(2) =0 A Vgeq, g #1(Q) =supQ -inf Q,
definiert.
[ Dafs p; additiv und monoton ist, ist klar. Zur Regularitit seien Q € 9y,
a:=inf@,b:=sup@ und ¢ € R,. Fiir jedes t € R, ist Q; := Ja—t,b+1[ eine
offene Obermenge von @ mit Q; € Q7 und p1(Q¢) =b-a+2t = u1(Q) +2t,
also gilt u1(Qy) < p1(Q) + ¢ fiir hinreichend kleines ¢ € R,. |

Seien k,l € N, mit k +1 =n, ¢; ein Quaderma$ auf R* und ¢, ein Qua-
dermaf auf R!. Dann wird durch

V0160, V@oen, (01 x 2)(Q1 x Q2) = 1(Q1) - 0(Q2)
ein Quadermaf auf R", das sog. Produktquadermaf von ¢ und
¥ auf R™, definiert.
[ Zur Additivitét: Seien Q,Q', Q" € Q, mit Q = Q' wQ". Fiiri e {1,...,n}
seien ferner J;, J/, J!" € Q; derart, daf gilt Q = X, J;, Q" = X[, J/ und
Q" =X, J!". Nach dem obigen Lemma 4.6 existiert dann ig € {1,...,n}

mit Ji, = Ji wJjund Ve, nyJi = J{' = Ji. Ohne Beschrankung der

Allgemeinheit gelte ig = 1. Dann sind Q) = X, J/ = J{ x (X£, J;} und
Vi=XE JI" = J{ x (X%, J;) disjunkte Elemente von Qj, d.h.

P1(QuQY) = v1(Q1) +v1(QY),

sowie Q4 := X7, Ji = X, g = X Ji € Q mit Q' = Qf x Qy und

Q" = Q7 x Q5. Daher folgt Q = (@1 x Q) v (Q1 x Q3) = (Q1 v Q) x Q)

und

e1(Q1uQY) - ¢2(Q3)

e1(Q1) - 92(Q3) + ¢1(QY) - v2(Q3)

(01 % 02)(Q") + (01 x 92)(Q").

Zur Monotonie: Seien @Q,Q" € 9, mit @ c Q. Seien ferner Q1,Q] € Qi

sowie Q2,Q% € Q) mit Q = Q1 x Q2 und Q' = Q] x Q5. Dann gilt fiir
i€{1,2}: Q; c Q; und ;(Q;) < p(Q;). Daher folgt

(1 x ©2)(Q) = 1(Q1) - 2(Q2) < p1(Q1) - 2(Q3) = (w1 x ¥2)(Q').
Zur Regularitdt: Seien Q) € 9Q,,, Q1 € Qi und Q2 € Q; mit Q = Q1 x Q2 sowie

e € Ry. Dann existiert fiir i € {1,2} zu jedem ¢ € R, ein offener Quader
Qi mit Q; c Qi+ sowie ¢;(Qit) < i (Qi) +1, und es folgt

(1 x 2)(Q1,t x Q2,t) (p1(Q1) +1) - (p2(Q2) +1)
(01 x p2)(Q) +tp1(Q1) +tp2(Q2) + 17,

d.h. es gilt (v1 x92)(Q1,xQ2+) < (p1 % p2)(Q) +e fiir hinreichend kleines
teR:. |

(p1 % p2)(Q)

IN
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3.) Das Quadermaf i= X p1 heifit das n-dimensionale Volumen.

4.) Seien M eine Teilmenge von R™, die keinen Hiufungspunkt in R” besitzt?!,
— insbes. ist M hochstens abzihlbar?2 — und m: M — R eine positivwertige
Funktion, eine sog. diskrete Massenverteilung. Dann wird das Quadermaf
der diskreten Massenverteilung m (fir M = {0},m(0) = 1 nennt man

dieses das Diracmafl und bezeichnet es mit ) gegeben durch
Voea, em(Q) = )5 m(p).
pe@nM

Der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS ergibt die Endlichkeit der Summe.
[ Additivitdt und Monotonie von ¢, sind trivial. Die Regularitit bewei-
sen wir, indem wir sogar zeigen, daf zu jedem Quader @ € £, ein offe-
ner Quader Q' € Q,, mit ¢, (Q") = P, (Q) existiert. Seien also Q € Q,,
Jiyoody € Q1 mit Q = X, J; und a; := supJ; sowie b; := inf J; fir
i€{l,...,n}. Da M keinen Haufungspunkt in R" besitzt, existiert zu je-
dem z € 0Q = QN Q° X, Jy x. .. xJi_y x{ai,b;} x Jp1 x ... x.J,, eine Zahl
£, € Ry mit Ull;'”"" () n (M~ {z}) =@. Dann ist Uzeao Uila'c"”"" (z) eine of-
fene Uberdeckung des Kompaktums 0Q. Daher existieren z1,. ..,z € 0Q
mit

k
Q< U!';;”m (z;) und Vief1,..k} Uit‘j‘”"" (xj)n M c{z;}coQ.
j=1

Wir setzen nun
e:=min{ey,,..., &4, } €Ry

und fiir jedes i € {1,...,n}

]ai,bi[, falls Jz' = ]ai,bi[,
J, o ]ai,bi+€[, falls Ji =]ai,bi],
i ]ai —E,bi[, falls Jz' = [ai,bi[,

]ai —E,bi +E[, falls Ji = [ai,bi].

Dann ist Q' := X" J/ € Q,, eine offene Obermenge von @, die keinen Punkt
von M enthélt, der nicht bereits zu @ gehort, d.h. ¢, (Q") = o (Q). |

5.) Es sei ¢ R - R eine monoton wachsende Funktion. Wir schreiben wie
tiblich g(c-) = limg . g(c) sowie g(c+) := lim;. g(c) fir jedes ¢ € R und
definieren ¢, Q1 - R durch

0, falls Q = @,
g(b=) —g(a+), falls @ =]a,b] mit a,beR,a<b,
Voea, pg(Q) =1 g(b+) —g(a+), falls Q =]a,b] mit a,beR,a<b,
g(b=) —g(a-), falls Q=[a,b] mit a,beR, a<b,
g(b+) —g(a-), falls Q=[a,b] mit a,beR,a<b.

Definition. Seien X ein topologischer Raum, M eine Teilmenge von X und = € X. Dann
heifit x Héaufungspunkt von M in X, wenn gilt Vyeow,x) U n (M N {z}) #+ @.

*Denn jede beschrinkte unendliche Teilmenge von R™ besitzt wegen des Satzes von
BoLzZANO-WEIERSTRASS einen Haufungspunkt (vgl. z.B. [1, Satz 9.19 (ii)]), und M < R"
ist disjunkte Vereinigung abzdhlbar vieler beschrinkter Mengen.
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Der Leser zeige als Ubung, daf hierdurch ein Quadermaf auf R, ein

sog. Stieltjessches Maf$, definiert wird, welches im Falle g = idg offenbar
mit p; iibereinstimmt.

Satz 4.8. Sei ¢: Q, - R ein Quaderma.
Dann lafit sich ¢ auf genau eine Weise fortsetzen zu einer Abbildung

@ P — R
derart, daf$ gilt:
(a) @ ist additiv, d.h. per definitionem
Vppr prep, (P =P uP"=¢(P)=p(P')+p(P")),

insbesondere gilt also (@) = 0.

(b) @ ist monoton, d.h. per definitionem
Vpprep, (PcP = o(P)<¢(P)),

insbesondere folgt aus (a): ¢ > 0.

(c) @ ist reguldr, d.h. per definitionem
V pep,, Veer, Iprep, P < P, P' offen in R™ und o(P") <@(P) +¢

Zusatz. Ist P €3, und ist P = Ule Q; eine Quaderdarstellung von P, so gilt
p(P) = 1 (Qi).

Wir bereiten den Beweis des Satzes durch das folgende Lemma vor.

Lemma 4.9. Seien ¢: Q, — R ein Quadermaf ouf R™ und Q1,...,Qr € Qj,
paarweise disjunkt derart, daf gilt

k
=L_.J1QZE

Dann folgt o(Q) = Z§:1 0(Qi).

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber k € N,.

Der Fall k£ =1 ist trivial.

Gelte die Behauptung fiir (k —1) € N, und seien Q1,...,Q, € Q, paarweise
disjunkt mit @ := Ule Qi € Q,. Wegen Qr c @ existieren nach Lemma 4.4
paarweise disjunkte @Q1,...,Q5, € Q, mit

2n m
Qo=Qr, JQi=Q und Vine{o,....2n} Qi € Q.
i=0 i=0
Dann folgt fiir jeden Quader Q € ,, mit Q c Q:

2n
U Qin Q ) ist disjunkte Vereinigung von Quadern
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und

m
Vn”uE{O,...,2n} U(Q; n Q) € Q.
1=0
Hieraus ergibt sich unter der Benutzung der Additivitdt von ¢: Q, - R
VQEQWQCQSO ZSO Qi DQ (191)
[ Zu (191): Wir zeigen durch endliche Induktion iiber m € {0,...,2n}
m — m —_
Vn”uE{O,...,2n} 2 (U(Q; n Q)) = Z SO(QZ N Q)
i=0 i=0
Der Fall m =0 ist trivial.

Gelte die Behauptung fiir (m — 1) € {0,...,2n - 1}. Dann folgt aus der
Additivitat von ¢: Q, - R und der Induktionsvoraussetzung

w(@(@iﬂ@)) ((Uo Q! n@) <Q;mé§>)

1=0
(T_J (Qin@) )+90(Q§nﬂé§)

- 8 An D)+ @0 @) - S el Q).
Fiir m = 2n ergibt sich gerade (191). |
Aus (191) folgt fiir @ = Q
2n 2n
= EE)SO(QQ) = p(Qr) + ) 0(Q5) (192)
i= =0

und fiir @ = Q; mit je{1,...,k—1} wegen Q\nQ; =QrNQ; =B
)= 3@in)) - £e(@in Q) (193
Fiir jedes i € {1,...,2n} gilt
Q;cQ\Qa=Q\Qk=’;§Q]~,

also Q) = U;‘:}(Q; N Q;), folglich nach Induktionsvoraussetzung

Z (Qi nQy).
Hieraus folgt schliefslich
2n k-1
(192)
p(Q) =" w(Qk)+ (QinQj)
i=1j=1
k-1 k
(193)
=7 o(Qr) + Z e(Q;) =Y. ¢(Qi),
7=1 =1
womit das Lemma bewiesen ist. O
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Beweis des Satzes. Sei ¢: 9, - R das gegebene Quadermaf. Falls iiberhaupt
eine Fortsetzung ¢: B, - R von ¢ mit (a), (b) und (b) existiert, so gilt fiir diese
wegen (a)

k
V * 1 Qi€Pn mit QLEQ,L Z; (10 (194>

Damit ist die Eindeutigkeit von ¢ bereits klar. Wir haben zu iiberlegen, daf
durch (194) tatséchlich eine Abbildung ¢: 3, = R definiert wird und daf diese
Abbildung additiv, monoton sowie reguldr ist.

Zur Wohldefiniertheit: Sei P € 9B, und seien WL, Q; sowie U\, Q) zwei
Quaderdarstellungen von P. Dann folgt

! k
Vierr, .k} Qi = J(QinQ))  und Ve 1y Q5 =J(QinQY),
le N et i=1 ——
€Qn eQn

also nach Lemma 4.9
l k
Vie(1,..k) P(Q Z (QinQ)) und Ve 39(Q)) =D 0(QinQj).
j=1 i=1

Daher gilt auch ¥, 9(Q:) = Lity Ther 0(Qi 0 Q) = Thoy 0(Q5).
Die Additivitat folgt sofort aus (194).
Zur Monotonie: Seien P, P’ € B,, mit P c P’. Dann folgt

P'=Pu(P'~P)und PePB,, (P \P) K B,
also gilt aufgrund der Additivitit von @

(194)
G(P') =p(P)+g(P'\P) > ¢(P).

Zur Regularitit: Seien P €3, und € € R,. Sei ferner Ule Q; eine Quader-
darstellung von P. Fiir jedes i € {1,...,k} existiert wegen der Regularitéit von
©: Q, = R ein offener Quader Q; € Q, mit Q; c Q; und ¢(Q;) < V(Q;) + 7.
Dann gilt nach 4.3: P’ := Ule Q) € Q,,. Ferner ist P’ offene Obermenge von P
und die Additivitit sowie die Monotonie von ¢: 93, - R ergeben

€Pn
k i-1 k i-1
a7 = o(0a)-o(U(eUar))-2o(e Ug)

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

k

< D o(Q) <) w(Qi) +e=p(P) +e.

|

=p(Q7)
Damit ist 4.8 bewiesen. O

Bemerkung. Wir werden kiinftig jedes gegebene Quadermaf ¢: 9, — R als
seine nach dem letzten Satz eindeutig bestimmte Fortsetzung ¢: B, — R be-
trachten.
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Korollar 4.10. Seien ¢: B, = R ein Quadermafl und P, P’ €B,,. Dann gilt:
(i) PcP'= @(P') =p(P'\P)+p(P).
(1)) (P UP’) =p(P)+¢(P) - p(PnP).

Beweis. (i) haben wir beim Nachweis der Monotonie im vorangegangenen
Beweis gezeigt, und (ii) folgt aus PUP’ = (P~ (PnP’))u(P'~(PnP’))u(PnP’),
(i) und der Additivitat von ¢: B, — R. O

Treppenfunktionen

Definition 4.11 (Treppenfunktionen). Es seien J € J,, ein nicht-leeres Intervall
von R™ und 7 J — R eine Funktion.
T: J - R heikt Treppenfunktion auf J genau dann, wenn gilt #7(J) < oo

=1
und vaeR\{O} T ({Oé}) € g’Bn
Die Menge aller Treppenfunktionen auf J bezeichnen wir mit | S(J) |.

Satz 4.12. Sei J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™. Dann gilt:

(i) T: J — R ist genau dann eine Treppenfunktion auf J, wenn k € N, und
paarweise disjunkte Quader Q1,...,Qr € Qy, die in J enthalten sind, so-
wie aq,..., 0 €ER mit T = Zle Q; Xéi existieren.?

(i1) Sind r € Ny und Th,...,T, € S(J), so existieren k € Ny und paarweise
disjunkte Quader Q1,...,Qr € Qn, die in J enthalten sind, derart, daf
gilt

Vpe{l,...,r} Tp € Span]R{ngla i 7Xg2k }

(iii) Sind r e Ny, Ty,...,T, € S(J) und ¥: R" - R eine Funktion mit 1(0) =0,
so gilt Yo (Ty,...,T.) € S(J).

(iv) Sind r e Ny und Ty,...,T, € S(J), so gilt
Ti+...+T,,Ty-...- T, sup(Th,...,T;), inf(T1,...,T,) € S(J).
(v) Sind T € S(J) und X e R, so gilt

AT, |T|, T* = sup(T,0), T~ =sup(-T,0) € S(J).**

Auch den Beweis dieses Satzes bereiten wir durch ein Lemma vor.

23Sind M eine Menge und M eine Teilmenge von M, so bezeichnen wir mit X%: MR

die charakteristische Funktion von M in JT[, die auf M konstant vom Wert 1 und auf M~ M
konstant vom Wert 0 ist. Im Falle M = R™ schreiben wir fiir 3.

2Fir jede reellwertige Funktion f heifit := sup(f,0) > 0 der Positivteil von f und

:= sup(—f,0) = —inf(f,0) > 0 der Negativteil von f. Dann gilt also f = f* - f~ sowie
Ifl=f"+f"
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Lemma 4.13. Es seien k,l € N,. Ferner seien sowohl Q1,...,Q}. € Q,, als auch
1y, Q) €Qy paarweise disjunkte Quader.
Dann existieren v € N, und paarweise disjunkte Quader Q1,...,Q, € Qn

derart, daf jeder der Quader QY,...,Q,QY,..., Q] Vereinigung gewisser der
Ql,...,QT 15t.

Beweisskizze. Schreibe jeweils

l k 4.3
Qi (UQ}') =i~ |U@j v (UQ}’) € Pn
j=1 t=1 j=1
L¥F1
fiir jedes i € {1,...,k} und
144 k 4 14 K ! ! 144 4.3
Qj\(UQi)sz\ (UQZ)U UQ] € P
i=1 i=1 =1
#J
fiir jedes j € {1,...,1} als disjunkte Vereinigung von endlich vielen Quadern. Die-
se bilden dann zusammen mit den Quadern ngQ;’, (1,7) e {1,... k}x{1,... 1},
die endlich vielen Quader @1, ...,Q, mit der gewiinschten Eigenschaft. O
Beweis des Satzes. Zu (i): ,=* Im Falle T' =0 gilt T" = O-Xé. Sei im folgenden
T # 0. Dann existieren [ € N, und paarweise verschiedene f1,...,03; € R~ {0}
. . —1
derart, dak gilt T'(J) ~ {0} = {B1,...,0;} sowie Vie,.3 T ({B;}) € Bn ~ {2}
Folglich existieren zu jedem j € {1,...,l} ein m; € N, sowie paarweise disjunk-
te Quader Q/,..., Q% €9, die in J enthalten sind, mit T ({3;}) = U/ Q;.
Dann gilt T = Y%, zgﬁjxéj. Ferner sind Qf,....QL, ,..., Q},...,Q,
B S— S—
paarweise disjunkt paarweise disjunkt
paarweise disjunkt, da Sy,..., 5, paarweise verschieden sind.

s Es gilt T(J) c{0,1,...,ar} und fiir jedes a e R\ {0}

] ~ @€ B, falls o ¢ {aq, ..., o},
T ({a}) = { Uf:l Q; €Py, fallsae{ag,...,qp}.

Zu (ii): Wir beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion iiber r € N,.

Der Fall r =1 gilt nach (i).

Gelte die Behauptung fiir (r — 1) € N;. Dann existieren nach Induktionsvor-
aussetzung k € N, und paarweise disjunkte Q7,...,Q} € Qy, die in J enthalten
sind, mit

Vpe{l,...,r—l} Tp € SpanR{XC{)’N e 7XC{2;€ }

Wegen (i) gibt es des weiteren paarweise disjunkter Quader QY, ..., Q; € Q, mit
T, € SpanR{X‘é,,, . ,X‘é"}, also finden wir nach Lemma 4.13 offenbar paarweise
1 l

disjunkte Quader Q1,...,Q, € Qy,, die in J enthalten sind, derart, dafs jeder der
Quader Q1,...,Q},Q7,..., Q] Vereinigung gewisser der Q1,...,Q, ist. Dann
gilt offenbar

Voe(t,..ry Ip € SpanR{Xél, .. ,Xér},
d.h. die Behauptung ist auch fiir r gezeigt.
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Zu (iii): Seien Qq,..., Q) gemak (ii) gewdhlt. Dann ist ¢ o (11,...,T,) auf
jedem der Quader Qq,...,Q konstant. Wegen ¥ (0) = 0 ist ¢ o (11,...,T})
aukerdem auf J\ (¥, Q;) gleich Null, also folgt aus (i) o (T1,...,T,) € S(J).

(iv) und (v) folgen sofort aus (iii). O

Definition 4.14 (Das Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen). Es seien ¢
ein Quadermaf auf R", J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™ und 7 € S(J).
Wir definieren dann das o-Integral von T diber J durch

[Tagl= ¥ ao@ (@)= ¥ a-eT ({a}).

aeT (J)N{0} aeRN{0}

Beachte, dafs obige Summen de facto endlich sind und die leere Summe als Null
definiert ist.

Satz 4.15. Fs seien ¢ ein Quadermaf auf R™, J € J,, ein nichi-leeres Intervall
von R™ und T € S(J). Seien ferner k € Ny und Q1,...,Qk € Q, paarweise
disjunkte Teilmengen von J sowie ay,..., o e R mit T = Zf’;l Q; X‘éi. Dann gilt

k
[]ngo = Zaigo(Qi).
i=1

Beweis. Mit I, = {xk € {1,...,k}|ax = a} fiir jedes a € T(J) ~ {0} gilt
Tl({a}) = Wser, Qi, also nach dem Zusatz zu 4.8 @(Tl({a})) = Yier, (Qi)
und somit « - @(Tl({a})) = Yier, @ 9(Q;). Hieraus folgt

. k k
[Tae= > ao'({ah) = X aie(@) = Y aie(@).
aeT (J)N{0} =1 1=1

|

Definition 4.16. Seien M c R™ und f: M - K eine Funktion. Wir definieren
dann | f: R™ > K | durch

oo | f(z), fallsxeM,
Vaern f(2) "{ 0, falls z e R"\ M.

Hauptsatz 4.17.
Vor.: Seien @ ein Quadermafl auf R™, J €T, ein nichi-leeres Intervall von R™
sowie T,T € S(J) und X e R.
Beh.: Es gilt:
(i) T+TeS(J) A fJ(T+T)dgoszTdcp+fJngp.
(ii) \T € S(.J) A LAngp:A[]ngp.
(iii) TST:[]TdapS[Jngo.

135



3 Tdy| < / T|de.
(i) | [ Tag|< [Irlag
(v) IstI €3, eine nicht-leere Teilmenge von J, so folgt T|r € S(I), x;T € S(J)

Td:[ T do.
Ilch xiTdy

(vi) x;T € S(R") und/];g XJTd<p=/JTd<p.

Beweis. Zu (i), (ii): AT, T + T € S(J) ist bereits klar. Nach 4.12 (ii) existie-
ren paarweise disjunkte Quader Q1,...,Qf € Q,, die in J enthalten sind, und
Qi g, G, d € Romit T = B g x)), sowie T = ¥ @& x), - Dann gilt
T+T =% (a; + &) Xéi’ AT =%k Xy Xéi und aus 4.15 folgt

[](T+T)d<p

k k
zal-i-ozz ZQZSO Qi) Z&ZSO(Q)
i= i=1

1 -
[ng0+[ng0

//\ngp Z/\oz“p )\Zaﬂp A[]ngp.

Zu (iii): Aus T < T folgt 0 < T — T, also aus der Definition des Integrales

sowie (i), (ii)
OS[](T—T)dgo:/JTdcp—[]ngp,

dh. [;Tdp < [,Tde.
4.12(v
Zu (iv): Es gilt =|T| < T <|T| und +|T| E( )S(J), also folgt aus (iii), (ii)

_ Tds[ngde
[mag< [Tdps< [ riac

und somit | [; T'dy| < [;|T|de.
Zu (v): Sei I wie in (v). Zunédchst gilt

sowie

Voeruoy T ({0}) = (ar 1) ({0)- (195)

[ Zu (196): Sei a € R\ {0}.
,C Ist x € Tll({a}), so gilt € I und T(z) = «, also auch x;(z) = 1 und
—
CaT)() =a, dh. e (T (fo}).
2 Seixe(x;T) ({a}), dh. x;(x) T (x) = a. Wegen « # 0 gilt x7(z) # 0,
)

also x7(x) =1 und somit x € I sowie T'(x) = . Dies bedeutet x € Tll({a}). |

Wir behaupten
X7 T eS(J). (196)

[ Zu (196): Seien paarweise disjunkte Quader Q1,...,Qr € Q,, die in J
enthalten sind, und aq,...,a; € R mit T' = Zle o Xéi gemah 4.12 (i) gewéhlt.
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Dann gilt offenbar XfT = Zle «; Xéml, wobei Q1n1,...,QrnI €], paarweise
disjunkte Teilmengen von J sind, also folgt (196) aus 4.12 (i). |

Da nach Definition des Produktes von Funktionen x; 71" = x; JT gilt, ergibt
(196)

x1T eS(J). (197)
Aus (195) und (197) folgt fiir jedes o € R\ {0}: le({a}) € PB,,. Hieraus und

aus #T|1(I) < #T(J) < o0 — wegen I c J, d.h. T|;(I) c T(J) — ergibt sich
T|r e S(I) und

[Thde= ¥ ap@ (@) " ¥ ae@aD) (ah) = [ uTde

aeR~N{0} aeR\{O}
Zu (vi): Offenbar gilt T ¢ S(R") sowie
T=T|J und T =y,T.

Daher folgt aus (v), indem man dort I durch J, J durch R™ und 7' durch T
ersetzt, x ;T € S(R™) sowie [;Tdp = [;T|;dp = [gnxsT de. O

Nullmengen

Um die obige kanonische Definition des Integrales fiir Treppenfunktionen auf
eine moglichst grofe Menge zu erweitern, filhren wir nun den Begriff der Null-
menge ein. Nullmengen werden bei der Entwicklung der Integrationstheorie da-
durch eine Rolle spielen, dals sie keine Rolle spielen; das soll heifen, dals die
Abénderung des Integranden auf einer Nullmenge den Wert des Integrales nicht
andert.

Definition 4.18 (Nullmengen). Seien ¢ ein Quadermaf auf R" und N eine
Teilmenge von R™.

N heiflt genau dann eine @-Nullmenge, wenn zu jedem e € R, eine Folge
(Qi)ien in Qp mit N c U2, Q; und Y72, ¢(Q;) < € existiert.

Bemerkung. Nullmengen miissen nicht parkettierbar sein.

Satz 4.19. Es seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und N,N sowie N; fir jedes
1 € N Teilmengen von R™. Dann gilt:

(i) N @-Nullmenge A N ¢ N = N o-Nullmenge.
(i1) Vien N; p-Nullmenge = | J N; p-Nullmenge.
1=0
(iii) N ist genau dann eine p-Nullmenge, wenn zu jedem € € Ry eine Folge

offener Quader (Q;)ien in Q, mit N c LJQZ und zgo Q;) < € emistiert.
=0

Beweis. (i) ist trivial. '
Zu (ii): Sei € € R,. Dann existiert zu jedem i € N eine Folge (Q5)jen in Q,
mit N; ¢ U3, Q) und L5720 ¢(QY) <

(Q.).en eine Umnumerierung
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von (Q;)(Z’J)d\p — beachte, daf N? abzéhlbar ist. Dann gilt U2, N; < U, Q,

und
o0 [e <o o] o0 6
>0(Q) - £ 3 0l@) s 3 57 ==
=0 1=07=0

Zu (iii): ,<* Sei € € R,. Dann existiert eine Folge (Q;)sn mit N ¢ U2 Qi
und ¥200(Q;) < 5. Wegen der Regularitit von ¢ existiert zu jedem 7 € N ein
offener Quader Q; € 9, mit @; ¢ Q; und ©(Q;) < v(Q;) + iz Dann folgt
N c U2, Qi und

M8

i@(@i) <,

~ > € 2e
SD(Q) 22“_2 <E=€'
=0 =0

~.

.
Il

o

,= ist trivial. O
Beispiel 4.20.
1.) Ist P e*B, mit o(P) =0, so ist P eine p-Nullmenge.
2.) Jedes entartete Intervall von R" ist eine p,-Nullmenge.

3.) Seien M eine Teilmenge von R"™, die keinen Haufungspunkt in R"™ besitzt,
und m: M — R, eine Funktion. Dann ist {p} fiir jedes p € M keine ,,-
Nullmenge. Im Gegensatz dazu ist R™ N~ M eine ¢,,-Nullmenge — beachte

Voen, @ N M =Q~ (Qn M) E B, da Q@ n M die endliche Vereinigung
(einelementiger) Quader ist.

4.) Das Cantorsche Diskontinuum C' ist eine iiberabzihlbare kompakte fi1-
Nullmenge. (Sind Cp := [0,1] und Vjen, C; := %01—1 U (% + %C’i_l), d.h.
C; ist disjunkte Vereinigung von 2° disjunkten abgeschlossenen Intervallen

der Linge & 37, 80 gilt C' = Mien Ci.)

Definition 4.21. Es seien ¢ ein Quadermalfs auf R” und M c R"”,

(i) Sei H eine einstellige Aussageform mit Einsetzungsklasse Q2. Wir definie-
ren: H gilt p-fast iberall auf M genau dann, wenn {x € M |-H(z)} eine
@-Nullmenge ist, insbes. sind alle Punkte von M mit Ausnahme einer
w-Nullmenge in {2 enthalten.

(ii) Seien f,g auf Teilmengen von R™ definierte K-wertige Funktionen. Wir

schreiben | f =, g auf M | (bzw. | f #, g auf M |) genau dann, wenn f = g

(bzw. f # g) p-fast-tiberall auf M gilt.

f>09 auf M |und | f >, g auf M |sind im Falle K =R analog zu verste-

hen. Wir werden bei der Notation haufig auf den Zusatz ,auf M“ verzich-
ten, wenn der Bezug zu M klar ist.

(iii) Sei f; fur jedes i € N eine auf einer Teilmenge von R" definierte K-wertige
Funktion. (f;)ien heilit p-konvergent auf M genau dann, wenn eine -
Nullmenge N c R" existiert derart, dal fiir x € M ~ N gilt: f; ist in z fiir
jedes i € N definiert und 1152, fi(x) existiert in K.
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Lemma 4.22 (Lemma A von RIESZ).
Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™
und (T;);en eine Folge in S(J) mit

VienT; 2 Ti1 2 0. (198)
Ferner existiere eine w-Nullmenge N c R"™ derart, daf§ gilt

VxEJ\N _lim Tz(x) =0. (199)

Beh.: lim ngp 0.

7,—)00

Beweis. 1. Fall: J =R™. Aus (198) und 4.17 (iii) folgt

vieNjJTidwzjln+ldwzo,

also existiert lim; oo f; 7jde in [0, 0o[. Zu zeigen ist daher

Vear, 3mer, [ Tmd <c. (200)

Sei € € Ry. Als reellwertige Funktion mit nur endlich vielen Werten besitzt

Ty ein Maximum. C' € R, sei eine positive reelle Zahl gréfer als dieses Maximum,
d.h. nach (198)

vievieJ Tz(w) <C. (201)

Da N eine ¢-Nullmenge ist, existiert nach 4.19 (iii), in dessen Beweis die Re-
gularitdt von ¢ entscheidend einging, eine Folge (Q;);en offener Quader des R™
mit

N c UQZ und Z(p (202)

3C

Wegen Ty € S(J) existieren r € Ny und Q7,...,Q; € Q,, derart, daf gilt
Tol (R~ {0}) =Uj_; @, und wir betrachten die kompakte Menge

= LTJ Q; € mn
p=1

Nach (198) gilt dann
ver\PViEN,—Ti(x) =0. (203)

Fiir jedes i € N folgt aus T; € S(J)

(203)

—1 =1
P o= T, ([O,W[)HP=(TZ' ({0}) uT; (]o»m[))np

g
"3 @) 1) D




—q —1 IS 4.3
= (ﬂ\TZ (R\{O}))UTZ' (]O,W[) € P,

—_—
“Fn P .
ePBn
und es gilt
€
Y peJRn (acEPi(=>(acEP/\Ti(m)<—)). (204)
3(p(P)+1)

Wegen der Regularitit von ¢: 9B, — R existiert eine Folge (P;);ey offener par-
kettierbarer Teilmengen des R™ mit

€ 1

Vien P € B, A o(P) < o(P) + 30 7l (205)
also gilt auch — da P, = Py u (P; \ P;) und somit p(B;) = o(P;) + o(P; \ P;) —
~ € 1
Viewnp(Fi N P;) < 30 il
S €
PNP)<—. 206
;OsO( NP <55 (206)

Wir behaupten
Pe (U Qi) y (UE) (207)
i=0 i=0

[ Zu (207): Sei z € P. Im Falle z € N gilt = € (U2, Qi) U (Uzoﬁi) nach
(202). Sei daher x € P~ N c R™ = J. Aus (199) folgt dann lim;_, T;(x) = 0,

L . . (204) _ (205) ~ .
also existiert ig € N mit T;,(z) < PP dh.z € P, c’ P, und somit

ze (U @i) u (U B). _
Wegen der Kompaktheit von P und der Offenheit der @; sowie der P; exi-
stiert nach (207) nun m € N mit

m . m _ m
PcJ(QiuvF)=U(Qu(B~R))v UP . (208)
i=0 i= e
7 =0 =0
=P'ePn =P"ePy
Wir setzen .
T' = C . ’ und T" =" 4 209
e 3P+ 1) M 2
_J _J
=Xpr =Xpn

— beachte J = R™ — also gilt 77, 7" ¢ S(J) mit 7" > 0 sowie 7" > 0, und
behaupten

T<T +T". (210)

[ Zu (210): Sei z € J = R™. Im Falle x € J ~ P folgt aus (203), dak gilt

Tin(x) =0, also T, () < T'(x) + T"(x). Im Falle x € P~ P’ ergibt (208), daf

gilt x € P”, also existiert i € {0,...,m} mit z € P; und es folgt
(198) (204) €
T, < T P ——— <T’ +T"(x).
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Im Falle z € P’ gilt T),(x) (221) C=T'(z) <T'(z) +T"(z). ]
Aus (208) und (204) ergibt sich P ¢ P | also folgt aus der Monotonie von
w: P, > R, dak gilt
@(P") <p(P) <p(P)+1. (211)

Somit ergibt sich schlieflich

(210)
T, do < f T+ 7" d =fT’d [T”d
[] ® J( +T")dyp Tde+ | ®

(209) ’ € "

2 0Pt —— (P
) sGmy - )

CD o) L (p(P)+1)

< - +———— (p(P) +

3(e(P) + 1)

(208) m e (202) (206)

Z( +g0P\P)) 3 g,

womit (200) bewiesen ist.
2. Fall: J € J,, beliebig. Dann erfiillt die Folge (7});en, definiert durch

Vien T;Z =XJ ﬁ?
die Voraussetzungen des Lemmas fiir R™ anstelle von J, also ergibt der 1. Fall

lim [ Ty 417(v0) nij T dp =0,

71— 00 17— 00

d.h. die Behauptung gilt auch im 2. Fall. O

Satz 4.23 (Hauptsatz A von RiESzZ).
Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™
und (T;)ien sowie (1;)ien zwei Folgen in S(J) mit

Vien (T; < Tisr A Ti < Th) .- (212)

Ferner seien C,C € R mit

VZ-GN(/JﬂdcpSC/\/JTidgogé), (213)

und es existiere eine p-Nullmenge N derart, daf§ gilt

1—>00

Vel N (ilir?o Ti(x), lim Ti(z) existieren in R A lim Tj(z) < lim ’T“,-(x)) . (214)

Beh.: Fir die wegen (212), 4.17 (iii) und (213) existierenden folgenden Limites
gilt

im [ Tap<lim [T

m J ¥ ZE?O J ¥

1—> 00

Beweis. Sei zunéchst k € N fest gewéhlt. Dann gilt nach 4.12 (iv), (v)

Vien T} = (T, - T,)* = sup(T}, - T;,0) € S(J), (215)
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also wegen (212) auch
Vien i 2 T34, 2 0.

Wir zeigen
Vaees v lim 77 (z) = 0.
1—> 00

| Zu (217): Sei x € J N N. Dann folgt aus (212), (214)

Ti(x) < lim Tj(z) < lim Tj(z),
also
lim (T () - T;(=)) <O0.

1—> 00

(216)

(217)

Die Stetigkeit von (idg)™ =sup(...,0): R > Rund Vger, <0 (idr)*(a) = 0 ergibt

lim 77 (2) = (id2)* (limn (Th () - To(2))) = .

d.h. es gilt (217). |
Aus (216), (217) und Lemma A (d.i. 4.22) folgt

lim JTZ-* de =0.

7—>00

Nun gilt fiir 1 e N

. 417(i),(64),(215)
Td—[ﬂd < [ﬁd,
Lkw Tide T de

Tdszd+fﬁd,
Lkw (Trdew [ Tidg

T de < 1i fﬁd.
kaSOiLIZloJSO

also nach (218)

(218)

Da die letzte Ungleichung fiir beliebiges k € N gezeigt wurde, folgt die Be-

hauptung durch Grenzwertbildung fiir £ - oo.

a

Beim Aufbau der Theorie wird das folgende Lemma erst beim Beweis des

Grenzwertsatzes von LEVI benotigt.

Lemma 4.24 (Lemma B von RIESZ).

Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™

und (T;);en eine Folge in S(J) mit
VienTi < T
Ferner existiere eine Zahl C € R derart, daf gilt
VieN [] T;dp < C.

Beh.: N :={x e J|lim;,,o T;(x) = 0o} ist eine p-Nullmenge.
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Beweis. Indem wir von T; zu T; — T iibergehen, konnen wir annehmen, daf
gilt VienT; 2 0. Des weiteren gelte ohne Einschrankung C' > 0.
Sei nun € € R,. Wir setzen

_ 4.11,4.3
Via =T (| o0 ) 1€ o, (221)
€
also gilt
(219) : =
VienPi c Py sowie NclJP, (222)
i=0
und behaupten
Vienp(P;) <e. (223)

(219)
[ Zu (223): Wegen VienT; > Tp 20 und (221) folgt Ven 715 > %Xj{fi eS(J).
Da fiir jedes i € N gilt

(220) C C
szTZ-dzf—J.dz— ),
(Tide> | —xpde=—o(R)
ergibt sich (223). |
4.3
E‘Bn € mn
Aus (222), (221) folgt Piy1 = P; w (P41 \ P;) fiir jedes i € N. Daher existieren

offenbar eine Folge (Q;) ey paarweise disjunkter Quader des R” und eine streng
monoton wachsende Abbildung h: N - N mit

h(i)

Vien P = [ Q% (224)
j=1
d.h. nach (223)
h(i)
Vien ) o(Pi) =¢(P) <e. (225)
j=1
. . . (222),(224) oo (225)
Schlieflich gilt N = ¢ " U2, Q; und Y32, 9(Q5) < e -

Bemerkung. Sind die Voraussetzungen des Lemmas B erfiillt, so besagt die
Behauptung lim; . T; € S A (J, ¢), vgl. die Definition in 4.25 (i).

Lebesgue-integrierbare Funktionen

Ausgehend vom Integrale fiir Treppenfunktionen erweitern wir die Definition
nun mehrfach, um die Lebesgue-integrierbarbaren Funktionen zu erhalten.

Definition 4.25. Seien ¢ ein Quadermafs auf R™ und J € J,, ein nicht-leeres
Intervall von R".

(i) Sei|S(J,p)|die Menge aller auf Teilmengen von R™ definierten reellwer-

tigen Funktionen f, fiir welche ((7})in, G, N) € S(J)N x R x P(R") mit
den folgenden Eigenschaften existiert:

25Idee: P = QO U...u Qh(O) und Vien Pis1 N P = Qh(i)+1 U...u Qh(i+1)~
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L) VienT; <Tip1.
2.) Vien []Tidws C.
3.) N ist p-Nullmenge und

Ve N ZliIgTz(x) = f(x),

insbes. gehoren alle Punkte von J mit Ausnahme einer p-Nullmenge
zum Definitionsbereich von f.

((T})ien, C, N) heift dann ein Levitripel fir f auf J bzgl. .26

(ii) Fiir f €S, (J,¢) definieren wir das ¢-Integral von f iber J durch

[]fdcp =lim [ T;doy,

wobei ((T;);en, C, N) ein beliebiges Levitripel fiir f auf J bzgl. ¢ sei.
[ Zur Wohldefiniertheit seien ((7;)en, C, N), ((ﬁ)ieN, é,ﬁ) zwei Levitri-
pel fiir f auf J. Dann ist N*:= N UN eine ¢-Nullmenge, und es gilt
Vel N* hm Tz(x) = _hm ﬁ(x) < hm ﬁ(x)v
also nach 4.23
lim [Tidgps lim [Tidgp.
i—oo JJ 1—00 J.J

Indem man die Rollen von (7;);en und (7;);ey vertauscht, erhdlt man

analog
i [, Tidps i [, T:dp

also gilt in der letzten Ungleichung sogar Gleichheit. |

Bemerkung. Es gilt S(J) ¢ S,(J,¢), und im Falle T € S(J) stimmt die
frithere Definition des ¢-Integrales von 7" iiber J (in 4.14) mit der neu gegebenen
Definition iiberein, da man hier die konstante Folge vom Wert T nutzen kann.

Satz 4.26.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™
sowie f,f €SA(J, ) und A €R.

Beh.: Es gilt:

(i) f+Fes,(0p) n [(r+Dde= [ rdo+ [ fde.

(ii) AzO:()\feS,(J,go) A [JAfd@zA[]fdgo).

*In [7] wird ein Levitripel in unserem Sinne als Levifolge bezeichnet. Da letzterer Begriff
in der Literatur, vgl. z.B. [20], aber auch fiir Folgen, die die Voraussetzungen des Grenzwert-
satzes von LEVI (s.u. 4.33) erfiillen, verwendet wird, hat sich der Autor zur hier gegebenen
Namenswahl entschieden.
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(iii) Eristiert eine o-Nullmenge N* mit Vs v+ f(x) < f(x) — insbesondere
sind f und f in x definiert —, so folgt [dego < fdego.

(“)) Sup(f7 f)> f+ € 8/' (J,QD)-27

(v) Sind f* eine auf einer Teilmenge von R™ definierte reellwertige Funktion
und N* eine o-Nullmenge mit ¥ ey N+ [ () = f(x) — insbesondere sind

f* und f in x definiert —, so folgt f* €S .(J,p) und []f* dp = /decp.

(vi) Ist I € 3, eine nicht-leere Teilmenge von J, so folgt f € S,(I,p) sowie
xif S, (1) und [ fdo= [ xifde.

(vii) XJfES,(R",go) Uﬂd/nXdeQOfod(p.

Beweis. Seien ((7})ien, C, N) ein Levitripel fiir f auf J und (( )zeN,C N)
ein Levitripel fiir f auf J, jeweils bzgl. ¢ _ _ _
u (i): Wegen 4.17 (i) und 4.19 (i) ist ((Z} + T)sen,C + C, N UN) ein Levi-
tripel fiir f + f auf J bzgl. @, d.h. f+ f €S, (J,¢), und es gilt
fJ(f+f)dsD = Jm [ (T;+T)de = lim szd<p+fTidsD

1—> 00

_1im[]TZ-d<,p+hmedgp ffdgp+ffd<,p

u (ii): Sei A > 0. Wegen 4.17 (ii) ist dann ((A7;)ien, AC, N) ein Levitripel
fiir A f auf J bzgl. ¢, dh. A feS,(J,¢), und es gilt

[])\fdgo lm [ AT.dp=lim) [ Tidg=A lim [ Tide

ALfdgp.

Zu (iii): Sei N* wie in (iii). Dann ist N U N u N* nach 4.19 (ii) eine -
Nullmenge, und es gilt (wegen VienT; < Tix1 A 15 <Tit1)

V:ceJ\(NUNUN’*) hmT( )< hmi(x)

17— 00
Daher folgt aus 4.23: [, fdy < fdegp.
Zu (iv): Zunichst gilt fiir jedes i e N
~ . 4.12(iv)
sup(T;, ;) € = S(J),
sup( T, , T, ) <sup(Tier, Tin).
— —
<Tiv1 <Tiq
Weiterhin gilt
V 5.6 5¢R sup{a + f,a + B} <sup{a,a} + sup{B,B},

denn ist ohne Einschriankung sup{a + §,a& + 5} = a + 3, so folgt sofort obige
Ungleichung. Hieraus ergibt sich fiir jedes ¢ € N

*"sup(f, f) kann ggf. nur auf @ definiert sein!
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sup(T;, T;) = sup(To+ (T, - To), Tp + (Ti - T))
sup(To,To) +sup(T; - To, T; - To)
——— S——

>0 >0

sup(To, To) + (Ti - To) + (T; - To),

IN

IN

also wegen 4.17 (iii) und [, T;dp < C, [, T;dp < C

[ sup(T. Tyde < [ (sup(Ty, 7o) - T -To)dg + €+ C = C7 R,

SchlieRlich zeigen wir

Voessvomy Lim sup(T3, T;) (z) =sup(f, ) (=), (226)

d.h. insgesamt, daf (sup(ﬂ,ﬁ),—eN,C*,N U N) ein Levitripel fiir sup(f, f) auf
J ist — beachte, daR N UN eine ¢-Nullmenge ist —, m.a.W. sup(f, f) €eSA(J, ).
Daf dann auch f* =sup(f,0) € S.(J,p) gilt, folgt aus 0 S(J) c S (J, p).

[ Zu (226): Sei z € J N (N U N). Ohne Einschrinkung gelte f(z) > f(z).
Dann gilt wegen Tj(z) < f(x),T;(z) < f(z) fiir jedes i € N auch

Ti(z) <sup{Ti(z),T;(x)} <sup{f(x),f(z)} = f(x),

i—00

— f(z)

d.h. lim;_, o sup{ﬂ(x),ﬁ(ﬂi)} = sup{f(;n),f(x)}. |
u (v): Sind f* und N* wie in (v), so ist ((7})ien, C, N* U N) wegen

v:(:eJ\(N"‘UN) ZliIgTz(m) = f(fL') = f*(l')

offenbar ein Levitripel fir f* auf J.
Zu (vi): Sei I wie in (vi). Dann gilt:

((Ti|1)ieN,C + [](XI To - To) dcp,N) ist ein Levitripel fiir f auf I bzgl. ¢,
(227)

4.17(v)
beachte x; Ty € ~ S(I).

[ Denn fiir jedes i € N gilt T;|; < Ti41|r und weiter

xrTi = xrTo+x1 (T; - To) < x1To + (Ti - To) = Ti + (x1 To - To), (228)
——
>0

also

Y 228
/ITidCP A1) / ITdCP(<)/Td<P+[ (x1To - To) de

(229)
< C+j]( [TQ—To)dgo.

Damit ist (227) offenbar bewiesen. |
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Fiir jedes i € N gilt auch x;7; < x1 Tj+1, weshalb zusammen mit (229) offen-
bar folgt:

((XI Til1)ien, C + /J(X[ Ty —To)dgo,N) ist Levitripel fiir x; f auf I bzgl. ¢.
(230)
Schlieflich gilt

[ a1 [ 1140 ™™ 1m [ aTiae 2 [ s,

womit zusammen mit (227) und (230) die Aussage (vi) bewiesen ist. )
Zu (vii): Wegen 4.17 (vi) ist ((xsT})ien, C, N) ein Levitripel fiir x; f auf
R” bzgl. ¢, d.h. x5 f €S, (R", ), und es gilt

7 . = 4.17(vi) .
dp=1 j Trde "4 jnd =[ do.
]anf p=lm | xsTide Iim [ Tidp= | fdo

Damit ist auch (vii) bewiesen. O

Bemerkung. Die zu (ii) analoge Aussage mit der Pramisse A < 0 ist i.a. falsch.
Z.B. gilt f:=3720xj0,2-] € SA(R", 1), aber —f ¢ S, (R", uu1), da jede Treppen-
funktion nach unten beschrinkt ist und somit auf einem Intervall ]0,27%] fiir
gewisses ¢ € N grofer als —f ist, d.h. es kann kein Levitripel fiir - f auf R" bzgl.
uq existieren. Damit ist gezeigt, dak S (R"™, 1) kein R-Vektorraum ist.

Definition 4.27. Seien ¢ ein Quadermafs auf R™ und J € J,, ein nicht-leeres
Intervall von R".

(i) Sei|Lr(J,¢) |die Menge aller auf Teilmengen von R” definierten reellwer-

tigen Funktionen f, fiir welche (g,h,N) € SA(J, ) x SA(J,¢) x P(R™)
mit den folgenden Eigenschaften existiert:

1.) N ist eine p-Nullmenge.

2) Vae N f(l’) = g(m) - h(l’),
insbes. gehoren alle Punkte von J mit Ausnahme einer ¢-Nullmenge
zum Definitionsbereich von f.

(g,h, N) heit dann ein Riesztripel fir f auf J bzgl. .2

Die Elemente von Lg(J,¢) nennen wir (reellwertig) p-integrierbar iber J
(oder (reellwertig) p-summierbar iber J).

(ii) Sei f e Lr(J, ). Wir definieren dann das ¢-Integral von f diber J durch

d ;:fd—fhd,
fsto L9de= | hdg

wobei (g,h, N) ein beliebiges Riesztripel fiir f auf J bzgl. ¢ sei.

?*In [7] wird ein Rieztripel in unserem Sinne als Rieszpaar bezeichnet.
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[ Zur Wohldefiniertheit seien (g, h, N )~sowie (g, h,N) zwei Riesztripel fiir
f auf J bzgl. ¢. Dann ist N* := N U N eine p-Nullmenge mit

Vaes v+ (g5 hy G, b sind in @ definiert und g(z) - h(z) = §(z) - h(z)).

= (g+h)(2)=(3+h)(z)

. 4.26(i
Wegen g+ h,g+h E( ) S (J, ) folgt hieraus nach 4.26 (iii) (oder (v))

f](g+ﬁ)d<p<f(g+h)dso, f(9+h)ds0<f( +h)dep,

also mittels 4.26 ( fgdgo fhdcp fgdgo fhdgo

Bemerkung. Es gilt S, (J,¢) ¢ Lr(J,¢), und im Falle f € S, (J,p) stimmt
die frithere Definition des @-Integrales von f {iber J mit der neu gegebenen
Definition iiberein — beachte, dals f = f — 0 gilt. Der nichste Hauptsatz zeigt
daher auch, daf Lg(J,¢) die kanonische Erweiterung von S, (J,¢) zu einem
R-Vektorraum und f; ... dp ein Funktional von Lg(J, p) ist.

Hauptsatz 4.28.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf$ auf R™, J €3y, ein nichi-leeres Intervall von R"
sowie f, f € Lr(J, ) und X € R.
Beh.: Es gilt:

(i) f+FeLa(lo) n [(1+Dde= [ rdor [ e
(ii) Af € La(J //\fdgp A[fd«p

(iii) Euxistiert eine p-Nullmenge N* mit Yoy N+ f(x) < f(z) — insbesondere
sind f und f in x definiert —, so folgt []fdgp < []fdgp.

ffdso flfldso
(v) sup(f,f), inf(f,f) € Lr(J, ).

(vi) Sind f* eine auf einer Teilmenge von R™ definierte reellwertige Funktion
und N* eine p-Nullmenge derart, dafy gilt ¥ ey N+ f*(2) = f(z) — d.h.
insbesondere, daf f* und f in x definiert sind —, so folgt f* € Lr(J,¥)

und[]f*d@=j]fd¢.

(vit) Ist [ €3, mit @+ 1cJ, so folgt fe Lr(I,¢), x1f€Lr(J,p), und es gilt
[rae= [ xirap

(iv) f* 7, |f| € Lr(J, @) und

(viii) X f € La (R 0) und [ xsfde= [ fae.

Beweis. Seien (g,h,N), (g, h,N) Riesztripel fiir f bzw. f auf J bzgl. ¢
Zu (i): (g+§,h+h, N UN) ist offenbar ein Riesztripel fiir f + f auf .J bzgl
p, und es gilt
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Zu (ii): Aus 4.26 (ii) folgt die Behauptung im Falle A > 0, da (Ag,\h,N)
ein Riesztripel fiir f auf J bzgl. ¢ ist, und im Falle A <0, da ((=\) h, (=-A) g, N)
ein Riesztripel fiir f auf J bzgl. ¢ ist.

Zu (iii): Dies beweist man analog zum Nachweis der Wohldefiniertheit in
4.27 (ii).

Zu (iv): Aus

Vo ger (= B8)" =sup{a -3, & } =sup{a, B} -f (231)
68

folgt
Vaesrn f7(z) = (g - 1) () =sup(g,h)(z) - g(z),
also ist (sup(g,h),g, N) nach 4.26 (iv) ein Riesztripel fiir f* auf J, d.h.
freLr(J,¢)

und somit nach (ii), (i) ebenfalls
f=sup(=£,0) = (=f)", Ifl=f"+ [ e Lr(J, ).

Ferner gilt wegen Vgesun —|f|(z) < f(x) <|f|(z) nach (ii), (iii)

- [1n1ae= [ -nldes [ rae< [1r1de.

also auch |f; fdy| < [;|f]de.
Zu (v): Wegen (231) ergibt sich mittels (i), (ii), (iv) nacheinander
sup(f, f) = f+(f = )" e Lr(J,9),
inf(fa f) = —Sllp(_f7 _f) € LR("L QO)
Zu (vi): (g,h, N*UN) ist unter den Voraussetzungen von (vi) ein Riesztripel
fiir f* auf J bzgl. ¢. Daher folgt die Behauptung.
Zu (vii): Infolge von 4.26 (vi) ist (g,h,N) unter der Voraussetung von

(vii) auch ein Riesztripel fiir f auf I bzgl. . Wegen 4.26 (vi) ist des weite-
ren (x79,x1h, N) ein Riesztripel fiir x7 f auf J bzgl. ¢. Daher gilt

jlfdcp = ]Igdcp—ﬁhdcp

4.26(vi) f f _f
= do — hdp = do.
xrgde = | xihdy JXIf ®
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Zu (viii): Nach 4.26 (vii) ist (xJ g, X h, N) offenbar ein Riesztripel fiir x £,
also gilt x7 f € Lr(R™,¢) und

Fd - j §de - [ hd
An Xs fde o X7 9de = X hde
4.26(vii) f f f
L9dp= [ hdp= | fdo
Damit ist der Hauptsatz vollstandig bewiesen. O

Definition 4.29. Es seien ¢ ein Quadermal auf R™ und M eine beliebige
Teilmenge von R™.

(i) Wir definieren | Lr(M,p) | als die Menge aller auf Teilmengen von R™

definierten reellwertigen Funktionen f, fiir die yas f € Lr (R™, p) gilt. Die
Elemente von Lg(M,¢) nennen wir (reellwertig) p-integrierbar iber M
(oder (reellwertig) w-summierbar iber M ).

Bemerkung. Bezeichnet D den Definitionsbereich von f € Lg(M, ), so
ist M \ D ist eine ¢-Nullmenge, d.h. alle Punkte von M mit Ausnahme
einer ¢-Nullmenge gehéren zu D.

| Denn aus xas f € Lr(R", ) im Sinne von 4.27 (i) folgt die Existenz von
g,h € S,(R", ) mit xas f =, g —h auf R", also existieren offenbar eine
¢-Nullmenge N und zwei Folgen (7;)en, (S;)ieny in S(R™) mit

Vaenn f(z) = lim (T3 (2) - Si(x)),

1—> 00

d.h. insbes. M \ N c D, und es ergibt sich MNDcMnNcN. |

(ii) Sei f e Lr(M,p). Wir definieren dann das yp-Integral von f iber M durch

d :=/ Fde.
L del= f xa fde

Bemerkung. Die hier gegebenen Definitionen sind im Falle @ # M € J,, mit
denen in 4.27 konsistent: Im folgenden sei J ein nicht-leeres Intervall von R™.

1.) Sei f € Lr(J, ) im Sinne von 4.27 (i). Dann ergibt 4.28 (viii), dak im
Sinne von 4.27 (i) gilt xs f € Lr(R", ), d.h. f € Lr(J,¢) im Sinne von (i).

2.) Sei umgekehrt f € Lg(J,¢) im Sinne von (i), also xs f € Lr(R™, ¢) im
Sinne von 4.27 (i). Aus 4.28 (vii) folgt dann x s f € Lg(J, ¢) im Sinne von 4.27 (i).
Bezeichnet D den Definitionsbereich von f, so ist nach der Bemerkung in (i)
J N D des weiteren eine p-Nullmenge, und es gilt J~ (JND)=JnD,

Vaoesnp (v f)(@) = 1f(2) = f(2).
4.28 (vi) besagt daher f e Lg(J, ) im Sinne von 4.27 (i).

3.) Fiir f € Lr(J, ) gilt nach 4.28 (viii): fg. X7 fdy = [, f dp im Sinne von
4.27 (ii).
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Hauptsatz 4.30.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™ und M eine Teilmenge von R™. Ferner
seien f,f € Lr(M,¢) und \ € R.

Beh.: Es gilt:

(i) f+FeLae) n [ (F+Dde= [ fae+ [ fde.

(it) Nf e Lp(M, @) A [y A fde=X[,, fde.

(iii) Euzistiert eine o-Nullmenge N* mit Vperron f(2) < f
sind f und f in x definiert —, so folgt A/[fdgo < A/[fdgo.

[, fae|< [ 171de.

(v) sup(f, f), inf(f, f) € Lr(M, ).

(vi) Sind f* eine auf einer Teilmenge von R™ definierte reellwertige Funktion
und N* eine @-Nullmenge derart, daff gilt ¥ eprn+ f*(z) = f(x) - d.h.
insbesondere, daff f* und f in x definiert sind —, so folgt f* € Lr(M,p)

und/]:/[f*dgp=/Mfdgp.

(z) - insbesondere

(iv) f*,f7,|fl € Lr(M, p) und

Beweis. Bezeichne D bzw. D die Definitionsbereiche von f bzw. g. Per defi-
nitionem ist D n D der Definitionsbereich von f +g. Mit M ~ D und M \ D ist
auch M~ (DnD) = (M~ D)u (M~ D) eine o-Nullmenge, und es gilt fiir jedes
zeMn(DnD)

(xm (f+ ) (@) = (f+f)(w)=(f+f)(x)=f(w)+f(w)=f(w)+f(w)
= (XJV[JE)($)+(XJVJJE)($)>

sowie (xar (f + f))lrnar = 0= Oar f+ X f)an\M, also

XM(f+f) :chMerXMfauf]R{".

Daher folgt (i) aus 4.28 (i) und 4.28 (vi).
(ii), die erste Aussage von (iv) und (v) folgen aus den analog zu oben ein-
sehbaren (-Gleichungen

—

xur (NF) =p Axar f auf R”,
X FE = e £)F auf R™, xar [f] =, [xar f| auf R,

xar sup(f. F) =5 xar sup(f, f) auf R, yarinf(f, f) =o xar inf(f, f) auf R

und den entsprechenden Aussagen in 4.28 sowie 4.28 (vi). Die zweite Aussage
von (iv) ergibt sich dann aus der zweiten Aussage in 4.28 (iv). )

Unter den Voraussetzungen von (iii) bzw. (vi) gilt xas f < X f auf R”
bzw. xar f* =0 yur f auf R™. Also gilt die Behauptung von (iii) bzw. (vi) nach
4.28 (iii) und 4.28 (vi) bzw. 4.28 (vi). O
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Bemerkung. Ersetzt man in 4.28 (vii) das Intervall I durch eine beliebige
Teilmenge M des Intervalles J, so folgt aus f € L(J,¢) i.a. weder f € L(M,p)
noch xa f € L(J, ) — wahle z.B. ¢ = py, M wie unten in 4.59, J = [0,1] und
f = 1]Rn.

Definition 4.31. Es seien ¢ ein Quadermal auf R™ und M eine beliebige
Teilmenge von R™.

(i) Wir definieren |Lc(M, ) | als die Menge aller auf Teilmengen von R™

definierten komplexwertigen Funktionen f mit Re f,Im f € Lg (M, ). Die
Elemente von L¢(M, ) nennen wir p-integrierbar (oder p-summierbar)
tber M.

(i) Sei f e Lc(M, ). Wir definieren dann das p-Integral von f iber M durch

/Mfdgp :=[MRefd<,p+i[M1mfd<,p.

Bemerkung. Die hier gegebenen Definitionen sind im Falle f(M) c R mit
denen in 4.29 konsistent.

Hauptsatz 4.32.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine Teilmenge von R™. Ferner
seien f, f € Lx(M, @) und X e K.

Beh.: Es gilt:

() f+feLeo) n [ (F+Dde= [ fdes [ fdg.

(i) A e Le(M.g) n [ Afdo=a [ rde.

[, £ae< [ Iflae.

(iv) Sind f* eine auf einer Teilmenge von R™ definierte K-wertige Funktion
und N* eine @-Nullmenge derart, daff gilt Vyenron+ f*(x) = f(x) — d.h.
insbesondere, dafi f* und f in x definiert sind —, so folgt f* € Lx(M, )

d [ rrag= [ fae.
und | frde= | fdp

Beweis. (i), (ii), (iii) — im Falle K =R - und (iv) folgen sofort aus 4.31 (i),
(i), (iv) und (vi). Der Beweis der ersten Aussage von (iii) im Falle K = C erfolgt

unten auf Seite 161 f. mittels des Grenzwertsatzes von LEBESGUE 4.38.
Zur zweiten Aussage von (iii) im Falle K = C: Es existiert eine Zahl t € R

[rae=|[ rag

| Mfd(’”|=ﬁwe_itfd@=ARe(e‘”ﬁdwijMM(e—itf)d@.

N—— —
eR,u{0}

(ii) |fl € Lr(M, ) und

mit

elt7

also ergibt (ii)
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Hieraus folgt zunéichst [, Im(e™ f)dy = 0 und sodann wegen der Giiltigkeit
von (iii) im Falle K =R und (ii)

< A [Re(e™ )| de

N————
<le”it £

—it _
e [ Wrlae= [ Iflae.

d -t £y g
| 1 <P| | [ Re(e )dy

IN

|

Bemerkung. Wir werden die erste Aussage von (iii) im Falle f ¢ Lr(M,p)
erst nach ihrem Beweis auf Seite 161 f. verwenden!

Grenzwertsitze und deren Folgerungen

Unter Grenzwertsidtzen, die in einem gewissen Sinne das Ziel der Lebesgue-
schen Integrationstheorie sind, versteht man Sétze, die hinreichende Kriterien
dafiir angeben, daf die Integration des Grenzwertes einer Funktionenfolge mit
der Grenzwertbildung der Integrale vertauschbar ist. Wir erinnern daran, daf
der Definitionsbereich des Grenzwertes einer K-wertigen Funktionenfolge ( f;)ien
gleich der Menge der Elemente des Schnittes der Definitionsbereiche der f;, in
denen (f;)ien in K konvergiert, ist. Diese Menge kann die leere Menge sein.

Der nun folgende Grenzwertsatz von LEVI zeigt auch, daf eine zu 4.25 ana-
loge Konstruktion, die wir durchgefiihrt haben, um das damals bereits bekannte
Integral fiir Treppenfunktionen zu erweitern, zu keiner groferen Menge inte-
grierbarer Funktionen fiihrt. Dieser Prozef ist also abgeschlossen.

Hauptsatz 4.33 (Grenzwertsatz von LEVI).

Vor.: Es seien ¢ ein Quadermafl auf R™, M c R™ und (f;)ien eine Folge in
Lr(M,p). Ferner existierten eine p-Nullmenge N c R™ sowie eine reelle Zahl
CeR mit

VienVeemn fi(x) < finr (), (232)
Viex [V fidg<C. (233)

Beh.: (f;)ien ist p-konvergent auf M, lim f; € Lr(M,p) und
1—> 00

lim £;) do = 1 j - do.
[ (ims) do=tim [ fiae

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch zwei Lemmata vor.

Lemma 4.34.
Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R, J €3, mit J+ & und f € Lr(J, ).
Beh.: Zu jedem € € Ry egistieren g,h € S .(J, ) derart, daf gilt f =, g—h auf J,

h>,0 auf J und []hdeSE.
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Beweis. Aus f € Lg(J,p) folgt zunichst die Existenz von §,h € S (J,p)
mit f =, § - h. Also existieren auch monoton wachsende Folgen (S;);en bzw.
(T})ien von Treppenfunktionen auf J mit beschrinkten p-Integralfolgen und
lim;_, 00 S; = g sowie lim; 0o 15 =, h. Dann gilt per definitionem

hdop = li T; dep.
Jyide=m [ Tide

1—>00

Ist daher € € R, vorgegeben, so existiert k € N, mit

[](il—Tk)dSOZ[]idep—[]degoﬁe. (234)

Dann sind auch (S; = Tk )ieny und (7; = Tk )ien monoton wachsende Folgen von
Treppenfunktionen auf J mit beschrankten ¢-Integralfolgen, und es folgt

im (S; -Tp)=g-Th =g A lm(T;-Ty)=h-T)=h,

i—>00 i—00

also g,h € S (J,p) sowie f =, g — h = g —h. Wegen Ven i» Ti 2 Tj gilt h 2, 0.
Des weiteren ergibt (234): [, hdp = [,(h-T})dp <e. 0

Lemma 4.35. Es gilt der zu Hauptsatz 4.33 analoge Satz, den man erhdlt,
indem man in seiner Voraussetzung und seiner Behauptung jeweils Lr(M,p)
durch 8 - (J,p) ersetzt, wobei J € 3, mit J + @ sei.

Beweis. Sei die Voraussetzung von 4.33 mit S . (.J, ) anstelle von Lg (M, )
erfiillt. Fiir jedes ¢ € N folgt aus f; € S.(J,¢) die Existenz einer Folge (T} ;)jen
in §(J) mit

VienTi; <Tjj+1, (235)
lim 7; ; =, fi. (236)
J—)oo

Dann wird nach 4.12 (iv) durch

Vien Th :=sup(To,05 - Toes T1,05 - Tiges oo Th0y - -3 Thoke)

~

(235),(236) (235),(236) (235),(236)
<p 0 <p 1 < k

eine Folge (T )ken in S(J) definiert, und es gilt:

Vken Tk: Sap fk:a (237>
Vien Tk <o The, (238)
Jeer Y pen /J Tpdp < C. (239)

| (237) folgt aus (235), (236) und (232), die Aussage (238) ergibt sich sofort
aus der Definition, und (239) folgt aus (237) und (233). |
Nach (238), (239) und Lemma B von RIESZ (d.i. 4.24) ist daher
N*:= {x eJ| klim Ti(x) = oo}
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eine ¢-Nullmenge, d.h. (Tj)ren ist ¢-konvergent auf J und

Jlim Ty € 8- (J, ), (240)
fJ (1}5& Tk) dy = 1}5& [JTk de. (241)

Wegen (232), (236) und 4.19 (ii) existiert eine ¢-Nullmenge N mit

VienV, o 5 fi(z) < firi(x), (242)
ViEvieJ\N JILIEL T’i,j (,1') = fZ(CL') (243)

Wir behaupten:
VkeszeJ\(N*uN) Tio() < fr(z) < jh_}gTj(x)- (244)

[ Zu (244): Seien k € N und z € J ~ (N* u N). Dann gilt

Tp(z) = sup{Too(z),....Tok(x),...., Tho(x),..., Tk r(x)}

(235),(213) (235)¢(2;3)
< <

< fo(x)

fr(z)

242
( < ) fr(x) 255 lim T}, ;(x) < lim Tj(x),
j—oo Jj—>o0

beachte bei der letzten Ungleichung, dak fiir j > k gilt T}, j(z) < T (x). |
Aus (244) folgt

vmEJ\(N*U]V) kh_gifk(x) = kh_)IEloTk(l'),

also ist (fx)ken @-konvergent auf J und limy_,e fi =4 limp_ o 7). Daher ergibt
(240)

lim fieeSs(Lo) [ (1mn)dp= [(1mn)ae )

Des weiteren folgt aus (244) fiir jedes k e N

[rides [ aps [ (i) v

wobei die linke Seite nach (241) fiir k - oo gegen [;(limy_,o T%) dg konvergiert,

also
. (245) /( ) ) ) [
1 dy = lim 7; =1 .
fJ (kggofk) ® |\ Jim T dey Jim JfdeO
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Beweis des Grenzwertsatzes von LEVI. 1. Fall: M = R"™. Sei also (f;)ien wie
in der Voraussetzung von 4.33 (mit M = R"). Dann wird durch

fo=found Vi, fi:= fi - fiaa
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eine Folge (f)ien in Lr(R",¢) mit
Vien fi=p Y, f:]
=0

definiert. Nach Lemma, 4.34 existieren Folgen (§;)ien, (hi)ien in S (R",¢) mit

View fi = Gi — hi, (246)
vz’eN iLz 230 07 (247)
~ 1
Ve / hidp < —. 248

Wir setzen fiir jedes 7 € N

i 4.26(i) "
Vien i = ng =Zh € Si'(R 790)
J=0

und behaupten

Vien fi = =0 9i — hi, (249>
Vien (9i <o giv1 A hi <o hivt), (250)
Vien ([R Gidp<C+2 A /R hidcps2), (251)

wobei C' wie in der Voraussetzung von 4.33 sei.

[ SeiieN.
Zu (249): fi=p Lo fj =" Tiodi — Tiohi = gi — ha.
(247)

Zu (250): i1 —hi =, Rt >, 0, also auch

(246)

(24
Gis1 = 9i =¢ Gi+l —cp fz+1 + his1
= fir—fit hz’+1 Zgoo-

—

(232) 2,0
>, 0
, - (248)
Zu (251): [Jgn hidp =Yg fpn hjde <o Xl 21 <2, also wegen (233) auch

249
Aus (250), (251) folgt mittels Lemma 4.35 die p-Konvergenz von (g;)en,
(hi)ien auf R™ und

lim g;, | hm hi € SA(R", ), (252)

Z—)DO

lim g; ) do = 1 f .d f(l h,-)d i hido. (253
Lo (mma)ag=tim [ gae n [ (5mn)do=tm [ hdo ©3)

(249) und (252) ergeben nun, daf auch (f;)n ¢-konvergent ist sowie

lim f; =, lim g; — lim h;,
1—>00 1—00 i—o00
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also nach (252)
hm fl € LR(RTL’ QO)

1—> 00

und

lim f; =[(1' Z-)d /(1 h)d
[Rn(zfif) o \Jim gi ) do = f | lim ®

(253) lim gidp — hm f hide = lim ( - h;)de

i—>o00 JR" 7—>00

(249) .. /
= 1 1 do.
2B Jen 7197

2. Fall: M beliebige Teilmenge von R™. Sei nun ( f;)ien wie in der Vorausset-
zung von 4.33. Dann wird durch

Vien fi = xum fi (254)

eine Folge (f;)ien in Lr(R", ) definiert, die die Voraussetzung des Satzes von
Leviim Falle M = R" erfiillt. Daher folgt aus dem 1. Fall die ¢-Konvergenz von
(fi)ien auf R™ und

lim f; € Lp (R", ), (255)
i }d:l']}d. 256
[]Rn(igonof) ¢ = lim Rnf © (256)

Bezeichne D den Definitionsbereich von lim;_e f;. Dann ist also (R” ~ D) u N,
wobei N wie in der Voraussetzung von 4.33 sei, nach (255) eine p-Nullmenge,
und es gilt fiir jedes z e R" N (R"~D)uN) =D\ N

ze M = lim fi(z) “2 lim Fj(z) "¢ ) lim fi(z), (257)

71—>00

(257)

(_nm ﬁ-)(x) “ tim (@) B (2)

1—> 00 1—> 00

()0

h. (fi)ien ist p-konvergent auf M und

(e (i i)

lim f; =, xar (@) (258)
Daher folgt aus (255) und 4.28 (vi)
XM (E@) € Lr(R", ),
d.h. per definitionem lim; o f; € Lr(M,¢) und
[ (Zlijg f,-) a2 [ (hm fl) dp 2 tim [ fiap ®2 i [ fidg,
womit der Grenzwertsatz von LEVI vollstdndig bewiesen ist. O
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Wir erinnern daran, daf das Supremum bzw. Infimum einer reellen Funktio-
nenfolge (f;)ien auf der Menge der Elemente des Schnittes der Definitionsberei-
che der f;, in denen das Supremum bzw. Infimum der f; in R existiert, definiert
ist. Diese Menge kann die leere Menge sein.

Satz 4.36.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™ und (f;)ien
eine Folge in Lr(M,p).

Beh.: Dann gilt:

(i) Ewxistieren eine Funktion f € Lr(M, @) sowie eine o-Nullmenge N derart,
daff gilt VoenrsnVien fi(z) < f(2), so folgt sup(fo. f1,...) € Lr(M, ¢).

(ii) Existieren eine Funktion f € Lr(M, ) sowie eine p-Nullmenge N derart,
daﬂ gllt Ve N Vien fl(x) 2 f(x)z S0 f0lgt inf(f(]vflv e ) € LR(MﬂD)

Beweis. Zu (i): Fiir jedes i € N definieren wir

gi =sup(fo,..., fi) € Lr(M,p),

beachte 4.30 (v) und g;+1 = sup(g;, fi+1). Dann gilt fiir jedes i e N

v:ceM\Ngi(w) < gi+1(1’) < f(l'),

also nach 4.30 (iii)

idsf do.
L, 9ide Mfcp

Daher folgt aus dem Grenzwertsatz von LEVI 4.33 die ¢-Konvergenz von (g;)ien
auf M und lim; e g; € Lr(M, ). Zum Nachweis von (i) geniigt es daher zu
zeigen, dafs gilt
VaeM N z'l_i}?ogi(x) =sup{fi(z)|i e N}. (259)

[ Zu (259): Sei x € M N~ N, d.h. Vv fi(x) < fis1(z). Dann folgt fiir jedes

1e€N
9i(x) < gis1(z) <sup{fi(z)|i e N} < f(z),

also konvergiert (g;(x))ien in R und lim;, e gi() < sup{fi(x)|i e N}.

Angenommen, es gilt lim;_, o g; () <sup{fi(x)|i € N}. Dann ist lim;_co ¢; ()
keine obere Schranke von {f;(z)|i € N}, also existiert j € N mit

lim gi(z) < fj(z) <sup{fo(2), ..., fi(2)} = g;(z) < lim gi(z),

Widerspruch! |

Zu (ii): Durch Anwendung von (i) auf die Folge (—fi)ien in Lr(M, ¢) erhal-
ten wir sup(-fo,—f1,...) € Lr(M, ). Dann folgt aus Hauptsatz 4.30 (ii) auch
inf(fo, f1,...) = —sup(-fo,—f1,...) € Lr(M, p). O

Satz 4.37 (Lemma von FATOU).
Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™ und

(fi)ien eine auf M @-konvergente Folge in Lr(M,p). (260)
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Ferner existierten eine o-Nullmenge N und eine Zahl C € R mit

VienVaenmn fi(z) 20, (261)
v, [ dp < C. 262
eN M f @ ( )

Beh.: lim fi € Lr(M,p) und [w(hm fi) dcpsliminf[w fidp<C.

Beweis. Aus (261) und 4.36 (ii) folgt, daf durch

Vien gi = inf(f3, fiv1,...) (263)

eine Folge (fi)ien in Lr(M, ¢) definiert wird. Daher existiert eine -Nullmenge
N so, dal gilt

vieNvme]\/j\ﬁ gz(x) < Giv1 (x)7 (264)
vievieM\j\’[ gz(w) < fi(x)7 (265)

also auch nach (265), (262)
Vie [ idsﬁéj idp <C. 266
N Ju? M Uy (266)

Aus (264), (266) und dem Grenzwertsatz von LEVI folgt die p-Konvergenz
von (g;)ien auf M und

lim g; € Lr(M, ) sowie A (lim g,—) dy = lim Agi dp (267)
Wegen (260) und (263) existiert daher eine ¢-Nullmenge N* mit
Vaeeman+ lim fi(z) = liminf f;(x) = lim g;(z),

also ergibt (267): lim; . f; € Lr(M, ) sowie

. . (267) ..
lim f;) dp = f (1 ,-)d 5 f .d
S, (i 1) ac [ Jim gi) a5 1 [ gide

(266) - 4 (266) o
< 4 <
< liminf | fidp < C,
womit das Lemma von FATOU bewiesen ist. O

Hauptsatz 4.38 (Grenzwertsatz von LEBESGUE).
Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™ und

(fi)ien eine auf M p-konvergente Folge in Lx(M,p). (268)
Ferner existierten eine o-Nullmenge N und g € Lr(M,p)

VienVazen v | fi(z)] < g(z). (269)
Beh.: lim f; € Lx(M, ) und /]:/[ (hm fz) de = lim /Mfl de.
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Bemerkung. Sei K=R.

1.) Existieren g1,g2 € Lr(M, @) mit

VienVaeenmn g1(7) < fi(z) < g2(7),
so erfiillt g := sup(-g1,92) die Bedingung (269).

2.) Gegeniiber dem Grenzwertsatz von LEVI wird die Funktionenfolge (f;)ien
nicht auferhalb einer Nullmenge als monoton wachsend vorausgesetzt. Da-
fiir muft beim Grenzwertsatz von LEBESGUE die ¢-Konvergenz der Funk-
tionenfolge (f;);en gefordert werden, die beim Grenzwertsat von LEVI ge-
folgert werden kann.

Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: K =R. Dann besagt (269)

VienVeernn —g(z) < £fi(x) < g(x).

Daher ist (£f; +g)ieny wegen (268) eine auf M p-konvergente Folge in Lg (M, ¢)
mit

VienVaer N (£fi +g)(x) 20,
Vie / 3 d 32/ dep=:C.
N M(if +g)de | 9d¢

Somit ergibt das Lemma von FATOU 4.37

lim (£f; + g) € Lr(M, ) und /M(hm(d:f2+g)) d(péliminf/];j(ifi+g)d<p,

71— 00

also gilt offenbar auch

lim £; € L (M, ) und A(limifi) dcpsliminf[wifidgo.

Hieraus folgt

limsup/MfZ-dcp

17— 00

“limint [ —f;d g—/(l' —Z-)d
1m1an<p Mlmf %

71— 00 71— 00

lim f;) do < li 'f[ ~dop,
[, (tim 7:) de <timint [ g

womit der Grenzwertsatz von LEBESGUE im Falle K =R gezeigt ist.
2. Fall: K = C. Da die Voraussetzungen des Hauptsatzes auch fiir Re f; bzw.
Im f; anstelle von f; erfiillt sind, folgt die Behauptung aus dem 1. Fall. O

Wir kénnen nun den oben angekiindigten Beweis der ersten Aussage von
4.32 (iii) im Falle K = C fithren. Diesen bereiten wir durch drei Lemmata vor.

Lemma 4.39.
Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™

und f e Lr(J, ).
Beh.: Es existieren g,h € S .(J,p) mit f =, g—h auf J sowie g >0 und h >0.
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Beweis. Per definitionem existieren g, heSA(J,¢) so, dak f =0 - h auf J.
Daher folgt aus g=¢g*-g~, h=h*-h"

f=o @ -3)-(h"=h")=(g"+h7) = (5~ +h"),

also leisten g:= ¢g* +h™ und h:=§~ +h* offenbar das Gewiinschte. O

Lemma 4.40. Seien ty,ts,s1, So nicht-negative reelle Zahlen.
Dann gilt |(t1 - tg) +1 (81 - 82)| <ty +tyg+ 81+ 89.

Beweis. Fiir alle t,s € R mit t,5 >0 gilt 2 + 5% <t +2ts+ 52 = (t + )%, d.h.
Viser, 120 V2 +82 <t s, (270)

also folgt wegen t1,t2,51,52 >0

V(1 —t2)? + (51 - 52)2

\/t12 —2t1t2 +t22 +812 —281 59 +822

|(t1 —tg) +i($1 —82)|

IN

\/t12+2t1t2 +t22+812+28182+822

(270)
\/(tl +t2)2+ (81 +82)2 < ti+ta+ 81+ 89

|

Lemma 4.41. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall
von R™ und T,S € S(J).
Dann gilt |T +1S| € Lr(J, ).

Beweis. Wegen 4.12 (ii) existieren k € Ny, aq,...,ak, B1,-..,0r € R und
paarweise disjunkte Quader Q1,...,Qr mit T = Zle «; Xéi und S = Zle Bi Xéi'
Dann gilt

|T +19]

k k
(i +18) x| € Yl +16il x5,
-1 i-1

)

wobei |T' +15] als konstante — also konvergente — Folge in Lr(J, p) aufgefaft
werden kann und die rechte Seite der letzten Ungleichung als Treppenfunkti-
on ¢-integrierbar ist. Der Grenzwertsatz von LEBESGUE liefert daher die ¢-
Integrierbarkeit von | +15|. O

Beweis der ersten Aussage von 4.32 (iii) im Falle K = C. Seien also ¢ ein
Quadermafs auf R™, M c R™ und f € L¢(M,¢). Wir wollen zeigen

|1 € Lr(M, ).

1. Fall: J := M €3, mit J # &. Per definitionem sind Re f und Im f Ele-
mente von Lg(J, ), also folgt aus 4.39 die Existenz nicht-negativer Funktionen

g17h17927h2 € S/(J,SO) mit

Ref=,91-h1 und Imf=,go-ho. (271)
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Nach Definition von S, (J, ¢) existieren dann weiter monoton wachsende Folgen
(T, )iens (T2, )iens (S1,6)ien, (52,0 )ien in S(J) mit

Zlirilo Ti; =4 91, }Hg Ty; =4 h1, }Hg S1i =¢ 92, Z.lifg S2,i =4 ha, (272)
also gilt wegen (271)
f=p lim (T = To,) +1(S1 = 524)) (273)
und aus Stetigkeitsgriinden auch

|f] =4 Z_lifg |(T1,i — T,i) +1 (S — S2,0)|- (274)

~

4.41
€ ER(J#P)

Da g1, h1, g2, he nicht-negativ sind, kénnen wir durch Ubergang von (77 ; ),

(T2,)ien, (S1,)ien und (S2;)ien 2u (T Yien, (T2, )ien, (S1:" Yienw und (S, )ien
ohne Beschrénkung der Allgemeniheit annehmen, daf auch die Folgen (77 ;)en,
(13,3 )ien, (S14)ien und (S2,;)ieny nicht-negativ sind. Somit ergibt 4.40

Vien |(T1,; = To,i) +1(51,:52,:)| < Th,i+To + S1i + S2,i (275)

Hiearaus und der Tatsache, daf (771 ;)ien, (12,i)ien, (S1,i)ien und (S2,)ien mo-
noton wachsend sind, folgt wegen (272)

Vien |(Th,s = To) +1(S1,0 = S2.4)| o g1+ hai+ g2 + ho € S A (J, ) € L(J, ). (276)

Aus (274), (276), |If|| = |f| und dem Grenzwertsatz von LEBESGUE folgt
|fl € Lr(J, p), d h. d1e Behauptung ist im ersten Falle gezeigt.

2. Fall: M beliebige Teilmenge von R". Sei also f € Lc(M,¢), d-h. genau
XM Ref, xvImfe Lr(R™, ¢) bzw. x Ref+ixyyImJe Lc(R™, ). Zu zeigen
ist xar|f] € Lr(R", ¢). Wegen

X [fl = xar 1 f = xu [Ref +ilmf| =[x Re f +ixn Imf|
folgt dies aus dem ersten Fall. O

Bemerkung. Seien ¢ ein Quadermal auf R™ und M eine Teilmenge von R™.
Wir werden im folgenden nicht mehr explizit darauf hinweisen, daf mit einer
p-integrierbaren Funktion iiber M auch ihr Betrag ¢-integrierbar iiber M ist.

Satz 4.42.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nicht-leeres Intervall von R™
und f e Lx(J,p).

Beh.: Zu jedem € € R, existieren T, S € S(J) mit []|f -(T+iS)| dp<e.
Zusatz. Im Falle K=R kann S =0 gewdhlt werden.

Bemerkung. Wegen 4.12 (ii) existieren k € Ny, (1,...,(x € C und paarweise
disjunkte Quader Q1,...,Qr mit T +i5 = Zle G XéL
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Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen und Eigenschaften des 1. Falles
des zuletzt gefiihrten Beweises. Dann ergibt (273)

Tim (75 - To) +1(S1i = 824)) = f[ = 0. (277)
Da (T1,:)ien, (T2,i )ien, (S1,i)ien, (S2,i)ien Folgen in S(J) sind, gilt auferdem
View |((T1i = Toi) +1(S1,i — S2.0)) = f| € Lr(J, ). (278)

Des weiteren folgt aus (276)
Vien |((Thi = Toyi) +1(S1,i = S24)) = f| Sp g1 + b1+ ga + ho +|f| € Lr(J, ). (279)
(277) - (279) und der Grenzwertsatz von LEBESGUE liefern

Jim (73,6 = Ta,0) +i(Svi = 824)) = f| € Lr(J, )

sowie

lim [J ((T1i = T20) +1(S1i = S2:)) = f] = 0,

woraus die Behauptung offenbar fiir hinreichend grofes ¢ € N folgt.
Der Zusatz ist unter Beriicksichtigung von (271) klar. O

Satz 4.43.

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™ und f eine
auf einer Teilmenge von R™ definierte K-wertige Funktion.

Beh.: Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) f € Lx(M) und [ 17]de=0.

(ii) Es existiert eine p-Nullmenge N mit ¥V zepsn f(x) =0 — insbes. ist [ auf
M\ N definiert.

Beweis. (i) = (ii)“ Nach Voraussetzung ist (i|f]);en eine aukerhalb von N
monoton wachsende Folge in Lr(M, ) mit durch 0 beschrinkter o-Integral-
folge. Daher folgt aus dem Grenzwertsatz von LEVI ihre p-Konvergenz auf M,
d.h. es existiert eine ¢-Nullmenge N derart, daf gilt

Veeran |f(2)] limd = limi|f(z)| e R,
, 1—>00 71— 00

=00

also Yyenranv f(2) =0.
(i) = (1) ist klar. O

Korollar 4.44. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine Teilmenge von R"™.
Dann gilt: M p-Nullmenge <= (XM € Lr(R",¢) A /I; X de = 0),

Beweis. ,=“ Ist M eine ¢-Nullmenge, so gilt xar =, 0. Aus 4.43 ,(ii) = (i)“
(dort f =xa und M = R") folgt die rechte Seite der obigen Aquivalenz.

,<=* Aus der rechten Seite der o.g. Aquivalenz und 4.43 (i) < (ii)* folgt
die Existenz einer ¢-Nullmenge N mit V epran Xar(2z) =0, d.h. genau M c N.
Daher ist M mit N eine ¢-Nullmenge. O
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Satz 4.45.
Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, M c R" und (M;);n eine Folge von
Teilmengen von M derart, daff gilt

VZ’EN Mi C Mi+1 c M und (280)
M~ |J M; ist eine p-Nullmenge. (281)
1=0

Ferner seien D c R™ und f € RP mit

Vien f € Lr(M;, ¢). (282)
Beh.: Es gilt:

(i) feLa(Mp) = [ fdp=lm [ fae.

(ii) (f >,0ACi= ililglo[V[ifdweR) — feLr(M,p).

Beweis. Aus (280), (281) folgt offenbar

Hm Xz, F=xuf (283)
und wegen (282) gilt X
Vien X, | € Lr(R™, ¢). (284)

Zu (i): Aus f e Lp(M,p) folgt |f| € La(M,p), dh. xar[f] € Lr(R", ).
Daher gilt nach (280)

View —xmrlfl <xar f < xmlfl - (285)
S——— S——
EER(Rn,QO) EER(R”ﬁO)

Aus (284), (283), (285) und dem Grenzwertsatz von LEBESGUE folgt die Be-
hauptung von (i).
Zu (ii): Aus der Voraussetzung von (ii) folgt mittels (280)

A

viEN XML' f SQO XMZ'+1 f7 (286)

also auch X R
viEN ‘/I%” X M; fng < ‘/]R" XM;i1 fd(P
und folglich

Viaw [ o fdp<C. (287)
Aus (284), (286), (287), (283) und dem Grenzwertsatz von LEVI ergibt sich die
Behauptung von (ii). O

Hauptsatz 4.46 (Charakterisierung des Lebesgue-Integrales der auf R™ fast
iiberall-definierten reellwertigen Funktionen).

Vor.: Sei ¢ ein Quadermafl auf R™.

Beh.: Es existieren genau ein R-Untervektorraum L(p) des R-Vektorraumes
{feRP|DcR™ A (R*"\ D) @-Nullmenge} der sog. auf R" p-definierten reell-
wertigen Funktionen und genau ein Funktional I: L(p) - R derart, daf folgende
Bedingungen erfillt sind:
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1.) Ygea, Xq € L(¢) A I(xq) = ¢(Q).
2.) Vigec(o) (f <o 9=1(f) <I(9)).

3.) Ist f eine auf einer Teilmenge von R™ definierte reellwertige Funktion und
existiert g € L(p) mit f =, g, so gilt auch f € L(p).

4.) Zu jeder Folge (fi)ier in L(p) mit Vien fi < fir1 und IcerVien I(fi) <C
existiert eine Funktion f € L(@) mit f =, lim f; und I(f) = lim I(f;).
5.) Sei X ein R-Untervektorraum von L(p) mit folgenden Eigenschaften:

() Yoea, xQ € X-
(b) Sind f e L(p) und (fi)icr eine Folge in X mit Vien0 < f; <o fir1,
doerVien I(fi) <C und f =, lim f;, so gilt fe X.
1—> 00
Dann folgt X = L(y).
Zum Nachweis des Hauptsatzes beweisen wir zundchst das folgende Lemma.

Lemma 4.47.
Vor.: Es seien ¢ ein Quadermaf auf R™ sowie X ein R-Untervektorraum von
Lr(R™, p), der die folgende Eigenschaften erfillt:
(¢) VQea, xq € X.
(b) Sind f e Lr(R"™, @) und (f;)icr eine Folge in X mit V;en0 < fi <o fist,
Joer Vien /R fidp <C und f =, lim f;, so gilt feX.
n 1—> 00
Beh.: X = Lr(R", ).
Beweis. Wegen (a) folgt aus 4.12 (i) sofort
S(R") c X. (288)
Zum Nachweis des Lemmas geniigt es zu zeigen
S, (R" p) c X, (289)
(289)
denn zu f € Lr(R",¢) existieren g,h € S, (R",p) mit f=,g-h € X.
Zu (289): Sei f € SA(R™, ). Dann existiert eine monoton wachsende Folge

(Ti)ieny in S(R™) ) X mit beschrénkter y-Integralfolge und f =, lim;_ e 7;.
Somit ist (7; + Tp)sen eine nicht-negative monoton wachsende Folge in X mit
beschrankter o-Integralfolge und lim;o (75 + To) =, f +To. Aus (b) folgt dann
f+Tye X, also auch feX. |

Beweis des Hauptsatzes. Wegen Vgeq, XQ € LR(R™, ¢) A [pn xg de = ©(Q)
und 4.28 (i) - (iii), (vi) sowie 4.33 und 4.47 ist die Existenz klar. Zum Nachweis
der Eindeutigkeit geniigt es daher zu zeigen, dak fiir £(p) und I wie in der
Behauptung gilt

L(p) =Lr(R", ) und I = Y de.
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Beweis hiervon: Wegen 1.), 4.12 (i) und 4.15 gilt
S(R™) c L(p) und Vpeswny I(T) = A T de. (290)

Hieraus folgern wir

SA(R",¢) € L(¢) und Ve, ey 1(0) = [ Fd, (201)
La(R",¢) < £(¢) und Yyepny 1) = [ Fdp. (202)

[ Zu (291): Sei f € SA(R™, ). Dann existiert eine monoton wachsende Folge
(T3)ieny in S(R™) mit beschrénkter y-Integralfolge und f =, lim;e 7;. Wegen
(290) gilt

Vi T € L(g j T, dg.

Daher folgt aus 4.) die Existenz von g € L(¢) mit g =, lim;_, T; = f und

I(g) = lim I(T;) = lim [ Tydp " f Fdp.
Nach 3.), 2.) gilt dann f € L(p) und I(g) = I(f), also auch I(f) = [z fde.

u (292): Sei f € Lr(R",¢). Dann existieren g,h € S . (R", @) mit f =, g—h.
Wegen (291) gilt g —h € L(¢), also ergibt 3.), dak auch f € L(p) sowie

I(f)=1(g-h) = I(g) - I(h) 2" ]ngdw—A{nhdsﬂDgf' Awfdw

gilt. |
Wir beweisen schlieflich

Lr(R", ¢) = L(p), (293)

womit der Hauptsatz wegen (292) bewiesen ist.

[ Zu (293): Lr(R™,¢) ist nach (292) ein R-Untervektorraum von L(y). Es
geniigt zu zeigen , daf Lx(R", ) mutatis mutandis die Eigenschaften (a) und
(b) in 5.) erfiillt. (a) ist trivial.

u (b): Seien f € L(p), (fi)ier eine Folge in Lr(R",¢) und C € R derart,
daff Vien0 < fi <o fir1 A I(fi) < C sowie f =, lim;o f; gilt. Dann ist (f;)ier
auch eine Folge in L(y), also ergibt sich f € L(p) aus 4.).] O

Riemann- bzw. Stieltjes-Integral und absolut konvergente Rei-
hen

Der Autor dieser Zeilen hat sich entschieden, hier nicht auf die Konstruktion
des Riemann-Integrales einzugehen, verwendet jedoch die z.B. in [12, § 6] oder
[1, Kapitel 8] gegebene Einfiihrung und die in letzterer Quelle definierten Be-
zeichnungen und Resultate; beachte allerdings 4.49 unten.

Hauptsatz 4.48 (Charakterisierung eigentlicher Riemann-Integrierbarkeit).
Vor.: Seien a,b € R mit a<b und f: [a,b] > R eine beschrinkte Funktion.
Beh.: Die folgenden Aussagen (i) und (i) sind aquivalent:
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(i) f ist Riemann-integrierbar iber [a,b].
(ii) Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine pi-Nullmenge.

Des weiteren folgt aus (i) — oder dquivalent (ii) —:

b
(iii) f ist py-integrierbar iber [a,b] und/[ ’ fdu = / f(t)de.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir ¢ = 0 und b = 1 annehmen. Fiir
k € N, seien

0 1 2k
CLk70 = 2_k‘7 CLkJ = 2_k‘7 - ,ak72k = 2_k =1. (294)

Dann ist fiir jedes k € N, durch
3k :0= Ao <01 <...< O ok = 1 (295)

eine Zerlegung 3j von [0, 1] gegeben, und 341 ist eine Verfeinerung von 3. Da
(3%)ken des weiteren offenbar eine ausgezeichente Folge von Zerlegungen von
[0,1] ist, vgl. [1, 8.12 sowie Definition 8.1 (iii)], liefert [1, 8.12]

1
F(tdt= lim &(£,3) und [ f(¢)dt= lim S(/,3). (296)
0

ol\,H

Wir setzen fiir k € N,
my,1 = inf f([ar,0,a8,1]); -, My or = inf f([ag 61,0y 01]), (297)
A4EJ,?=SUF>f([akp,akJJ)a---7 Aszk‘z Surhf([akzk—17ak2k])a (298)
d.h. nach (295), (297), (298) sowie |1, Definition 8.2]
2k

S(f,3k) =D mpi (ar; — agi-1), (299)
=1
2k

S(f,3k) =D My (ar; — ag,i-1).- (300)

1=1

Setzen wir des weiteren fiir k£ € N,

Qk,l = [07ak,1]7 Qk,2 = ]ak,17ak,2]7 ey Qk72k = ]ak,‘,Zk—la ak,ZkL (301)

so werden nach (295), (297), (298) — da 341 Verfeinerung von 3y ist — durch

2ok k
RSl wd s Sl o
i=1 ’ i=1 ’

monoton wachsende Folgen (Tj)ken, sowie (—=Sk)ken, in S([0,1]) mit

Vien, 11 < f < Sk (303)

167



definiert, und es gilt nach (299), (300) sowie |1, Definition 8.4|

1

VieN, / Tpdpr =6&(f,3k) < / f(t)dteR, (304)
[0,1] 0
1

Ve, / _Spdpn = =S (f,31) < - /f t)dt e R, (305)

[0,1] 0

somit ergibt der Grenzwertsatz von LEVI
g1 = klgi Tk € LR([()» 1]7:“’1)7 (306>
1

[ g duy = ,}im f Ty dpy @PVL) [ f(t)dt, (307)
= hm Sk E[,R([O 1], ) also auch gy = hm Sk € Lr([0,1], 1), (308)
/ g2dpq = hm [ Sk dpuq (305),(296) [f (309)

d.h. nach (309) sowie (307)
1
[ @2-g)du = - [ @y (310)
[0,1] 0

Aus (297), (298), (301), (302), (306) und (308) folgt des weiteren

o\l»—‘
~
=
N
[oN

9= T S [, S = By

Wir setzen nun
Ri- Q{aho, ), (312)
C:={t E_[O, 1]| f stetig in t} (313)

und behaupten

({t€[0,1]]g1(t) = g2(£)} N ([0,1] N R) ) c C c {t € [0, 1]] g1 (t) = g(t)}. (314)

[ Zur ersten Inklusion in (314): Sei to € [0,1] mit g1(¢0) = g2(to) — d.h. in

(311) gilt an der Stelle to jeweils Gleichheit — derart, daf ¢p nicht in der Menge

der ,Randpunkte” R = {a;m-|k: eN, A€ {2%, ey g—:}} enthalten ist, und es sei

e € Ry. Wegen der Gleichheit in (311) an der Stelle ¢y folgt die Existenz einer
Zahl k € N, so, daf gilt

Sk(to) = Ti(to) <e. (315)

Da t ¢ R gilt, konnen wir wegen (294) eine Zahl ¢ € {ax,. .., axy2+-1} mit

to € ]an,m aH,L+1[
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finden, und es gilt sogar fiir jedes ¢ € Jay ,, 4w, +1[ im Falle f(t) > f(to)

|£(t) = f(to)l f(t) = f(to)
sup {f(7) |7 € Jay i, ax 41}
—inf {f(70) |70 € la,i, Gr 1]}

IN

sowie im Falle f(t) < f(¢o)
|f () = f (to)]

f(to) = (1)
sup {f(TO) |TO € ]aH,L7aH7L+1[}
—inf {f(7)|7 € ]aw,,an . +1[},

d.h. nach (297), (298) stets fiir ¢ € Jay,,, ax,+1]
1f(8) = f(to)[ < My, =M,
also wegen t,%g € |ay,,, ax 1] und (302) sowie (315)
|£(t) = f(to)| < Sk(to) - Tu(to) <e.

Damit ist die Stetigkeit von f in ¢o natiirlich gezeigt.
Zur zweiten Inklusion in (314): Seien f stetig in ¢y € [0,1] und € € R,. Dann
existiert ¢ € R, derart, daf gilt

IA

15
Vieo,1] (¢ € [to = 6,t0 + 6] = | £(t) - f(to)] < 5)- (316)
[ —
c]to—26,t0+20[

Sei nun ko € N, mit (%)k0 < 6. Dann kann nach (294), (301) zu jedem k € N,
mit k > ko ein iy, € {1,...,2%} mit
ir-1 iy

gewdhlt werden. Es folgt mittels (303) sowie (297), (298) und des weiteren (316)

0 < Sk(to) = Tilto) = Mis, ~mis,
- sup{7(0) - F(eo) e [P g |} -t {70 - e e [P 5]}
< S
2 2

Die Beliebigkeit von ¢ € R, ergibt Sk(to) = Tk(to), also folgt aus (306) und
(308): g1(to) = g2(to). Damit ist (314) vollstéindig gezeigt. |

»(1) = (ii), (iii)* Sei also f Riemann-integrierbar iiber [0, 1], d.h. per defini-
tionem

1 1 1
[f(t)dt:ff(t)dt:ff(t)dt. (317)
0 o 0

Dann folgt aus (310)



also aus (311) sowie 4.43 (i) = (ii)“

92 =91 =, 0,
und dies impliziert erneut wegen (311)
g1 = f =u1 92, (318>

m.a.W. ist {t € [0,1]]|g1(¢) # g2(t)} eine pi-Nullmenge. Aus (314) folgt dann,
daf
[0,1]NCc{te[0,1]]|g1(t) #g2(t)}UR

wegen der Abzahlbarkeit von R, vgl. (312), ebenfalls eine p1-Nullmenge ist.
Hieraus ergibt sich nach der Definition von C' in (313) die Aussage (ii).
Weiterhin folgt aus (306), (318) und 4.32 (iv)

11, | d =f diy, 1
feLr([0,1],41) sowie f[o,l]f f1 [0’1]91 f1 (319)

also wegen (307), (319), (317)

1
g fam= [ s@ar

womit auch (iii) gezeigt ist.

(i) = (1)“ Sei [0, 1]\ C, wobei C wie in (313) sei, eine p1-Nullmenge. Wegen
(314) ist dann auch {t € [0,1]]g1(¢) # g2(t)} eine pq-Nullmenge. Aus (306) und
(308) folgt dann mittels (310) die Riemann-Integrierbaitkeit von f tiber [0,1]. O

Bemerkung. Leser, die mit der mehrdimensionalen Riemannschen Integrati-
onstheorie, welche z.B. in [1, Kapitel 12| dargestellt wird, vertraut sind, kénnen
nun die Ideen des letzten Beweises ausnutzen, um als Ubung nachzuweisen, daf
Hauptsatz 4.48 auch fiir beliebiges n € N, richtig ist, wenn man [a,b] durch ein
Kompaktum @ € Q,, p1 durch g, und das eindimensionale Riemann-Integral
von f iiber [a,b] durch das mehrdimensionale von f iiber @ ersetzt.

Beispiel. pi-Integrierbarkeit einer reellen Funktion iiber einem kompakten In-
tervall impliziert nicht die Riemann-Integrierbarkeit der Funktion iiber dem In-
tervall: Die Funktion f: [0,1] — R, die durch

0, fallste[0,1]nQ,

Ve t):=
ref0.1] () {1, falls t € [0,1] N Q,

gegeben ist, ist pj-integriebar iiber [0,1] — baechte, daf [0,1] N Q eine pi-
Nullmenge ist. f ist jedoch nicht Riemann-integrierbar iiber [0,1], da Ober-
und Untersumme von f sich fiir jede Zerlegung von [0, 1] unterscheiden.

Bemerkung 4.49 (Uneigentliche Riemann-Integrale). Esist im folgenden wich-
tig, zu betonen, daf wir unter einem uneigentlichen Riemann-Integral nur ein
solches im Sinne von [12, 6.36] und nicht allgemeiner im Sinne von |1, 8.33|
verstehen. D h. genau, dafs ein uneigentliches Riemann-Integral fiir uns per de-
finitionem nur Werte in R (und nicht etwa in R = R U {+c0}) annimmt.

Hauptsatz 4.50.

Vor.: Seien J € J1 ein nicht-kompaktes Intervall von R und f: J - R eine dber
J uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion, d.h. insbesondere, dafi f tiber
jedem kompakten Teilintervall von J (eigentlich) Riemann-integrierbar ist.
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Beh.: Die Aussagen (i) und (ii) sind dquivalent:
(i) f ist pi-integrierbar iber J.
(ii) |f| ist dber J uneigentlich Riemann-integrierbar.
Des weiteren folgt aus (i) — oder dquivalent aus (i1) —

(i4i) Das p1-Integral von f dber J und das uneigentliche Riemann-Integral von
f dber J stimmen iiberein.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch folgendes Lemma vor.

Lemma 4.51.

Vor.: Seien J € 31 ein nicht-kompaktes Intervall von R, a:=1infJ e Ru {-o0o}
und b:=supJ e Ru{+oo}. Ferner sei f: J - R eine reellwertige Funktion, de-
ren Beschrinkung auf jedes kompakte Teilintervall von J (eigentlich) Riemann-
integrierbar ist.

Beh.: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist dber J uneigentlich Riemann-integrierbar.

b;
(ii) Die Folge ([ f(t) dt) ist fir alle Folgen ([ai,b;])ien kompakter Teil-
a; ieN
intervalle von J mit lim:_,oo a; = a bzw. lim;_e b; = b, wobei Yiena; = a,

falls a € J, und Yienb; = b, falls be J, gelte, in R konvergent ist — beachte,
b;
daf f(t)dt nach Voraussetzung wohldefiniert ist —, und fir das un-

eigentlz?che Riemann-Integral auf der linken Seite der folgenden Gleichung
gilt
b bi
f Fdt=1im [ F(t)dt. (320)
a 100 Ja;

Beweis. (i) = (ii)* Sei zunéchst f uneigentlich Riemann-integrierbar iiber J
mit uneigentlichem Riemann-Integral fab f(t)dt, d.h. unter Beachtung von 4.49
z.B. nach [1, 8.33], dak es eine (nicht eindeutige) Zahl c € Ja,b[ gibt, derart, daf
gilt

c b;

lim f(t)dt und lim f(t)dt existieren in R, (321)

i—oo Ja; i—o00 Je

wobei ([a;,b;])ien eine beliebige Folge mit der (ii) genannten Eigenschaften sei,
und die Limites in (321) héngen nicht von der speziellen Wahl der soeben ge-
nannten Folge ab. Das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber J auf der
linken Seite der folgenden Gleichung erfiillt per definitionem

f ydt=tim [ f@yde+tim [ F()dr, (322)

i—»oo Ja; 1—o00 Je

Die Beliebigkeit der genannten Folge und (322) ergeben die Konvergenz von
(S r ) dt)ieN in R sowie (320).

»(il) = (1) Gelte nun fiir jede Folge ([a;,b;])ien mit den in (ii) genannten
Eigenschaften, daf ( | al? f(t) dt)ieN in R konvergiert sowie (320). Fiir beliebiges
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c € |a,b[ folgt offenbar (321), und die Limites hingen wegen (320) nicht von der
Wabhl der Folge ([a;,b;])ien ab. Aus der Beliebigkeit letztgenannter Folge ergibt
sich, dafs f uneigentlich Riemann-integrierbar iiber J ist. O

Beweis des Hauptsatzes. Seien a :=infJ e Ru {-oo}, b:=supJ e Ru {+o0}
und ([ai, b;]),ey eine beliebige Folge wie in (ii) des letzten Lemmas.
Wir zeigen zunéchst

f20= feLlr(J 1) (323)
| Zu (323): Es gelte die zusitliche Eigenschaft
Vien@is1 S a; A b; <bjyq. (324)

Aus f >0 und (324) folgt, daf (X[(li,bi] f)ieN eine monton wachsende Folge,
deren Folgenglieder nach Voraussetzung und 4.48 (i) = (iii)* Elemente von
Lr (R, p1) sind, ist, und es gilt — beachte 4.51 (i) = (ii) —

N b; b
Viar [ Xawa fdm= [ fdm= [T rmdrs [Cr@arer

Daher ergibt der Grenzwertsatz von LEVI: y f = lim;eo X[as,bi] fe Lr(R, 1),
d.h. genau f e Lr(J,11). |

»(1) = (ii), (iii)* Sei f pi-integrierbar iiber J. Dann ist auch |f| u1-integrier-
bar iiber J, d.h. genau xs|f] € Lz (R, z1). Somit ergibt 4.28 (vii)

VieN X[as ] 1] € Lr (R, 1), d.b. [f] € Lr([ai,bi)], 1),
und es gilt
Viers [Xga b1 [F1] < X [l € Lo (R, 1)

Daher ergibt der Grenzwertsatz von LEBESGUE wegen lim;_,co X[a;,5:] |?| =XJ |?|
die Existenz der linken Seite der folgenden Gleichung in R und

Tl dpn = lim [ dpy.
JoxoMam =tim [ | dm

Nun ist |f| fir jedes ¢ € N mit f iiber [a;,b;] — nach Voraussetzung — (eigent-
lich) Riemann-integrierbar, vgl. |1, 8.33 (i) und Satz 8.13|, also folgt aus 4.48

H(1) = (iii)*
b;
lim |f|(t)dt:1im[[ Ml dmn e B

1—> 00

Die Beliebigkeit der Folge ([a;,b;])ien ergibt zusammen mit 4.51 ,(ii) = (1)* die
uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von |f| iiber J, d.h. es gilt (ii).
Des weiteren folgt aus der pi-Integrierbarkeit von f {iber J mittels 4.28 (vii)

VieN X[as 051 f € LrR(R, p1), d-h. f e Lr([as, bi], 1),

und es gilt offenbar
Yien =X £ < Xfasp) f < X7 £,
A -~ S.0.
Vient [X(ani) /] € X0 1] € Lr(R, ).
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i]f:Xqund4.48

Aus dem Grenzwertsatz von LEBESGUE folgt wegen lim x[q, 5
»(1) = (iii)* sowie 4.51 (i) = (ii)*

fdw=[ x;fdur=lim ,bif(t)dt= bf(t)dt,
Jifan=, Jim f, a

also gilt auch (iii).

»(i1) = (1) Sei |f| uneigentlich Riemann-integrierbar iiber J. Aus (323),
angewandt auf |f| anstelle von f, ergibt sich |f| € Lr(J, @), d.h. xs|f]| € Lr(R, ),
also

Vien [X(as i) F| € X0 fl € Lr(R, ).

Hieraus sowie lim; oo X[a;5,]f = Xs f und dem Grenzwertsatz von LEBESGUE

folgt (i). O
Beispiel. Die Funktion f: [1,00[ - R, definiert durch

sin(t
vtE[l,oo[f(t) = t( )7

ist uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [1, oo[, jedoch nicht puq-integrierbar
iiber [1, oo].

Definition 4.52. Seien J € J; mit J # @ und a := infJ € Ru {-o0} sowie

b:=supJ € Ru{+oo}. Ferner sei f: J - R eine iiber J p-integrierbare Funktion.
Wegen 4.48 (i) = (iii)*“ und 4.50 ,(i) = (iii)* konnen wir folgende Notation

verwenden
b
[ r@az)= [ g,

ohne daf Verwechselungen mit dem Riemann-Integral moglich sind.

Satz 4.53 (Interpretation der Theorie der gewichteten absolut konvergenten
Reihen als Integralrechnung).

Vor.: Seien M c R™ eine nicht-leere Menge ohne Hdaufungspunkt in R™, insbe-
sondre ist M — wie in Beispiel 4.7 4.) erwdhnt —, héochstens abzdihlbar. Daher
ezistieren k € Ny U{oo} und paarweise verschiedene p; e R", i€ I:={i eN|i <k},
mit M = {p;|i € [}. m: M - R sei ferner eine positivwertige Funktion und @,
das Quadermap der diskreten Massenverteilung m. Auflerdem seien D eine Teil-
menge von R™ und f e K.

Beh.: Es gilt

k
(i) feLg(R" o)< (M cD A Y m(p;) f(pi) absolut konvergent),
i=0

k
() 1Ll o) = (M <D [ Fd = 3m() 100

1=0
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Beweis. 1.) Sei zunichst f € Lr(R", ¢y,) mit f > 0. Wir definieren

To = f(po) X{po}>
View (0<i <k =T, := f(pi) X{pi} + Ti-1) ,
Vien (i >k =T;:=Ti—1).

Dann ist (7});en eine monoton wachsende Folge in S(R™) mit

lim 75 Zom f7

1—>00

beachte, dafs R™ \ M eine ¢,,-Nullmenge ist, und

VieN ‘/RnTidSOmS‘/RndeOm-

Der Grenzwertsatz von LEVI ergibt nun wegen Vier [pn X{p:ydem = m(p;) die
rechte Seite von (ii).

2.) Aus f e Lg(M, @) folgt |f| € Lr(M, pm ). Daher ergibt 1.) die Konklu-
sion von (i).

3.) Aus der Giiltigkeit der rechten Seite von (i) folgt sowohl die absolute
Konvergenz des Real- als auch des Imaginirteiles der Reihe Y% m(p;) f(pi)-
Daher kénnen wir K = R annehmen, und es geniigt zu zeigen, daf gilt

frf e Lr(R", om).

Wir zeigen dies nur fiir f*, der Beweis der Aussage fiir f~ verlauft ebenso.
Sei I, := {i € I|f(p;) 2 0}. Dann konvergiert auch ¥*_, m(p;) f(p;) ab-
iely
solut, d.h. jede endliche Teilsumme besitzt eine obere Schranke. Eine zu 1.)
analoge Argumentation ergibt nun mittels des Grenzwertsatzes von LEVI, daf
fre Lr(R™, @) gilt.

4.) Sei f e Lx(M,pn). Wegen 2.) hingt die Summe auf der rechten Seite
von (ii) nicht von der Reihenfolge der Summanden ab. Wir kénnen zunichst
wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit K = R und wegen f = f* - f~
sodann f >0 annehmen. 1.) ergibt daher die Aussage (ii).

Mit 1.) - 4.) ist der Satz bewiesen. O

Definition 4.54 (Stieltjes-Integral). Seien g: R — R eine monoton wachsen-
de Funktion und ¢, das gemdf Beispiel 4.7 5.) definierte Stieltjessche Mak.
Weiterhin seien J ein nicht-leeres Intervall von R, @ := inf.J, b := supJ und
feLr(J,pg). Wir setzen

[C 1@ ag@) |= [ rag,

und nennen dieses Integral das Stieltjes-Integral von f iber J (mit der Gewichts-
funktion g).

Man beachte, dak im Falle g = idg = 2: R — R das ¢g-Integral mit dem
w1-Integral iibereinstimmt.

174



Satz 4.55.

Vor.: Seien g: R — R eine monoton wachsende Funktion und ¢, das gemdfs
Beispiel 4.7 5.) definierte Stieltjessche Maf8. Ferner seien a,b € R mit a <b und
f:[a,b] =R eine dber [a,b] @4-integrierbare stetige Funktion.

Beh.: Ist g stetig differenzierbar, so gilt

[Cr@agw = [Trnd o,

wobei die rechte Seite der Gleichung als stetige Funktion tdber dem Kompaktum
[a,b] als Riemann-Integral existiert. O

Bemerkung. Wir werden in 4.66 zeigen, dafs aus der Stetigkeit von f auf dem
Kompaktum [a,b] bereits die yp,-Integrierbarkeit von f iiber [a,b] und aus der
Stetigkeit von fg" auf [a,b] die pi-Integrierbarkeit von f ¢’ iiber [a,b] folgt.

Beweisskizze. Ohne Einschrinkung kénnen wir @ = 0 und b = 1 annehmen.
Fiir alle k € Ny und i € {0, ..., 2%} seien dann ay ;, my;, Qg und T}, wie in (294),
(297), (301) und (302) definiert. Dann ist (7} )ken eine monoton wachsende Folge
in §([0,1]) mit limg_, o T = f sowie

Viar [ Te@)dg() < [ (@) dg(a) ek,
Der Grenzwertsatz von LEVI ergibt daher
[ r@age) = m [ T@)age), (32)
und es gilt fiir jedes k € N, wegen der Stetigkeit von g
1 2"
Jy T o) = D (g(an) - gowi0)).

also folgt aus der Differenzierbarkeit von g

1 2" Ai-1
[ Ti@)ag@) = S [ g0 ar,
i=1

Ak,i

1
wobei die rechte Seite fiir k — oo gegen f f(t)g'(t) dt konvergiert. Zusammen
0
mit (325) ergibt dies die Behauptung. O

Lebesgue-integrierbare Mengen

Definition 4.56. Es seien ¢ ein Quadermafs auf R™ und M eine beliebige
Teilmenge von R™.

M heift p-integrierbar (oder auch @-summierbar) genau dann, wenn gilt
XM € LrR(R™, ). In diesem Falle nennen wir

= | xmdp= [ Ipndp
R M

das @-Maf$ von M.
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Bemerkung. Die hier eingefiihrte Notation ist im Falle M € 3, offenbar mit
der vorherigen konsistent.

Korollar 4.44 besagt genau das folgende Resultat.

Korollar 4.57. Sind ¢ ein Quadermafl auf R™ und M eine Teilmenge von R"™,
s0 ist M genau dann eine p-Nullmenge, wenn M p-integrierbar mit o(M) =0
15t. O

Satz 4.58. Es sei ¢ ein Quadermaf auf R™.

(i) Seien My, My zwei @-integrierbare Teilmengen von R™.

Dann sind My u Mo, My n My sowie My N My p-integrierbar, und es gilt

(M1 U M) = (M) + (M) - (M n My),
(M~ M) = p(My) = (M n Ma).

(ii) Fiir jedes i € N sei M; eine p-integrierbare Teilmenge von R™, und es gelte

Vien M; € Miyq.

Dann folgt fiir M := | M;:
1eN

(a) M @-integrierbar = (M) = Zlirglo o(M;).
(b) lim o(M;) e R = M p-integrierbar und (M) = lim p(M;).

1—>00
Beweis. xarums = sup(Xan s X, )s Xannn, = inf(xarn, xan) € Lr(R™, @),
d.h. Xaraar, = X — X, € LrR(R™, @), sowie xanune = X + XMy = XMinMs
ergeben (i).
(ii) folgt aus 4.45 mit f = 1gn. O

Beispiel 4.59. Es existiert eine Teilmenge der pi-integrierbaren Menge [0, 1],
die nicht p-integrierbar ist:
Auf [0,1] wird durch

Visefo,]t~se=t-5€Q

eine Aquivalenzrelation ~ definiert. [0,1]. bezeichne die Menge der Aquivalenz-
klassen bzgl. ~. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung

h: [0,1]. — [0,1]
mit Yyep0,1] A ([t]~) € [t]~. Setze nun
M= h([0,1].),

also gilt
R=MeaQ. (326)
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Die Teilmenge M von [0,1] ist nicht pi-integrierbar, denn andernfalls wére
fiir jedes k € N, offenbar auch

My, = LkJ (M+%) c [0,2]

k=1

pi-integrierbar mit py (My) = k- p1(M) < 2.2° Wegen limj_o k = oo folgte
hieraus, dafs M eine p;-Nullmenge sei. Dies widerspéche (326).

Satz 4.60. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ sowie U eine offene und beschrinkte
Teilmenge von R™,
Dann ist U @-integrierbar, und es gilt

o(U) =sup{p(P)|P €B, A PcU}.

Definition 4.61. Sind ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine Teimenge von R",
so heifst

|sup{(P)|P e B, A P c M}|e[0,00]

das innere Jordan-p-Mafi von M.
Wir bereiten den Beweis des Satzes 4.60 durch ein Lemma vor.

Lemma 4.62. Sei U eine offene Teilmenge von R™.
Dann existiert eine Folge abgeschlossener Quader (Q;)ien in Q, derart, daff

U= U QZ gilt.
i=0
Beweisskizze. Fir k € N definieren wir Wy, := {Wk7a|a € Z"}, wobei

a; a1 +1 ap ap+1

sei, und
P, = U W.
Wew,, WeUnU-1%= (0)

Dann gilt U = Ugen, Ph- O

Beweisskizze des Satzes 4.60. Sei (Q;)ieny wie im vorherigen Lemma. Die
Anwendung des Satzes von LEVI auf die Folge (T} )ken, gegeben durch

vkEN Tk = XQou...UQy>

ergibt die p-Integriebarkeit von U und

p(U) = lim o(Qou... v Qx), (327)

*Hier geht die leicht zu beweisende 1 - Translationsinvarianz
Vmep®) Vaer M pi-integrierbar == M +a pi-integrierbar und p1 (M +a) = p1 (M)

ein, die allgemeiner auch fiir den Beweis von Hauptsatz 4.76 bend6tigt wird und ein Spezialfall
dieses Hauptsatzes ist.
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beachte, dal die Beschrinktheit von U die Existenz eines Quaders @ € £,, mit
U c Q liefert, also [p. Tide < ¢(Q) fiir alle k € N. Aus der ¢-Integrierbarkeit
von U folgt
sup{p(P)|P e P, A PcU} < p(U).
Angenommen, in der letzten Ungleichung gilt ,<“. Dann existiert ¢ € Ry
derart, dak fiir alle P € B, mit P c U gilt ¢(P) < p(U)-¢, also |p(U)-p(P)| > €,
im Widerspruch zu (327). O

Satz 4.63. Es seien @ ein Quadermafl auf R"™ sowie K eine kompakte Teilmenge
von R™.

Dann ist K p-integrierbar, und es gilt
o(K) =inf{@o(P)|P P, A K c P}.

Definition 4.64. Sind ¢ ein Quadermaf auf R” und M eine beschriankte Teil-
menge von R so heifst

|inf{(P)|P e, A M c P}|e [0, 0]
das dufere Jordan-o-Maf§ von M.

Beweis des Satzes 4.63. Nach der Wahl eines offenen Quaders @ € Q,, mit
K c @Q liefert die Anwendung von 4.60 auf die offenen und beschrénkten Mengen
QN K=0Qn(R"\ K) sowie Q die p-Integrierbarkeit von Q \ K sowie @ und
e(Q N K) =Sup{g0(]3)|ﬁeq3n A ﬁcQ\K}.

Dann ist nach 4.58 (i) auch K = Q \ (Q \ K) eine p-integrierbare Menge mit
p-Mak

o(K) = ¢(Q)-p(Q\K)
= 0(Q) —sup{p(P)|PeP, A PcQ\K}
= inf{p(Q) - ¢(P)| PePu n PN K}

P

= inf{p( Q- )IPeP, A PcQNK}
—— [ —
=:PePn < KcP
——

ﬁ;Qﬁ:Q\PEYB7L
= inf{o(P)|P P, A K c P}.

a

Beispiel 4.65. Die Smith-Volterra-Cantor Menge entsteht aus [0,1], indem
man im ersten Schritt das in der Mitte liegende offene Intervall ]%, g[ der Linge
% entfernt, im zweiten Schritt aus jedem verbleibenden Intervall das in der Mitte
liegende offene Intervall der Lange % = (%)2 entfernt, im k-ten Schritt fiir £ € N,

aus jedem verbliebenen Intervall das in der Mitte liegende offene Intervall der

Lange (%)k entfernt usw. Die so entstandene Menge ist eine kompakte (also -
integrierbare) Teilmenge von [0, 1] mit leerem offenen Kern, die Null als inneres
Jordan-p1-Mafs und 1-1limy_, o Zf’;l 22—:-1 = % als dufseres Jordan-pi-Malk besitzt.

Die nicht-negative charakteristische Funktion der iiberabzihlbaren Smith-

Volterra-Cantor Menge ist iibrigens ein Element von Lg (R, u1) NS (R, p1).
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Definition 4.66. Seien M eine beschriankte Teilmenge von R” und f: M - R
eine stetige Funktion.

(i) Seien 0 € Ry und 7' e S(R™).
T heifit d-fein fir f auf M genau dann, wenn k € N, paarweise disjunkte
Quader Q1,...,Qx € Q, derart, dak M c Uﬁzl Q gilt, sowie aq, ..., €R

existieren mit

Veqr,. iy diam™ (Q,.) = sup {||z - Y[l |7,y € Qu} < 4,
k
T=Y oXqn

k=1

vne{l,...,k}axE@nM O = f(l’)

(ii) Eine Folge (7})ien in S(R™) heifit ausgezeichnete Folge von Treppenfunk-
tionen fiir f auf M genau dann, wenn (6;)iey € (Ry)N mit lim; e d; = 0
und

Vien T; ist d;-fein fiir f auf M
existiert.

Satz 4.67.

Vor.: Es seien M eine beschrinkte Teilmenge von R™ und f: M — R eine stetige
Funktion.

Beh.: Es folgt:

(i) Es existiert eine ausgezeichnete Folge von Treppenfunktionen fir f auf M.

(ii) Ist (T;)ien eine beliebige ausgezeichnete Folge von Treppenfunktionen fir
f auf M, so gilt
Veers lim Ti(2) = /(2).
Zusatz. Im Falle der Kompaktheit von M konvergiert jede ausgezeichnete
Folge von Treppenfunktionen fir f auf M gleichmdf$ig auf M gegen f.

Beweis. Zu (i): Es sei i € N. Wir definieren Quader durch

al a1+1[ [an an+1[
-, - X.ooo X | =, " 5
20 A 2t

va:(al,...,an)eZn Qa,i =
d.h. Usezn Qq,i = R™ sowie
V1 imes 0

2t ’

V aezn diamdm (Qa,i) = sup{||ac - y”oo |x,y € Qa,i} =
und setzen
Ai={aeZ"|Quin M * 3}

Wegen der Beschrénktheit von M mufs A; endlich sein. Wir wihlen nun fiir jedes
a€A;ein x,; € Qg N M und definieren

Ti= 3, f(%ai) XQu, € SR"),
(lEAZ'

beachte Q. N Qa,; = @ fiir a,a € Z" mit a # a.
Dann erfiillt (7;);en offenbar die Behauptung von (i).
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Zu (ii): Seien (T;)ien eine ausgezeichnete Folge von Treppenfunktionen fiir
fauf M, xge M und ¢ € R,. Da f stetig ist, existiert zunéchst § € R, mit

Vaenr (|2 =20feo <6 ==1f(2) = f(20)[ <&).
Sodann konnen wir ig € N wéihlen derart, daf fiir alle ¢ € N mit ¢ > ¢ gilt
T; ist o-fein fiir f auf M.
Fiir jedes solche ¢ gilt dann offenbar

ITi(z0) = f(x0)| = |f(x) = f(w0)| <,

wobei z € QN M, Q € Q, mit diam? (Q) <8, und Tj(zo) = f(z).

Der Beweis des Zusatzes verlduft analog. Man nutzt aus, dall wegen der
Kompaktheit von M dann f: M — R sogar gleichméifig stetig ist und § sowie i
daher nicht mehr von zy abhéngen. O

Hauptsatz 4.68 (Integrierbarkeit stetiger beschrinkter Funktionen iiber inte-
grierbaren Mengen).

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R, M c R" eine p-integrierbare Menge
und f: M - K eine stetige beschrankte Funktion. (Die p-Integrierbarkeit von M
ist nach 4.63 z.B. im Fulle eines Kompaktums M erfillt. Als stetige Funktion
auf einem Kompaktum ist dann die Voraussetzung der Beschrinktheit von f
evident.)

Beh.: f € Lx(M,p), und im Falle der Beschranktheit von M sowie K =R gilt
fiir jede ausgezeichnete Folge von Treppenfunktionen fir f auf M

do = 1i [Tid.
[wfcpiggM 77

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch folgendes Lemma vor.

Lemma 4.69. Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, M c R" eine @-integrierbare
Menge und T € S(R™).
Dann gilt T € Lr(M, p).

Beweis. Fiir jedes Q € Q,, gilt
xqQ € S(R") e Lr(R"™, ),
und es gilt weiterhin nach Voraussetzung

XM € [’R(Rna QO)7

also folgt
_ ) 4.30(v) "
XM - XQ =xm - xQ =inf(xar x@) € " Lr(R",9),
d.h. genau
XQ € Lr(M, p).
Hieraus, 4.12 (i) sowie 4.32 (i), (ii) folgt die Behauptung. O
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Beweis des Hauptsatzes. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit geniigt es,
den Fall K =R und M # @ zu betrachten.

1. Fall: M beschréankt. Sei (7;);en eine — nach 4.67 (i) existierende — ausge-
zeichnete Folge von Treppenfunktionen fiir f auf M, also gilt nach 4.69

VieN Tz € LR(M, go) (328)

und nach Definition 4.66
Vien T;(R™) € f(M). (329)

f ist beschrinkt, also folgt
C:=inf f(M)eR, D:=supf(M)eR. (330)
Des weiteren ist M ¢-integrierbar, d.h.
X - Trn = xur € Lr(R", ©),
wobei 1gn: R™ — R die konstante Funktion vom Wert 1 bezeichne, also gilt
C1gn, D-1gn € Lr(M, p). (331)
Wegen (329), (330) ergibt sich zusétzlich
VienVaern C - 1gn () < Ti(2) < D - 1gn (). (332)

Aus (328), 4.67 (ii), (331), (332) und dem Grenzwertsatz von LEBESGUE
folgt die Behauptung im 1. Fall.

2. Fall: M unbeschriankt. Wir haben zu zeigen, daf f € Lg(M,¢) gilt, und
wir konnen wegen f = f* - f~ ohne Einschrinkung f > 0 annehmen.

Es existiert eine Folge (Q;)ien in Q,, mit

Vien@i € Qiv1 und [ JQ; =R".
i=0

Definiere fiir jedes ¢ € N die beschriankte ¢-integrierbare Menge
M; =M nQ;.

Dann gilt
VieN Mz C Mz’+1 c M sowie U Mz =M
=0
und nach dem 1. Fall
Vien f € Lr(M;, 0).

Wegen f >0, Viey M; ¢ M1 € M, der Beschrinktheit von f und der ¢-Inte-
grierbarkeit von M ist ( / M, f dgp)ieN eine monoton wachsende reelle Folge, die
durch sup f(M) - (M) € R beschrankt ist und somit in R konvergiert. Daher
folgt aus 4.45 (ii): f € Lr(M, ). O

Korollar 4.70. Seien ¢ ein Quadermafl auf R™ und K eine kompakte Teilmenge
von R™.
Dann gilt C(K,K) c Lx(K,p). O
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Stetige und differenzierbare Abhingigkeit

Satz 4.71 (Stetige Abhéngigkeit des Integrales von einem stetigen Parameter
im Integranden).

Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™ und M eine Teilmenge von R™. Ferner
seien A ein metrischer Raum, a, € A und F: M x A - K eine Funktion mit
folgenden Eigenschaften:

(a) Vaea Fo:=F(...,a) € Lx(M,p).

(b) Es existiert eine @-Nullmenge N derart, daff F(z,...): A > K fiir jedes
x e M NN stetig in a, ist.
(¢) Es existieren U € Uax, A), g € Lr(M, @) und eine o-Nullmenge N mit
V(9[:,a)e(]\/]\]V)><U |F(x,a)| < g(x)
Beh.: Die Funktion
A—K, a+— f F,dy
M
15t stetig in a.

Bemerkung. Versieht man M x A mit der Produkttopologie®?, so folgen (a), (b)
und (c¢), wenn die Kompaktheit von M und die Stetigkeit sowie Beschranktheit
von F: M x A - K vorausgesetzt wird.

Beweis des Satzes. Sei (a;)ien eine Folge in A mit lim;, . a; = a. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit gelte V;eya; € U. Wir setzen

(a)
vieNfi :=Fai € ‘CK(M7(10)

Dann gilt nach (b)
Veerrn lim fi(z) = lim F(x,a;) = F(z,a.) = F,, ()

1—>00

und nach (c)
VienVpenro i |fi(@)] = [F (2, a:)] < g(x).
Also folgt aus g € Lr(M, ) und dem Grenzwertsatz von LEBESGUE

I Z—d:fFad,
1mMis0 y Lor e

1—>00
=Fy,
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Satz 4.72 (Differenzierbare Abhéngigkeit des Integrales von einem differenzier-
baren Parameter im Integranden).

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine Teilmenge von R™. Ferner
seten U eine nicht-leere offene Teilmenge eines endlich-dimensionalen normier-
ten R-Vektorraumes (Y, | ...||) und F: M xU - R eine Funktion mit folgenden
FEigenschaften:

3Definition. Fiir topologische Riume X1, X» ist die Produkttopologie fir X1 x X durch
Yuep(xixxz) (U offen in X1 x Xo 1= V(2 05)e0 Ivy a1, x1) J0seto(e2,x2) Ut X Uz € U)

gegeben.
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(a) Vyev By :=F(...,y) € Lr(M, ).
(b) Es existiert eine @-Nullmenge N derart, daff F(z,...): U — R fiir jedes
x € M NN differenzierbar ist. Das Differential von F(z,...) in y, € U sei
F
dann fir jedes solche x mit g—(x,y*) € Lr(Y,R) bezeichnet, d.h.
Y

OF F(z,ys +tv) — F(z,y.)

Y (@.y)e(MN)xU Vvey 9 (,+)(v) = lim -

(¢) Es existieren eine o-Nullmenge N und g € Lr(M, ) mit

oF
V(%y*)e(M\(NUN))xU Ha—y(%y*) Sg(x).

F
Beh.: Yy, Vvey ((;—( ) (V) € Lr(M, @) und die Funktion
)

U R, de
P — yn—»JV[y(p

ist differenzierbar mit

OF
Vuet Yooy dyb(0) = [ G p) () de

F

Bemerkung. Sind M kompakt, F' stetig und 88— auf ganz M x U definiert
Y

sowie stetig, so folgen (a), (b) und (c).

Beweisskizze des Satzes. 1.) Seien y, € U, v € Y und (¢;);en eine Nullfol-
ge in R\ {0}. Wegen der Offenheit von U konnen wir fiir jedes ¢ € N ohne
Einschrinkung annehmen

Ye +1; V€ U

und f;: M - R durch

F(z,ys +tiv) = F(z,yx)
t;

VaeMm fz(w) =
definieren, also gilt nach (a): f; € Lr(M, p). Wegen (b) und dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, siche z.B. [1, Satz 10.9], existiert zu = € M ~ (N U N)
eine Zahl & € ]t;,0[ u]0,¢;[ mit

filx) = %w,y* +60)(0),

d.h. nach (c)
OF
|fi(@)] < 8_y($’y* +&iv)|| vl < g(z) [lv]
und ||v]|g € Lr(M,¢). Aus dem Grenzwertsatz von LEBESGUE folgt daher
OF

8_( ,y,(.)(’U) = hIIl fl EER(M7(10)'
Y 1—>00
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2.) Sei y, € U. Die Funktion

oF

LY —R, ve— [ =—
M Oy

(-syx)(v)de

ist nach 1.) offenbar R-linear. Sei (y;);en eine Folge in U~{y, } mit lim; 00 i = Y.
Wir kénnen nun wegen der Offenheit von U die Existenz von é € R, derart, dafs
fiir alle ¢ € N gilt

Yi € Us(ys,Y) cU

annehmen, und g¢; € Lr(M, @) nach (a) und 1.) durch

F(x>yl) —F(QC»Z/*) - %_Z(xvy*)(yl _yx-)
lyi =yl

VaeMN G (.Z') =
definieren. Dann gilt wegen (b)
VaeM N Z_lirono gi(z) =0. (333)

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt zu jedem ¢ € N die Exi-
stenz eines &; € 10, 1[ mit

oF
Vaenan F(2,y:) = F(2,ys) = En (@, ye +& (Wi — ys)) (Wi = Ys)s

d.h. nach (c)

I (2,90 + & (i = ye)) (Wi —yx) = (2, 92) (i - ys)
Y Y
lyi =y

oF oF
H— (T, 9 +& (i —Yx)) — 7= (2,9x)
Oy Oy

VxeM\(NUN) |gi (.Z')l

<2g(x),

und mit g ist auch 2g p-integrierbar iber M. Der Grenzwertsatz von LEBESGUE
und (333) ergeben nun

1—> 00

also offenbar

V(yi) = (y.) = 1yi = ys)

lim =0,
o0 lyi = -l
und der Satz ist nach der Definition von [ vollstdndig bewiesen. O

Der Satz von FUBINI und der Transformationssatz

Die Sétze dieses Abschnittes dienen der konkreten Berechnung von Integralen.
Der folgende Hauptsatz ermoglicht u.a. die Riickfiihrung der Bestimmung eines
un-Integrales auf die Berechnung von p;-Integralen.
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Hauptsatz 4.73 (Satz von FUBINI).
Vor.: Seien ny,no € Ny mit n =nq +no, p; Quadermafe auf R™ fir i e {1,2}

und f € Lx(R™, 1 x ¢2).
Beh.: Es existiert eine p1-Nullmenge N1 derart, dafi gilt

VmeR”l NN f:m = f(xlv .. ) € LK(Rn27‘p2)v

und die Funktion

Rnl\Nl_)K7 wl'—)ffx1d¢27
R"™2

ist w1 -integrierbar iber R™ mit

/fd ©1%xp2) / [f depg | dey = / [f(iﬂl,@)dsﬁz(fﬂz) der(21).
R"2

R™1

Bemerkung. Vollig analog gilt auch die Version des Satzes von FUBINI, die
man durch Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen erhilt.

Beweisskizze des Hauptsatzes. Ein ausfiihrlicher Beweis im Falle ¢; = pp,,
wobei i € {1, 2}, findet sich in [12, Hauptsatz 11.36]. Der Beweis im allgemeinen
Falle ist analog zu fiihren:

1.) Der Satz von FuBInt gilt mit N; = & fiir alle Funktionen f = xq, wobei
Q € £, sei.

2.) Sind f, f € Lr(R", ) und A\, \ € R und gilt der Satz von FUBINI fiir f mit
einer o1-Nullmenge Ny und fiir f mit einer i-Nullmenge Ny, so gilt er auch
fir A f + /\f mit der ¢1-Nullmenge Nj U Ny

3.) Fiir jedes Quadermaf ¢ auf R™ gilt: Eine Teilmenge N von R" ist genau
dann eine ¢-Nullmenge, wenn eine Folge (Qg)gen in Qy, mit

Z (Qr) ist konvergent in R und (334)

Veen #{k eN|z e Qr} = 00 (335)

existiert.
=“ Sei N eine ¢-Nullmenge. Dann existiert zu jedem i € N eine Folge

(Qij)jeny mit
Vien (N c D Qij und > ¢(Qy5) < %)
%0 i=0

Numeriere die Folge (Qi;)(;,j)enxny zu einer Folge (Q)reny um. Dann gilt

gk
™38

i 0(Qr) =

k=0

SO(QZJ)

0

<.
Il

0J

und fiir jedes z € N
Viendjenz € Qij-
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»<" Sei umgekehrt (Qx)ren eine Folge in 9, mit (334) und (335). Zu e € R,
existiert dann ko € N mit Y72, ©(Qk) < ¢, und es gilt € UpZ, Qy fiir jedes
zeN. |

4.) Seien N eine ¢-Nullmenge und

Vo err1 Ny = {x2 € R™|(a1,22) € N} c R™.
Dann existiert eine ¢1-Nullmenge Nj mit
Vo ern1 N, Na, it po-Nullmenge.

[ Wahle gemif 3.) ,,=“ eine Folge (Qk)reny in Q, mit (334), wobei ¢ durch
1 X g ersetzt sei, und (335). Fiir jedes k € N seien Q) € Q,, und @y € Q,, mit
Q = Q) x Q) und fiir jedes i € N

hi= 3 2(QF) - xq; € SR™)  Lr(R™, i01).
k=0 a———— e
>0

Dann gilt h; < b1 und

f hidpy = i(‘ﬁl x 2)(Q) < 2(@1 x 2)(Q) < oo.

B i=0

Somit folgt aus dem Grenzwertsatz von LEVI die Existenz einer ¢1-Nullmenge
N7 mit
vmeR”l NN Zlifoﬂo hi(al) e R.

Mittels 3.) ,,<= zeigt man
Va,ern1N, Na, ist po-Nullmenge,

womit 4.) bewiesen ist. |

5.) Der Hauptsatz gilt, wenn man Lx(R", 1 x ) durch S, (R", @1 x p2)
ersetzt.

[ Sei feSA(R™ 1 x p2). Dann existieren eine Folge (T;);en in S(R™) und
eine (1 x p2)-Nullmenge N mit

VienVzern Ti(2) < Tisa, (336)

V zeRn N hm Tz(x) = f(x)y (337)

[ raterxen) = im [ Tid(er x00). (338)
R™ R

Wegen 1.), 2.) gilt der Hauptsatz (mit N; = @) fiir alle Treppenfunktionen auf
R™. Daher folgt fiir jedes i € N sowie a1 € R™ wegen (336)

/Tz(al,---)dw S[E'H(al,---)d@%
R7L2 R7L2

= [ Ti(a1,22) dp2(x2)
R72
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und ( [ Ti( 2) dpa (332)) ist eine monoton wachsende Folge von Funk-
R72 ieN
tionen aus L’R(Rm,wl) derartj dak nach (336), (338) fiir jedes i € N gilt

[ Tiaras)dea(a) [der(@n) = [ Tid(prxe2) < [ Falerx ),
R™1 R™2 R Rn

also folgt aus dem Grenzwertsatz von LEvI die Existenz einer ¢;-Nullmenge N;
mit

valeRnl M zli»rg f ﬂ(alan)dSOZ((L?) € Ra
Rn

}Eono Ti(...,z2) dpa(z2) € Lr(R™, 1)

R"2

und (339)

[ lim /T 9)dpa(z2) | = lim [ /T 2)dpa(z2) | der

R™1

7,—)00

=lim [ T;d(e1 x @2) =)/fd(<P1><902)-
Rn

Wir zeigen nun (die Existenz der Integrale in der folgenden Gleichung und)
die Gleichung

j Flww2)dga(ea) =, Jim [ T(.oao) dpa(ws).  (340)

Wegen (339) ist 5.) dann gezeigt.

Beweis von (340): Nach 4.) existiert ein @;-Nullmenge N; derart, daf N,
fiir jedes a; € R™ \ TV: eine p1-Nullmenge ist. Dann ist auch Ny := TV: U TV: eine
p1-Nullmenge und fiir alle a; € R™ ~ Ny gilt — beachte (336) —, die Giiltigkeit
des Hauptsatzes fiir alle Treppenfunktionen (mit Ny = &) und (339):

(Ti(a1,--.));ey ist eine monoton wachsende Folge in L (R™2,¢2) mit be-
schriankter (sogar in R konvergenter) Integralfolge, IV,, ist eine p9-Nullmenge
und

VaseRr2 N, (a1,22) €R" NN,
d.h. nach (337)

ilil?oﬂ(al"”) =g fla1,...).
Aus dem Satz von LEVI folgt hieraus gerade (340). |

6.) Es geniigt offenbar, den Fall K =R zu betrachten. Der Satz von FUBINI
folgt dann aus 5.) und 2.). O
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Korollar 4.74 (Prinzip von CAVALIERI).
Vor.: Es seien o; ein Quadermaf auf R fir i € {1,n}, M eine (¢1 x ©n)-
integrierbare Menge und fiir jedes t € R

M, = {z € R" | (z,t) € M}.

Beh.: Es existiert eine @1-Nullmenge N derart, dafy My fiir jedes t e R\ N eine
pn-integrierbare Menge und

RNN —R, t+— ¢,(M),

eine p1-integrierbare Funktion ist. Des weiteren gilt

(erxen) (M) = [ on(M) dier (1),
O

Beispiel (Volumina von Rotationskorpern). Seien a,b € R, wobei a < b gelte,
p: [a,b] - R eine stetige Funktion mit p >0 und

M = {(z,y,t) e R¥|t € [a,b] A Va2 +y2 < p(t)}.

Dann ist M eine ps-integrierbare Menge und

ps() =7 [ ot

Der folgende Hauptsatz verallgemeinert i.w. die Substitutionsregel. Der Au-
tor mochte betonen, dafs es bei der Beweisfiihrung an mehreren Stellen ent-
scheidend ist, das Quadermaf j,, (und nicht etwa ein beliebiges Quadermaf auf
R™) zu betrachten. Z.B. wird die p,-Nullmengentreue stetig differenzierbarer
Abbildungen verwendet:

Satz 4.75. Seien U c R™ offen und h: U — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildunyg.
Dann gilt: ¥ nepwy (N ist pin-Nullmenge == h(N) ist pi,-Nullmenge) .

Beweisskizze. Uberlege zunichst, da im Falle des Quadermakes p, in De-
finition 4.18 dquivalent die Existenz abgeschlossener Quader anstelle beliebiger
Quader gefordert werden kann. Wende dann den Mittelwertabschitzungssatz
an. |

Hauptsatz 4.76 (Transformationssatz).
Vor.: Es seien U eine offene Teilmenge von R™, h: U - R" eine stetig differen-
zierbare Abbildung und M eine Teilmenge von U mit folgenden Figenschaften:

(a) M~ (M)° ist eine pu,-Nullmenge,
(b) hlnre ist injektiv, und
(¢) Vapenre dph € Lr(R™, R™) ist bijektiv.

Ferner seien D c R™ und f e RP.
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Bebh.:
(i) feLr(h(M),pu,) <= (foh)|detdh|e Lr(M, ).

(i) Im Falle der Giltigkeit einer der daquivalenten Aussagen von (i) folgt
djin = [ (f o h)|det dh]dyin. 341
Jrongy Fttn = [, (7 oh)|det dhld (341)

Beweisskizze. 1.) Mittels des Satzes von LEVI zeigt man, daf (i) ,=* und
(341) fiir alle Translationen t,: R™ - R", x = x + a, anstelle von h gilt.
ain an1
2.) Seien a; = : ey Oy = : € R™ und P das von ay,...,a,
Q1n QAnn
aufgespannte Parallelotop, d.h. genau P =Y [0,1] a;.
Dann folgt aus 1.): u,(P) =|det(ai;); jef1,...n}l-
3.) Aus 2.) ergibt sich Ygen, Yhern(rn ) fn(R(Q)) = |det A - 11, (Q).
4.) Mittels 4.75, 1.) und 3.) sieht man ein, daf fiir alle offenen Teilmengen
U,U von R” und jeden C!-Diffeomorphismus3! h: U - U gilt:

Vaea, (xa@) €S- (®"¢) A ma(n(@)) s [ [detdhldp,).

5.) Seien U eine offene Teilmenge von R™ und f € C(U,R) mit f > 0.

Dann existiert eine Folge (7;)ien in S(R™) derart, daf fiir alle ¢ € N gilt
0<T; <Tiv1, To(T;) c U und lim;00 T = f auf U.

6.) (f €S- (R, ) A U eTop(R")) = x5 f €S, (R, ).

7.) Mittels obiger Vorbereitungen zeigt man den Hauptsatz. O

Bemerkung. Obwohl in [1, Kapitel 12| die n-dimensionale Riemannsche Inte-
grationstheorie studiert wird, kénnen Anwendungen des Transformationssatzes
analog zu den dort in 12.55 bis 12.58 dargestellten eingesehen werden. Auferdem
ist der Hauptsatz durch getrennte Anwendung auf Real- und Imaginarteil (mit
ggf. unterschiedlichem h) auch bei der Integration komplexwertiger Funktionen
hilfreich.

Lebesgue-Mefibarkeit und der Satz von TONELLI
Der Begriff der Mebarkeit wird in der Literatur unterschiedlich verwendet. Wir
verallgemeinern hier die in [12] und [13] genannten Definitionen.

Definition 4.77 (Lebesgue-mefsbare Funktionen und Mengen). Es sei ¢ ein
Quadermafs auf R"™.

(i) (a) Eine auf einer Teilmenge von R™ definierte reellwertige Funktion f

heifst genau dann (reellwertig) p-mefbar iber R™, wenn eine Folge

(T})ien in S(R™) und eine ¢-Nullmenge N existieren derart, daf gilt

ViR N ZILH;TZ(‘%.) = f(l')

Die Menge solcher Funktionen bezeichnen wir mit | Mg(R", @) |

31Bin C!-Diffeornorphismus zwischen offenen Teilmengen von R™ ist per definitionem eine
bijektive stetig differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilmengen von R" mit stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung.
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(b) Eine auf einer Teilmenge von R" definierte komplexwertige Funktion
f heiflt genau dann @-meflbar diber R™, wenn sowohl ihr Real- als
auch ihr Imaginérteil Elemente von Mg (R", ¢) sind. Die Menge jener

Funktionen bezeichnen wir mit | Mc(R", ¢) |.

(c) Ist M eine Teilmenge von R™, so heifst eine auf einer Teilmenge von
R"™ definierte K-wertige Funktion f genau dann (reellwertig, falls
K = R,) p-mefbar dber M, wenn gilt xar f € Mg(R™,¢). Letz-
teres ist offenbar gleichbedeutend mit der Existenz zweier Folgen
(T})ien, (Si)ien in S(R™) und einer ¢-Nullmenge N derart, daf gilt

VzeM N Zlirono (le(x) +152(l‘)) = f(x)a

insbes. gehoren alle Punkte von M mit Ausnahme einer p-Nullmenge
zum Definitionsbereich von f. Die Menge solcher Funktionen f sei

mit | Mg (M, ¢) | bezeichnet.

ii) Ist M eine Teilmenge von R™, so heiltt M genau dann -mefbar, wenn
g g
gilt xns € MR(R"W)-

Satz 4.78. Sind ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine Teilmenge von R, so
folgt:

(i) Mg (M, p) ist eine assoziative K-Algebra, insbes. also ein K-Vektorraum.
(ii) Lx(M,p) c Mx(M,p).
(iii) f,f e Mg(M,0) = sup(f, f), inf(f, f), f*, 7, |f]| € Mr(M, ).
(iv) f € Mc(M,p) = |f| € Mr(M, ).

() (f € Mg(M. ) A f#,0 auf M) —> %eMKW,w)-

(vi) Sind f € Mg(M,p) und f* eine auf einer Teilmenge von R™ definierte
K-wertige Funktion mit f* =, f auf M, so folgt f* € Mg (M, ).

(vii) f € Mx(M,9) = Yirapar) f € Mr(M,¢).

Beweis. (i) sowie (iii) werden aus Stetigkeitsgriinden durch die entsprechen-
den Eigenschaften der Treppenfunktionen in 4.12 (iv) sowie (v) impliziert, und
(vi) sowie (vii) sind trivial.

Zu (ii): Es geniigt, den Fall K = R zu betrachten. Sei f € Lg(M,¢). Dann
existieren g, h € S, (R", ) mit xas f =, g — h auf R", also auch zwei Folgen
(T3)ien, (Si)ien in S(R™) derart, daf auf R gilt xar f =, limye (T3 — S;), d.h.
f e Me(M, ).

Zu (iv): Es existierten also Folgen (T;);en bzw. (S;)ieny in S(R™), die ¢-
fast iiberall auf M gegen Re f bzw. Im f konvergieren. Aus 4.12 (iii) folgt dann
offenbar, dak (v/T;2 + S;%)ien eine Folge in S(R™) ist, die aus Stetigkeitsgriinden
p-fast tiberall auf M gegen |f| konvergiert.
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Zu (v): Es existierten wieder Folgen (7;);en bzw. (S;)ieny in S(R™), die p-fast
iiberall auf M gegen Re f bzw. Im f konvergieren. Beachte im folgenden, daf
die Folge (S;)in im Falle K = R als konstant vom Wert Null gewéhlt werden
kann. Nach 4.12 (iii) werden durch

Ti(:c)2+Si (Z’)2 )

VienVaern Ty () = TS ol (). 5
1eN VgeR" L4 ' 07 falls (ﬂ X >Si
(
(

Ti(@)?+5:(2)%

(
(
N @ falls (Th(x), Si(@
VieNV zern 52(33) = { 0 falls Z 7 ZE

Folgen (T})ien, (Si)ien in S(R™) definiert. Dann gilt aus Stetigkeitsgriinden we-
gen f #, 0 auf M

limﬁ-—i§i=¢% auf M.

1—>00
Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. O

Hauptsatz 4.79. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™
und f e Mg (M, ).
Dann gilt:

(i) (3gec(mp) 11 S g auf M) = f e Lx(M,p).
(it) |f] € Lr(M,p) = [ € Lx(M, ¢).
(i) Sind C e R mit |f| <, C auf M und g € Lx (M, ), so folgt f g € Lx(M, ).
(iv) M p-mefbare Teilmenge von M und f € Lx (M, )
= feLx(M,yp).
Insbesondere ist jede p-meflbare Teilmenge einer p-integrierbaren Menge

w-mefbar.

Beweis. (ii) folgt trivial aus (i), und (iv) ergibt sich aus (iii).

Zu (i): Wegen |Ref| < |f| und |Imf| < |f] geniigt es offenbar, den Fall K =R
zu betrachten. Auferdem koénnen wir durch Ubergang von f und g zu xas f und
XM g ohne Einschrankung M = R"™ annehmen. Dann existieren eine p-Nullmenge
N cR" und eine Folge (7;)ien in S(R™) mit

Vaern N Zlilgﬂ(x) = f(x)7 (342)
Vaernn f(2) <|f(2)] < g(2). (343)

Fiir jedes ¢ € N definieren wir eine Funktion f;: R® \ N - R durch

vxeRn\N fl(x) = Sup{—g(ﬂj‘),in{g(fL’),TIZ‘(SE)}}.

Dann folgt fiir alle i € N

fi e Lr(R™, ), (344)
|fil <, g auf R™. (345)
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Es gilt
VazernN 2111110 fi(z) = f(x). (346)

[ Zu (346): Fiir alle z € R” \ N gilt wegen (342), der Stetigkeit der Funk-
tion inf{g(z),...}y R > Rin f(z) und (343) sowie der Stetigkeit der Funktion
sup{-g(x),...}: R>Rin f(x)

lim f,(z) = sup{-g(2), / (1)},

also nach (343): lim;e0 fi(z) = f(x). |
(344) - (346) und der Grenzwertsatz von LEBESGUE ergeben f € Lr(R", ).
Zu (iii): Aus f e Mg(M, ) und g € Lx(M,p) c Mg (M, ) folgt zunéchst
mittels 4.78 (i)
fge Mi(M,p)

und sodann aus |f g| <, |C||g| € Lr(M, ) und (i) die Konklusion der ersten
Aussage von (iii). Setzt man f := lgn € Lr(M,p), so folgt die zweite Aussage
von (iii) aus der ersten. O

Bemerkung. Die Voraussetzung der p-Beschranktheit in (iii) ist notwendig:

1

Aus 4.50 folgt némlich f:= 7 € Lr(]0,1], 1) und f? ¢ Lr(]0,1], p1).
T

Beispiel 4.80. Die Teilmenge M von [0,1] mit R = M &Q wie in 4.59 ist nach

4.79 (iv) nicht pq-mefsbar.

Der folgende Hauptsatz zeigt, dafs eine weitere Grenzwertbildung fast {iberall
konvergenter Folgen Lebesgue-mefibarer Funktionen keine gréfere Menge Lebes-
gue-mefkbarer Funktionen liefert. Insbesondere ist die Definition der Lebesgue-
Mefbarkeit tiber R™ & la DOMBROWSKI in |7] gleichbedeutend mit der in 4.77
gegebenen .32

Hauptsatz 4.81. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™
und (f;)ien eine @-konvergente Folge auf M in Mg (M, p).
Dann gilt lim f; e Mg (M, ).
1—>00

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch folgendes Lemma vor.

Lemma 4.82. Ist ¢ ein Quadermaf auf R™, so existiert h: R™ - R, derart,
daff h e Lr(R™, ) gilt.

Beweisskizze des Lemmas. Wahle eine Folge (Q;)in paarweise disjunkter
Quader mit

View (Qi = [aiy, i, + 1] x ... x [ai,, a5, +1[ A Ve, nyai, €Z)

328ei ¢ ein Quaderma® auf R™. Eine reellwertige Funktion f heifit in |7| genau dann -
mefbar iber R™, wenn eine Folge in Lr(R", ) existiert, die p-fast iiberall auf R" gegen f
konvergiert. Fiir eine beliebige Teilmenge M von R"™ ist die Definition der ¢-MeRbarkeit von
f tiber M in loc. cit. allerdings spezieller als unsere; es wird ndmlich zusétzlich gefordert, dafs
M eine p-mefibare Menge ist.
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und ey Qi = R™. Setze fiir j e N

0, falls (@) =0,
;=
m, falls p(Q;) #0.

Dann erfiillt A :=lim; o T;, wobei V;en 15 = Zé':o a;jxQ,, nach dem Grenzwert-
satz von LevI die Behauptung des Lemmas. O

Beweis des Hauptsatzes. Es geniigt, den Fall K = R zu betrachten. Wir wéh-
len h wie im letzten Lemma und definieren auf M auferhalb einer ¢-Nullmenge

h f; d g h f
an .
h+|fil

ST
Der Reihe nach folgt lim;e0 9 =4 9, Vien|9i| <o h, Viengi € Lr(M, ) mittels
4.79 (i), also g € Lr (M, ¢) nach dem Grenzwersatz von LEBESGUE, |g| <, h und
schlieRlich f =, hfﬁ—ﬁ]' e Mg (M, ). O

Vien gi =

Satz 4.83. Es sei ¢ ein Quadermaf auf R™,
Dann gilt:

(i) Jede @-integrierbare Teilmenge von R™ ist p-mefbar.
(ii) Jede offene Teilmenge von R™ ist p-mefbar.

(iii) Fir je zwei o-mefbare Mengen M, M ist auch MM w-mefSbar; insbeson-
dere ergibt (i), daff jede abgeschlossene Teilmenge von R™ eine p-meflbare
Menge ist.

(iv) Ist M; fir jedes i € N eine p-meflbare Menge, so sind | J M; und () M;
ieN ieN
p-mefibare Mengen.
Beweis. (i) folgt sofort aus 4.78 (ii).
Zu (ii): Seien M c R" offen und fiir jedes i e Ny

Qi = U= (0) =] 4,i[ ™,

also ist M n Q); offen sowie beschrinkt und somit nach 4.60 ¢-integrierbar, d.h.
es gilt xmng, € Lr(R™,¢) ¢ Mgr(R",¢). Aus 4.81 und lim;e XanQ, = XM
ergibt sich (ii).

Zu (iii): Die Behauptung folgt aus xg7. 5, = (x57 — Xar)" und der Stetigkeit
der Funktion ...": R - R. Beachte, dak wegen der p-Mefsbarkeit von M, M eine
Folge (T})ien in S(R™) mit x 737 — X =p limj_eo T; auf R™ existiert.

Zu (iv): Wir definieren Folgen (f;)ieny und (g;)ien durch

4.78(iii)
Vien fi = Xyi_ m, =SUP(Xato»--- X)) € Mr(M,9),
4.78(iii)
Vien 9i = Xpi_ a, =i0f(azgs - xar) €7 Mr(M, ),
fiir die lim;e0 fi = XU, M; sowie lim; e g; = XN, M; gilt. 4.81 ergibt die Kon-
klusion von (iv). O
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Satz 4.84 (Lebesgue-Mefsbarkeit stetiger Funktionen iiber Lebesgue-mefbaren
Mengen).

Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R"™, M eine p-mefibare Teilmenge von R™
und f: M — K eine stetige Funktion.

Beh.: f e Mg(M, ).

Beweis. Es geniigt erneut, den Fall K = R zu betrachten. Wegen der ¢-
Mefibarkeit von M ist

XM € Mr(R", @) beschrankt.
Des weiteren ist fiir jedes 7 € N
Qi = Ui”'“”“(O) =]-i,i[" €Q,
eine @-integrierbare Menge, d.h.
XQ: € Lr(R", ).
Somit folgt aus 4.79 (iii)

XMnQ; = XM XQ: € Lr(R", p),

also ist M NnQ); eine beschrinkte ¢-integrierbare Menge. Aus Stetigkeitsgriinden
ergibt 4.68 nun zusammen mit 4.30 (v)

gi = sup(inf( f|rrng,,%), —1) € Lr(M N Q;, ) beschrinkt,

d.h.
XMOQZ‘ gi € LR(RH7 SO) c MR(Rna QO)7
—
xm f
womit die Behauptung aus 4.81 folgt. O

In gewisser Weise stellt der folgende Hauptsatz die Umkehrung des Satzes
von F'UBINI dar.

Hauptsatz 4.85 (Satz von TONELLI).
Vor.: Es seien ny,ng € Ny mit n =ny+na, p; Quadermafe auf R™ firi e {1,2}
und f e Mg(R™, @1 x p9). Ferner existiere

[ 1@ a)ldea(an) | der(a) eR. (347)
R \R"2
Beh.: f € ﬁK(Rn,ng X (’02)
Beweis. 1. Fall: K =R. Wir wihlen geméf 4.82 eine Abbildung

g€ Lr(R™, o1 x@3) nRE" mit g >0 (348)
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und definieren fiir jedes ¢ € N

fi=mnf(|f],ig). (349)
Es gilt
Im fi =p1x |1, (350)
Vien fi € Lr(R™, 1 x ©2), (351)
Vien fi Soixps fit1 Sorxps |1 (352)
dcerVien / fid(p1 xp2) < C. (353)

R

| (350) sowie (352) sind wegen (349) und (348) klar.

Zu (351): Aus (348), (349) folgt zunéchst mittels 4.78 (ii), (iii) fiir jedes i € N
fi e Mr(M, p1 x p2) und sodann mittels 4.79 (i) die Aussage (351).

Zu (353): Aus (351) und dem Satz von FUBINI ergibt sich wegen der Existenz
des Integrales (347) und (352) die Aussage (353), wenn C als die reelle Zahl in
(347) definiert wird. |

(350) - (353) und der Satz von LEVI ergeben |f| € Lr(R™, @1 x ¢2). Hieraus
folgt mittels 4.79 (ii) die Behauptung des Hauptsatzes.

2. Fall: K = C. Die Behauptung folgt durch Anwendung des 1. Falles auf
Re f und Im f, die betraglich kleiner oder gleich |f| sind. O

Anhang: Mefibarkeit im Sinne der Mafitheorie

Zum Abschluf dieses Kapitels gehen wir auf die Definition der Mefbarkeit, die
in der Majf$theorie verwendet wird, ein.

Definition 4.86 ((Borel-)o-Algebren, Borel-Mengen). Sei X eine nicht-leere
Menge.

(i) Eine Teilmenge A von PB(X) heilt o-Algebra iber X genau dann, wenn
gilt

(a) X e A,
(b) V4ea X N Ae Aund
(€) Y(a;)semear UJAieA
1eN
Dann gilt offenbar auch

(d) =X\XeA,

(©) Y (a)menr [1Ai=X N (U(X \ AZ)) € A sowie
ieN 1eN
(f) VABEAA\B:AI’](X\B)E.A.
Beispiel.

1.) {@, X} und P(X) sind o-Algebren iiber X.
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2.) Der Schnitt beliebig vieler o-Algebren iiber X ist ebenfalls eine o-
Algebra iiber X.

3.) Sind A eine o-Algebra iiber X und M € A\ {@}, so ist AnP(M)
eine o-Algebra iiber M.

Fiir eine o-Algebra A iiber X nennt man das Paar (X, .A) einen Mefraum.

(ii) Eine nicht-leere Teilmenge & von P(X) erzeugt offenbar kanonisch eine
minimale o-Algebra m iiber X, die & enthilt, némlich

o(6) = N A.
A o-Algebra iiber X
GcA

(iii) Ist X sogar ein toplogischer Raum, so heift |B(X)|:= o(Top(X)) die
Borel-o-Algebra von X, deren Elemente Borel-Mengen von X — kurz Bo-
relsch — oder mefibar heifen.

Beispiel. Sind X ein topologischer Raum und M e B(X) \ {&}, so gilt
B(M) c B(X) nB(M).

(iv) Ist X = R", so setzen wir := B(R™). (Im Falle n = 1 schreibt man
natiirlich anstelle von B!.)

Definition 4.87 (Mekbare Abbildungen). Es sei (X,.A) ein Mekraum.

(i) Ist (Y,B) ein weiterer Mefsraum, so heifit eine Abbildung f: X - Y genau
dann (A, B)-meflbar, wenn gilt V gep ?I(B) €A
Beispiel. Seien (X, A),(Y,B),(Z,C) Mekraume. Dann ist die Kompo-

sition fog: X - Z (A, B)-mefkbarer bzw. (B,C)-mefsbarer Abbildungen
g X > Y bzw. f: Y — Z eine (A,C)-mefsbare Abbildung.

(ii) Ist Y # & ein topologischer Raum, so heift eine Abbildung f: X — Y genau
dann A-mefbar, wenn f: X - Y eine (A,B(Y))-mefbare Abbildung ist.

Falls auch X ein topologischer Raum und A = B(X) ist, so nennen wir f
mejfSbar.

Satz 4.88. Es seien (X, A) ein Meffraum, Y eine nicht-leere Menge und &
eine nicht-leere Teilmenge von P(Y'). Ferner sei f: X - Y eine Abbildung mit

Vses J (S) € A.
Dann ist f (A, o(S))-mefSbar.

Beweis. B:={B eB(Y) |71 (B) € A} ist offenbar eine o-Algebra tiber Y, die
nach Voraussetzung & enthélt. Daher gilt 0(&) c B. Hieraus folgt die Behaup-
tung. d

Korollar 4.89. Es seien X,Y mnicht-leere topologische Riume und f: X - Y
eine stetige Abbildung.
Dann ist f mefibar. O
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Satz 4.90. Es seien (X, A) ein Mefraum und f e RY.
Dann sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

(i) f ist A-mefbar.
(1) vbeRTI(] —00,b[) € A.
(i1i) vbeRTI(] —00,b]) € A.

Beweis. Seien &1 := {] —00,b[|b € R} und Sy := {] - 00,b]|b € R} sowie
B;:=0(6;) fiir i € {1,2}, d.h. insbesondere B; c B. Da fiir jedes b € R gilt

]_°°>b]= m ]_°°>b+l[6617
keN, k

]_°°>b[= U ]_°°>b_l]EB2v
keN, k

folgt By = Bs. Ferner gilt fiir alle a,b € R mit a < b
]a,b[:]—oo,b[\]—oo,a] EBI =B27

also folgt zunéchst Top(R) c By ¢ B und sodann B = B; = By. Der Satz ergibt
sich nun aus 4.88. O

Wir wollen nun natiirlich ein Quadermafs auf R™ ins Spiel bringen und ori-
entieren uns bei der Entwickelung der Theorie an [20, Abschnitte 5.5 und 5.6].

Definition 4.91 (Lebesgue-mefbare Mengen i.S.d. Maftheorie). Sei ¢ ein Qua-
dermak auf R™.|J(R", ¢) | bezeichne die Menge der p-integrierbaren Teilmengen
von R™.

Wir setzen =0 (J(R",¢)) und nennen die Elemente dieser Menge
p-mefbar 1.5.d. Maftheorie.

Bemerkung. Um Verwechselungen zu vermeiden, werden wir eine i.S.d. Mafs-
theorie ¢-mefbare Menge zundchst nicht abkiirzend ,¢-mefsbar“ nennen. In
4.104 werden wir sehen, da die @-mefsbaren Teilmengen von R™ genau die
i.5.d. Maftheorie p-mefsbaren Teilmengen von R™ sind.

Satz 4.92. Es sei ¢ ein Quadermaf auf R™,
Dann ist die Menge | M(R", @) | der @-mefbaren Teilmengen von R™ eine
o-Algebra iber R™, und es gilt B" c B(R", ) c M(R", ).

Beweis. Dafs M(R", @) eine o-Algebra ist folgt aus 4.83 (ii) - (iv). 4.78 (i) und
die Definition von B(R", ¢) ergeben dann B(R",¢) c M(R"™, ). Ferner ist nach
4.62 offenbar jede offene Teilmenge von R™ eine i.S.d. Mafstheorie p-mefbare
Teilmenge von R", also ergibt die Definition von B" auch B" c B(R", ¢). O

Bemerkung. Aus 4.80 folgt M(R, p1) & P(R). Es gilt jedoch
#B(R, 1) = #B(R). (354)
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| Beweis hiervon: C' bezeichne das Cantorsche Diskontinuum wie in 4.20 4.),
also ist C eine iiberabzéhlbare 11;-Nullmenge. Dann ist auch jede Teilmenge von
C eine pi-Nullmenge und somit nach 4.57 eine p;-integrierbare Menge. Daher
folgt #(R) = #P(C) < #3(R, m) < #B(R, 1) < #P(R). |

Mittels transfiniter Induktion kann man

#B = #R

zeigen, siche z.B. [10, Korollar 11.8.6].3% Der Beweis von (354) impliziert dann,
dafs es eine Teilmenge des Cantorschen Diskontinuums gibt, die p;-integrierbar
und nicht Borelsch ist.

Satz 4.93 (Charakterisierung i.S.d. Maftheorie Lebesgue-mefsbarer Mengen).
Vor.: Es sei ¢ ein Quadermaf auf R™,

Beh.: Eine Teilmenge M von R"™ ist genau dann @-meffbar 1.S.d. Maftheorie,
wenn M nU fiir jede offene und beschrinkte Teilmenge U von R™ w-integrierbar
15t.

Beweis. B bezeichne die Menge aller Teilmengen M von R", die die rechte
Seite der Behauptung erfiillen. Wir zeigen

Top(R") c B, (355)
B ist eine o-Algebra, (356)
B(R", ¢) c B, (357)
B cB(R", o), (358)

womit der Satz bewiesen ist.

[ Zu (355): Seien M € Top(R™) sowie U eine offene und beschrankte Teil-
menge von R"™. Dann ist M nU eine offene und beschrinkte — also nach 4.60
auch @-integrierbare — Teilmenge von R™.

Zu (356): R™ € B folgt aus (355). Des weiteren gilt

MeB=—=R"\M €B,

da fiir alle M € B sowie jede offene und beschrénkte Teilmenge U von R™ aus
4.60, 4.58 (i) folgt: (R"~M)nU =U~(MnU) e I(R", ). Zum Nachweis von
(356) bleibt zu zeigen, daf mit M; € B fiir jedes i € N auch U;eny M; € B gilt: Wir
setzen fiir alle t e N
]T[L = U M;.
i=0
Fiir jede offene und beschrinkte Teilmenge U ¢ R™ ist M, nU = Ui, (M;nT)
dann wegen 4.60, 4.58 (i) p-integrierbar mit ¢-Mak < ¢(U), also ist nach 4.58 (ii)
(b) offenbar auch U,en(M, nU) = (ULeN ML) NU = (Ujen M;) nU -integrierbar.

*3Die in [10] mit B” bzw. £ bezeichneten Mengen stimmen in unserem Sinne mit B” bzw.
B(R?, up) = M(RP, pp) iiberein, und die in loc. cit. ,Lebesgue-mekbar” genannten Teilmengen
des R? heifen bei uns ,, pu,-mefbar (i.S.d. MaBtheorie)“, vgl. [10, Sétze II1.2.2 und I1.7.4] sowie
4.95, 4.104 und 4.105 unten.
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Zu (357): Der Schnitt zweier ¢-integrierbarer Mengen ist @-integrierbar, sie-
he 4.58 (i), also folgt aus 4.60, dak J(R", ) c B und somit (357) gilt.

Zu (358): Sei M € B. Dann ist M n]—i,4[" fiir jedes i € N eine ¢-integrierbare
Menge und folglich M = U;en(M n] =i,i[") € a(T(R™, p)) = B(R™, ). | O

Definition 4.94. Es seien ¢ ein Quadermaf auf R” und M eine i.S.d. Mafs-
theorie p-mefsbare Teilmenge von R™. Wir setzen dann

e(M)|:=lim p(M n]-1,i[") € [0, oo].

1—00

Bemerkung. Im Falle M € J(R", ¢) stimmt diese Definition von ¢(M) wegen
des letzten Satzes und 4.58 (i) (a) mit der von ¢ (M) < oo in 4.56 iiberein. Nach
4.58 (ii) (b) gilt daher

VJ\/[EIB%(]R",@) QO(M) <oo<— Me j(Rn, QO) (359)

Wir vereinbaren im folgenden, dafs mit oo naheliegend gerechnet wird. Fiir
jedes t € R setzen wir ¢ + 0o := 00 + ¢ := 00 — t := 00 SOWi€e 00 + 00 := 00.

Satz 4.95. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M; €e B(R", @) fiir jedes i € N,
Dann gilt:

(Z) M1 UMQ,Ml ﬂMg,Ml A M2 EB(R”,@) und
©(My U M) + (M n M) = (M) + p(Ms),
©(My) = (M ~ Ma) + (M 0 My).
(ii) My c My = @(M;) < p(Ms).

(iii) M :=J M; e B(R", o) und

1eN
Vien M; € Miv1 == (M) = lim o(M;),
QO(M) < EQO(MZ) mit Gleichheit, falls Vi,jeN,i#j M; n Mj =@ gilt.
i=0
Beweis als Ubunyg. O

Definition 4.96 (Lebesgue-mefbare Funktionen i.S.d. Maftheorie). Es seien ¢
ein Quadermafs auf R"™ und M # & eine i.S.d. Maftheorie p-mefsbare Teilmenge
von R"™. Wir definieren eine o-Algebra iiber M durch

B(M,¢) |:=B(R",¢) nB(M)

und nennen eine Funktion f: M — K (reellwertig, falls K =R, ) @-mefSbar iber M
i.S.d. MafStheorie genau dann, wenn sie B(M, p)-mefbar ist. Die Menge solcher

Funktionen bezeichnen wir mit MK(M, ©) |
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Bemerkung.

1.) Um diese Definition geben zu konnen, ist es notwendig, M # & als ¢-
mefbar 1.S.d. Maftheorie vorauszusetzen, da B(R", ¢) NP (M) andernfalls
i.a. keine o-Algebra iiber M ist.

2.) Um Verwechselungen zu vermeiden, werden wir eine i.S.d. Maftheorie -
melkbare Funktion nie abkiirzend ,,io-mefbar” nennen.

Satz 4.97. Es seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M + & eine i.5.d. Maftheorie
p-mefbare Teilmenge von R™.
Dann gilt:

(i) C(M,K) ¢ Mg (M, ).
(i) xn € Mr(R", ).
(iii) Sind f € Mg (M, ) und ge KM mit f =, g, so gilt g€ Mg (M, p).

Beweis. Zu (i): Seien f € C(M,K) und U c K offen. Dann ist 71(U) eine
offene Teilmenge von M. Wegen

Topgs (M) = Top(R™) n {M} c B" nP(M) c B(R", 0) nP(M) = B(M, ¢)

folgt (i) aus 4.88.
Zu (ii): Da fiir jedes B € B gilt

R"™, falls {0,1} c B,

@, falls {0,1} n B =@,

M, falls 0¢ BAale B,
R™~ M, falls 0c Bal¢ B,

ergibt sich (ii).
Zu (iii): Sei N eine ¢-Nullmenge mit

VoeM N f(l') = g(l’)
Dann gilt fiir jedes B € B(K)
7'(B) = (7'(B)n(M N))u(g"(B)nN)
(7B n (M~ N))u(7"(B)nN)

Aus f e Mg(M,¢), g e KM, 457 und B" c B(R", ) folgt offenbar, dak die
rechte Seite der letzten Gleichung ein Element von B(M,¢) ist. O

Satz 4.98. Es seien ¢ ein Quadermaf auf R"™, M # @& eine i.5.d. MajfStheorie
p-meflbare Teilmenge von R™ und m € Ny sowie f = (f1,...,fm): M - K™ eine
Abbildunyg.

Dann ist f genau dann B(M,p)-mefbar, wenn fir jedes i € {1,...,m} die
Funktion f;: M - K 4.5.d. Maftheorie p-mefibar iber M ist.
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Beweis. ,,=* folgt sofort aus 4.97 (i) und der Stetigkeit der Projektionen
i K" > K ie{l,...,m}.

<" Wir setzen
S = {U€”"'”°"(x) |[xe K™ Aee R+}.

Dann gilt 0(&) = B(K™) und fiir alle z = (x1,...,2,,) € K sowie ¢ € R,

U= () = X UE (),
i=1

also ist
7 (U1 @) = O F (W)

nach Voraussetzung der rechten Seite eine i.5.d. Maltheorie p-mefibare Menge.
Aus der Beliebigkeit von z € K™ und € € R, sowie 4.88 folgt die B(M,p)-
Mefsbarkeit von f. O

Korollar 4.99. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M + & eine i.S.d. Mafi-
theorie gp—meﬂlzg/re Teilmenge von R"™. s
Dann gilt Mc(M, ) ={f +ig|f,g € Mr(M,¢)}. O

Lemma 4.100.

Vor.: Es seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M + @& eine i.5.d. MajfStheorie
p-mefibare Teilmenge von R™. Ferner seien m € Ny, U eine offene Teilmenge
von K™ sowie f=(f1,..., fm): M - K" eine B(M,p)-mefibare Abbildung mit
f(M)cU und g: U - K eine stetige Funktion.

Beh.: go f: M - K ist eine i.S.d. Maftheorie w-meflbare Funktion dber M.

Beweis. Sei V' eine offene Teilmenge von K. Die Stetigkeit von ¢ ergibt,
da® g'(V') eine offene Teilmenge der offenen Teilmenge U von K" — also selbst

offen in K™ — ist. Aus der B(M,p)-Mebarkeit der Abbildung f folgt dann
go fl(V) = 71 (4 (V)) e B(M, ). Somit gilt die Behauptung nach 4.88. O

Satz 4.101.
Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™ und M eine nicht-leere 1.S.d. MajfStheorie
p-mefbare Teilmenge von R™,

Beh.:
(i) Mg(M,p) ist eine assoziative K-Unteralgebra von KM .
(ii) Fiir je zwei Funktionen f,f € My(M,¢) gilt
sup(f, f), inf(f, f), f*, 17, f| € Mr(M, ).
(iii) | € Mc(M,p) = |f| e Mr(M, p).
() fe Mg(M,p) nicht konstant vom Wert Null auf M
— 1 — —
= T (K {0}) € BOM, p) und -  Mec(T' (K\ {0}), ¢).

Beweis. Der Satz folgt sofort aus dem vorherigen Lemma. O
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Hauptsatz 4.102.
Vor.: Seien ¢ ein Quadermafl auf R™ und M eine nicht-leere i.5.d. MafStheorie

p-mefbare Teilmenge von R™.
Bebh.:

(i) Es seien (f;)ien eine Folge in Mg (M,¢) und f € KM derart, daff gilt
f = lim f; auf M.
Dann folgt f € Mg (M, ).

(ii) Sei fe Mg (M, ).
Dann eistiert eine Folge (f;)ien in Lx(M, @) nKM | die gegen f konver-
giert. Im Falle K =R und f >0 kann (f;)ien sogar als monoton wachsend
gewadhlt werden.

Beweis. Wegen 4.99 konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit K = R
annehmen.

Zu (i): Nach eventuellem Ubergang von f, (f;)ien zu xar f, (xar JfiJien gilt
ohne Einschriankung M = R™ und

f=1lm f; =limsup f; = lim sup{fx |k e N A k > i} =inf{g;(z)[i e N},

1—> 00

~

=9i

beachte V;en giv1 < g;- Es gilt filir jedes ¢ € N und jedes be R

Vaen (9i(2) <b = Ve k2 fu(z) <D),

also nach Voraussetzung

7' (] - 00,0]) =kmNﬁ1<] ~ 00,b]) € B(M, ),
k>1

und g; ist nach 4.90 somit B(M, ¢)-mekbar. Daher folgt aus

VoerVaoerr (f(2) <b <= Fiengi(z) <b),

daf fiir jedes b e R gilt
1

F(]-o00,0[) = Lé%l(] —00,b[) e B(M, ¢).
1€
Erneut nach 4.90 ist f damit eine B(M, ¢)-mefkbare Funktion.
Zu (ii): Wegen f = f* — f~ konnen wir f >0 annehmen. Fiir alle i,k € N sei

;,%[)ﬂ] —Z,’L[nEB(M,(’D)

Wegen ¢(M; k) < (] =1,i[) < oo gilt M, € I(R™, ), also xr,, € L(R",p).
Daher wird durch

M = 7 (

i2' L
Vien fi= Y. o7 XMy
k=0
eine Folge (fi)ien in L(R", ) definiert, die die in der Konklusion von (ii) ge-
nannten Eigenschaften hat. O

202



Korollar 4.103. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine nicht-leere i.5.d.
Maftheorie p-mefibare Teilmenge von R™.
Dann gilt:

(Z) ‘CK(Mﬂp) OKJV[ c MK(M,(P),
(i) My (M, p) = Mr(M,¢) nKM.

Bewers. Nach 4.99 konnen wir K = R annehmen.
Wegen

Vres) (Vs T ({03) €Ba) A (e, T ({0}) =R P e B(R",¢)))

gilt S(R™) ¢ Mg (R", ), also folgen (i) bzw. (i) ,o aus 4.102 (i), da zu jedem
feLr(M,p)nRM bzw. f e Mr(M,p)nRM offenbar jeweils eine Folge (T} )sen
in S(R™) mit f=xmf =, lim;, 0o T; auf R", d.h. f =, lim;_, o T} auf M, existiert.

(ii) ,,c“ ergibt sich aus 4.102 (ii), Lr(M,¢) c Mr(M,¢) und 4.81. O

Korollar 4.104. Sei ¢ ein Quadermaf auf R™.
Dann gilt B(R", @) = M(R"™, p).

Beweis. ,,c ist bereits nach 4.92 klar. Sei daher M € 9(R"™, ), d.h. genau
xu € Me(R",0) nR*" = Mg (R", ). Dann gilt M =Xa7' ({1}) e B(R", ). D

Satz 4.105 (Charakterisierung Lebesgue-mefbarer Mengen). FEs seien ¢ ein
Quadermaf auf R™ und M eine Teilmenge von R™.

Dann ist M genau dann @-mefbar (i.S.d. Maftheorie), wenn zu jedem ¢ € R,
eine abgeschlossene Teilmenge A des R™ sowie eine offene Teilmenge U des R™
mit Ac M cU und (U~ A) <€ existieren.

Zum Nachweis des Satzes beweisen wir zunachst ein weiteres Lemma.

Lemma 4.106. Sind ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine (i.S.d. Maftheorie)
p-mefbare Teilmenge von R™, so gilt

(M)

inf{o(U)|M cU und U offen in R"}
sup{¢(A)| A c M und A abgeschlossen in R™}.

Beweis. (I) 1. Fall: M p-integrierbar. Zu € € R, existieren geméf 4.34 dann
g,h €S, (R", ) mit h >, 0 auf R" und

XM =p g —h auf R", (360)
€

hdy < = 361

[ nae<z, (361)

insbes. gilt 0 <, h <, g auf R™. Der Leser iiberlege sich als einfache Ubung, daf
wir ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dafs g, h auf R™ definiert sind und
0 < h < g auf R" gilt. Es gibt nun eine ¢-Nullmenge N derart, daf fiir jedes
x e R" NN gilt

xeM < xy(z)=1<= h(z) =g(z) -1,
>0

203



und wir definieren eine Obermenge M von M durch

— 1
Mg (]g,oo[)uNeB(IR{”,go), (362)
beachte, dak aus 4.103 (i) folgt: g € S, (R™, p) nRE" ¢ My (R", ). Es gilt
2
o (W~ M) < § (363)

[ Zu (363): 1.1. Fall: M ¢-integrierbar. Dann folgt

—~ 29|M>‘Pl
p(MNM) = fRanvf\de < 2]Rnxjv\Mgdsﬂ
McM
My f —gd —f d)
( Rang %2 RnXMg 2
9|M<2A01 2(/' —ad _/‘ q )
- RnXMg SO RnXM ()0
(360)
= 2(‘/-nx]\7gdg0—/l%ngdg0+/énhdgo)

2( (xz7 - 1gn) gd hd )9302 hd
= fRnXM R”QW""/Rn 12 IS ‘/]I;” ¥

(361)  2e
< JR—
3

1.2. Fall: M nicht ¢-integrierbar. Dann gilt M ~ M e B(R", ) sowie
M;=Mn]-ii[", M;:==Mn]-ii["eI(R",p)

fiir jedes ¢ € N, und durch Anwendung des Beweises des ersten Falles auf M;, M;
anstelle von M, M erhilt man

gp((M\M)n]-i,i[“):@(m\Mi)<2§,

also (,D(M\M) =1imi—>oo(10((]\7\M) ﬂ] _i7i[n) S 23_5 ]
Wegen g € S,(R", ) existiert eine monoton wachsende Folge (T;);en in
S(R™) mit
g =y lim T;.

1—> 00

Dann folgt fiir jedes i € N

e ).

und es existiert eine ¢-Nullmenge N, die N enthilt und deren Offenheit in R”
wir wegen 4.19 (iii) ohne Einschrankung annehmen kénnen, mit

Ao 99 51 (]%,oo[)um(upi)uzv. (364)
1eN
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Wegen der Regularitit von ¢ gibt es zu jedem ¢ € N eine offene parkettierbare
Obermenge P/ von P; derart, dals gilt

Vien @ (PZ’ N B) <—2 _ und somit i % (PZ' N B) < (365)

3. 2i+3

M

Fiir die nach (364) offene Obermenge U := (Ujen P/) UN von M ergibt sich nun
mittels 4.95 (if), (iii)

o(U) ~p(31) 2V 90((2% )\(ZE P’) (jeN((ng;)\Pj))

< (U(PZ’\P ) <So(P )(325)%<§,

1eN =0

also nach (363) auch

~

~
2e

< <

-3

wlm

2. Fall: M @-mefsbar i.S.d. Maftheorie. Sei € € R,. Dann folgt zu jedem
i € N aus 4.93 und dem 1. Fall die Existenz einer offenen Obermenge U; von
Mn]=i,i[" mit (U~ (M n]=4,i[")) < 57z. Somit ist U := Ujen U; eine offene
Obermenge von M derart, dak nach 4.95 (iii), (ii) gilt

cp(U\M):go(LéU\M) OZO(:) U-\M)sf(:]cp(Ui\(Mm]—i,i["))<5.

(IT) Nach (I) existiert zu € € R, eine offene Obermenge U von R™ N\ M mit
Y(UN(R™"NM)) < e. Dann ist A := R"\U eine abgeschlossene Teilmenge von R™
mit Ac M und o(M~NA) =p(MN(R"\U)) =p(MnU) =p(U~N(R"~\M)) <e

Aus (I) und (II) ergibt sich das Lemma. 0

Beweis des Satzes. ,,=* folgt sofort aus obigem Lemma.
< Wihle zu jedem ¢ € N eine offene Obermenge U; von M und eine abge-
schlossene Teilmenge A; von M derart, dak gilt o(U; \ A;) < % Dann folgt

B::%Ui,C::%AieB"cB(R",@ und CcMcB (366)

o[ a0) w(ﬂ((ﬂU) A))

(p(m (Uz \ AZ)) < 1nf{<,p(UZ \ Az) |’L € N} =0,

ieN

sowie

e(B~C)

IN

also ist M \ C als Teilmenge von B \ C eine ¢-Nullmenge und somit nach 4.57
@-integrierbar. Daher ergibt sich aus (366): M =C u (M \C) e B(R",p). O
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.107. Zeige, daf die in 4.7 5.) definierten Stieltjeschen Mafe tat-
sachlich Quadermafle sind.

Aufgabe 4.108. Sei N eine Teilmenge von R"™.

Beweise, daff N genau dann eine pn,-Nullmenge ist, wenn es zu jedem € € R,
eine Folge (Qi)ien abgeschlossener Quader des R™ mit N c U2 Qi und
Y0 1n(Qi) <€ gibt.

Aufgabe 4.109. Sei U eine offene Teilmenge von R™.
Zeige, daf$ eine Folge (Q;)ien abgeschlossener Quader des R™ mit U = U2, Qi
und V; jen, iz pin(Qi N Qj) = 0 existiert.

Aufgabe 4.110. M bezeichne die Smith-Volterra-Cantor Menge, vgl. 4.65.
Beweise xnr € Lr(M, p1) NS (R™, pu1).

Aufgabe 4.111. Beweise das Beispiel zu 4.74.
Aufgabe 4.112. Fihre den Beweis des Satzes 4.75 in allen Einzelheiten aus.

Aufgabe 4.113. Zeige o~ (@l+tal) ¢ Lr(R™, p,) und
/ o~ (@} +ta2) dpy =73

Tip: Betrachte zunéichst den Fall n = 2.

Aufgabe 4.114. Zeige, daf ——: R?>~ {(o, ) e R? |a+ 3 =0} > R pg-integrier-

T+y
bar iber [0,1]2 ist, und berechne das po-Integral. (Zur Kontrolle sei erwdhnt,
daf letzteres gleich 2 In(2) ist.)

Aufgabe 4.115. Sei p € R,. Es bezeichnen Z; ¢ R den Vollzylinder vom
Radius p um die z-Achse und Zy c R den Vollzylinder vom Radius p um die
x-Achse.

Zeige, daf K := Zy 0 Zy kompakt ist, und berechne das ps-Volumen ps(K).
(Zur Kontrolle erwahnen wir bereits pus(K) = % 0°.)

Der Rand von ([ - p,p]? x [O,p]) N K ist ibrigens ein Kreuzgewdlbe.

Aufgabe 4.116. Berechne das ps-Volumen der kompakten Vollteilmenge K des
R3, die von der (z,y)-Ebene, dem Zylinder {(z,y,z) € R3 |22 +y? = 22} und dem
Kegel {(x,y,2) € Rz = /22 + y2} berandet wird. (Zur Kontrolle: Die Losung
lautet %2) Skizziere K!

Aufgabe 4.117. Es sei p e R,. B,(0) bezeichne die Vollkugel vom Radius p in

(R [I- - 2)-
Zeige

T2 " falls n=0(2),
22%2% ..... ?2_7T.p"7 falls n=1(2).



Aufgabe 4.118 (Die allgemeine Version der Sdtze von FUBINI und TONELLI).
Es seien ni,ng € Ny mit n = ny +no, M eine Teilmenge von R™ und f € KM
sowie p; Quadermafe auf R™ fir i e {1,2}. Wir definieren

7T1(M) = {xl e R™ | EleGan (xl,xg) € M} cR™
und fir jedes x1 € m (M)

My, = {x2 e R™|(21,22) € M} cR™,
foy = f(x1,...) e KMo,

Des weiteren sei Ny = {xq € m (M) | fz, ¢ L(My,,02)}.
Zege:

(i) Ist f e Lx(M,p1 x @2), so ist N1 eine p1-Nullmenge, und die Funktion
ﬂ-l(M)\Nl—)Ka xl'—)‘/]\/[ f:L‘ldQ027
r1

ist p1-integrierbar iber w (M). Des weiteren gilt

/7r1(M) ( M f.. dgpg) der
= /m(M) (/]:411 fm1($2)d‘p2(ﬂj2)) der (1),

(ii) Sind f e Mg(M,p1 % @3), Ny eine p1-Nullmenge und

[, faterxe2)

7T1(M)\N1 — R, $1HA[ |f:t1|d9027
zp

p1-integrierbar iber w1 (M), so gilt f € Lx(M,p1 x p2).

Aufgabe 4.119. Beweise Satz 4.95.
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5 Lebesguesche Raume

Sei im folgenden fiir jedes p € R, stets
=0,
beachte, daft die differenzierbare Funktion
R, —R, t—st?
in Null durch Null stetig fortgesetzt wird. Wie oben erwéhnt, {ibernehmen wir
des weiteren in diesem Kapitel noch die Voraussetzungen des vorherigen.
Einfiihrung

Definition 5.1. Seien ¢ ein Quadermal auf R™ und M eine Teilmenge von R".
Fiir p e R, setzen wir

Ly (M,p) |:={f e Mr(M, ) |IfI" € Lr(M, ¢)}

und

1
Vyeez o [0 = ( [ 117 0)"

Wir definieren des weiteren

Ly (M, ) |:={f e Mx(M,p)|3cer, |f| <, C}

sowie
Viece ()| | flleo |:=f{C e Ry [[f| <, CF.

Ist p € ]0, o], so heiken die Elemente von LL (M, @) (reellwertig, falls K =R)
p-integrierbar iber M bzgl. ¢ und im Falle p = 2 auch (reellwertig, falls K=R)
p-quadratintegrierbar iber M bzgl. . Es gilt offenbar fiir jedes f € Mg (M, )

fe Ly (M, ) > |fl e Ly (M, ¢),
feLll(M,p) <= Ref, ImfeLly(M, o)< feLlp(M,op).
Bemerkung.
1.) Aus 4.32 (iii) und 4.79 (ii) folgt Li (M, ¢) = Lx (M, p).
2.) Fir alle f e L2(M,¢) gilt |f| <4 | f]loo, denn

e MIF@> 1) = U (e |11 1+ 15

ist eine ¢-Nullmenge.

Satz 5.2. Seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine Teilmenge von R™.
Dann gilt:

(i) Fir jedes p € ]0,00] ist L (M, ) ein K-Untervektorraum von Mg (M, p).
(i) Fir jedes pe[1,00] ist |... |, eine Halbnorm auf Ly (M, p).
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Beweis. Zu (i): Dals Mg(M,¢) ein K-Vektorraum ist, haben wir in 4.78 (i)
bereits eingesehen. Daher bleibt zu zeigen

Vaek Vo gecr () A f +9 € Lo (M, ). (367)

[ Zu (367): 1. Fall: pe R,. Seien A e Kund f,g € Mg (M, ) zwei Funktionen
mit |f[P,|g|P € Lr(M, ). Dann folgt aus 4.30 (ii) sofort |\ f|P € Lr(M, ). Des

weiteren gilt

If +gl” < (If] + |91)” < (2 sup(| ], ]g]))” = 27 sup (| £, |gl") - (368)

Nun folgt aus f,g € Mg (M, ) auch f+g € Mg (M, ), also wegen der Stetigkeit
von |...[P:R - R mit |[0]" = 0 sowie 4.12 (iii) offenbar die @-Mekbarkeit von
|f+gP=]...]Po(f+g) iiber M. Aukerdem gilt mit |f|?,|g]” € Lr(M,p) auch
2P sup(|fIP,|g9P) € Lr(M, ), vgl. 4.30 (ii), (v). Somit ergeben (368) und 4.79 (i):
| + gl € £a(M, ).

2. Fall: p = oo. Seien X\ € K und f,g € Mg(M,p) @-beschrankt, d.h. per
definitionem ¢-fast iiberall beschrankt. Trivialerweise sind dann auch A f sowie
f + g p-beschréinkt. |

Zu (ii): Die Homogenitdt von ||... |p: R — [0, oo[ ist trivial, und die Minkow-
skische Ungleichung, die wir unten in 5.12 beweisen werden, besagt genau die
Dreiecksungleichung. O

Bemerkung. Es seien ¢ ein Quadermaf auf R”, M eine Teilmenge von R™ und
€ ]0,1[. Wir werden in 5.14 und 5.15 (ii) sehen, daf dann zwar

Vigecg) (1,920 08 f+9>50) = [f +glp 2 £l + gl (369)

aber immerhin

1
Vs gecrangy 1 +9llp <207 ([fllp + 9llp) (370)

gilt. (369) lakt vermuten, daf |... [, i.a. keine Halbnorm auf L (M, ¢) ist, und
dies stimmt: Sind z.B. ¢ := 1 das eindimensionale Volumen, M := [0,1], p

1
und f = x/q 119 XL € L5([0,1], 1), so ergibt sich

19
27

1 1
I +aly =152 =2(2) <11, + ol

Definition 5.3. Seien ¢ ein Quadermals auf R”, M eine Teilmenge von R™ und

€ ]0, o0].
(N(M, ¢) |i= {f € Mx(M, )| f =, 0}

Dann ist
offenbar ein K-Untervektorraum von Ly (M, ), und wir definieren den K-Vek-
torraum

LE (M, p) |:= LY (M, ) [Nk (M, ),

dessen Elemente ebenso wie die von L5 (M, ) die (reellwertigen, falls K = R)
p-integrierbaren Funktionen dber M bzgl. ¢ heifsen.
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Lemma 5.4. Seien ¢ ein Quadermaf auf R"™, M eine Teilmenge von R™ und
p€0,00].
Dann gilt Nx (M, @) = {f € Ly (M, 9) || f] = 0}

Beweis. ,,c* und im Falle p = oo ,5“ sind trivial.
Zu ,,> im Falle p € R,: Sei f € L (M, ) mit [|f|, = 0. Dann follgt zum einen
|fIP € Mgr(M, ), also wie oben wegen der Stetigkeit von |...|r: R - R mit
1
|0]7 =0 sowie 4.12 (iii) auch |f| e Mgr (M, ), d.h. f e Mg(M,p) nach 4.78 (iii),
und zum anderen f =, 0. O

Definition 5.5 (Lebesguesche Riume). Seien ¢ ein Quadermaf auf R", M
eine Teilmenge von R™ und p € ]0, 00]. m: LE (M, @) - L (M, ¢) bezeichne den
kanonischen Epimorphismus.

(i) Durch

Vsecr () | 1T ()l | = 11
wird eine Abbildung

Iyt Lig (M, ) — [0, 00

definiert, die wir also ebenfalls mit | ... |, bezeichnen, so daf nach dem
letzten Lemma und 5.2 (ii) gilt

pe[l,o0] = (L‘%(M,gp), [.-. ||p) ist ein normierter K-Vektorraum.
(371)

(ii) Fiir p € [1,00] heifen die normierten K-Vektorraume LE (M, ¢) wie in
(371) die Lebesgueschen Rdaume auf M bzgl. o.

(iii) Fiir pe]0,1[ ist ||... [, zwar i.a. keine Norm auf LE (M, ) (nur die Drei-
ecksungleichung ist ggf. nicht erfiillt), aber wegen (370) kann man analog
zu 2.2 (i), 1.3 eine Topologie fiir LY (M, p) definieren, welche offenbar

durch die Metrik | d,? | auf L% (M, ¢), gegeben durch

Vf,geL%(M,cp) dpp(fv g) = ”f - g“il’pv

beachte 5.15 (i) unten, metrisiert wird, die L% (M, ¢) zu einem topologi-
schen K-Vektorraum macht — letzteres sieht man analog zu 2.2 (iv) ein.
Wir versehen die K-Vektorrdume LY (M, ¢) mit der Metrik d,” und nen-
nen diese Rdume ebenfalls Lebesguesche Riume auf M bzgl. ¢.

Bemerkung. Sei p € |0, 1[. Dann zeigen die Lebesgueschen Rédume auf M bzgl.
¢ einige Pathologien. Z.B. ist fiir p,-mekbares M nach [4, Theorem 1| jede
stetige lineare Abbildung L% (M, yi,) - R konstant vom Wert Null. Vergleiche
dies mit 5.26 (ii) unten! Der Trennungssatz von HAHN-BANAcCH 2.52 (ii) zeigt
nun iibrigens, dal L% (M, ), aufgefakt als topologischer Raum, fiir solche M
im Falle M # & nicht normierbar ist.
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Beispiel 5.6.

L.) Seien m = 1 3 {1,...,n} - R, und ¢, das zugehdrige Quader-
mak der diskreten Massenverteilung m, welches ein Quadermals auf R ist,
vgl. Beispiel 4.7 4.). Offenbar kénnen wir dann Mg({1,...,n}, vm,) mit
K™ identifizieren, und es gilt des weiteren fiir dessen K-Untervektorraum
N({1,...,n},m) ={0}. U.a. aus 4.53 folgt daher, daf die in Beispiel 1.)
zu 2.1 mit ||... ||, fiir p € {1,2, 00} bezeichneten Normen auf K" mit den
ebenso bezeichneten auf LY ({1,...,n}, ¢m) = K" iibereinstimmen.

2.) Sind m = 15: N = R, und ¢,, das zugehorige Quadermal der diskreten
Massenverteilung m, so konnen wir Mg (N,¢,,) analog zu 1.) mit K
identifizieren, und es gilt auch jetzt N (N, ¢;,) = {0}. Somit sind offenbar
folgende Identifikationen moglich

E]%QEL]%&(N7QD7H) und EH?ELH?(vam)v
vgl. Beispiel 3.6.

Definition 5.7 (Lebesguesche Folgenrdume). Es seien m = 1 N - Ry, ¢,
das zugehorige Quadermaf der diskreten Massenverteilung m und p € ]0, oo].
Wir definieren dann

e% = L%(I\L Spm)a

d.h. £% ist* im Falle p < oo der K-Vektorraum aller Folgen (z;);ey in K, fiir wel-
che die Reihe ¥ 52, ;¥ absolut konvergiert, und im Falle p = co der K-Vektorraum
aller beschréankten Folgen in K zusammen mit der Metrik

[o o]

Y (s )icns(wi)ianek® Ao ((T)ien, (yi)iew) = Y- |z = wil”, falls p €]0,1],
=0

bzw. der Norm

1
ad P
(ZmV’) . Balls pe [L oo,
i=0
sup {|z;||i e N}, falls p=oo.

V(ri)igNeKN ” (mz )ieN ”ID =

Diese Raume heiflen die Lebesgueschen Folgenrdume.
Bemerkung.

L) |...[lp ist im Falle p € ]0,1[ keine Norm auf ¢, denn es gilt
1
[(1,0,0,...) +(0,1,0,...)|, =27 >2=(1,0,0,...) |, +[1(0,1,0,...) .

2.) Aus der Jensenschen Ungleichung, vgl. 5.11 unten, folgt offenbar fiir alle
p,peR, mit p<pr b clp clRund | e <o 5 < |- ||p auf &

3.) In der aktuellen mathematischen Forschung spielen die Lebesgueschen Fol-
genrdume fiir p € ]0,1] in der Theorie der Verdichteten Mathematik von
CLAUSEN und SCHOLZE eine Rolle, vgl. hierzu |2, Seite 17]. Das Ziel dieser
Theorie besteht u.a. darin, die Funktionalanalysis zu algebraisieren, d.h.
zu einem Teil der Kommutativen Algebra zu machen.
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Ungleichungen

Ohne Beweis haben wir im letzten Abschnitt mehrere Ungleichungen verwendet,
u.a. deren Beweise sollen nun erbracht werden. Wir weisen zunéchst auf das
folgende Lemma hin.

Lemma 5.8. Fir alle p,q e R\ {0} gilt

11

-—+—-=1

P q
—=ptq=pg<=(p-1)(¢-1)=1<=p(¢-1)=qg<=q(p-1)=p.

|

Satz 5.9 (Holdersche Ungleichung). Es seien ¢ ein Quadermaf auf R"™, M eine
Teilmenge von R™, p,q € [1,00] mit % +% =1, wobei % als 0 zu lesen ist, und
[ e Ly (M, ) sowie g e LI (M, ).

Dann gilt fge L (M, ) = Lx(M, ) und

17 gl < 11 £llp llgllq-

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafs
gilt
1F1p g # O,
denn sonst ist die Behauptung trivial.
Seien zunichst p,q € ]1, 0o[. Zeige als Ubung die Youngsche Ungleichung
aP By
Vo pes (a,ﬁzo:aﬁg—+—). (372)
p q
Aus (372) folgt
0 /T o 4 S N 7
£y lglg = 2 IF1"  a llgllg®
wobel nach Voraussetzung auf der rechten Seite eine iiber M @-integrierbare
Funktion und auf der linken Seite eine iber M @-mefbare steht. Nach 4.79 (i) ist
daher auch die linke Seite von (373) ¢-integrierbar iiber M, also wegen 4.79 (ii):
fgeLx(M,p). Integration der Ungleichung (373) ergibt nun

(373)

1 1 [y lfPPde 1 [y lgl?7de
= [ |fgldy < L m +—fM 7
£l lglly e P flp q llglq

11
= —+—=1’
P q

und dies ist gleichbedeutend mit der Behauptung.

Fiir den Rest des Beweises konnen wir nun ohne Einschriankung annehmen,
dafs gilt p = 1 und ¢ = oo. Dann ist f @-integrierbar {iber M und g p-mefbar
iiber M sowie ¢-beschrankt auf M, also folgt aus 4.79 (iii) die @-Integrierbarkeit
von fg tiber M. |[f gl < [lf]1 gllee ist Klar. =

34Tip: Die Funktion
p tfl
[0,00[ — R, t+— a—+——ozt,
P q

besitzt fiir festes o € [0, 0o in o™ ein absolutes Minimum mit Funktionswert Null.
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Beispiel 5.10. Seien p,q € |1, co[ mit % + % =1.
Dann gilt (2; y;)ien € E]% fiir alle (z;)en € E% und alle (y;)ien € E](fg sowie

1 1
Z|xi||yi|s(z|xi|p) (zw) .
=0 =0 =0

Satz 5.11 (Jensensche Ungleichung). Es seien p,p € Ry mit p < p und (x;)ien
eine Folge in K derart, daf§ die Reihe Y72, ;¥ absolut konvergiert.

Dann konvergiert auch die Reihe Y520 ;¥ absolut, und es folgt

1

sup{|z;||i e N} < (il:ﬂilﬁ)ﬁ < (2|xi|p)

1=0

1
P

Beweis. Im Falle Y72, |z;[P = 0 ist die Behauptung klar. Daher kénnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, dal 72 |z;|P = 1 gilt. Dann gilt Viey|ai| < 1.

Hieraus ergibt sich zum einen sup{|z;||i € N} <1 = (X2 |=i[’)?, und dies gilt
auch im Falle p = p, also gilt die erste Ungleichung. Zum anderen folgt wegen
P2 p: Vien|zi|’ < |zifP. Die absolute Konvergenz der Reihe Y72, ;¥ ergibt somit
die der Reihe Y720 ;" und Y72 |z;|P < Y520 |zi|P = 1. Letzteres impliziert die
~ 1 ks
zweite Ungleichung: (372 |xi[P)? <1 = (X520 |zifP) 7. 0
Satz 5.12 (Minkowskische Ungleichung). Fs seien ¢ ein Quadermaf auf R™,
M eine Teilmenge von R", p e [1,00] und f,g € Ly (M, ).
Dann folgt
1+ gl < fllp + lgllp-

Beweis. Fiir p =1 ist wegen

If +gl = [M |f +gldp < [V[(Ifl +g) de = [ flls + gllx

nichts zu zeigen, und fiir p = oo ist die Behauptung wegen

|f + gl <|f|+ ]9l

klar.
Sei also p € |1, oo[. Ferner sei g € |1, oo[ mit % + % =1. Dann gilt

[f+ gl =1+ gllf + gl <IFIF+ 9P~ +gllf +9l™
|f + 9" € Lr(M, ),
|f1;lgl € L5 (M, ),
|+ g™ e LE (M, ).
[ (374) - (376) sind klar.
Zu (377): Die p-Mefbarkeit von |f + g[P~! iiber M folgt aus (375) und der
Stetigkeit der Funktion ||p1'%1 R > R mit 07 sowie 4.12 (iii). Des weiteren
ist wiederum wegen (375) auch |f + g|P~14 o8 |f + g|P p-integrierbar iiber M. |
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(374) - (377) und die Holdersche Ungleichung 5.9 ergeben offenbar

[ 17+ 9P Ao <1717 + gl + Lol 1f + gl

Ist |f +g] =, 0, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls ergibt sie sich aus
der letzten Ungleichung durch Division durch ||f +g|q = ([, |f +g[P dgo)flz wegen
-i-1 :
Die néchsten drei Sétze behandeln i.w. Varianten der Ungleichungen von
HOLDER und MINKOWSKI fiir den Fall p € ]0,1][.

Satz 5.13. Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, M eine Teilmenge von R™ und

€ ]0,1[ sowie g€ R_ mz’t%+%=1.

Ferner seien f € L (M, p) und g € Mg (M, @) mit g #, 0 sowie |g|? € Lr(M, p)
derart, daf gilt f g€ Lx(M,p).3

Dann gilt
1 1
d z/ Pd)’)([ qd)q
[ouraiaes ([ urag) ([ o

“1f gl ™

Beweis. Seien p := % und ¢ := 1%;;' Dann folgt p, § € |1, oo[ sowie %+% =1 und

~ D .
—pi=——"2q¢. (378)
p-1
Wir behaupten
F=1f gl e LE(M, ), (379)
g:=19I"" € LE(M, ). (380)

[ (379) bedeutet genau f g e Lx(M,p), und (380) ergibt sich sofort aus der
Voraussetzung an g und (378). | 5
Die Héldersche Ungleichung 5.9 — angewandt auf p, q, f, g — ergibt nun

[oupaes ([ 1raas) ([ rag)”

also wegen g #, 0 und der Definition von ¢,p

(J irrag)( [A4|g|—p4dso) <(/, Ifgldso)
oot ([ svag) ([ 1araz)”

womit der Satz wegen (378) bewiesen ist. O

35fge Lx(M,p) ist nach 4.79 (iii) z.B. erfiillt, wenn g € Mg (M, ) p-beschrankt ist, d.h.
g€ L (M, ).
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Satz 5.14. Es seien ¢ ein Quadermafl auf R™, M eine Teilmenge von R",
pe)0,1[ und f,g € LY (M, @) mit f,g>,0 sowie f+g >, 0.
Dann folgt
1F+gllp 2 11l + llgllp-

Beweis. Wir wahlen g € R_ mit % + % = 1. Analog zum Beweis der Minkow-
skischen Ungleichung 5.12 (dort im Falle p € |1, oo[) gilt

(F+a)’ =(f+a) (f+a)" =0 F(f+9)P " +g(f +9)P ",
(f +9)" € Lr(M,p),
frge LR (M, ¢),
(f+9) ™ e Mr(M, ),
If + 9P e Lr(M, ),

also wegen f + g >, 0 nach 5.13
+g|Pd
[M |f +gl" de
1

() (s (Larsc) (frores)

und Division durch (f,,|f +gl? dcp)% beweist den Satz. O

Bemerkung. Die Pramisse f,g >, 0 und f+g >, 0in 5.14 ist fiir die Konklusion

1
von 5.14 notwendig: Sind némlich f := x[g 1], g1 = —g, g2 = ~fe€L([0,1], 1),

sogilt f>0,91 <0, f+g1 >0 sowie f+go =0 und
N——
=go=—f

1 1
IF gy =5 <1+ 5 =1fly + oy,

£ +gally =0 <2=[ 713 + 2]

Dies zeigt auch, dafs ein zu 5.14 analoges Resultat fiir f,g € ,C%(’:(M,gp) mit
f,9#,0und f+g#,0ia. nicht gelten kann.

Satz 5.15. Es seien ¢ ein Quadermafi auf R™, M eine Teilmenge von R",
pe]0,1[ und f,g€ Ly (M,¢p).
Dann gilt:

(i) If +als” < 1£1ls" + lgln”,

(i) 1 +9llp <277 (1f]lp + lglln)-

Beweis. Zu (i): Zunéchst gilt
Va’ﬁe[o’m[(aﬁ-,@)p Sap+ﬁp. (381)
[ Zu (381): Die Funktion

[0,00[ — R, t+—1+t"-(1+1¢)",
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ist wegen p—1 < 0 streng monoton fallend und bildet Null auf Null ab. Im Falle

a+f

B # 0 erhdlt man die Behauptung mit ¢ := %, beachte 1 + % = =5, und im Falle
f =0 ist sie trivial. |

klar
Aus (381) folgt |f +g[P < (If1+1g1)? < |fIP +|g[F, also durch Integration auch
die Ungleichung (i).
Zu (ii): Es gilt
va,ﬁe[o,oo[vﬁe]l,oo[ (Oé + 5)15 < 213_1 (O‘ﬁ + ﬁﬁ) . (382>
| Zu (382): Zeige als Ubung, dak die Funktion

1+1¢P
(1+t)p’

[0,00[ — R, t+—>

fiir p € ]1,00[ in Eins ein absolutes Minimum mit Funktionswert 2P~ besitzt.
Nun argumentiert man wie im Beweis von (381). |

Mit a:= [, [fIPde, B:= [, |9IP dp und p:= % gilt nach (i)

I <ol = ( [ 17+t ag) < ([ 1Paps [ ok ag) = oe sy

also folgt die Ungleichung (ii) aus (382). O

Die im folgenden Satz genannten Ungleichungen, welche in [13] und [20] Par-
allelogrammungleichungen genannt werden, benttigen wir im siebenten Kapitel,
um den Satz von CLARKSON zu beweisen.

Satz 5.16 (Clarksonsche Ungleichungen).
Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™, p € |1, 00[
und f,g € Ly (M, ).
Bebh.:
(i) pe(2.00[ = |If +gll," + 1 = all,” <22 (11" + lgll,")-

(i) Ist pe]1,2[ und q:= 1 €]2,00[, d.h. %+ =1, so gilt
p

1

q
-1

If + gl +1f = glp,* <21 f 1" + lall,")* -

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir zwei Lemmata. Wir erinnern
zunéchst daran, daf fiir jedes ¢ € C die Folge ((,ﬁ))keN der Binominalkoeffizienten

rekursiv durch
11 o e[ )2

<) (G- (k-1))
k k! ’

d.h.

Vear ( (383)
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definiert ist. Aus (383) folgt leicht

Vgen, V ( ) CC-1) T (C-r) _ C(C-1) T¥y(s-Q)
RN T2 o ) T 2k (¢ —2k)  (2k—1)! 2k (2k-C) (k1)

(384)
C-1)_¢-1 MR5(C-k) _ ¢-1 ME(x-0)
V’“N*VCEC( 2% )‘ ok (k- C % (k-1 O
(-1)_ (-1 M&E(C-k) (-1 (-0
v’“N+v<€C\{2’“}(2k—1)_<—2k' (k- 2= (k-1 %0

Lemma 5.17 (Binominalentwicklung). Fiir alle z € C mit |z| < 1 und p € R,
gilt

(1+2)P= i (i) 2F,

k=0

wober die Potenzreihe auf der rechten Seite der Gleichung absolut konvergent
15t.

Beweis. Das Lemma folgt natiirlich sofort aus dem (mittels des Cauchyschen
Integralsatzes zu beweisenden) Taylorschen Satz der Funktionentheorie durch
Taylorentwicklung der holomorphen Funktion

(1+...)P=exp(plog(1+...)):C~]-00,-1] —C

in Null, wobei log: C\]-00,0] — C den Hauptzweig des Logarithmus bezeichne,
d.h. per definitionem

VTGR+V¢E]—W,W[ log(r ei¢) = IH(T) +i¢,

aber fiir z € | = 1,1[ auch aus dem Taylorschen Satz der Analysis I, vgl. ggf. [1,
Hauptsatz 6.24|. Dieses einzusehen, iiberlassen wir dem Leser als Ubung. O

L-1q,

Lemma 5.18. Seien p € ]1,2[ und g € ]2, 00[ mit % +5

1
Dann gilt ¥ ¢[o1) (1 + 797" < 5 (L+7)° +(1-7)P).

Beweis. Im Falle 7 € {0, 1} ist die Behauptung trivial. Sei im folgenden daher
7€]0,1[. Aus 5.17 folgt dann

und
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Q+7)P+(1-7)Y = 2§:

M3

- P=1\ org s> (P-1Y) _(2-1)
(1+77)P! ( )7’ 14 ( )7’ KR
=\ 2k ,; 2% - 1
also wegen p ¢ 2N, sowie (384) - (386) auch
S (L) (L=)P) = (L 707!
2

(( p ) - (p - 1) ~2k(g-1) _ ( p-1 )TQk(q—l)—q) 2k
\\2k) ~\ 2k 2% - 1
k

2 (2k - 1)!

_ Mr(k-p) ( p(p-1) L2 oy - Pl ak(g1)-g) 2k
& ok (2k-p) 2k 2% —p I
N , >0

>0, da p<2

Zum Nachweis des Lemmas bleibt daher zu zeigen

pp=1)  P=1 or-1y_ P okg-a s,

Ve 387
PNk (2k-p) | 2k 2%k - p (387)
Zu (387): Sei k € N,. Zunichst gilt
(p—1) 1 1 I
p p - p_ 2k(q—1) _ p - 2k(q—1)—q = - TP _ — TP 388
% (2k—p) | 2%k %—p Zop Z (388)

[ Die rechte Seite in (388) ist nach 5.8 gleich

b () - 1400

p-1 2% (g-1) 2% (g-1)-
- (p+(2k- a=1) _ o) r2K(a=1)g
2%k (2k —p) (p+ CGh-p)7 T )

und somit gleich der linken Seite in (388). |
Erneut sei es dem Leser iiberlassen, zu zeigen, daft die Funktion

t

1-7p1

t )
p-1

R, — R, t+—

wegen 7 € ]0,1[ und p > 1 streng monoton fallend ist. Hieraus und aus (388)
folgt dann (387) fiir k. O

Beweis der Clarksonschen Ungleichungen 5.16. Zu (i): Es sei p € [2,00[. Wir
wollen

¥ gect gy 1F + 9l” + 1 = glls” <227 (1 F1," + Nall,”)

zeigen und behaupten zunéchst

Vegec |G+ EF +1¢C =€ <227 (I¢P + JEP) - (389)
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| Nachweis hiervon: Seien ¢,& € C. Dann existiert ¢ € [0,2 7] mit

(C+8) (C%E) =CC+CT+Ce+EL =[P + P +2Re(CE)
ICI + €17 = 21¢] €] cos(t),

¢ +¢?

also gilt
IC+EP+[C = €7 = (ISP + [€]* +21¢] €] cos() 2 = (I + [€* = 2]¢] €] cos(t)) 2.

Wir iiberlassen es wieder dem Leser, nachzuweisen, daft die Funktion

R — R
t o (6P +IEP +2[C1El cos(8)) 2 — (Ig + I - 2¢]1€] cos(1)) 2
wegen p > 2 fiir jedes k € Z auf [(k - 1)7,km ~ 5] monoton fallend und auf

[k7—%, k7] monoton wachsend ist. Ihre Beschrankung auf [0,2 7] nimmt daher
ihr globales Maximum in 0, 7 oder 27 mit einem Funktionswert gleich

(I + 1 £ 21¢T1ED 2 - (ISP + 1€ = 21¢][e]) 2
= (I £ 1ED?)E = (< = 1EN®)E = [1¢] £ 1€l P = 11¢] = el P
= =(| <]+ el - 11l - 1€l Py,

an. Ohne Einschrinkung gelte |¢| > |¢|. Dann folgt aus den bisherigen Uberle-
gungen

P
2

€+ &7 +1C = &7 < [Ic] + €11 = [1¢T = I<T1P
und zum Beweis von (389) bleibt zu zeigen, daf fiir « :=|C], 8 := |¢] € R gilt

o+ B + | = BIP <2871 (Jof” + |B]") - (390)

Zu (390): Wegen p > 2 folgt aus der Jensenschen Ungleichung 5.11 — ange-
wandt auf die Folge (a + 8, - 3,0,...) —

1 1
(la+ B + o= BP)7 < (Jao+ B + o= B2)® = V2 (0 + 5%)7 |

Hieraus und aus der noch zu zeigenden Ungleichung

2 52 o2 2

a”+ 57 <27 (laf” +[8]")7 (391)
ergibt sich
—2 -1
(o + B +la= BI)> < V225 (laf +18P)7 =25 (lal? +181)7

also gilt (390).

Zu (391): Im Falle p = 2 ist die Behauptung trivial. Sei daher p > 2. Wir
setzen nun ¢ := p%Q €]1,00[, dhh. & +% = 1. Beispiel 5.10 — angewandt auf die
2

Folgen (a?,2,0,...) und (1,1,0,...) mit j:= £, ¢ anstelle von p,q — ergibt

p=2

o+ 52 < (o +18P)F (1+1)F

und auch (391) ist gezeigt. |
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Aus (389) folgt fiir alle f,g € LE (M, p)

1+ gl +1f =gl <227 (IFF +|gP)
und (i) ergibt sich durch Integration.
Zu (ii): Seien p € ]1,2[ und g € ]2, oo[ mit % + % = 1. Nun wollen wir
-1
¥ pgect gy 1+ gl + 1 = glp® <2(1f 1" + lgllp")*

zeigen. Es gilt
VegeclC + €1 +1C - €7 <2 (IgP +1¢)* (392)
[ Beweis hiervon: Analog zum Beweis von (389) begriindet man, daf es wegen
q > 2 geniigt, fir a:=|(|,f:=1¢| e R

o+ B+ o= BT < 2 (Jaf” +|51) " (393)
zu zeigen. Wir definieren &, 3 € R durch
a+B=2a und a-p8=28,
d.h. a =&+ 3 sowie 8 = @& - 3. Dann bedeutet (393) genau
29 (|af" + |317) <2 (Ja+ P + 1 BP)" (394)

und ohne Beschréinkung der Allgemeinheit konnen wir zum Nachweis dieser
Ungleichung & > 8 > 0 annehmen. Sei weiterhin

’7’:=é€

10,1].

Indem wir (394) mit (é)q multiplizieren, sehen wir unter Beriicksichtigung von
5.8 .
ﬁ =1, dafs (394) nun mit

(179 € oy (L) = (L))"
also wegen (p—1) (¢ -1) %1 auch mit
(1+79)P 1 < % ((1+7) - (1-7)P)

gleichbedeutend ist, und letzteres ist nach 5.18 klar. |
Aus (392) folgt fiir alle f,g € LE (M, p)

[f+glt + |f=glt < 2(IfF +|glP)",

ELrl (M) ELr (M) ELr (M)
-1 p
£+ gl 415 - gy )

(

I,
2 [ A +lgPyag)  =201f1,7 + lal,")" ™
(396)

also mittels 5.8 auch

1
-1

IS +gl* +1f = 9l*ll,1

IN
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Des weiteren gilt

S+ gl llp-1 + 17 = gl o2 < [IIf + gl +1f = gl*llp-1, (397)

(395) . 4 )

denn wegen p—-1¢€]0,1[ und |f £ g|? € Ly (M, ) ergibt 5.14 — angewandt

auf p—1, |f+g|%,|f —g|? anstelle von p, f,g — (397) im Falle |f +g|? +|f -g|? >, 0,
und im Falle |f +g|?+|f - g|7=,0, d.h. |f £9|? =, 0, ist (397) trivial.

1

q
_ )
I 20l = ( 17 <o ap)" 2 [l 17 <ot & ag) ™ < lls il

(397) und (396) beweisen schlieflich (ii). O

Dichte Teilmengen und Vollstindigkeit

Wir haben in Bemerkung 2.) zu 5.7 bereits gesehen, daf fiir alle p,p € R, mit
p<pgilt: F cllcl@und |... o <||...[5<] ... |, auf &. Zusétzlich gilt der
folgende Satz.

Satz 5.19. Sei peR,.
(i) Fiir alle p e Ry mit p>p ist |€%‘ dicht in Ei.
(ii) || ist nicht dicht in €5 .

Beweis. Zu (i): Seien p € Ry mit p > p und (z;)sey € K derart, dak Y72 |2; [P
konvergiert, d.h. genau (z;)ien € -

1. Fall: p > 1. Zu € € R, existiert dann ip € N mit ¥3%; |z;|’ < €. Dann gilt
(@0, ... ,Tiy,0,...) € ff und

1
oo \7
||(w’i)iEN - (.Z'(),... 7%‘070’---)”13 = (Z |wi|p) <e.

1=10

o0

2. Fall: p € ]0,1[. Dann existiert zu € € Ry ein g € N mit ¥5%; |z’ <€, und

es gilt

d? ((3)iens (£0, - 1239, 0,...)) = 3 | <.

i=1Q

Zu (il): Sei (2;)ien € £ Dann folgt lim;eo 2; = 0, also

[ (1,1,...) =(2;)ien]loo = sup{|1 — z;||i e N} > 1.
—————
EZHD(Q

Damit ist auch (ii) bewiesen. O

Fiir jedes p € ]0,00[ gilt £ = L% (N,¢p,), wobei ¢, das Quadermaf zur
diskreten Massenverteilung m := 1n: N - R, sei. N ist eine @,,-mefibare Teil-
menge von R mit ¢, (N) = co. Fiir ein beliebiges Quadermaf und eine mekbare
Teilmenge von R™, deren Maf endlich ist, erhélt man ein zum letzten Satz ,um-
gekehrtes” Resultat.
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Satz 5.20.

Vor.: Es seien ¢ ein Quadermaf auf R™ und M eine p-meflbare Teilmenge von
R™ derart, daff o(M) < oo gilt. Ferner seien p,p € |0, 00] mit p < p.

Bebh.:

(i) LE(M,p) < LE(M,p) und
1_1
Y rect gy Mo < 0(M) 777 £ 5, (398)

wobeil é wieder als 0 zu lesen ist.
(ii) |LE (M, )| ist dicht in L% (M, ).
Beweis. Zu (i): Sei f € L]’I';(M,@).

1. Fall: p < oo. Wir setzen r := g € |1, 00[ und wihlen s € |1, co[ mit %+% =1
Dann gilt f = [f]P € Ly (M, ) sowie g:=1pr € L§(M, ) — beachte, dals M als
p-mefbare Menge mit endlichem -Maf eine p-integrierbare Menge ist. Somit
folgt aus der Hélderschen Ungleichung 5.9 — angewandt auf r, s, f, g anstelle von

pvafvg ) daf gllt |f|p € LR(MﬂD)v also auch f € ‘C%(M7(10)7 und
AP < NPl Il

[ ipacs ([ 1rag) ant,

also gilt (398) wegen = ==L =1_1

ps_ pr _p D B
2. Fall: p = co. Dann gilt analog zum 1. Fall f := |f|P € L (M, ) sowie
1ps € LL(M, ¢), und aus der Holderschen Ungleichung folgt | f[P € Lr(M, ),

g:=
f e Ly (M,p) und
P < AP oo ILar ]l = (M) (£ ]
Diese Ungleichung ist dquivalent zu (398).
Zu (ii): Sei f e LY (M, @) ¢ Mg (M, p). Wir zeigen, dak eine Folge (f;)ien in
Ly (M, p) existiert derart, da gilt

I f ~ fiPdp =0,
lm [ Af = fil” de
N — ———
~1—Fill”

d.h. auch

i [ il = 0.
Dann folgt die Behauptung im Falle p € ]0,1[ aus der vorletzten und im Falle
p € [1,00[ aus der letzten Gleichung.

1. Fall: K = R. Fiir jedes ¢ € N definieren wir die ,horizontal bei ¢ und —i
gestutzte* (beschrankte) Funktion

fi = Sup(inf(fviXJ\/[)7 =i XJ\/[) € MR(Mv 30)7
beachte, dafs M als p-meflbar vorausgesetzt ist, und behaupten

()

fie L2(M,p) € L2(M,p). (399)
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[ Zu (399): Im Falle p = oo ist dies klar, sei also p < oo. Dann folgt

|f|ﬁ € MR(M7 90)7 (400)
PP xar € Lr(M, @), (401)
|filP = inf ([fIP, 4" xr) € Lr(M, ), (402)

also ergibt sich (399) aus (400) und (402).
Zu (400): Daf mit f auch |f|? wegen der Stetigkeit von |...[P: R - R mit
|0]P = 0 und 4.12 (iii) ¢-meRbar iiber M ist, haben wir schon mehrfach erwihnt.
Zu (401): Wie bereits im Beweis von (i) verwendet, folgt aus der p-Mefbar-
keit von M mit ¢(M) < oo die p-Integrierbarkeit von M. Damit ist (401) klar.
Zu (402): Aus (400), (401) folgt |f;|P € Mg (M, ). Ferner ist |f;|? durch die
nach (400) iiber M ¢-integrierbare Funktion ° x5 beschrinkt. 4.79 (i) ergibt
daher (402). |

Nach Definition der f; gilt Vien|f — fi| <|f], also auch
View lf = fil” <|f" € Lr(M, ¢),
und lim;e f; = f. Hieraus, f € LL (M, @) sowie (399) folgt des weiteren
(|fi = fIP)ien ist eine auf M gegen Null ¢-konvergente Folge in Lr(M, ).

Der Grenzwertsatz von LEBESGUE ergibt nun
I f ~fiPde=0
lm [ 1f = fil? dp =0,

und der Beweis ist wegen (399) erbracht.
2. Fall: K = C. Die Anwendung des ersten Falles jeweils auf Real- und Ima-
gindrteil von f liefert eine Folge (f;)ien in L& (M, @) mit

I —i”dsl'fR ~fihrd 1‘[1 _fhPde=o.
tim [ |f - fPde<lim [ (Relf - £ dp+ lim [ (ml]f - fi)7dp
O

Bemerkung.

1.) Die Voraussetzung ¢(M) < oo in 5.20 ist notwendig: Z.B. ist die Funktion
271 R\ {0} - R ein Element von £2([1,00[, 1) N LE([1,00[, u11).

2.) Wegen p1([0,1]) = o0 = ¢, (N), wobei ¢, das Quadermafs zu diskreten
Massenverteilung m := 1y bezeichne, kénnte man nun aufgrund von Satz
5.19 vermuten, dak L£}([0,1],1) eine Teilmenge von L£2([0,1],p1) ist.
Letzteres stimmt jedoch nicht, denn die Funktion T R, — R ist ein
Element von £} ([0,1], 1) ~ £2([0,1], p1).

Hauptsatz 5.21 (Satz von RIESZ-FISCHER).
Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™ und p € |0, oo].
Beh.: Lt (M, ) ist vollstindig.
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Beweis. 1. Fall: p € [1, 00]. Es geniigt offenbar, zu zeigen, dak jede ,,Cauchyfol-
ge“ in (LE(M, ), | ... [|p) Jkonvergiert. Sei also (fi)ken ein Folge in L5 (M, )
mit

Veer, ImeNVk 1N, kizm | fx = fillp < €. (403)

1.1. Fall: p = oo. Wegen Bemerkung 2.) zu 5.1 existiert zu k,l € N eine
©-Nullmenge Ny ; mit

Vme]\/[\Nk,l |fk(x) _fl(x)l < ||fk _fl||°°'

Dann ist auch die abzdhlbare Vereinigung

N := U NkJ
k,leN

eine p-Nullmenge und (fx)ken bzgl. der Supremumsnorm eine Cauchyfolge in
B(M ~ N,K), die nach 3.2 (iii) im Falle M ~ N # & bzgl. der Supremumsnorm
gegen eine Funktion f € B(M \ N,K) konvergiert. Da (fi)ren auch eine Folge in
M (M, p) ist, impliziert 4.81 daher, dak die Folge (fi)ren in L (M, ¢) bzgl.
[ ... oo gegen fe L (M, ), definiert durch

o f(fﬂ), falls z e M \ N,
Voert f(2) = { (). fulls 2 € M

Hkonvergiert”.
1.2. Fall: p e [1,00[. Wegen (403) existiert eine Teilfolge (fi, )ken von (fi)ren
mit

1
itz [fiw = filp < - (404)
Wir definieren eine Folge (gi)ren in L (M, ) durch
VkEN gk = fik+1 - fik € [’%(M7 SO) (405)

Dann ist ((Z?zo |91)7 ) ken eine nicht-negative Folge in Lg (M, @) derart, daf fiir

jedes k e N gilt
k p k+1 p
2} <o | 2 lgil]
§=0 §=0

k p k P k p
(405),(404)
fM (Z |9j|) do =X lgl|l | < (Z ||9j||p) < T2
§=0 =0 » Jj=0

Aus dem Grenzwertsatz von LEVI 4.33 folgt daher, dafs ((Z;‘?:O |91)7 ) ken — und
damit auch (Z?ZO gj)keny — auf M -konvergent ist. Somit impliziert

k-1
(405)
Vien fir, = fio+ Y. i
i=0

die p-Konvergenz von (f;, ),y auf M, d.h. es existiert eine auf einer Teilmenge
von R" definierte Funktion f mit

4.81
f=p lim fi e My (M, ). (406)
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Die Folge (|fi,|P)ken in Lr (M, ¢) ist folglich auf M p-konvergent gegen |f|P, und
die Integralfolge ([, |fi [P d¥)ken ist nach oben beschrankt, denn nach (403)
existiert m € N derart, daf gilt

Vaatiom [ Uil 40 = finlb? < Ui l? + 1 = Finl? < Ui 17 + 1.

Also ergibt das Lemma von FATOU 4.37 die @-Integrierbarkeit von |f|P iber M,
d.h. wegen (406)

feLy(M,p).
Zu zeigen bleibt
Jim [1fi -l =0.

Hierzu seien k,l € N mit [ > k, also auch mit ¢; > i3 > k. Dann gilt

(404) 1
”fk:_fil”;l) < 2_167
also .
I fi = fi, ”pp < okp (407)
und somit

sup{[|fk—fil|pdu|leN}<oo.
M

Hieraus, der ¢-Konvergenz der Folge (|f; — fi,[),y auf M gegen |fi — f|P und
dem Lemma von FATOU 4.37 folgt die ¢-Integrierbarkeit von |fi — f|P iber M
sowie

(407) 1
. . . _ . . _ i p _
A/[lfk_flpdSO < liminf [Vllfk—fZLlpdw—llggf 1= Ful® < 5
also auch limy_eo || fx — f|p = 0.
2. Fall: p € ]0,1[. Der Leser adaptiere den Beweis des 1.2. Falles, um als
Ubung zu zeigen, dak zu jeder Folge (fi)ren in L (M, @) mit

VaeR+ Eimevaz,leN7 k,l>m ||fk: - fl ||1Up <€

eine Funktion f € LL (M, ¢) mit limj_,eo || fr — f|," = 0 existiert, womit der Satz
dann offenbar bewiesen ist. O

Bemerkung 5.22. Der soeben gefiihrte Beweis zeigt, dak fiir alle Quadermafie
@ auf R™ und alle Teilmengen M von R™ sowie alle p € R, gilt:

Jede Cauchyfolge in LP (M, ) besitzt eine Teilfolge, die p-fast iberall punkt-
weise gegen ein Element von LP(M,¢) konvergiert.

Wie das folgende Beispiel zeigt, konvergiert die gesamte Folge u.U. in keinem
Punkt. Betrachte das Volumenma® pq auf R und numeriere die Intervalle

i 1+1
Iij:= I:.—,,—:I, wobei ’L,]Elet’Léj,
’ Jj+1 7+1
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so zu einer Folge (Ix)ken, dak gilt

(L) ken = (o0, Lo,1, 111,102, 112, 12,2, - . ).

Dann folgt
Vken X1, € ‘Ciﬁ[)@([ov 1]7#1)7 ]31_)120 ||X1k ”P =0,

und (xr, )ken konvergiert in keinem Punkt von [0, 1], da die Folge dort sowohl
0 als auch 1 unendlich oft als Wert annimmt.

Wir verallgemeinern als néchstes 4.42 auf den Fall p € R, anstelle von p = 1.

Satz 5.23.
Vor.: Seien ¢ ein Quadermaf auf R, J €T, ein nicht-leeres Intervall von R™,

peRy und feLy(J,@).
Beh.: Zu jedem ¢ € R, existieren T,S € S(J) mit fJ|f —(T+1i9)P de<e.

Zusatz. Im Falle K = R kann S = 0 gewdhlt werden, und im Falle K = C
existieren k € Ny, (1,...,(x € C und paarweise disjunkte Quader Q1,...,Qr mit

T+185 =% Gixd,-

Beweis. Wegen 5.2 (ii), falls p > 1, bzw. 5.15 (ii), falls p < 1, geniigt es
offenbar, den Fall K =R zu betrachten. Der Zusatz ist dann klar, beachte auch
4.12 (ii).

1. Fall: f € LE(J,p) ist beschrinkt und besitzt einen kompakten Tréger.
Dann existiert C € R, mit

|fl<C und Tr(f)c[-C,C]". (408)

Da f insbesondere p-mefsbar iiber J ist, existiert offenbar eine Folge (T;);en in
S(J) mit
lim T} =, f auf J, (409)

und wir kénnen ohne Einschrénkung
Vien (IT5] < € A Te(T3) € [-C,CT") (410)
annehmen. Es gilt
Vien fi =T; = fI € Lr(J, ),

lim £ "2, 0 auf J,

(408),(410)
Viewlfill < (T +1FD)” < (20) x[_c01 € £(T, ).

Aus dem Grenzwertsatz von LEBESGUE folgt daher
1—o0 JJ

und dies ergibt die Behauptung im 1. Falle.
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2. Fall: fe [,‘%(J, ©) beliebig. Wegen des 1. Falles geniigt es, zu zeigen, daf es
eine Folge (fi)ien beschrinkter Funktionen mit kompaktem Trager in Lf (J,¢)
mit

tim [ 1f = £ dp =0 (411)
1—> 00
gibt.
Beweis hiervon: Fiir jedes ¢ € N definieren wir die ,horizontal und vertikal
bei i und —i gestutzte* (beschrinkte) Funktion mit kompaktem Tréiger

fi = Sup(inf(f> 2)7 _Z) X[-i,i]» € MR(']v 30)7
und es gilt sogar
fi € L%(Jv 30)7
beachte |fi|P <, i x[-iij» € Lr(J, ) sowie 4.79 (i). Es folgt

|f = fil” € Lr(J, ),
|[f = fil” <|fPP € Lr(J, ),

und der Grenzwertsatz von LEBESGUE zusammen mit der Definition von f;
ergibt (411). O

Bemerkung. Es gilt 1gn € LF(R", 11,) und fiir jedes 7' € S(R")
[1gr = T|eo > 1.

Korollar 5.24. Seien ¢ ein Quadermafl auf R™, J € J,, ein nichi-leeres Intervall
von R™ und peR,.

Dann ist L%(J,gp) separabel, d.h. per definitionem, dafi eine hichstens ab-
zihlbare dichte Teilmenge von LY (J,¢) existiert.

Beweis. Die Restklassen der Funktionen Y%, ¢; Xéi wie im Zusatz mit ra-
tionalen Koeffizienten im Falle K = R bzw. (Q +1Q)-wertigen Koeffizienten im
Falle K = C und Q™-wertigen ,Eckpunkten der Quader leisten offenbar das
Gewiinschte. O

Satz 5.25.
Vor.: Seien p e Ry und f € L& (R", f1n).
Beh.: Zu jedem e € R, existiert g € C.(R™,K) mit A’ |f = gfP dpn < e.
Beweis. Nach 5.23 geniigt es mit derselben Begriindung wie zu Beginn des
Beweises von 5.23, zu zeigen, daf im Falle K = R zu jeder Treppenfunktion

T € S(R) und jeder Zahl € € R, eine stetige Funktion ¢g: R” - R mit kompaktem
Trager mit der Eigenschaft

- |T - g|P dun, < €
existiert. Wiederum mit obiger Begriindung konnen wir ohne Beschrankung der

Allgemeinheit T = xo mit @ € Q, annehmen. Der Fall Q° = & ist trivial, da
dann xq =4, 0 € C.(R",R) gilt.
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Seien also € € R, und Q € Q, mit Q° # &. Wegen Q € Q,,, der Regularitit

von pip, und py(Q) = pn(Q) existiert ein in R™ offener Quader Q" € 9, mit
QcQ@ und

1n(Q") < 11 (Q) + %36 (412)

Wir beweisen unten, dal es eine stetige Funktion ¢g: R" - R mit

glo=1Aglrnagr=0A0<g-xg<1, (413)
gibt. Offensichtlich gilt g € C.(R™,R). Es folgt
0<9-XQ <XQ ~XQ
also wegen (xor — xo)(R) ={0,1}

lg - xal’ < xq - xq
(412)

[0 xaP di <@ - @) <

Zu zeigen bleibt die Existenz einer stetigen Funktion ¢g: R™ — R mit (413):
Wegen Q° # & gibt es eine R-Vektorraum-Affinitdt h: R™ — R™ (d.h. per de-
finitionem h = a + h, wobei a € R” und h € Homg (R™,R") = Lg(R",R") ein
R-Vektorraum-Isomorphismus sind) derart, daf

h(@Q)=[-1,1]" = {z eR"||z] < 1}

gilt. Da h insbesondere ein Homéomorphismus ist, ist A(Q’) eine in R™ offene
Obermenge von [ —1,1]", und es existiert folglich eine Zahl § € |1, oo[ mit

{zeR"[[|z]e <0} =]-0,0[" c h(Q').
Wir definieren nun eine stetige Funktion : [0, 00[ - R durch

1, falls 0 <t <1,
Vie[o,oo[ (1) =1 1=55, falls 1<t <,
0, falls t > 6.

Dann leistet g: R™ — R, gegeben durch

Vaern g() =P ([h(z)]o),
offenbar das Gewiinschte. O
Bemerkung.

1.) Betrachte das Volumenmak p, auf R™ und sei p € R,. Dann definiert
d,? eine Metrik und ||...||, fir p € [1, 00[ eine Norm auf C.(R",K) bzgl.
derer C.(R",K) aber nicht vollstandig ist. Aufgrund des letzten Satzes
und des Satzes von RIESZ-FISCHER kann L% (R™, yy,) im Falle p € ]0,1[
als Vervollstdndigung von (C.(R",K),d,"”) und im Falle p € [1,00[ von
(C.(R™,K),||...[lp) aufgefakt werden.

36Hier geht entscheidend ein, das Quadermaf ., (und nicht etwa ein beliebiges Quadermaf
auf R™) zu betrachten.
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2.) Wir haben in Satz 3.7 gesehen, dak C.(R",K) eine dichte Teilmenge von
(Co(R™,K), ... o) ist, und wegen 1gn € L2 (R", upn) N\ Co(R™,K) ist Satz
5.25 somit falsch, wenn man p = oo zuléft.

Zum Abschluf dieses Kapitels geben wir im Falle p € [1, o] eine Teilmenge
des Dualraumes eines Lebesgueschen Raumes an.

Satz 5.26. Es seien @ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R™ und
p,q € [1,00] mit % + % =1, wobei % wieder als 0 zu lesen ist.

(i) Sei f e L (M,p). Dann definiert

VgeLﬁ(MM) Apg = /]:/[ fgde, wobei fef und g eg beliebig seien, (414)
ein stetiges Funktional Ag von Ly (M, p), d.h. Af € L% (M, ), und es gilt
1Ag] = I1£]q- (415)
(i) Durch
A: L]qu(M7 SO) - L%(M7 Sp)la fr— Af7

ist ein isometrischer K-Vektorraum-Homomorphismus gegeben. A ist also
insbesondere injektiv und stetig.

Beweis. Zu (i): Aus der Hoélderschen Ungleichung 5.9 folgt offenbar, daf
(414) wohldefiniert ist und

Veerr (e IAr 8l < [Ar g1 < IEllq ll&llp, (416)

also ist die K-lineare Funktion Ag: L (M, ) - K nach 2.11 ,(iv) = (i) stetig.
Zu (415): Sei f e f. Im Falle f =, 0 ist die Behauptung trivial. Daher konnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

Veers f(x) 20

annehmen - insbes. ist f auf M definiert —, also ist nach 4.78 (iv), (v) die
,Vorzeichenfunktion von f*

o= i: M — K @-mefbar iiber M mit |ole = 1. (417)

|f]
1. Fall: ¢ = 1. Dann gilt p = 00, g:=0 € LZ (M, ¥), ||g]lc =1 und
d =f do=|f| = -
|/, £ade|= [ 171de = s =171 gl

Wegen (416) und der letzten Aussage in 2.13 (ii) ist daher (415) erfiillt.

2. Fall: g € ]1,00[. Dann gilt auch p € ]1, 00 sowie p(q—1) 58 q, also nach

Voraussetzung | f|7 € L5 (M, ¢), und daher wegen (417) und 4.79 (iii)

g=o|fl"™ e L (M, p).
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Auferdem folgt

fa=1f1", (418)
1£1 = o 1 #1707 = |g? (419)

und somit

1,1
d = dy = d =
|/ £9ae| [ irmag=( [ 11 114 gl

d.h. erneut wegen (416) und der letzten Aussage in 2.13 (ii) auch (415).
3. Fall: ¢ = co. Dann gilt p = 1. Wegen f #, 0 folgt aus der Definition von
1flloo fiir jedes € € ]O, || f]leo[ # @, dak

M, = {z € M||f(@)]> | floe =2} =[] (1]l . 00]) € B(M, )

keine ¢-Nullmenge ist, und nach 4.93, (359) existiert i € N derart, dak fiir die
Teilmenge
M, := M. n]-1,i[ e B(M,p)

von M gilt

—

0 < (M) < o0,
d.h. genau: M. ist p-integrierbare Nicht-Nullmenge. Wir setzen nun
ge = Xm o€ ‘C]%((MﬁD%

beachte, da xa gz = x57. 6 u.a. nach (417) und 4.79 (iii) eine iiber R™ p-inte-
grierbare Funktion ist. (417) ergibt weiterhin

lo-lh = [ lolde = o (3L2) # 0
und

|/, £aee] = [ \flloclde= [ 1fllolde > (17 =) el

also folgt aus 2.13 (i)
1Ae] 2 [ flloo — &

Die Beliebigkeit von € € ]0, || f||oo[ # @ und (416) ergeben nun (415).
Zu (ii): Da die K-Linearitit der Abbildung

klar ist, folgt (ii) aus (i). O

Bemerkung. Wir werden im siebenten Kapitel den Rieszschen Darstellungssatz
fiir Lebesquesche Riume beweisen, der besagt, dak A: LE (M, ) - LY (M, @)’
im Falle einer p-mekbaren Teilmenge M von R™ und p € [1,00[ sogar eine K-
Vektorraum-Isometrie ist.
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Ubungsaufgaben
Aufgabe 5.27.

(i) Beweise die Youngsche Ungleichung (372) mittels des in loc. cit. angege-
benen Tips, welcher ebenfalls zu zeigen ist.

(i) Seipe ]0,1[. Zeige, daff die beim Nachweis von (381) verwendete Funktion
[0,00[ — R, t+—1+t"-(1+1t)?,
streng monoton fallend ist, und daf sie Null auf Null abbildet.
(ii3) Zeige, daf die beim Nachweis von (382) verwendete Funktion

1+¢P
(1+t)p’

[0,00] — R, t+—

fiir p € ]1,00[ in Eins ein absolutes Minimum mit Funktionswert 2P~1
besitzt.

(iv) Zeige, daf§ die im Beweis von §.18 verwendete Funktion

t

— Tp-1
t Y

p-1

1
R, —R, t+—

fir 7 €]0,1[ und p € ]1,00[ streng monoton fallend ist.

(v) Seien ¢, € C und p € [2,00[. Zeige, daff die im Beweis der Clarksonschen
Ungleichung 5.16 verwendete Funktion

R — R
b (G P+ 21l cos(8))® = (¢ + [l - 21Cl1e] cos(t))
fiir jedes k € Z auf [(k—1) m,k 7 —5] monoton fallend und auf [k7—%, k]

monoton wachsend ist.

14 14
2 2

Aufgabe 5.28. Scien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R",
€]0,00], f e LE(M,p) und reR,.

p
Zeige |f|" € L (M, @) und ||f["|2 = [ fl,", wobei = als oo zu lesen ist.

Aufgabe 5.29 (Verallgemeinerte Holdersche Ungleichung). Es seien ¢ ein Qua-
dermaf auf R", M eine Teilmenge von R"™, k € Ny, p,q1,...,qx,7 € ]0,00] mit
%+ Zﬁzl i = %, wobes é wie oben als 0 zu lesen ist, und f € LY (M,¢) sowie

g € LE (M, p) fir ke{l,... k}.
Beweise durch vollstindige Induktion iber k € Ny: f-TI*_| g. € L7 (M, ) und

k
‘f’l—lgn
k=1

Tip: Verwende beim Induktionsanfang im Falle r € R, zunéchst die vorherige
Aufgabe 5.28 und sodann die Holdersche Ungleichung 5.9.

k
<Ifllp - TT lgwlg-
k=1

T
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Aufgabe 5.30. Scien ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine Teilmenge von R",
p1,p2 €10, 00] mit p1 <pa und f e LG (M, p) n LIZ (M, ).
Zeige, daf dann fir jedes p € |p1,p2[ auch fe Ly (M, @) gilt sowie

1-
1 lp < 0 o™ 1 o™

wobei T € ]0,1[ die eindeutig bestimmte Zahl mit

1 1-7 1
+

p b1 b2

sei und 2 als 0 zu lesen ist. Begriinde auch die Ezistenz und Eindeutigkeit eines
solchen T.

Definiton. Seien X ein K-Vektorraum, C' eine konvexe Teilmenge von X und
1: C' = R eine Funktion.

(i) ® heiflt konver <= Yy yecViepo,1] ¥ (1 =t) z +ty) < (1-1)P(x) +t9(y).

(i) Gilt zusétzlich ¥(C) c Ry, so heifst ¢ genau dann logarithmisch konvex
wenn Inoy: C' — R konvex ist.

Aufgabe 5.31. Seien ¢ ein Quadermafl auf R™ und M eine Teilmenge von R™.
Nach Aufgabe 5.30 wird fir jedes f e Mg (M,p) durch

I(f):={pe]0,00]| f e Ly (M, )}

ein ggf. leeres Intervall von R =R u {—00, 00} definiert.

(i) Es sei weiterhin f € Mg(M,p) ~ Ng(M,p) mit I(f) # &. Dann ist
I(f)yt={te [O,oo[|% e I(f)}, wobei wir % als oo lesen, ein nicht-leeres
Intervall von R.

Zeige, dafs
1) —Rey t— £l

logarithmisch konvex und daher (?) konvez ist. Folgere hieraus die Stetig-
keit der Funktion

((f)N{eo})* = Ry, p—|fp-

(ii) Sei f e Mg (M,) derart, daff {00} eine echte Teilmenge von I(f) ist.
Zeige Hm || fllp = [|fflee-
Tip au (i): Fitr geeignete p,po gilt [£P < [P |fl?™ und o? - xx < [P

fiir jedes a < [|f]oo, wobei N := {z € M||f(z)| > a} sei. Leite hieraus die
Ungleichung limsup,,_, o, | fllp < [|f oo < liminf, o || f] her.

Aufgabe 5.32. Zeige die Binominalentwicklung 5.17 fir z € | -1, 1[ mittels des
Taylorschen Satzes der Analysis I
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Aufgabe 5.33. Fihre den Beweis des Satzes von RIESZ-FISCHER 5.21 im Falle
p € ]0,1[ in allen Einzelheiten aus.

Aufgabe 5.34. Seien ne N, und peR,.
Beweise, daff C.(R",K) nicht abgeschlossen in Lt (R", i) ist.

Tip: Ve (@i+22) e L8 (R", 1) \ Ce(R™, K).

Bemerkung. Da wir bereits wissen, daf C.(R",K) in L% (R™, u,,) fiir jede po-
sitive natiirliche Zahl n € N, und alle p € R, dicht liegt, und aufserdem durch

C.(Rm, K)”m”w = Cp(R",K) motiviert sind, konnen wir uns aufgrund der letzten
Aufgabe berechtigterweise fragen, ob Co(R",K) nicht bereits gleich £F (R", fir,)
ist. Tatséchlich ist dies nicht der Fall. RICHTMYER mdchte in [21, S. 85] zwar eine
unbeschrinkte quadratintegrierbare Funktion nennen, verschreibt sich aber, in-
dem er in loc. cit. 22 exp(-2® sin?(z)) anstelle von |z| exp(-z® sin?(z)) angibt,
vgl. https://math.stackexchange.com/questions/355447. Summa summa-
rum gibt es jedenfalls ein gewiinschtes Beispiel. Wir erinnern des weiteren daran,
dafs Cy(R"™,K) auch nur eine echte Teilmenge von L (R"™, uy,) ist.
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6 Reflexive Raume

Schwache Topologien
Definition 6.1. Sei X eine Menge.

(i) Sind 77 sowie T2 Topologien fiir X mit 7y c T3, so heifst 71 gréber als T
und Ts feiner als Ty.

Beispiel. Die triviale Topologie fiir X ist die grobste und die diskrete die
feinste Topologie fiir X.

(ii) Sei & eine Teilmenge von P(X).
Dann erhélt man aus & durch Hinzunahme aller endlichen Schnitte von
Elementen von & und beliebig vieler Vereinigungen solcher Mengen zu
S offenbar eine grobste Topologie fiir X, die & enthilt.?” T(&)

heifst die von & erzeugte Topologie fir X.

Bemerkung. Analog zu 4.86 (ii) kénnten wir auch folgende dquivalente
Definition geben
T(6) := N T.

T Topologie fiir X
ScT

Die vorher genannte Definition hat allerdings den Vorteil, daf sie eine
explizite Konstruktion fiir 7 (&) beinhaltet. Eine solche anzugeben, ist
(natiirlich im Falle & # @) fur die minimale o-Algebra o (&), die & enthilt,
nicht moglich.

Definition 6.2 (Die schwache Topologie bzgl. einer Menge von Abbildungen).
Es seien X, I Mengen und fiir jedes i € I des weiteren Y; ein topologischer Raum
sowie f;: X - Y; eine Abbildung.

Dann heiftt die von

{Frilier avieTop(v))} e B(x)

erzeugte Topologie fiir X die schwache Topologie fiir X bzgl. {f;|i € I}. Dies ist
offenbar die grobste Topologie fiir X bzgl. derer alle f;, i € I, stetig sind.

Satz 6.3.

Vor.: Seien X, I Mengen und fiir jedes i € I des weiteren Y; ein topologischer
Raum sowie fi: X = Y; eine Abbildung. Ferner bezeichne T die schwache Topo-
logie fir X bzgl. {fi|ieI}.

Bebh.:

(1) Sind {fi|i € I} punktetrennend, d.h. Vg zex, a2z 3iger fio(z) # fio(ZT), und
Y; fiir jedes i € I hausdorffsch, so ist auch (X,T) hausdorffsch.

3"Man beachte, daf der leere Schnitt von Teilmengen als der ganze Raum und die leere
Vereinigung als die leere Menge definiert sind.
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(ii) Seien (x;)jen eine Folge in X und x e X.
Dann konvergiert (x;)jen genau dann in (X,T) gegen x, wenn fir jedes
i€l die Folge (fi(x;))jen in Y; gegen fi(x) konvergiert.

(iii) Seien Z ein weiterer topologischer Raum und g € X%,
Dann ist g: Z - (X,T) genau dann stetig, wenn fir jedes i € I die Abbil-
dung f; o g: Z —Y; stetig ist.

Beweis. Zu (i): Seien z,% € X derart, dak x # & gilt. Dann existieren wegen
der Voraussetzung in (i) ein ig € I mit f;,(z) # fi, (&) und V e U°(fi, (z),Yi,)
sowie V € M (fm( ),Yi,) mit V nV = @. Hieraus folgt = € U := fT—OI(V) eT,
aceU._fZO (V)eTund UnU =@.

Zu (ii): ,=" ist wegen der Stetigkeit der f;, i € N, klar, vgl. (6).

,<=“ Sei U € Uz, (X,T)). Zu zeigen ist, dak fiir alle hinreichend grofen
JjeNgilt: z; e U.

Die Definition von T impliziert offenbar die Existenz einer Zahl k € N,

i, € I sowie Vi, eU(fi,. (z),Y;,) fir k e {1,...,k} mit

ko
inn (Vn) c U>

und nach Voraussetzung der rechten Seite gilt z; € f;, ( ) firalles e {1,... ,k}
sowie hinreichend grofse 5 € N.

Zu (iii): ,=" ist wieder wegen der Stetigkeit der f;, i € N, klar.

,<“ Sei U € T. Aus der Definition von 7 folgt, daf sich U als beliebige
Vereinigung endlicher Schnitte von Mengen der Form

f21,22 ( Z1,22) mit 41,72 € I und Vll is € TOp(Yihiz)

schreiben 1afst. Wegen

7 (UN7s' 0 ) -Uz (N7 0 ) -UN (' 00,0)

1 12 i1 2

geniigt es zum Nachweis der Offenheit von g!(U) in Z zu zeigen, dak die

?1 (m( 21,22)) firizog ( Z1,22)

in Z offen sind, und dies ist nach Voraussetzung der rechten Seite von (ii) klar. O

Fiir die Funktionalanalysis von groffer Bedeutung ist der folgende Spezialfall
der letzten Definition.

Definition 6.4 (Die schwache Topologie eines normierten Vektorraumes). Sei
X ein normierter K-Vektorraum.

Dann heifst die schwache Topologie fiir X bzgl. seines topologischen Dual-
raumes X' die schwache Topologie fiir X. Fiir den topologischen Raum, der aus
der Menge X zusammen mit dieser Topologie besteht, schreiben wir .38

38 X, in unserem Sinne wird in der Literatur h&ufig mit X,, bezeichnet.
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Bemerkung 6.5. Ist X ein normierter K-Vektorraum, so ist die schwache To-
pologie fiir X grober als seine Normtopologie, denn bzgl. der Normtopologie
sind alle Elemente von X' stetig. Daher wird die Normtopologie fiir X in der
Literatur gelegentlich auch die starke Topologie fiir X genannt.

Satz 6.6.
Vor.: Sei X ein endlich-dimensionaler normierter K- Vektorraum.
Beh.: Die Normtopologie und die schwache Topologie fiir X stimmen tberein.

Beweis. Wegen 6.5 miissen wir zeigen, dals die Normtopologie in der schwa-
chen Topologie fiir X enthalten ist. Seien also U € Top(X,|...|) und g € U
beliebig. Dann existiert eine Zahl € € R, mit U.(xg) c U.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte X # {0}. Nach Voraussetzung
existieren n € N, und eine Basis {b1,...,b,} von X mit Ve oy [[0sf| = 1.
{b3,...,b}} bezeichne die dazu duale Basis von X* = X’ — beachte dimg X < oo.
Nun gilt

Vs ﬁEI (U= (07 (20))) U0, X.)

und wegen

n

Zb;’(x—wo)bi

i=1

Vaex |2 — ol =

< 2167 (@ = zo)l il = 3. 167 (= - o)
i=1 i=1

offenbar auch V c U.(z¢) c U, d.h. x¢ ist innerer Punkt von U bzgl. der schwa-
chen Topologie fiir X. Aus der Beliebigkeit von xg € U folgt, dafs U in X, offen
ist. O

Das folgende Lemma, das sofort aus 2.48 (iii) und 6.3 (i) folgt, ermoglicht es,
den Grenzwert einer in X konvergenten Folge, wobei X ein normierter K-Vek-
torraum sei, zu definieren, vgl. 1.10. Eine solche Folge nennt man dann schwach
konvergent in X gegen ihren (eindeutig bestimmten) Grenzwert.

Lemma 6.7. Ist X ein normierter K-Vektorraum, so ist Xs hausdorffsch. O

Satz 6.8.

Vor.: Es seien X ein normierter K-Vektorraum, (z;)jen eine Folge in X und
rzeX.

Beh.: ]152,% =z in X; < VFEX/j_li_)IgoF(ZL'j) = F(z) in K.

Beweis klar nach 6.3 (ii). O

Korollar 6.9. Es seien X ein normierter K- Vektorraum und (x;)jen eine Folge
in X.
Ist (x5)jen schwach konvergent, so ist (||x;])jen beschrankt.

Beweis. Das Korollar folgt sofort aus dem letzten Satz und 2.67. O

Bemerkung 6.10. Sei (z;);ey eine Folge in einem normierten K-Vektorraum
X. Dann gilt wegen 6.5:

Konvergiert (z;)jen bzgl. der Normtopologie gegen ein x € X, so konvergiert
() jen schwach gegen x.

Die Umkehrung dieser Aussage ist i.a. falsch, siehe 7.15 unten.
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Satz 6.11. Seien X ein normierter K-Vektorraum und C eine konveze Teil-
menge von X.

Dann stimmt die abgeschlossene Hiille C von C in X mit der abgeschlossenen
Hiille C° von C in X tberein.

Beweis. Nach 6.5 ist C ¢ C° (auch ohne die Voraussetzung der Konvexitiit)
trivial — beachte, dafs die abgeschlossene Hiille der Schnitt aller abgeschlossenen
Obermengen ist.

Zu ,C° c C* Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit konnen wir C' # @
annehmen. Sei 29 € X \ C. Dann gilt d({z0},C) > 0 — beachte die Fufinote
auf Seite 86 —, und der Trennungssatz von HAHN-BANACH 2.52 (ii) ergibt die
Existenz eines F' € X'\ {0} sowie einer Zahl v € R mit

V.o (Re F)(z0) <v < (Re F)(x).
Es folgt

F'(] - 00,4[) fiir K =R
Fl(]—oo,fy[xR) fir K=C
UnC =g,

U := {xEXlReF($)<’7}={ }EZ/{"(xO,XS),

also gilt xg ¢C. O

Korollar 6.12. Seien X ein normierter K-Vektorraum und C eine konvexe
Teilmenge von X. Dann gilt:

(i) C ist genau dann eine abgeschlossene Teilmenge von X, wenn C eine
abgeschlossene Teilmenge von X ist.

(i) C ist genaw dann dicht in X, wenn C dicht in X ist. O

Wir zeigen in 6.15 1.), daf die Einheitssphére eines unendlich-dimensionalen
normierten K-Vektorraumes nicht schwach abgeschlossen ist. Vorher fithren wir
die folgenden Begriffe ein, obwohl wir nur den ersten an dieser Stelle bendtigen.

Definition 6.13 (Umgebungsbasis, Basis einer Topologie, erstes und zweites
Abzghlbarkeitsaxiom). Es sei X ein topologischer Raum.

(i) Sei zp € X. Dann heilt eine Teilmenge U von U°(xg, X) eine Umgebungs-
basis von xo (in X ) genau dann, wenn gilt Ve, x)Iveu V e U.

(ii) Eine Teilmenge 4 von Top(X') heift Basis von Top(X) genau dann, wenn
gilt Viyerop(x) U = Uvey,ver V-
(iii) X erfiillt per definitionem das erste Abzihlbarkeitsaziom, wenn jedes Ele-

ment xg € X eine hochstens abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt.

(iv) X erfiillt per definitionem das zweite Abzihlbarkeitsaziom, wenn Top(X)
eine hochstens abzihlbare Basis besitzt.
(Aus dem zweiten Abzhdhlbarkeitsaxiom folgt das erste und die Separa-
bilitdt des Raumes.)
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Lemma 6.14. Seien X ein normierter K- Vektorraum und xg € X.
Dann ist

k —_
{ﬂ Fnl(Ua(Fn(wO))) |k eNy A Vne{l,...,k} F.eX' " nee R+}
k=1

eine Umgebungsbasis von xg in Xs.
Beweis als Ubunyg. O
Beispiel 6.15. Sei X ein unendlich-dimensionaler normierter K-Vektorraum.

1.) Die Einheitssphire S := {z € X|[|z| = 1} ist eine nicht-abgeschlossene
Teilmenge von Xj, genauer ist die abgeschlossene Hiille 5° von S in X,
gleich der Einheitsvollkugel B1(0).

2.) U1(0) ist eine nicht-offene Teilmenge von X, genauer ist der offene Kern
U1(0)°® von U (0) in X leer.

[ Zu 1.): Wir beweisen zunéchst
vmoEU1 (O)VUGZ/P(mO,XS) UnS+w. (420)
Zu (420): Seien xq € U1 (0) und U € U*(xp, Xs). Aus 6.14 folgt, dak es geniigt,
den Fall .
—1
U= Fe (Us(Fi(20))), (421)
k=1
wobel k € Ny, Ve 1y Fis € X’ und ¢ € R, seien, zu betrachten. Nun existiert

Yo € X N {0} mit
Viet,...ky Fr(y0) =0, (422)

denn andernfalls wire die K-lineare Abbildung
X —KF z+—> (Fi(x),...,Fr(x)),

injektiv, im Widerspruch zu dimg X = oo.
Wir definieren eine stetige Funktion ¢: [0, oo[ — [0, o[ durch

Vie[0,00[ P(t) = [0 + tyol|-

Dann gilt ¢(0) = |zol| < 1 und limye ¢(t) = oo — beachte xg € Ui (0) und
yo # 0 sowie (C e Ry A |p| € C) = Vier, t|lyol € C + |Jxo| —, also folgt aus dem
Zwischenwertsatz der Analysis I die Existenz einer Zahl tg € R, mit ¢(tg) =1,
d.h.

1‘0+t0y065.

Ferner gilt Fy(xo + toyo — o) U2 0 fiir jedes K € {1,...,k}, also wegen (421)
auch
To+toyo € U.

Damit ist (420) gezeigt.
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Aus (420) ergibt sich S c B;(0) ¢ S”, also mittels 6.11
S° c B (0)c S

Zu 2.): Angenommen, es existierte zg € U1(0)°® ¢ U1(0). Dann gibe es auch
U e U(xg, Xs) mit U c U1(0). Analog zu Beweis von (420) folgte die Existenz
von yog € X N {0} und tg € R, mit

lzo +toyoll =1 und  xo+toyo €U,
im Widerspruch zu U c U;(0). |

Satz 6.16. Seien X,Y normierte K-Vektorrdume und T: X - Y eine K-lineare
Abbildung. Dann gilt:

TeLlg(X,)Y)<=T: Xs—Y; ist stetig.

Beweis. ,=“ Nach 6.3 (iii) ist zu zeigen, dak fiir jedes G € Y’ die K-lineare
Funktion
GoT: X, —K

stetig ist. Seien daher G € Y', ( € K und ¢ € R;. Aus der Voraussetzung der
linken Seite folgt G o T € X', also ist U := (GOT)I(Ue(C)) eine in X, offene
Menge mit (G oT)(U) c U.(¢). Hieraus folgt die Stetigkeit von G o T: X, - K.

»<" 6.3 (iii) und die Voraussetzung der rechten Seite ergeben die Stetigkeit
von GoT: Xy - K — und damit offenbar auch die von GoT: X - K — fiir jedes
GeY'

Angenommen, 7: X — Y ist nicht stetig, d.h. nach 2.11 ,(ii) < (iv)*, daf
T: X - Y kein beschrinkter Operator ist. Dann kann 7'(B;(0)) keine be-
schrinkte Teilmenge von Y sein, also existiert nach 2.67 ein G € Y’ derart,
dak G(T'(B1(0))) eine unbeschrinkte Teilmenge von Y ist, und GoT: X — K

ist erneut nach 2.11 (ii) <> (iv)“ nicht stetig, Widerspruch! O

Wir erinnern daran, daf wir zu einen normierten K-Vektorraum X in 2.60
durch

VeexVrex: (ix(x)) (F) = F(x)

einen kanonischen isometrischen K-Vektorraum-Homomorphismus

erhalten haben, der folglich injektiv und stetig ist.

Definition 6.17 (Die schwache-*-Topologie des topologischen Dualraumes). Ist
X ein normierter K-Vektorraum, so heifst die schwache Topologie fiir X’ bzgl.
ix(X) ¢ X" die schwache-%-Topologie fir X'. Den topologischen Raum, der
aus der Menge X' zusammen mit dieser Topologie besteht, bezeichnen wir mit
X;* '39

¥Warnung. In [20] wird X/, in unserem Sinne mit X bezeichnet.
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Bemerkung. Sei X ein normierter K-Vektorraum.

1.) Top(X},) ist grober als Top(X?’), und letztere ist grober als die durch die
Operatornorm induzierte Topologie fiir X”.

2.) Die Bezeichnung schwache-*-Topologie rithrt daher, daf viele Autoren den
topologischen Dualraum mit X* bezeichnen. Konsequenterweise miifsten
wir hier eigentlich von der ,schwachen-'-Topologie” reden. Dies wire aller-
dings vollkommen uniiblich.

Analog zu oben erméglicht das folgende Lemma, vom Grenzwert einer in X/,
konvergenten Folge zu sprechen, wobei X ein normierter K-Vektorraum sei. Eine
derartige Folge heilt dann schwach-*-konvergent in X' gegen ihren (eindeutig
bestimmten) Grenzwert.

Lemma 6.18. Ist X ein normierter K-Vektorraum, so ist X!, hausdorffsch.

Beweis. Seien Fy, Fy € X' mit Fy # F». Dann existiert € X derart, daff gilt
(ix(z)) (F1) = Fi(z) # Fo(z) = (ix (2)) (F2).
Daher folgt das Lemma aus 6.3 (i). O

Satz 6.19.

Vor.: Es seien X ein normierter K-Vektorraum, (Fj)jen eine Folge in X' und
FeX'

Beh.: jlim Fj=F in X/, <= Vgex jlim Fj(z) = F(x) in K.

Beweis klar nach 6.3 (ii). O

Bemerkung. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Der letzte Satz rechtfertigt,
daf die Topologie fiir X!, in [20] die Topologie der punktweisen Konvergenz fir
X' genannt wird.

Korollar 6.20. Es seien X ein K-Banachraum und (F}) ;e eine Folge in X'.
Ist (Fj)jen schwach-%-konvergent, so ist (||Fj|)jen beschrinkt.

Beweis. Seien (F})jeny schwach-#-konvergent und H := {F}; | j € N}. Nach 6.19
ist H(x) fir jedes x € X beschrinkt, also folgt aus 2.64, dakt H beschriankt in
X' ist. O
Hauptsatz 6.21 (Satz von BANACH-ALAOGLU).

Vor.: Sei X ein normierter K- Vektorraum.
Beh.: Die Einheitsvollkugel B' := {F € X'||F|| < 1} ist kompakt in X.,.

Beweis. Wir setzen fiir jedes x € X
Xy =K

und versehen X..x X; mit der Produkttopologie, vgl. B.1. Die Topologie fiir
Xeex Xy = KX ist also die grobste Topologie bzgl. derer fiir jedes = € X die
Abbildung

Tg: XX;_>K> f'_)f(x)v
reX
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stetig ist. Da Top(X],) die grobste Topologie fiir X’ ¢ KX = X,x X; ist bzgl.
derer fiir jedes € X die Abbildung

ix(z): X' —K, F+— F(x),

stetig ist, stimmt der topologische Teilraum mit zugrundeliegender Menge X'
von Xy X; mit X, iiberein.
Definieren wir nun fiir jedes x € X die kompakte Menge

Ba = By (0) < K,

s0 ist Xyex By nach dem Satz von TYCHONOFF B.3 eine kompakte Teilmenge
von Xgex X, und zum Nachweis des Hauptsatzes bleibt wegen 1.41 (i) zu zeigen,
daf B’ eine abgeschlossene Teilmenge von Xex By ist.

Wir behaupten

B'= () {feXB;If(w+y)=f(w)+f(y)Af(Aw)=Af(w)}- (423)

z,yeX, AeK reX
| Zu (423): ,,c* ist wegen wegen
Vrep Voex |F(2)] < [ Fl|z]| < |zl

klar.
,2* Jedes Element f der rechten Seite von (423) ist K-linear, und es gilt
wegen f € Xeex By
Vaex |f(2)] <),

d.h., daR f stetig ist sowie | f]| <1, also f € B'. |
Wegen der Stetigkeit der Abbbildung

Tilxex B X By — K
reX
fiir jedes T € X ist jede der im Schnitt der rechten Seite in (423) auftretenden
Menge als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen. Somit
ist B’ nach (423) eine abgeschlossene Teilmenge von Xcx B. O

Satz 6.22. Sei X ein separabler normierter K- Vektorraum, d.h. genau, daff X
eine hiochstens abzahlbare (bzgl. der Normtopologie) dichte Teilmenge besitzt.
Dann erfillt X!, das erste Abzihlbarkeitsaziom.

Beweisskizze. Sei M eine hochstens abzdhlbare dichte Teilmenge von X. Zu
vorgegebenem F' € X’ bilden die Mengen

1 ~ ~ 1
U(Fian i) = {F e X Vaegrom F0) - Fal < -}
m m

m

k
- N ix (@) (UL (F(ze)) € UF,XL,),

wobei k,m € N, und z1,...,z; € M seien, eine abzidhlbare Umgebungsbasis von
Fin X!,. O
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Charakterisierung reflexiver Raume

Der Vollstindigkeit halber sei hier noch einmal erwdhnt, daf ein normierter
K-Vektorraum X genau dann refleriv heift, wenn ix: X — X" sogar eine K-
Vektorraum-Isometrie ist.

Bemerkung. Wegen des folgenden Satzes 6.23 (iv) ,,=* ist jeder reflexive K-
Vektorraum ein K-Banachraum. JAMES [14] hat gezeigt, daf ein K-Banachraum,
der isometrisch zu seinem topologischen Bidualraum ist, nicht reflexiv zu sein
braucht.

Satz 6.23. Sei X ein normierter K-Vektorraum. Dann gilt:
(1) X reflexiv — X! = X.,.

(ii) Ist X reflexiv und W ein abgeschlossener K-Untervektorraum von X, so
1st auch W reflexiv.

(iii) Sind Y ein weiterer normierter K-Vektorraum und T: X —Y ein K- Vek-
torraum-Isomorphismus, so ist X genau dann reflexiv, wenn Y reflexiv
15t.

(iv) X refleviv <= X K-Banachraum und X' refleziv.

Beweis. (i) ist wegen der Definitionen von X und X!, klar.
Zu (ii): Sei X reflexiv, und bezeichne j: W - X die Inklusionsabbildung.
Nach 2.63 kommutiert das folgende Diagramm:

Wwe—7 . X
iw ix
W// j" ‘X'//

Wir haben zu zeigen, daf iy : W — W surjektiv ist. Sei daher ¥ e W". Dann
existiert (wegen der Reflexivitit von X) ein Element x € X mit j”(¥) = ix(x),
also

2.58(ii)

Vrex' W (Flw) = ¥(F o) G @N)(F) = (ix (2))(F) = F(z).  (424)

Es folgt = € W, denn andernfalls géibe es wegen der Abgeschlossenheit von W
nach 2.48 (i) ein Funktional F' € X' derart, dak F(z) >0 und F|w =0, d.h.
U(F|lw) =0, gilt, im Widerspruch zu (424). Nunmehr zeigen wir

jw(z) = V.

Zum Nachweis hiervon seien f € W' beliebig und F' € X' mit F|y = f geméf
der funktionalanalytischen Version“ des Fortsetzungssatzes von HAHN-BANACH
2.47 gewdhlt. Dann gilt

w(f) “2) P2) " f(@) = (iw (@) ().
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Zu (iii): Sei X reflexiv. Da das Diagramm

T
X Y
ix iy
)('// T” Y//

dann kommutiert, folgt erneut aus 2.63, und somit ist ¢y surjektiv, also Y re-
flexiv. Dies geniigt offenbar zum Nachweis von (iii).

Zu (iv): ,=" Sei ix: X - X" eine K-Vektorraum-Isometrie. Wegen 2.16 ist
somit X ein K-Banachraum. Zu zeigen bleibt die Surjektivitdt des Operators
Z‘X’: X/ — X/// = (X//)/.

Sei also f € X", Dann gilt offenbar

Fi=foiyeX’ (425)

und zu jedem ® € X" existiert (genau) ein x € X mit

o =ix(z), (426)
also folgt
@) “2 f(ix () “B) F(2) = (ix () (F) "2V &(F) = (ix: (F))(),
d.h. ix/(F) =f.

»,<" Sei X' reflexiv. Dann folgt aus der bereits bewiesenen Richtung ,=*, dafs
X" reflexiv ist. Des weiteren ist ix(X) eine abgeschlossene Teilmenge von X"
— beachte, daf ix: X - X" ein isometrischer K-Vektorraum-Homomorphismus
und X nach Voraussetzung der rechten Seite vollsténdig ist, sowie 1.20 (ii). Nun
ergibt (ii) die Reflexivitdt von ix (X) und somit (iii) die von X. O

Aufgrund des folgenden Satzes interessieren wir uns fiir das Bild eines nor-

mierten K-Vektorraumes X unter ix: X - X" in | X, |:= (X').,

S%°

Satz 6.24. Sei X ein normierter K-Vektorraum, und (ix (X))s« bezeichne den
topologischen Teilraum mit zugrundeliegender Menge ix(X) von X7,.
Dann ist ix: Xg — (ix(X))s« ein Homdomorphismus.

Beweis. 1.) Trivialerweise ist ix: X — ix(X) bijektiv.
2.) Jede in (ix(X))s« offene Menge ldft sich als beliebige Vereinigung end-
licher Schnitte von Mengen der Form

~3(F)
(@ e X" (ix/(F))(®) € V}nix(X)
{ix(@)|zeX A (ix(2))(F) eV},

~———
=F(x)

ix/(F) (V) nix(X)
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wobei F' € X' und V € Top(K) sind, schreiben, welche
{zeX|F(z)eV}=F (V) e Top(X,)

als Urbild unter ¢x besitzen. Hieraus folgt offenbar die Stetigkeit der Abbildung
ix: Xg = (ix(X))sx-

3.) Jede in X offene Menge ldfit sich als beliebige Vereinigung endlicher
Schnitte von Mengen der Form

F'(V)={zeX|F(z) eV}

wobei F' € X' und V € Top(K) sind, schreiben, welche
. 0. T L ) .
{ix(z)|zeX A F(z) eV} ix/(F) (V) nix(X) e Top((ix(X))sx)

als Bild unter ix besitzen. Wegen der Injektivitdt von ix folgt hieraus offen-
bar, dak ix: X5 — (ix(X))s« eine offene Abbildung ist — beachte u.a., daf fiir
injektive Abbildungen der Schnitt der Bilder gleich dem Bilde der Schnitte ist.

Mit 1.) - 3.) ist der Satz bewiesen. O

Satz 6.25.
Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und B" := {® e X" ||®| < 1}.
Bebh.:

(i) ix(B1(0)) ist in dem topologischen Teilraum B mit zugrundeliegender
Menge B" von X dicht.

(i1) ix(X) ist dicht in X7,.

Hétten wir die wir den Trennungssatz von HAHN-BANACH 2.52 (ii) auf dem
Niveau hausdorffscher lokal-konvexer K-Vektorraume bewiesen, so folgte hieraus
Teil (i) der Behauptung, vgl. [3, Proposition V.4.1]. Wir benétigen zum Nachweis
allerdings das folgende Lemma, das wir auch beim Beweis des u.g. Hauptsatzes
6.27 ausnutzen werden.

Lemma 6.26. Seien X ein normierter K-Vektorraum, ® € X" mit |®| < 1,
keN, und Fy,...,Fy € X'. Ferner sei h: X - R definiert durch

k
Vaeex h(x Z F.(z)[

Dann gilt inf{h(x) |z € B1(0)} =0.

Beweis. Seien
k
I:=inf{h(z)|z € B1(0 —1nf{z )|2|xEBl(0)}20 (427)

und (z;)en eine Folge in By (0) mit

= lim 2 |®(F,) - Fu(x) . (428)

l—>oo
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Es gilt fiir jedes k€ {1,...k}
Vien [ Ex ()| < [Esll ]l < [ Fll

also existieren nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS ein gewisses &, € K
und eine Teilfolge von (F; (z;) )en, die gegen &, konvergiert. Wir kénnen offenbar
ohne Einschrankung annehmen

vne{l,...,k} llilg Fn(xl) =&k (429)
und setzen
vne{l,...,k} CH = (I)(Fn) - 55 € K, (430)
d.h.
k
428)—-(430
7 D S (431)
k=1
Es folgt
k —
v:ceBl(O) Z RG(CH (F,{(l’) - 5/{)) <0. (432>
k=1

[ Zu (432): Seien z € B1(0), t € ]0,1] und [ € N. Dann gilt t z+(1-t) z; € B1(0)

sowie

427 k
“20 YR - Filt+ (1 - D)l

k
= Y IP(E) - Fular) ) ~t (Fu(x) ~ Fu(x))P

k=1 ~
=g =Wk
k k
= Z(Un_wﬁ)(vﬁ_wn)=Zvﬁm_vnw_n_vﬁw_n"'wnw_ﬂ
k=1 k=1

k
= Z |v,§|2 - 2Re(v, wy) + |w,§|2

k=1
k k
= Z_:llq)(Fn) = Fa(x)? -2t Z_;Re((Fm(w) = F (1)) (®(Fy) - Fi(21)))
k
+ 2 Z_;|Fn(w) — Fy(z))?

Die letzte Ungleichung sowie (429) - (431) ergeben durch Grenzwertbildung fiir

| - o0
k k
I<I-2t Y Re(Fu(z) -€)G) + 12 Y [Fule) - &%,
k=1 k=1
d.h.

I/\

t
2 Re((Fi(2) =€) Go) < 5 Z [P () = &P,
und wegen der Beliebigkeit von ¢ € ]0,1] muf (432) gelten. |
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Sei nun

k
Fi=Y (. F.eX'. (433)
k=1
Dann folgt aus (432)
k: —_
Vaen 0y ReF(x) < Re ( > ,.@5,@) , (434)
k=1
und wir behaupten
k —
Il e L Toe). (435)
k=1

d.h.
) (434) k
|F(#)| = F(e7?%) =Re F(e7®Z) < Re| Y e
—— k=1
€[0,00[

Hieraus, der Beliebigkeit von & € By (0) sowie (97) ergibt sich (435). ]
Auferdem konvergiert (|F(z;)])en wegen (433), (429) gegen |¥F_, Cq&al.
Somit folgt aus (97) und Viey z; € B1(0)

k —
1E] > ZlCn €x
Letzteres sowie (435) implizieren
ko 2 ko 2 ko
(Re(z Cngn)) + (Im(z Cngn)) < ”F” SRG(Z Cﬂgli)v
k=1 k=1 k=1
also gilt
IF| = Z Cr b (436)
SchlieRlich ergibt sich
(m)Z@@@”Z@ ) - &) XD o(r) - P < o (F)] - |
|| ||—
< JFIdef-1) 0
und somit wegen (427): inf{h(x) |z € B1(0)} = 0. O

Beweis des Satzes. Zu (i): Zunéchst bemerken wir ix (B1(0)) ¢ B”. Es seien
®eB"und U eU(P, X,). Wegen 1.15 (ii) und 1.7 ist (UnB")nix(B1(0)) + @
zu zeigen, d.h.

Uﬂix(Bl(O)) + J.
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Als Umgebung von ® in X!, enthélt U eine Menge der Form
k — =1 "
QZX’(FH) (Vi) ={¥eX |vne{1,...,kz} U (Fy) € Vil

wobei k € Ny, Fi,...,F, € X' sowie Vj € UN(P(F1),K),..., Vi € U(DP(F}),K)
sind, also existiert eine Zahl € € R, mit

Unix(B1(0)) > {zx(x) |2 € B1(0) A Vyeqr, . i3 |P(Fr) = Fu()] < \/%}7

S [B(Fe)Fa(2)2<

und die rechte Seite ist wegen des vorherigen Lemmas 6.26 nicht leer.
Zu (ii): Fiir jedes t € R, ist der zu

Sy X — X, xr—tu,
bitransponierte Operator, vgl. 2.58 (ii), auch als Abbildung
S X! — X!, dr—td,

stetig — beachte, dal Top(X!,) als schwache Topologie fir X" bzgl. ix/(X")
definiert ist — mit stetiger Umkehrabbildung S’ X, - X, also ein Homdo-
morphismus, und es gilt nach 2.63

StIIOiX =iXOSt.

Daher folgt aus (i)

* S S %

S{(B") = S/ (ix(B1(0) ) = 8/ (ix (B1(0)) =ix(Se(B1(0)) cix(X) ,

wobei A°" die abgeschlossene Hiille einer Teilmenge A von X" in X" bezeichne.
Somit ergibt sich

X" = U S{’(B”) Cix (X)S*
teR 4

Hauptsatz 6.27.

Vor.: Sei X ein normierter K- Vektorraum.

Beh.: X ist genau dann refleviv, wenn die Einheitsvollkugel B1(0) in dem to-
pologischen Raum X kompakt ist.

Beweis. B” bezeichne erneut die Einheitsvollkugel in X”.

»,=* Sei X reflexiv. Dann folgt zunichst B"” =ix (B1(0)) sowie aus 6.24, daf
ix: Xs - X! ein Homdomorphismus ist, und sodann wegen der Kompaktheit
von B"” in X!, (nach dem Satz von BANACH-ALAOGLU 6.21 — angewandt auf
X' anstelle von X ), daf B1(0) kompakt in X ist.

»,<"* Sei B1(0) in X kompakt. Zu zeigen ist die Surjektivitdt des isometri-
schen K-Vektorraum-Homomorphismus ix: X — X”. Hierflir geniigt es, nach-
zuweisen, dak ix|p, (o) B1(0) - B surjektiv ist.
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Sei also ® € B”. Fiir jedes F' € X' setzen wir

Ap =T ({8(F)}) nBi(0) = {x e Bi(0)| Flz) =%(F)}

=(ix (z))(F)
und behaupten:

(Ap)Fpex ist ein zentriertes System in Bj(0) ¢ X abgeschlossener Mengen.
(437)
Dann folgt aus der Kompaktheit von B;(0) in X sowie 1.40 (i) = (ii)*

m Ap + @,
FeX'
d.h. genau 3,¢p,(0) ix(7) = ¥, und dies wollen wir gerade zeigen.

Zu (437): 1.) Dak Ap fiir jedes F € X' eine in dem topologischen Teilraum
B1(0) von X abgeschlossene Teilmenge ist, folgt sofort daraus, daf Top(Xs)
die grobste Topologie fiir X ist, so daf alle F' € X’ stetig sind.

2.) Seien k e N, und Fi,..., F, € X'. Mit Fy,..., Fy ist dann auch h: X; > R,
definiert durch

k
Voex h(z) = Zl |®(F.) - Fo(2)P,

eine stetige Funktion, die folglich auf der kompakten Teilmenge B;(0) von X,
ihr Minimum annimmt. Somit existiert wegen 6.26 ein xo € B1(0) mit h(zg) =0,
d.h. F;(zg) = ®(xo) fiir alle k€ {1,...,k}, also gilt

k
ﬂAFH *+ .

k=1
Daher ist (Ap)pexs ein zentriertes System. O

Korollar 6.28.
Vor.: Sei X ein normierter K- Vektorraum.
Beh.: X reflexiv <= X K-Banachraum und X} = X.,.

Beweis. ,,=" ist bereits nach 6.23 (iv) ,=* und (i) klar.

»<=“ Aus X! = X/, und dem Satz von BANACH-ALAOGLU 6.21 folgt, dafs
die Einheitsvollkugel B’ := {F ¢ X'||F| < 1} eine kompakte Teilmenge von
X! ist. Nach dem letzten Hauptsatz 6.27 ist daher X' reflexiv. Hieraus, der
Voraussetzung, dall X ein K-Banachraum ist, sowie 6.23 (iv) , <= ergibt sich
die Reflexivitdt von X. O

6.27 und der u.g. Satz von EBERLEIN-SMULIAN 6.33 ergeben eine weitere
Charakterisierung der Reflexivitdt — beachte, dafs die Einheitsvollkugel eines
normierten K-Vektorraumes als konvexe abgeschlossene Teilmenge nach 6.12 (i)
auch bzgl. der schwachen Topologie abgeschlossen ist.

Hauptsatz 6.29.

Vor.: Sei X ein normierter K- Vektorraum.

Beh.: X ist genau dann refleviv, wenn die Einheitsvollkugel B1(0) in dem to-
pologischen Raum X, folgenkompakt ist. O
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Bemerkung.

1.) Daf aus der Reflexivitit eines K-Vektorraumes die schwache Folgenkom-
paktheit der Einheitsvollkugel folgt, ergibt sich auch ohne Verwendung des
Satzes von EBERLEIN-SMULIAN aus 6.27, vgl. z.B. [13, Satz 14.9]. In loc.
cit. wird begriindet, dafs es geniigt, separable K-Vektorrdume zu betrach-
ten, und dann 6.24, 6.23 (i) sowie 6.22 verwendet. Kompakta, die das erste
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen, sind nach [13, Anhang [.4] folgenkompakt.

2.) Die schwache Folgenkompaktheit der Einheitsvollkugel besagt iibrigens
genau, dak jede beschrankte Folge eine schwach konvergente Teilfolge be-
sitzt. Man konnte 6.29 , =% daher als schwachen Satz von BOLZANO-
WEIERSTRASS bezeichnen.

Die Approximationsaufgabe

Seien X ein normierter K-Vekrorraum, a € X und C eine nicht-leere Teilmenge
von X. Die Approzimationsaufgabe | A(a,C') |lautet, (mindestens) ein z € C' mit

la -] =inf{la-ylly e C} =" d({a},C)

zu finden. Wir betrachten im folgenden nur solche Teilmengen C' von X, die
sowohl abgeschlossen als auch konvex sind.

Bemerkung 6.30.

1.) Soll A(a,C) fiir jedes a € X (mindestens) eine Losung besitzen, so muf
C abgeschlossen in X sein. Ist €' némlich nicht abgeschlossen, so existiert
a, € C'~C, also gilt d({a.},C) =0, und A(a.,C) besitzt keine Losung.

2.) Es ist anschaulich klar, da es im Falle n € N, und X = R" nicht-konvexe
Teilmengen C' von X und a € X gibt so, dak A(a,C) mehrere Losungen
besitzt. Dies gilt z.B. fir C =R~ ]-1,1[ cR und a =0.

Satz 6.31.

Vor.: Seien X ein reflexiver K-Vekrorraum, a € X und C eine nicht-leere ab-
geschlossene konvexe Teilmenge von X.

Beh.: A(a,C) besitzt (mindestens) eine Losung.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durch das folgende Lemma vor.

Lemma 6.32. Seien X ein normierter K- Vektorraum, (x;);en eine Folge in X
und x € X.
Dann gilt:
lim z; =2 in Xy = ||z| <liminf |z;].
J—>00 j—oo
Beweis. Sei also (x);en schwach konvergent gegen x. Ohne Einschrankung
gelte z # 0. Dann existiert nach 2.48 (ii) ein Funktional F' € X' mit F'(z) = |z||
sowie |F| =1, und fiir jedes j € N gilt |F(z;)| < |F|||z;| = ||«;[|. Daher folgt
2 = 1F(2)] ° limj s | (@) = B inf oo [F (27)] < liming o |- O
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Beweis des Satzes. Sei (y;)jen eine Folge in C' mit

Jim fla - y;] = d({a}, C). (438)

Dann ist (]|y;|)jen beschrankt, also konnen wir ohne Einschrankung annehmen,
dafl Vjeny; € B1(0) gilt. Nach 6.29 existiert daher wegen der Reflexivitit von X
eine Teilfolge von (y;)jen, die gegen ein gewisses x € By(0) in X konvergiert.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte

lim y; =2 in X, (439)
j—o0
d.h. (z.B. nach 6.8)
lima-y; =a-2in X;. (440)
]—)oo

Da (y;)jen eine Folge in C ist, folgt aus (439)
zeC 2 0=c, (441)

beachte, dafs C' eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von X ist. Auferdem
ergeben (440) und 6.32

Ja - ] < limint fa - g, (442)
Jj—o0

Schlieflich gilt

(441)
<

d({a},C)

(442) (438)
la -] < liminffa -y;| = =" d({a}, C),
und z € C ist somit eine Losung von A(a,C). O

Anhang: Der Satz von EBERLEIN-SMULIAN

La. ist die schwache Topologie eines normierten K-Vektorraumes nicht metri-
sierbar. Dennoch gilt das folgende Resultat.

Hauptsatz 6.33 (Satz von EBERLEIN-SMULIAN).

Vor.: Sei X ein normierter K- Vektorraum.

Beh.: Eine Teilmenge von X ist genau dann kompakt in X, wenn sie sowohl
abgeschlossen in Xs als auch folgenkompakt in X ist.

Fiir K-Banachrdume haben SMULIAN 1940 in [23] fiir abzihlbar kompakte
Teilmengen die Hinrichtung und EBERLEIN 1947 in [9]| die Riickrichtung der
Behauptung bewiesen, daher rithrt der Name des Satzes. Es gibt (wie bei fast
jedem mathematischen Satz) Verallgemeinerungen, die ebenso genannt werden.
Wir skizzieren den Beweis des nichstgenannten Hauptsatzes — jener folgt der
Beweisfithrung in |6, Chapter III], die urspriinglich 1967 von WHITLEY |[24]
prasentiert wurde, — und zeigen, daff 6.33 leicht daraus folgt. Wir weisen an
dieser Stelle bereits ausdriicklich auf die erste Bemerkung auf Seite 256 hin!
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Definition 6.34 (Relative Folgenkompaktheit). Es seien X ein topologischer
Raum und K eine Teilmenge von X.

K heifit relativ folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge in K eine in X
konvergente Teilfolge besitzt.

Hauptsatz 6.35.
Vor.: Seien X ein normierter K-Vektorraum und K eine Teilmenge von X.
Beh.: K cc X, < K relativ folgenkompakt in X.

Beweisskkizze. 1.) Sei W ein normierter K-Vektorraum. Eine Teilmenge H
von W' heifst total genau dann, wenn (Vpey F(w) =0) = w =0 fir alle w e W
gilt.

2.) Ist W ein nicht-nulldimensionaler separabler normierter K-Vektorraum,
so besitzt W' eine abzéhlbare totale Teilmenge, die in {F € W'|||F|| = 1} ent-
halten ist.

[ Ist ndmlich {w;|j € N} eine abzéhlbare dichte Teilmenge von W — beachte,
daf eine dichte Teilmenge von W nicht endlich sein kann —, so kann man offenbar
Vjenwj # 0 annehmen, und es existiert nach 2.48 (ii) zu jedem j € N ein F; e W’
mit Fj(w;) = |w;| sowie |Fj|| = 1. Dann ist {F;|j € N} total, denn wegen
{w;|jeN} = W existiert zu jedem w € W mit V ey Fj(w) = 0 sowie jedem
e e R, ein jp € N mit .

o - il <,
also folgt
€

”wjo” = |Fjo(wj0)| = |Fj(w _wjo)l < ”Fjo” ”w —’ijH < D)

und [wl| < fw —wj, || + [wjo || <e. |

3.) Sei W ein normierter K-Vektorraum derart, dafs W' eine abzihlbare
totale Teilmenge, die in {F € W'|||F| = 1} enthalten ist, besitzt. Dann ist jeder
kompakte topologische Teilraum von Wy metrisierbar.

[ Ist {Fj|j € N} eine abzahlbare totale Teilmenge von {F ¢ W'|||F| = 1},
die dicht in W' liegt, so wird durch

- — 1 - -
Vw,gew d(w, 0) = z%ﬁ |Ej(w - w)| (< |w-w] <o)
j=

eine Metrik d auf W definiert. (Hier geht die Totalitét von {Fj|j € N} ein!)
Sei nun K eine Teilmenge von W derart, daf der topologischer Teilraum K
mit zugrundeliegender Menge K von Wy kompakt ist. Zu zeigen bleibt, daf

ldf(' I?S b (R:,df('xf(')

ein Homoomorphismus ist. K, ist kompakt und (K, d 7xfe) als metrischer Raum
hausdorffsch, also geniigt es, die Stetigkeit der Abbildung idz: K- (K,d Bt
zu beweisen, beachte 1.45.

Zunichst ist K bzgl. ||...| beschrinkt. (Dies folgt aus 2.67, denn fiir alle
F eW'ist F: Wy - K nach der Definition der schwachen Topologie stetig, und
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die Kompaktheit von K in W, ergibt mittels 1.44 die Kompaktheit — und damit
die Beschranktheit — von F(K) c K.) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

gelte daher _
Kc{weW||w| <1}.

Seien wp € K und € € R,. Dann existiert also eine Zahl jo € N mit

= 1 = 1 1 &1 1 e
Y = Z —”F””’UJ—UJOHS Z — = — — = — < —.
wek P 9j+1 _i - o 27 92Jo = 27 920 2
Des weiteren gilt
~ €
V o= {wEK|Vje{07...7j0}|Fj(w—'U)())l< m}
Jo 4 K . . -
= |NE (UZ_(0)|nK € U(wo, K,)
3=0 2.270+1
und '
Jo 1 o+l 5
Yuwer D, ij|Fj(w - wo)| < 2°7|Fj (w —wo)| < 5
7=0
Insgesamt ergibt sich fiir jedes we V'
> 1
d(w,wy) = Z W|F}'(w_w0)|
7=0
b, 1 |
< ) W|Fj(w—w0)|+ D3 WIIFjIIIIw—onI <e,
J=0 J=jo+l

d.h. idz(V) ¢ {w € K |d(w,wo) < e}. Folglich ist idz: K - (K,dz, ) stetig. |
4.) Beweis von , = Seien K cc X, und (z;)jen eine Folge in K. Ohne
Einschriankung sei (z;)jen nicht konstant. Setze

W := Spang {z;|j e N} (# {0}),

d.i. die abgeschlossene Hiille der Menge alle Linearkombinationen Zﬁo Ajxj,
wobei \; € K nur fiir endlich viele j € N ungleich Null ist, bzgl. der Normtopo-
logie. Dann ist W nach 2.8 (ii) ein abgeschlossener K-Untervektorraum von X
und wegen seiner Konvexitét — beachte Beispiel 5.) zu 2.37 (iv) — sowie 6.12 (i)
auch eine abgeschlossene Teilmenge von X. Aus K cc X, folgt mittels 1.41 (i)
des weiteren K nW cc X, also insgesamt

{zjljeN}c KnW cc Wy,

denn der topologische Teilraum mit zugrundeliegender Menge W von X stimmt
mit W {iberein. Letzteres liegt daran, dak ein Element von Topy (W) bzw.
Top(WS5) sich als beliebige Vereinigung endlicher Schnitte von Mengen der Form

F' (V)W =Fliy (V) mit Fe X’ (also insbes. Fly € W') und V ¢ Top(K)

bzw.

7' (V) mit fe W’ und V e Top(K)

schreiben laft, und zu jedem f € W' nach 2.47 ein F € X' mit F|y = f existiert.
Da W # {0} als normierter K-Vektorraum separabel ist (weil
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k .
e _ Qim Falle K=R L
{JZE)A]xylkENund )\jE{ Q+1Q im Falle K = C fir j € {0,...,k}

dicht in W liegt), ergeben 2.) und 3.) nun, daf der kompakte Teilraum K n W~
von W, metrisierbar ist, also besitzt (x;)jeny nach 1.50 (i) = (ii)* eine in W, ¢ X,
konvergente Teilfolge. Damit ist die relative Folgenkompaktheit von K in X
gezeigt.

5.) Sei E ein endlich-dimensionaler K-Untervektorraum von X”. Dann exi-
stieren k € Ny und Fy,...,Fp e S :={F e X'|||F| = 1} mit

Vaer I < max(W(F||n e {1, k).

| £ ist in kanonischer Welse ein endlich-dimensionaler normierter K-Vektor-
raum, also ergibt 2.35 (i) = (iii)* die Kompaktheit der Einheitsvollkugel von
E. Offenbar ist dann auch die Einheitssphire Sg := {U € E||¥|| = 1} kompakt,
und es existieren k € N, sowie Uq,..., ¥y € Sg derart, daf gilt Sg c UIZ:1 Uk,
wobei Uy, := {¥ € E||V -U,]| < 4} fur K € {1 ..k} sei. Zu jedem solchen k
gibt es des weiteren ein Fy € S’ mit ¥, (F,.)| > 3 Nun existiert zu jedem ¥ € Sg
eine Zahl kg € {1,...,k} mit [ - P, [ <1 dh

(W (Frag) < T(W = W) (Fieg)| + [ Wio ( Ho)l S =W [ 1o | + 19 g (Fsy )

3 1
[Wio ()| 2 |9 (Flo ) = W = \I’HOIIIIFKOII>4 i

max{|¥(F,)||rke{1,...,k}} > 5

)

l\')lr—t

Fiir beliebiges ¥ € E'~ {0} folgt hieraus das Gewiinschte, indem man von ¥ zu
”i—” € Sg iibergeht, und fiir ¥ = 0 ist nichts zu zeigen. |

6.) Beweis von ,,<=*: Sei K relativ folgenkompakt in X,. Aus 6.8 folgt dann,
dal F(K) fiir jedes F € X’ relativ folgenkompakt in K und somit offenbar
beschriankt ist. 2.67 ergibt dann die Beschrénktheit von K c X, also ist auch
ix (K) c X" beschrinkt. Somit folgt aus dem Satz von BANACH-ALAOGLU 6.21

und 1.41 (i), dak die abgeschlossene Hiille ix (K )s* eine kompakte Teilmenge

S *

von X/, Det (X7")%, ist. Zu zeigen bleibt ix(K) cix(X), denn dann liefert
6.24 die Kompaktheit von K~ in Xj.

Sei also ¢ € iX(K)S*. Ferner seien ko := 0 und aus technischen Griin-
den k_; := 0. Fiir jedes j € N werden nun rekursiv endlich-dimensionale K-

Untervektorriaume von X"

Ej = Spang {®,ix (z0), .., ix(7x;_,)} (443)

definiert und ]{Tj € N+ mit k‘j > kj—h ij71+1,...,ij €S = {F € X'l”F” = 1}
derart, dafs

Vaer, H < max{[U(F)| [ € {0, k;}} (444)
gilt, sowie x; € K mit
. 1
Ve(o,...k;3 1 (ix (25)) (F) — ©(F)| < 1 (445)

gewdhlt.
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| Wihle fiir j = 0 ein Fy € §' mit 121 <|®(F)|. GemiiR der Definition (443)
ist (444) dann trivialerweise erfiillt. Es gilt weiterhin

{0 e X" || (ix0 (Fo)) (0) ~(Fo)| < 1} = ixr (F0) (U ((Fv))) eU(®, XL%)
=W (Fp)

und (weil ® ein Beriithrungspunkt von ix (K) in X7, ist)

o + {UeX"||U(F)-D(F) <1} nix(K)
= {ix(2) [ e K A |(ix (2))(Fo) - ®(Fo)[ < 1},

also existiert g € K mit

|(ix (20)) (Fo) = ®(Fo)| < 1,

d.h. auch (445) ist erfiillt.

Sei nun j € N, und die Konstruktion fiir j — 1 bereits erfolgt. Der K-

Untervektorraum F; (L) Spang {®,ix (z0),...,ix(zr;-1)} von X" ist endlich-

dimensional. Nach 5.) gibt es zusétzlich zu den bereits vorhandenen Fp, ... s Fley
ein kj € Ny, kj > kj1, und Fy,  41,..., Fg; € S" mit (444). Analog zu oben gilt
weiterhin

1
UeX"|V A |U(F,) - P(Fk —}
{0 X Yoo W0F) = 0(E)] < —
-mw (U (@(F)) € U(@.X1L),
J+1

und (wieder weil ® ein Beriithrungspunkt von ix (K) in X7, ist)

1
5+ (WX Voo [¥(E) -0 < 5 fnix ()
. . 1
~{ix @12 K A Vo @) (B -2 < =7 )

also existiert x; € K mit (445). |

Nun folgt aus der relativen Folgenkompaktheit von K in X, die Existenz
einer Teilfolge von (x;)jen, die in X gegen ein gewisses x € X konvergiert.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte

lim z; =z in X;. (446)

J—=00

Wie zu Beginn von 4.) begriindet man, daR Spany{z;|j € N}”m” in X, abge-
schlossen ist, also folgt

x € Spang{z;|j € N}””'”,

ix(z) - @ ¢ Spang (@, ix (2;) [7 €N} 1 € X7,
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und (443), (444) implizieren

w <sup{|(ix (z) - ®)(Fi)||x € N}. (447)

Fiir alle k,j € N gilt allerdings

|(ix () = @) (Fi)| < |(ix () = @) (F)| +[(ix (25) - ix (2)) (Fy)l,
also folgt aus (445), (446) und (447): ix(z) = ®. O

Bemerkung. Der Autor dieser Seiten hat mit einer gewissen Uberraschung
festgestellt, dak die Beweisfithrung, der er folgt — ndmlich der in [6], die wie
0.g. auf [24] zuriickgeht —, an keiner Stelle erfordert, daf der betrachtete Raum
ein K-Banachraum ist; fiir einen normierten K-Vektorraum ,funktioniert® der
Beweis seines Erachtens ebenso. Es ist aber selbstverstédndlich, daft der Autor
nicht frei von Fehlern ist. Fiir einen Hinweis auf solche ist er dankbar.

Beweis des Satzes von EBERLEIN-SMULIAN 6.33. Es sei K eine Teilmenge
von X.

»,=" Ist K kompakt in X, so ist K nach 6.7 und 1.41 (ii) auch abgeschlossen
in X, d.h. K cc X;. 6.35 ,=" ergibt folglich die relative Folgenkompaktheit
von K in X, und dieselbe Argumentation wie im Beweis von 1.17 < zeigt
wegen der Abgeschlossenheit von K in X, daf K folgenkompakt in X ist.

»<=" Sei K abgeschlossen in X, und folgenkompakt in X,. Dann ist K na-
tiirlich auch relativ folgenkompakt in Xj, also gilt nach 6.35 ,<*“ K cc Xj.
Hieraus und der Abgeschlossenheit von K in X, folgt, dalt K eine kompakte
Teilmenge von Xj ist. O

Bemerkung. Obwohl W. F. EBERLEIN dies nicht bewiesen hat, wird der Satz
von EBERLEIN-SMULIAN in der Literatur gelegentlich folgendermafsen formu-
liert:

Eine Teilmenge eines K-Banachraumes ist genau dann schwach kompakt,
wenn sie schwach folgenkompakt ist.

Der Autor vermutet, daft die letztgenannte Aussage falsch ist. Um die obige
Beweisfithrung aufrecht zu erhalten, miifste eine schwach folgenkompakte Teil-
menge eines K-Banachraumes stets schwach abgeschlossen sein. Fiir die Nen-
nung eines Gegenbeispieles wire der Autor dankbar.

Ubungsaufgaben
Aufgabe 6.36. Beweise Lemma 6.14.

Aufgabe 6.37. Seien X ein normierter K- Vektorraum, (x;);en eine Folge in
X undzreX.
Zeige

!/

lim z; =z in X; < lim ix(z;) =ix(z) in X, el (X)L,

J—)OO J—)OO
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Aufgabe 6.38. Seien X ein normierter K-Vektorraum, (Fj)jen eine Folge in
X" und FeX.
Zeige
jlim Fj=F in X, = ||F| < li;ninf | E]-
Aufgabe 6.39. Seien X ein normierter K- Vektorraum, (z;);en eine Folge in
X und x € X sowie (F})jen eine Folge in X' und F € X'. Ferner gelte entweder
limz; =z in X und lim Fj = F in X, oder lim z; = in X und lim F; = F

j—o0 j—o0 j—oo j—oo
in X'.
Zeige, daff dann lim Fj(x;) = F(x) gilt.
j—o0

Aufgabe 6.40. Schwach-%-konvergente Folgen sind i.a. nicht beschrankt.

Aufgabe 6.41. Seien X ein normierter K-Vektorraum und Y ein endlich-di-
mensionaler K-Untervektorraum von X sowie a € X.

Zeige, daf$ die Approzimationsaufgabe A(a,Y) (mindestens) eine Lisung be-
sitzt.
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7 Gleichmifiig konvexe Raume

Wir weisen vor Beginn der Diskussion auf folgendes Lemma hin.

Lemma 7.1. Sei X ein normierter K- Vektorraum.
Dann sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

(i) Veer, 35k, Vagen(o) (I -yl 2e = Ll <1-5).

(1) Veer, 35, Vo yex, o] =ly]-1 (||96 —yllze =zl o4 —5).

(i1) Veer, Iser, Y yexX, |a)=[yl-1 (” As1-6=Jz-y|< 5)

(iv) Fir je zwei Folgen (x;)jen, (y;)jen in S1(0) :={z e X||z|| =1} gilt

im il g lim (z; - ;) = 0.

j—oo 2 j—o0

(v) Fir je zwei Folgen (x;)jen, (yj)jen tn X mit

limsup |z;]| <1, limsup|ly;|| <1 (448)
gilt

i it il g lim (z; - ;) = 0.

j—oo 2 j—o0

[13

Beweis. (i) = (ii)4, ,,(ii) = (iii)* und ,,(iii) = (iv)“ sind trivial.
Zu ,(iv) = (v)“ Seien also (z;)jen, (¥;j)jen Folgen in X mit (448) und

lim 122+ sl (449)
j—o0
Zunichst gilt
i = lim = 1 (450)
[ Zu (450): Aus Symmetriegriinden geniigt es, limj_ o ||z, = 1 zu zeigen.

Aus der Annahme, dies sei falsch, und (448) folgte die Existenz einer Teilfolge
(wi;)jen von (75)jeny mit limj oo |2, || < 1, also gilte

(449) .. (448)
2°=" lim ||wl-j + i, | = lim sup ||xZJ + i | < limsup ||xZJ | +lim sup ||yZJ | <" 2,
oo J—»oo ]—»oo j—>00
~————
<1

Widerspruch! |
Daher existiert jg € N derart, dal fiir alle j € N mit j > jg gilt

:Uj#O/\yj#O,

(4i1),(N3) (0

€T 2.2(iii),(N3 i so0

‘ e I gyl 4 H —ylZ5 0
i1 Tl ;1 Jn o1
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und somit

T :
Tl = im e+ 2 2.
gosi=ee ||| lysl]]  dosi—ee
Hieraus und aus (iv) folgt
i Y
.o )
josi=ee ||z fy;l
also wegen
L Yj Lj Yj
SR ET N T Izl ) sl ™
i (50
—0

die Konklusion von (v).

Zu ,(v) = (i) Angenommen, (i) gilt nicht. Dann existieren ¢ € R, und
Folgen (z;)jen, (yj)jen in B1(0) mit
ey vl 1

>1-- ,
2 j+1

Vien |25 —yjll 2 € A

im Widerspruch zu (v). O

Definition 7.2 (Gleichméfig und strikt konvexe Vektorrdume). Sei X ein nor-
mierter K-Vektorraum.

(i) X heift genau dann gleichmdfig konvez, wenn eine der dquivalenten Aus-
sagen (i) - (v) des letzten Lemmas gilt.

(ii) X heifst genau dann strikt konvexr, wenn gilt

|z +yl
Vao,eX, Jz=lyl-1 (9” =<l

Satz 7.3. Ein gleichmafig konvezer K-Vektorraum ist strikt konvex.
Beweis. Klar, denn 7.1 (ii) impliziert die Bedingung in 7.2 (ii). O

Satz 7.4 (Charakterisierung der strikten Konvexitét). Sei X ein normierter
K- Vektorraum.
Dann sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent.

(i) X ist strikt konvex.

(i) X ist strikt normiert, d.h. per definitionem
Vagexsqop Iz +yl = llz] + [yl = Irer, z = Ay).
(iii) Voyex (2] =yl =1 Az #y) = Viqoa [(1-t)z +ty| <1).
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Beweis. Zu (i) = (i) Seien z,y € X ~ {0} mit |z +y| = [|z| + |y]. Ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit gelte |z| = 1. Setze & := lﬁﬁ” = ||§1§||~ Dann
gilt |z +y - Z| = |y| und somit |2 +y| < [ly||, also folgt nacheinander

Lolgl =l = [ 2+ S8 vy < B |22 <y

= || = —_— —_— < < s
Y ) 5 9 Y 9 5 Y Y
ov ],
2

Die letzte Gleichung und die strikte Konvexitdt von X ergeben z = z, d.h.
=gy

Zu (i) = (iii)*: Seien z,y € X mit ||z|| = |ly| =1 und x # y sowie ¢ € ]0,1].
Gélte ||(1-t) z+ty| =1 kiar [(1=t) z||+|ty|, so folgte aus (ii): x = y, Widerspruch!

Zu ,(iil) = (i)“ Setzt man ¢ := 3 in (iii), so gilt (i). O

Bemerkung. Die Einheitsvollkugel B1(0) eines normierten K-Vektorraumes
ist konvex, und sie (genauer gesagt ihr offener Kern U;(0)) bestimmt die Norm
nach 2.43 eindeutig. Daher nennt man B;(0) auch den Eichkérper des normier-
ten K-Vektorraumes. Geometrisch préziser wire es, in 7.2 (ii) von der ,strikten
Konvexitat des Eichkorpers B (0)“ zu reden. Sie besagt nach 7.4 (i) = (iii)*,
daft der Rand des Fichkorpers keine echten Strecken enthilt, d.h., dafs er iiberall
Hgekrimmt® ist. Falls der K-Vektorraum sogar gleichméfig konvex ist, so bezieht
sich der Begriff der Gleichmé&figkeit auf das Kriimmungsverhalten“ des Randes
des Eichkorpers: Es soll iiberall eine gewisse ,Mindestkriimmung® vorliegen.

Beispiel 7.5.

1.) Mit einem normierten K-Vektorraum ist natiirlich auch jeder seiner K-
Untervektorrdume strikt konvex bzw. gleichméfig konvex.

2.) Ein endlich-dimensionaler strikt konvexer K-Vektorraum ist gleichméfbig
konvex.
[ Sei X ein endlich-dimensionaler strikt konvexer K-Vektorraum. Versehe
X2 mit der Maximumsnorm. Sei € € R,. Dann ist

K= {(z.y) e X*||lz] = llyl =1 A |lz -yl 2 €}

eine beschrinkte und abgeschlossene (also kompakte) Teilmenge von X2.
Die stetige Funktion

|z +yl

Xz_)Ra (Z’,y)'—> 9 )

nimmt daher auf K ein Maximum an, welches wegen der strikten Kon-
vexitdt von X kleiner als Eins sein mufs. Hieraus folgt die gleichméfige
Konvexitit von X. |

3.) Sein eN,. Dannist (R™,|...|,) fiir jedes p € |1, oo[ gleichmiiRig konvex.*?

(R™]|...[l1) und (R™,| ... |leo) sind nicht strikt konvex.

“Dies folgt auch aus dem u.g. Satz von CLARKSON 7.7.
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4.) Auf C([0,1],R) wird durch

¥ rec(ro1®) 11 := 1 £ lloo + 1 £12

eine Norm definiert. Es gilt:

(@) [|... | und |... ||l sind dquivalent und erzeugen somit dieselbe Topo-
logie.

(b) (C([0,1],R),] ... |ls) ist nicht strikt konvex.

(¢) (C([0,1],R),]|...]|) ist strikt konvex aber nicht gleichméfig konvex.

[ (a) folgt i.w. aus 5.20 (i) mit ¢ = p1, und (c) zeigen wir auf Seite 266 unter
Verwendung des Satzes von CLARKSON sowie des Satzes von MILMAN.

Zu (b): Betrachte die Funktionen fi, fo: [0,1] >R, definiert durch
Vieo,1] f1(t) =1 A fo(t) =t.

Dann folgt [ f1]es = [[f2]ee =1 und [[f1 + fafleo = 2. |

Wir kommen nun erneut auf die auf Seite 250 gestellte Approvimationsauf-
gabe zu sprechen.

Satz 7.6.
Vor.: Seien X ein normierter K-Vekrorraum, a € X und C eine nicht-leere

abgeschlossene konvere Teilmenge von X.
Beh.:

(i) Ist X strikt konvex, so besitzt A(a,C') héchstens eine Losung.

(i1) Ist X gleichmaflig konvex und C sogar vollstandig, so besitzt A(a,C') genau
eine Losung.

Beweis. Im Falle d := d({a},C) =0 gilt a € C' — beachte, dalk C abgeschlos-
sen ist —, und A(a,C) besitzt die eindeutig bestimmte Losung a € C. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit gelte daher d > 0.

Zu (i): Angenommen, x,y € C sind zwei verschiedene Losungen von A(a,C),
d.h. insbesondere |a — x| = d = ||a - y[|. Dann sind & := £ sowie § = <2
zwei verschiedene Einheitsvektoren, und die strikte Konvexitidt von X ergibt
152 - all = d||=2]| < d, im Widerspruch zur Definition von d, da C' als konvexe
Menge %y enthalt.

Zu (ii): Sei (y;)jen eine Folge in C' mit lim;e [|a — ;|| = d. Wir behaupten:
(yj)jen ist eine Cauchyfolge. (451)

[ Zu (451): Wegen d > 0 gilt a ¢ C, also auch d; := |a —y;| > 0. Da C konvex
ist, gilt fiir alle j, k € N: WTyk e C, also

(a-yj)+(a-yk)
2

Yt Yk
2

d< |la =
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Fiir jedes j € N sei z; := % € S1(0) :== {z € X|||z|| = 1}. Aus der letzten

Ungleichung folgt dann fiir alle j,k e N

(a-y;)+(a-yx) _1‘dj dy,
bos 2d “olla T
d; d
- (xjmk)_((l__ﬂ)xj+(1__’f)xk)H (452)
d d
Ti+ T 1
< JT +ﬂ(|d—dj|+|d—dk|).

Hieraus ergibt sich zunéchst, daf (z;)jen eine Cauchyfolge ist, denn zu € € Ry
existiert wegen der gleichméfbigen Konvexitdt von X eine Zahl § € R, mit

T +y
vm,yesl(O) (H 2

>1—5:||x—y||<s), (453)
und wegen lim;_, ., d; = 0 existiert jo € N derart, daf fiir alle 7,k € N mit j,k > jo
gilt

1

2d (Id = dj| +|d = d[) <,
also nacheinander nach (452)

T+ T
= _Zl>1-4

sowie (453): ||lz; — x| <e.
Da fiir alle j,k € N gilt

I(a = yr) = (a=y;)Il = |k zx, - dj =]
ld (g +25) + ((di = d) zp, + (dj - d) z) |
d |lzk + 5] + (|di = d| + |d; - d]),

ly; = i

IN

ist (y;)jen mit () ey wegen lim;o d; = d eine Cauchyfolge. |

Nun folgt aus (451) und der Vollstandigkeit von C' die Existenz eines z € C
mit limj, e y; = x, d.h. auch d = limj, |la - y;| = |la — 2|, also ist x € C eine
Losung von A(a,C). 7.3 und (i) ergeben die Eindeutigkeit dieser Losung. O

Fiir den Rest dieses Kapitels liegt der Schwerpunkt erneut auf den Lebes-
gueschen Rdumen. Die wesentlichen Zutaten zum Nachweis der kommenden
Hauptsétze haben wir bereits in den vorherigen Kapiteln vorbereitet.

Hauptsatz 7.7 (Satz von CLARKSON).
Vor.: Seien n € Ny, ¢ ein Quadermafi auf R™, M eine Teilmenge von R™ und

pe ]l oof.
Beh.: L (M, ¢) ist gleichmapig konvex.
Beweis. Es seien (fj)jen und (g;)jen Folgen in L5 (M, ¢) mit
Vien 1 fjllp = lgillp = 1.
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Aus den Ungleichungen von CLARKSON 5.16 folgt fiir jedes j € N im Falle p > 2

15+ g5ll," + 1 f5 = g5l," < 2P

und im Falle p < 2
1fj +gillp? +11f5 = g5l," < 2°

mit q := é € ]2, 00][.

Gelte zusitzlich lim;_, e M = 1. Dann implizieren die letzten beiden
Ungleichungen lim; e || fj = gjllp = 0, d.h., dak 7.1 (iv) in LE (M, ) bzgl. der
Halbnorm | ... [, und somit auch in L (M, ¢) gilt. Daher ist L (M, p) gleich-

mifkig konvex. O

Bemerkung. Ly ([0,1],41) ist nach 7.5 1.) und 4.) (b) nicht strikt konvex und
somit nicht gleichmifig konvex.*!

Die Reflexivitét eines normierten K-Vektorraumes héngt nach 6.23 (iii) nur
von der K-Vektorraum-Isomorphieklasse ab, insbesondere handelt es sich um ei-
ne topologische Figenschaft des normierten K-Vektorraumes. Der nun folgende
Satz von MILMAN besagt, dal diese fiir einen K-Banachraum aus der geome-
trischen Eigenschaft der gleichméfigen Konvexitét folgt. Man beachte, daf die
Topologie nur von der Aquivalenzklasse der Norm abhingt und diese Aquiva-
lenzklasse gleichzeitig ,gleichmafig konvexe Normen“ und ,nicht gleichmé&fig
konvexe Normen* enthalten kann, vgl. 7.5 3.).

Hauptsatz 7.8 (Satz von MILMAN).
Vor.: Sei X ein gleichmdf$ig konvezer K-Banachraum.
Beh.: X ist reflexiv.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch folgendes Lemma vor.

Lemma 7.9. Es seien X ein gleichmdfig konvexer K-Vektorraum und (xg)ren
ein Folge in B1(0) mit limy, o0 |7 + 1] = 2.42
Dann gilt limy_oo |zk|| = 1, und (zk)ken ist eine Cauchyfolge in X.

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Angenommen, es es gibt ein € € Ry
derart, daf zu allen kg € N natiirliche Zahlen k,l € N mit k,1 > ko und ||xg—z;| > €
existieren. Dann existieren Teilfolgen (z;, )ken, (2, )ken vOR (2 )gen mit

Jai + 23 _

limsup ||2;, || <1, limsup |z, | <1, klim 1

k—o0 k—oo
und

lim inf ”ka + T, | >e€,
k—o0

im Widerspruch zur Bedingung 7.1 (iv) der gleichméfigen Konvexitdt. Daher
ist (zk)ken eine Cauchyfolge in X. O

*LAn dieser Stelle muR der Leser sich natiirlich iiberlegen, daf die Norm fiir Lg® ([0, 1], u1)
auf der Menge der stetigen Funktionen [0,1] - R mit der Supremumsnorm iibereinstimmst.
4211111)@,1%00 ”Ik + 1’1” =2 <= ngRJrakoeNVk,kN,szko |||:Ek +:El|| - 2| <E€.
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Beweis des Hauptsatzes. Sei ® € X", Zu zeigen ist, dak es ein x € X mit
ix(x) = @, dh. Vyex Fo(z) = ®(Fp), gibt. Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit konnen wir zunéchst ® # 0 (denn sonst leistet z = 0 das Gewiinsch-
te) und sodann ||®| = 1 annehmen. Daher existiert eine Folge (Fj)ren, In
B = {F ¢ X'||F| < 1} mit 1- ﬁ < |®(F)| fir jedes k ¢ Ni.. Wegen
Vken, Vie[o,2n |2 (" Fi,)| = |®(F})| kann die Folge so gewdhlt werden, dak so-
gar gilt

1
v 1-——<®(F;) eR. 454
ke, 1= = < ®(Fp) (454)
Nach 6.26 existiert dann offenbar weiterhin eine Folge (4 )ken, in Bi(0) mit
1

vkEN+Vne{1,...,k} |(I)(FH) - Fﬁ(wk)l < 2

G (455)

Fiir alle k € N, und s € {1,...,k} folgt aus (455), (454)

Re(Fy (k) = Re(Fi () - ®(F)) + Re(P(Fy))
1 1 3

S SRS | S
2+ 1) kel o 2(k+1)
also fiir jedes [ e N mit [ > k

L S R S R S
E+1~ 2(k+1) 2(1+1)
<Re(Fi(r) + Fo(ar)) < |[Fio(zp) + Feo(@)] < | Fell lze + ]
<ok + 2] < 2.

2

Das vorherige Lemma ergibt nun, daf (xj)gey, eine Cauchyfolge in dem K-
Banachraum X ist und limg e [|zx| = 1 gilt. z € S1(0) = {Z € X |||z = 1}
bezeichne den Grenzwert der Folge (x)gen,. Aus der Stetigkeit von F), fiir
x € Ny und (455) folgt daher

VneN+ FH(‘T) = (I)(FK) (456)

Wir behaupten, daf = nach Wahl der Folge (F})xen, eindeutig durch (456)
und ||z|| = 1 bestimmt ist: Erfiillt ndmlich 2" € S1(0) ebenfalls (456) (mit =’
anstelle von x), so geniigt die Folge (Z)keny in S1(0), definiert durch

~ ~ 12 ~
T1i=0 A Vien, (Zok =" A Tope1 =),

der Ungleichung (455) und ist analog zu oben eine Cauchyfolge in dem K-
Banachraum X, also folgt = = x’.

Sei nun Fy € X’. Dann existiert wie oben eine Folge (2 )ken, deren Teilfolge
(zk)ken, sich ggf. von der urspriinglichen Folge (xj)ken, unterscheidet, fiir die
wieder (455) und zuséatzlich

Vian [0 (Fy) - Fo(u)] < 5 (457)

(k+1)

gilt. Die bisherige Diskussion zeigt, daf auch die ,neue” Folge gegen (dasselbe)
x € 51(0) konvergiert, also folgt aus (457): ®(Fp) = Fo(x). O
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Bemerkung. DAY [5]| hat gezeigt, dals es separable reflexive strikt konvexe K-
Banachréume gibt, die zu keinem gleichméfig konvexen K-Vektorraum isomorph
sind.

Das néchste Korollar ergibt sich sofort aus dem Satz von CLARKSON 7.7,
dem Satz von RiESZ-FISCHER 5.21 und dem Satz von MILMAN 7.8.

Korollar 7.10. Es seien n € Ny, ¢ ein Quadermafl auf R™, M eine Teilmenge
von R™ und p € ]1,00[.
Dann ist LE (M, @) ist refleziv. O

Wir konnen nun das o.g. Beispiel 7.5 4.) (c) beweisen. Dafiir zeigen wir
zunéchst die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 7.11. Seien X ein K-Vektorraum und | ... ||, | ... |s Normen auf X
derart, daff (X,|...||s) strikt konvez ist.
Dann st ||... || :=|... |« +|---||s eine Norm auf X, und (X, | ...||) ist eben-

falls strikt konvex.

Beweis. Seien x,y € X \ {0} K-linear unabhéngig. Dann gilt nach Vorausset-
zung und 7.4 (i) = (ii)“
lz +yls <z +yls,
also auch
lz +yll = 2+ yll + llz +yls <llle +lyl + l2ls + lylls = 2]+ Tyl
Damit ist (X, |...|) nach 7.4 (ii) = (i) strikt konvex. O
Lemma 7.12. Der R-Banachraum (C([0,1],R),]|... [|o) ist nicht reflexiv.

Beweis. Nach 3.6 ist der R-Banachraum cog nicht reflexiv. Wegen 6.23 (ii)
geniigt es, einen isometrischen K-Vektorraum-Homomorphismus

T: cor — (C([0,1],R),]| ... o), @+ T,

anzugeben. Sei = = (z;) jen € Cor. Setze dann
1 )
T (g ) e sovie Ta():=0,

und erweitere dies zu einer stiickweise linearen Funktion [0,1] — R, d.h. fiir alle

j €N sowie t € ], = [
1 1 1 1
T.(t) =T, — t—-——VG+ DG+ T | — ) -T. | —1].
+(1) "”(j+2)+( j+2)(‘7+ )G+ )( r(j+1) "”(j+2))
Das so definierte T leistet das Gewiinschte. O

Beweis des Beispiels 7.2 4.) (¢). Aus dem Satz von CLARKSON 7.7 und 7.5 1.)
folgt, daf mit L?([0,1], 1) auch (C([0,1],R),| ... |2) gleichmiRig konvex und
somit strikt konvex ist. Damit ist auch (C([0,1],R),]...|]) nach 7.11 strikt
konvex, beachte ||...|| = ... oo +] ---|l2. Des weiteren kann der letztgenannte
Raum nicht gleichméfig konvex sein, da (C([0,1],R),]|... ||o) sonst wegen 7.5
4.) (a) und dem Satz von MILMAN 7.8 reflexiv wére, im Widerspruch zu 7.12. O
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Hauptsatz 7.13 (Rieszscher Darstellungssatz fiir Lebesguesche Raume).
Vor.: Seien n € Ny, ¢ ein Quadermaf auf R™, M eine p-mefibare Teilmenge
von R™ und p € [1, 00| sowie q € ]1,00] mit % +% =1, wobei é als 0 zu lesen ist.
Beh.: Die Abbildung

A: L%(M,QD) - L%(M,QD)’, fr— Af7

wobei Ag: Ly (M, p) - K fir jedes f € LY (M, ) durch

ngL%(M,cp) Arg:= Afgdcp mit beliebigen fef und geg
geben sei, ist eine K- Vektorraum-Isometrie.

Beweis. Wegen 5.26 bleibt nur zu zeigen, dak A: LI (M, ) - LE(M, )’
surjektiv ist.

1. Fall: p € ]1,00[. Wir konnen ohne Einschrankung ¢(M) > 0 annehmen,
denn andernfalls gilt L (M, ¢) = {0} sowie LE (M,¢)" = {0} und A ist trivialer-
weise surjektiv. 4.104 und 4.93 ergeben dann Vgey My := Mn]-k, k[" € J(R", p),
also p(My,) € R, fiir hinreichend grofes k € N. Dies impliziert offenbar

L% (M, @) # {0}. (458)

Nach dem Satz von RiEsz-FISCHER 5.21 ist LE (M, ¢) und wegen 5.26 (ii)
somit auch A(LE (M, ¢)) vollstandig. Daher folgt aus 1.20 (ii) die Abgeschlos-
senheit von A(L{ (M, p)) in LE (M, p)'.

Existierte G € Ly (M, )" N A(LE (M, ¢)), so gibe es folglich wegen 2.48 (i)
ein ® € LE (M, )" ~ {0} mit

D|r(re (ap)) = 0- (459)

Da L (M, ) nach 7.10 reflexiv ist, existierte weiterhin ein g € LY (M, ) \ {0}
derart, dal gélte z'L%(JVLSO)(g) =®, d.h.

Vaerz gy G (8) = 2(G), (460)
also auch fiir jedes f € LI (M, )

0 (459)

D (Af) (460) Arg = A{fgdcp mit fefund geg.
Wegen (458) bedeutete dies g =0, Widerspruch!

2. Fall: p =1, d.h. g = o0. Sei Gt L]%g(M,cp) — K eine stetiges Funktional.
Fiir jedes k € N ist My, :== M n] -k, k[" eine p-integrierbare Teilmenge von M,
also folgt p(Mj,) < o0. 5.20 (i) ergibt daher |LZ% (M, )| ¢ Li (M, ) und die
Stetigkeit der natiirlichen Abbildung

Des weiteren gibt es einen kanonischen isometrischen K-Vektorraum-Homomor-
phismus
p Lig (M, ¢) — Li(M,p)  (mit x| = 1) (461)
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denn

(L]%&(Mlﬁ‘p)? ” ”1) - (L]%&(Mﬁp)? ” ”1)7 g XJ\/fkg = XM (XMk Q),

ist eine ,isometrische” K-lineare Abbildung — beachte, daf M eine p-mefbare
Teilmenge von R™ ist, und 4.79 (iii). Daher ist auch

(Gopgou): Lg(Mi, ) — K

ein stetiges Funktional, und aus dem bereits bewiesenen 1. Fall (angewandt auf
M, anstelle von M sowie p = ¢ = 2) folgt die Existenz eines f; € Ei(Mk,go)
derart, daf gilt

Veer2 (M) (G o 0 1) (8) = /Mk fi g d¢p mit beliebigem g € g. (462)

Wir behaupten

L (Mys1,0) © L% (M, 9), (463)
Vhe2 (My1,0) hla, € L (My, @), (464)
Fertlg, =¢ Frlo, (465)

fio € L8 (M, 0) A [ frlloo < |G- (466)

| Zu (463): Sei h € L% (Mj41,9). Da My insbesondere eine p-mefbare Teil-
menge von R ist, ergibt 4.79 (iii)

XMy, |h|2 = XM, (XMk+1 |77’|\2) € LK(RH> (70)7

also h € L% (M, p).
u (464): Sei h € L% (My41, ). Dann gilt h € L& (M, ) nach (463), d.h.

2
= XM, |h|2 € ‘CK(RH7 (70)7

AN
XMy |k |,

und (464) folgt.

Zu (465): Sei g € LZ(Mp+1,¢), also glas, € L% (Mys1,¢) € L& (M, ¢) nach
(464) sowie (463). Bezeichnen wh: £P kM, 0) — L]%(M,Q,cp) fir k € {k,k + 1},
pe{1,2} und m: L} (M, ) - Li (M ,gp) die kanonischen Projektionen, so gilt

A
=xm;, 9l
— —

2 A 1 /a4 A
et (et (21 8100,))) = s (i 30)) = (X 9 s, ).

(ke (73 @3l01,))) = (ks ) = 7 (xar, 9 s )-

Daher ergibt (462) offenbar

f(f;m - fr)gdp =0,

M,

und diese Gleichung gilt insbesondere fiir g := f41 — fx € L2 % (M1, ), also folgt
aus 4.43: fri1 =4 fi auf Mj,. Letzteres bedeutet genau (465)
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Zu (466): Im Falle fj =, 0 ist nichts zu zeigen. Gelte daher ohne Einschrén-
kung

Vaen, fr(x) #0,

insbesondere ist f auf M definiert. Dann ist wegen 4.78 (iv), (v) die ,Vorzei-
chenfunktion von fr“

= Ik M, — K p-mefbar iiber My mit |oleo = 1. (467)

TAL

Angenommen, fiir die nach 4.103 (ii), 4.96 offenbar ¢-mefibare Teilmenge

M = {z e My ||fu(2)| > |G} (468)

—

von My, die wegen (M) < oo sogar p-integrierbar ist, gélte (M) > 0. Hieraus,

v 2 2
(468) und fr € LE (M, ) — beachte x57|fel” = X757 (X, [fe]) und 4.79 (iii) —
folgte die echte Ungleichung in der folgenden Abschitzung

cDlGI = [ lcla

(4§7)f Ik
< f]T/[«lfkld(P = kaMUdso

(462) X7l (461),(467) —
<Gl | SE| P e o),

also ein Widerspruch. |
Wegen (465) und (466) existiert nun eine Funktion f e L (M,¢) derart,
daf gilt

Vien flar, =o frla, -
Sei schlieflich g € L (M, ¢). Dann folgt

Vren Ok = X0, 9 = X1, (xar g) € Lik (M, ),
lim g =g in (L (M, @), |- 1),

und (fx gk )ken ist eine auf M ¢-konvergente Folge in L (M, ¢) — beachte 5.9 —
' (466) o

mit Vien |fe okl <o 1G9l € Li(M,p) sowie limy_,e fxgr = fg auf M. Der

Grenzwertsatz von LEBESGUE ergibt nun

G(n(9)) = lim G(m(gr)) = %L%Afkgk dp = Afgdw,

wobei m: LI (M,¢) = L (M, ) wieder den kanonischen Epimorphismus be-
zeichne. Damit ist der Rieszsche Darstellungssatz fiir Lebesguesche Rdume voll-
standig bewiesen. O

Korollar 7.14. Die K-Banachriume E[k und (g sind nicht reflexiv.
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Beweis. Wir wissen bereits aus 3.6, dafs der K-Banachraum cgg nicht reflexiv
und sein Dualraum isometrisch zu £k ist. Daher kann £} nach 6.23 (iv), (iii) nicht
reflexiv sein. Da der K-Banachraum /g nach dem Rieszschen Darstellungssatz
fiir Lebesguesche Réume isometrisch zu (¢ ) ist, sieht man analog, daf jener
ebenfalls nicht reflexiv ist. O

Wir geben schliefslich das in 6.10 angekiindigte Beispiel an.

Beispiel 7.15. Fiir jedes k € N bezeichne ey, := (e ;)jen € E]?Q die Folge mit
Viener,; = Okj. Dann ist (eg)ren wegen Vi jen, ket |lex — erll2 = /2 keine Cauchy-
folge in E]%g und somit nicht konvergent. Allerdings existiert nach dem Rieszschen
Darstellungssatz zu jedem F € (¢3) eine Folge (;)jen € (& derart, daf gilt

(yj)jENEZ F y.] JEN ij yj?

also Vien F'(er) = zx. Da die Elemente von K% insbesondere Nullfolgen sind,
erhalten wir limg_,., F'(ex) = 0, und aus 6.8 sowie der Beliebigkeit von F' folgt,
daf (ex)ren in (£%)s gegen Null konvergiert.

Ubungsaufgabe

Aufgabe 7.16. SeineN,.
Zeige, daf§ A: L2 (R™, uy,) — (Lic (R™, )’ micht surjektiv ist.

Tip: Betrachte eine Erweiterung der Funktion
Cb(Rn7K) - K7 f — f(O)a

auf L (R", uy,).
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A

Das Lemma von ZORN

Definition A.1. Sei X eine Menge.

(1)

(i)

(iv)

Eine Ordnung von X ist eine zweistellige Relation < (d.h. eine Teilmenge
von X x X, wobei wir x < y fiir (z,y) € < schreiben) derart, dak fiir alle
x,y,z € X gilt:

r<w, (Reflexivitit)
TLYAYy<T=>x =y, (Antisymmetrie)
r<yAy<z=uw<z (Transitivitét)

x,y € X heiken miteinander vergleichbar, wenn gilt z <y oder y < x.
Eine Ordnung heiftt Totalordnung, wenn je zwei Elemente miteinander
vergleichbar sind.

Ist < eine Ordnung von X, so definieren wir fiir alle z,y € X

r2y <= y<ux,
x<y <= (z<yArz#y),

>y &= y<ax.

Seien < eine Ordnung von & und a € X.

a heilt grifites Element von X <= VYyexa > x.
Insbesondere ist ein grofites Element mit allen x € X vergleichbar.

a heilt mazimales Element von X <= VYyex (x 2 a =z =a),
d.h. ein maximales Element ist > allen Elementen, mit denen es vergleich-
bar ist.

Es gilt:

a grofstes Element von X == a maximales Element von X.
Die Umkehrung ist i.a. falsch.

Es existiert hochstens ein grofstes Element von &X'. Dagegen kénnen viele
maximale Elemente von X existieren, s.u. Beispiele.

Analog definiert man die Begriffe kleinstes Element von X und minimales
Element von X.

Seien M # & eine Teilmenge der geordneten Menge X und a € X.

a heilt obere Schranke von M (in X ), wenn gilt: Vyepra > .

a heifst kleinste obere Schranke von M (in X ), wenn a obere Schranke
von M ist und fiir jede obere Schranke b € X von M gilt a < b, d.h. a

ist kleinstes — nicht nur minimales !! — Element der Menge aller oberen
Schranken von M.
Es gilt:

Es existiert hochstens eine kleinste obere Schranke von M, die wir im Falle

ihrer Existenz mit bezeichnen.
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Analog definiert man die Begriffe untere Schranke, grofite untere Schranke

und das Symbol [inf M |
Beispiel.
1.) Auf X :=N, wird durch
VinneN, M <4 N <= m|n

eine Ordnung definiert, die keine Totalordnung ist, da z.B. weder 5|7 noch
7|5 gilt. 1 ist kleinstes Element von N, bzgl <,.

2.) Nu~{1} ist durch <, ebenfalls geordnet, und N, \ {1} besitzt kein kleinstes
Element. Die Menge der minimalen Elemente ist die Menge aller Primzah-
len.

3.) Die iibliche Ordnung < von R ist eine Totalordnung.

Hauptsatz A.2 (Lemma von ZORN). Sei X # @ eine bzgl. < geordnete Menge
mit der Eigenschaft, daf jede bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von X
eine obere Schranke in X besitzt.

Dann ezistiert (mindestens) ein mazimales Element von X.

Die folgende Formulierung ist zum Lemma von ZORN &dquivalent:

Ist X # @ eine geordnete Menge ohne mazximales Element, so existiert eine
totalgeordnete Teilmenge M #+ @ von X, die keine obere Schranke besitzt.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch das folgende Lemma vor:

Lemma A.3. Sei X # @ eine bzgl. < geordnete Menge mit der Eigenschaft,

daf jede bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von X eine kleinste obere

Schranke in X besitzt. Ferner sei f: X — X eine Abbildung mit Vyex v < f(x).
Dann existiert x, € X mit f(x,) = 2.

Beweis des Lemmas. Nach Voraussetzung existiert a € X. Wir setzen
Vi={yeX|y2a}.
Dann gilt a € Y (a ist sogar kleinstes Element von Y) und Vyeya <y < f(y),
also f(Y) c Y. Y ist daher wegen der Voraussetzung des Lemmas im folgenden

Sinne zuléssig.
Eine Teilmenge A von Y heist zuldssig, wenn gilt

a) a€A,
b) f(A) c 4,

c) @+ BcAund B totalgeordnet bzgl. < == sup B € A,
beachte, dafs sup B nach Voraussetzung in X" existiert.
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Wir setzen

M = A
AcY, A zuléssig
und werden zeigen:
M ist zuldssig, (469)
M ist totalgeordnet. (470)

Hieraus und der Voraussetzung des Lemmas folgt die Existenz einer kleinsten
oberen Schranke z, :=sup M von M in & mit z, € M. Dann gilt fiir alle y € M

y< fly) <
N——
(469)
€

und somit wegen x, € M: f(x,) = ..

Zu zeigen bleiben (469) und (470).

Zu (469): a) Y ist zuldssig, und jede zuldssige Menge enthilt a, also gilt
aelM.

b) Sei y € M, also folgt aus der Definition von M, dak ¥ scy a sulissigy € A
gilt. Wegen der Eigenschaft b) in der Definition der Zulassigkeit gilt dann auch
VAcy, A mutassig f (y) € A, d.h. f(y) € M. Damit ist gezeigt f(M) c M.

c) Sei B # @ eine totalgeordnete Teilmenge von M =M cy, A sulsssig A- Dann
gilt ¥ Acy, A zulissig B € A, also nach Eigenschaft c¢) in der Definition der Zu-
lassigkeit V Acy, A zulissig Sup B € A, und somit folgt aus der Definition von M:
supB e A.

Damit ist (469) gezeigt.

Zu (470): Wir nennen ein Element e € M extremales Element, wenn

Vyerr (y <e = f(y) <e)
gilt, und setzen fiir jedes extremale Element e € M
Me={yeMly<ev f(e) <y}
Dann folgen nacheinander

e € M extremal == M, =M, (471)
Vyer v extremal. (472)

[ Zu (471): Sei e € M extremal. Wir zeigen, dalk M, zuldssig ist:

a) a ist kleinstes Element von ), und nach (469) gilt a € M c Y. Hieraus
folgt a<e, d.h. a e M,.

b) Sei y € M., also y < e oder f(e) <y.

Im Falle y < e folgt aus der Extremalitit von e, dak gilt f(y) < e, also
f(y) e M.

Im Falle y = e gilt trivialerweise f(y) = f(e), also f(e) < f(y) und somit
f(y) e M.
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Im Falle f(e) <y gilt wegen der Voraussetzung an f

fe) <y < f(y),

also wieder f(y) e M.

Damit ist gezeigt f(M.) c M,.

¢) Sei B # @ eine totalgeordnete Teilmenge von M,.

Im Falle Vyepb < e folgt supB < e (denn in diesem Fall ist e eine obere
Schranke von B und sup B ist die kleinste solche) und somit sup B € M.

Existiert andernfalls by € B ¢ M, mit by > e, so folgt aus der Defintion von
M., dak gilt f(e) < by < sup B, also sup B € M,.

Insgesamt haben wir die Zulassigkeit der Teilmenge M, von M bewiesen.

Nun ist M der Schnitt aller zuldssigen Mengen, also M c M., daher folgt
M = M,.

Zu (472): Wir setzen

E :={e € M|e extremal}

und zeigen, dak E zuldssig ist:
a) a ist kleinstes Element von Y o M, d.h. die Pramisse der Aussage

y<a== f(y)<a

ist fiir jedes y € M falsch, d.h. die Aussage ist wahr. Hieraus folgt a € E.

b) Es sei e € E. Wir wollen nachweisen, dak dann auch f(e) € E gilt, d.h.
Vyemy < f(e) = f(y) < f(e). Sei also y € M mit y < f(e). Nach (471) gilt
y € M, d.h. entweder y < e oder y = e oder f(e) <y, und letzteres kann nicht
eintreten, da y < f(e).

Ist y < e, so folgt aus der Extremaleigenschaft von e und der Voraussetzung
an f, dak gilt f(y) <e< f(e).

Ist y = e, so gilt trivialerweise f(y) = f(e).

¢) Sei B # & eine totalgeordnete Teilmenge von E. Zu zeigen ist sup B € E,
d.h.

Vyem y <sup B= f(y) <supB.

Sei also y € M mit y < sup B.

Im Falle Ve f(b) <y gélte auch Vpepb < f(b) <y, d.h. y wire eine obere
Schranke von B. Daher folgte (weil sup B kleinste obere Schranke von B ist)
sup B <y, im Widerspruch zu y < sup B.

Daher existiert by € B ¢ E mit f(by) > y. Nach (471) gilt M = M,,, d.h.
y € My, also y <by v f(bo) <y. Daher muf y < by gelten.

Entweder gilt nun y < by und (da bg extremal) somit f(y) < by < sup B, oder
es gilt y = by, also f(y) = f(bo). Aus B c E c M und (469) folgt dann

471
supBeM (“71) My,,
und somit gilt nach Definition von M, wegen by =y <sup B

f(y) = f(bo) <supB.
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Analog zum Ende des Beweises von (471) folgt aus der Zuléssigkeit von E
und der Definition von M: M = E. Die Definition von E ergibt (472). |

Aus (471), (472) folgt jetzt, dak M totalgeordnet ist:

Seien néamlich yi,y2 € M. Nach (472) ist y; extremal, also folgt aus (471)
yo € M,,, dh.

yo <y1  oder flyr) <yo
——

=y1<f(y1)<y2
Somit ist auch (470) bewiesen, und hierauf hatten wir das Lemma zuriick-
gefiihrt. O

Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: Jede nicht-leere totalgeordnete Teilmenge
von & hat eine kleinste obere Schranke in . Wir nehmen dann an, dafs X kein
maximales Element besitzt. Dann gilt

Veex Xop ={yeX|y>z}+@.

Aus dem Auswahlaxiom folgt daher X cx A5, # &, d.h. es existiert eine Abbil-
dung f: X > X mit V,ex f(2) € Xsy. Es gilt also

Veex f(z) > . (473)

Aus (473) und A.3 folgt die Existenz von x, € X mit f(x.) = x., im Widerspruch
u (473).

2. Fall: Jede nicht-leere totalgeordnete Teilmenge von X hat eine obere
Schranke in X. (D.i. ist die Voraussetzung des Hauptsatzes.) Sei dann

X = {AeP(X)\ {@B}| A totalgeordnet bzgl. <}.

Durch
VA7Bej?ASB:‘=’ACB

wird eine Ordnung auf X definiert, und jede nicht-leere bzgl. < totalgeordnete
Teilmenge von X besitzt eine kleinste obere Schranke in X.

[ Denn ist (A;)ies eine nicht-leere bzgl. < totalgeordnete Teilmenge von X,
so ist Ujer A; bzgl. < totalgeordnet®® und offenbar (bzgl. <) die kleinste obere
Schranke von (A;)er in X. |

Aus dem bereits bewiesenen 1. Fall folgt nun die Existenz eines (bzgl. <)
maximalen Elementes X von X. Insbesondere gilt Xy # @, und X, ist eine bzgl.
< totalgeordnete Teilmenge von &X. Nach Voraussetzung des Hauptsatzes besitzt
X, eine obere Schranke a € X. Dann ist ¢ maximales Element von X bzgl <:

Sei ndmlich x € X mit = > a. Dann ist XO U {z} totalgeordnet bzgl. < mit
X, <X u {w} Wegen der Maximalitdt von Xo bzgl. < gilt dann Xy = Xy U {z},
d.h. z € X,. Nun ist a obere Schranke von 2(0, also folgt a > x. Nach Wahl von
x gilt aber auch z > a, also folgt a = z.

Damit ist das Lemma von ZORN vollstdndig bewiesen. O

43Seien x,y € U;e; Ai. Dann existieren ig,i; € I mit € A;y und y € A;,. Da (A;)icr total-
geordnet bzgl. < ist, gilt ohne Einschrinkung A;, c A;,, also x,y € A;;. Nun ist aber A;, als
Element von X totalgeordnet bzgl. <, d.h. z <y oder y < x.
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Wir haben das Zornsche Lemma unter Verwendung des Auswahlaxiomes
bewiesen. Tatséchlich ist es zum Auswahlaxiom Aquivalent.
Es gilt die folgende Verschirfung des Lemmas von ZORN:

Satz A.4. Sei X +# @ eine bzgl. < geordnete Menge mit der Eigenschaft, daf
jede bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von X eine obere Schranke in
X besitzt. Ferner sei M eine solche Teilmenge von X.

Dann ezistiert (mindestens) ein mazimales Element von X, welches eine
obere Schranke von M ist.

Beweis. Wir setzen
X:i={reX|Vyermry<a}

Da M nach Voraussetzung eine obere Schranke besitzt, gilt X # &. Als Teilmenge
von & besitzt jede bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge M von X eine
obere Schranke a € &X', d.h. V_ 72 < a, also gilt wegen M c X

Vq:e]T/TVZJEMy <z<a

und somit a € X.

Damit erfiillt X die Voraussetzung des Lemmas von ZORN A.2; besitzt also
ein maximales Element # € X. Da Z eine obere Schranke von M ist, folgt sofort
aus der Definition von X. O

Typische Anwendungen des Zornschen Lemmas sind die unten genannten
Sétze.

Definition A.5 ((Hamel-)Basis eines Vektorraumes). Es seien k ein Kérper
und X ein k-Vektorraum.

Fine Teilmenge B von X heifft eine Basis von X genau dann, wenn je-
weils endlich viele Elemente von 8 k-linear unabhéngig sind und sich jedes
Element von X \ {0} bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig als k-
Linearkombination von Elementen aus B schreiben 1dfit. Letzteres bedeutet per
definitionem, daf zu jedem x € X \{0} sowohl k € N, als auch A,..., A\ e kn{0}
sowie by,...,b; € B mit x = Zle A b; existieren. (Linearkombinationenen sind
also endliche Summen! Es sei darauf hingewiesen, daf sogar der Begriff der
Jonvergenz einer Reihe® i.a. auch gar keinen Sinn machen wiirde.)

Bemerkung.

1.) Um Verwechselungen zu vermeiden, nennt man eine Basis im gerade de-
finierten Sinne gelegentlich eine Hamel-Basis von X. Wir verwenden die
Begriffe ,Basis“ und ,Hamel-Basis”“ synonym.

2.) Ist X ein normierter K-Vektorraum, so heifst eine Folge (b;);eny in X eine
Schauder-Basis genau dann, wenn zu jedem x € X genau eine Folge (\; );en
in K mit x = Y72, \; b; existiert.

Satz A.6. Seien k ein Korper und X ein k- Vektorraum.
Dann besitzt X eine Basis.
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Beweisskizze. Sei B c B(X) die Menge aller k-linear unabhéngigen Teil-
mengen von X, d.h. per definitionem, dak fiir alle B € B jeweils endlich viele
Elemente von B k-linear unabhéngig sind. Dann ist B # @ mit der Teilmengen-
relation c eine geordnete Menge, und jede bzgl. c totalgeordnete Menge M c B
besitzt Upgeps B als obere Schranke. Nach dem Zornschen Lemma existiert ein
bzgl. ¢ maximales Element B von B, welches offenbar eine Basis von X ist. O

Bemerkung. Wir haben soeben bewiesen, daf der K-Vektorraum K aller
Folgen in K eine Hamel-Basis besitzt. {(1,0,0,...),(0,1,0,...),...} ist keine
solche!

Aus dem letzten Satz folgt iibrigens das iiberraschende Resultat, dak es
additive Funktionen f: R — R gibt**, die nicht von der Gestalt f = ax mit a € R
sind.

Satz A.7. Es seien R ein Ring mit Einselement, der nicht der Nullring ist, und
a ein echtes beidseitiges Ideal von R.
Dann ezistiert ein mazimales beidseitiges Ideal von R, welches a enthdlt.

Beweisskizze. Bzgl. der Teilmengenrelation ist die Menge aller echten beid-
seitigen Ideale von R eine geordnete Menge. Sind I eine nicht-leere Menge und
{a;|i € I} eine totalgeordnete Teilmenge der Menge aller echten beidseitigen
Ideale, die a enthalten, so ist U;er a; ein echtes beidseitiges Ideal von R, das a
enthilt. Daher folgt die Behauptung aus dem Zornschen Lemma. O

Ubungsaufgaben

Aufgabe A.8. Zeige, daff aus dem Lemma von ZORN das Auswahlaziom folgt.

Aufgabe A.9. Zeige, daf$ eine additive Funktion f: R - R, die nicht von der
Gestalt f =ax mit a € R ist, existiert.

“Eine Funktion f: R - R heifit additiv, wenn fiir alle s, € R gilt f(s+t) = f(s) + f(¢).

277



278



B Der Satz von TYCHONOFF

Definition B.1 (Produktopologie). Seien I eine Menge und X; fiir jedes i € I
ein topologischer Raum.
Die Produktopolologie fiir

1
XXL = {f € (UXL) |Viel f(l) € Xz}

el el
ist per definitionem die schwache Topologie fiir X,.; X, bzgl. {m;|i € I}, wobei

i X X, — X;, fr— (i), (474)
el
fiir jedes ¢ € I die kanonische Projektion bezeichne, d.h. genau, dafl diese To-
pologie die grébste fiir X,y X, ist, derart, daft alle m;, ¢ € I, stetig sind, vgl.
6.2.

Bemerkung. Schreibt man X anstelle von I und sind alle X,, ¢ € I, gleich
einem (festen) topologischen Raum Y, so gilt

X X, =YX,
el

Aus 6.3 (ii) folgt dann, daR eine Folge (fx)ren in Y genau dann bzgl. der Pro-
dukttopologie fiir X,o; X, gegen f € YX konvergiert, wenn fiir jedes = € X die
Folge (fx(x))ken in Y gegen f(z) konvergiert. Daher nennt man die Produkt-
topologie fiir X,y X, in diesem Falle die Topologie der punktweisen Konvergenz
fiir YX.

Satz B.2. Seien I eine Menge sowie X, fiir alle v € I ein topologischer Raum.
Ferner seien m;: X,e1 X, = X; fiir jedes © € I die kanonische Projektion und
X,er X, mit der Prodokttopologie versehen. Dann gilt:

(i) Eine Teilmenge U von X1 X, ist genau dann offen, wenn zu jedem fo € U
eine endliche Teilmenge J von I und Umgebungen U; e U fo(j), X;) fir
alle j € J existieren derart, dafi der ,Zylinder*

) -{rex v Gy et} ewr(nxx)

jeJ el el
eine Teilmenge von U ist.

(i1) i X,er X, = X, ist fur jedes i€ I eine offene Abbildung.

Beweis. Sei U eine offene Teilmenge von X, X,, d.h. per definitionem, daf
U sich als beliebige Vereinigung von Mengen der Form

njﬂ_jl(Uj) mit J c I endlich sowie Vje; U, € Top(X;)
JE

schreiben 14ft. Hieraus folgt offenbar (i).
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Sei nun ¢ € I. Da fiir alle Teilmengen Ay von X,; X,, A € A, wobei A eine
beliebige Menge sei, gilt

m (U= U,

AeA AeA

geniigt es zum Nachweis von (ii), zu zeigen, daf die Menge

T (ﬂﬂ'_jl(Uj)) =T ({f e X X, |Vjes f(j) € Uj}) :{ )[?Z g}: z ; j:

jeJ el
fiir alle J und Uj, j € J, wie oben offen in Xj; ist, und dies ist trivial. O
Bemerkung. Seien n € N, und speziell I = {1,...,n} =n. Des weiteren seien

Xi,..., X, topologische Rdume und X' ; X, mit der Produkttopologie versehen.

1.) Eine Teilmenge U von X[ ; X, ist genau dann offen, wenn zu jedem Ele-
ment (x1,...,2,) € U fiir jedes i € {1,...,n} ein U; € U°(x;, X;) existiert
derart, daf X]_, U, c U gilt.

Insbesondere ist die Definition der Produkttopologie in B.1 mit der in der
Fufnote auf Seite 182 konform.

2.) Sind Xj,..., X, sogar normierte K-Vektorrdume, so wird die Produktto-
pologie fiir X]*; X, durch die Maximumsnorm auf X', X, induziert.

Fiir endliches I kann der u.g. Hauptsatz auch ohne Verwendung des Auswahl-
axiomes gezeigt werden, siehe z.B. [18, Theorem 26.7]. Alle Beweise benttigen
jedoch in irgendeiner Form das Auswahlaxiom, wenn [ eine unendliche Menge
ist, und KELLEY [16] hat bewiesen, daf das Auswahlaxiom aus dem Hauptsatz
folgt, also gilt Aquivalenz.

Hauptsatz B.3 (von TYCHONOFF).

Vor.: Es seien I eine Menge und X; fiir jedes i € I ein nicht-leerer kompakter
topologischer Raum.

Beh.: X1 X, versehen mit der Produkttopologie ist kompakt.

Zum Nachweis des Hauptsatzes bendtigen wir einige Vorbereitungen.
Definition B.4 ((Maximales) Zentriertes System). Sei X eine Menge.

(i) Eine Teilmenge A von PB(X) heilt ein zentriertes System genau dann,
wenn fiir alle n e Nund Aq,..., A, e Agilt Ain...nA, +@.

Beispiel.

1.) Aus der Existenz eines zentrierten Systemes folgt X # @&, denn der
leere Schnitt von Teilmengen ist per definitionem der ganze Raum.
2.) @ cP(X) ist ein zentriertes System.

3.) Ein zentriertes System kann @ nicht als Element besitzen.
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(ii) Ein zentriertes Systen A c PB(X) heilt mazrimal genau dann, wenn jede
echte Obermenge B von A mit B c (X) kein zentriertes System ist.

Lemma B.5. Seien X eine nichi-leere Menge und A c P(X) ein zentriertes
System.

Dann ezistiert ein mazimales zentriertes System Amax € P(X) derart, daff
A c Anax gilt.

Beweis. Wir definieren die nicht-leere Menge
2 = {.ZE PEB(X))|Ac A und A zentriertes System}

und versehen 2 mit der Teilmengenrelation c als Ordnung von 2. Wegen des
Lemmas von ZORN A.2 bleibt zu zeigen, dafs jede bzgl. c totalgeordnete nicht-
leere Teilmenge B von A eine obere Schranke in 2 besitzt. Hierfiir wiederum
geniigt der Nachweis davon, dal fiir alle solchen B gilt

U Be«,
BeB
d.h. genau
Ac | BcB(X), (475)
BeB
|J B ist ein zentriertes System. (476)

BeB

Sei also B wie oben. (475) folgt dann sofort daraus, daf 9B eine nicht-leere
Teilmenge von 2 ist.

Zu (476): Seien n € N und By, ..., B, € Uges B. Ohne Einschrinkung gelte
n € Ny, beachte daf der leere Schnitt von Teilmengen von X als X # @ definiert
ist. Wahle By, ..., B, €8 mit

VVE{l,...,n} BV € By.

Als Teilmenge von B ist {Bi,...,B,} eine bzgl. c totalgeordnete Menge, die
zusitzlich endlich ist. Daher existiert offenbar ng € {1,...,n} mit

vue{L...,n} BI/ c Bnm

d.h.
Vue{l,...,n} B, € Bng-

Wegen B,,, € B c A ist B, ein zentriertes System, also folgt Bin...nB, # . O

Lemma B.6.

Vor.: Seien X eine nicht-leere Menge und A c*B(X) ein mazimales zentriertes
System.

Beh.:

(i) SindneN, und Ay,..., A, €A, so gilt Ayn...nA, €A
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(i1) Ist B € B(X) ~ {@} mit
VaeaBNnA+@, (477)

so gilt Be A.

Beweis. Zu (i): Seien n e Ny, Aq,..., A, € Asowie B:=A1n...nA, und
B:=Au{B}.

Wir weisen nach, daf B ein zentriertes System ist. Dann folgt aus der Maxima-
litat von A, dafs gilt B = A, also B € A.

Ohne Einschrénkung seien daher m € N, und By,..., B, € B.

Im Falle ¥ ,cq1,.. my By # B gilt By,..., By € Aund somit Bin...n By, # &,
weil A ein zentriertes System ist.

Im Falle Jmoe(l,....m} By, = B konnen wir nach eventueller Umnumerierung
der Bji,...,B,, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafs gilt

By=...=By,=B und Byy+1,...,Bn €A,
also folgt
Bin...nBp=BnBys1n...nBp=A1n...nA,nByys1n...Nn By, # 3,

da es sich hierbei um einen Schnitt von Elementen des zentrierten Systemes A
handelt.

Zu (ii): Sei B € PB(X) \ {@} mit (477). Analog zum Beweis von (i) geniigt es
zu zeigen, daf

B:=Au{B}

ein zentriertes System ist.

Ohne Einschrénkung seien also m € N, und By,...,B,, € B.

Im Falle V(1. m) By # B gilt wieder By,..., By, € Aund Bin...n By, # &,
weil A ein zentriertes System ist.

Im Falle 3,,,¢(1,...m) Bmo, = B konnen wir erneut ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, daf gilt

By=...=By,=B und Byy+1,...,Bn €A

Hieraus folgt zunéchst

(%)
Bpps1N...0Bp =1 € A, falls mg <m,
=X, falls my=m,

und sodann wegen (477) bzw. B # @
Bin...nB,=BnBy,+1n...nB, +2.

Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Beweis des Hauptsatzes. Es geniigt offenbar, den Fall I # @& zu betrachten.
Seien dann X; fiir jedes ¢ € I ein nicht-leerer kompakter topologischer Raum
und

X =XX, +a.
el
Ferner bezeichne
T4 X — Xz

fiir jedes ¢ € I die kanonische Projektion wie in (474). Wir versehen X mit der
Produkttoplogie und behaupten, daf fiir jedes zentrierte System A c P(X) gilt

NA+2.
AeA

Hieraus folgt dann offenbar mittels 1.40 ,,(ii) = (i) die Kompaktheit von X.
Seien A wie oben und Ap.x ein gemék B.5 existierendes maximales zentrier-
tes System mit A c Ap .. Wir zeigen sogar

N Ao
AEAIH&X
und kénnen Ap,.x # @ annehmen, denn sonst ist die letzte Aussage trivial.

Sei 7€ I. Dann ist

{mi(A)| A € Amax}

ein zentriertes System, denn fiir alle n € N und Aq,..., 4, € Apax gilt
7TZ'(A1) n... ﬂTFZ'(An) DT (A1 N...... ﬂAn) * J,

weil Apax ein zentriertes System ist. Da X; des weiteren ein nicht-leerer kompak-
ter topologischer Raum ist, folgt hieraus und aus 1.40 ,(i) = (ii)* die Existenz
eines z; € X; mit

Wir setzen nun

und zeigen schliefslich
vAEAmax TE€ Z? (479>

womit der Satz von TYCHONOFF bewiesen ist.
Zum Nachweis von (479) weisen wir zunéchst nach, daf gilt

ViEIVViETOp(XZ') (l' € Fil (Vz) = Y Aehpmax FZI(VZ) nA# @) : (48())

[ Zu (480): Es seien i € I, V; € Top(X;) mit z € 71 (V;) und A € Apax. Dann
gilt V; € U°(x;, X;) und wegen (478) auberdem z; € m;(A). 1.15 (ii) impliziert
Vinmi(A) #@, also T (V) nA+@. |

Aus (480) und B.6 (ii) folgt

VierVv;eTop(X;) (CU e (Vi) =7 (Vi) € Amax) ,
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also ergibt B.6 (i), daf jeder positiv endliche Schnitt von Mengen der Form
7 (V) eU(x, X), wobei Vj € Top(X;) sei,

ein Element von Ay ist. Nun ist Apax ein zentriertes System, und somit folgt
aus der Definition der Produkttopologie offenbar

vAEAmax VUEMO(;I;,X) U n A * @7

d.h. nach 1.15 (ii): ¥ acq,,,, © € A. O
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C Das Lemma von URYSOHN

Ublicherweise wird das Lemma von URYSOHN fiir normale topologische Rdume
formuliert, worauf wir unten eingehen. In Kapitel 3 bendtigen wir eine Version
fiir lokal-kompakte Hausdorff-Réume, die wir nun beweisen.

Hauptsatz C.1 (Lemma von URYSOHN in der Version fiir lokal-kompakte Haus-
dorff-Raume).

Vor.: Seien X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum sowie K eine kompakte und
U eine offene Teilmenge von X derart, daff ¢gilt K c U.

Beh.: Es emzistiert f € C.(X,[0,1]) mit flx =1 und Tr(f) cU.

Entscheidend fiir den Beweis des Hauptsatzes ist die folgende Umformulie-
rung von 1.68.

Satz C.2. Es seien X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, K eine kompakte
und U eine offene Teilmenge von X derart, daff gilt K cU.

Dann ezistiert eine offene Teilmenge V von X mit K ¢V cV c U und
V cc X. O

Beweis des Hauptsatzes. Wir konstruieren eine stetige Funktion g: X — [0, 1]
so, dafs f:=1- g die Behauptung erfiillt.

Wenn ein solches g existiert, so gilt fiir die offenen Mengen U, := g' (]-o0, p[),
wobel p € Ry: V) per, . peo K € U, € G'(] = 00, p]) c Us. Hieraus folgt wegen der
Abgeschlossenheit von g*(] — o0, p]) zum einen

Vp706R+,p<0KCUpCﬁpC§1(] —o0,p])clUs A (p>1=U,=X)

und zum anderen Vgex g(x) = inf{o € R, |z € U,}. Wir wollen nun umgekehrt
fiir p aus einer dichten Teilmenge I von [0, oo[ offene Teilmengen U, von X mit

Vpﬁd,mecUpcﬁchg A (p>1=>U,=X) (481)

finden und ¢ durch Vgex g(z) :=inf{p e I'|x € U,} definieren.

Wegen C.2 existiert eine relativ kompakte offene Teilmenge Uy von X mit
K c Uy c Uy c U. Wir wihlen fiir jedes p € {2%|n eNy Ake{l,...,2" - 1}},
d.i. die Menge der dyadisch endlich dargestellten (rationalen) Zahlen aus ]0,1[,
relativ kompakte offene Teilmengen U, von X mit

VneN+KCU2_1nCU_2_1nCU2_2nC...CTZ’;QCUWQI# C@CUl (482)
wie folgt:

Im Falle n =1 ergibt C.2 die Existenz einer relativ kompakten offenen Teil-
menge U1 mit (482).

SeienQn e N, und relativ kompakte offene Teilmengen U%,...,U% mit
(482) bereits gewahlt, d.h.

KcU_ 2 cU_ 2 cU_4 c...cUpiy €Usni1iy €Usnii_, cUj.

on+l on+l on+l on+1 on+1 on+1
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Dann liefert 2"-malige Anwendung von C.2 die Existenz relativ kompakter of-
fener Teilmengen U_1 _,U_s ..., U1 5,Uqnn1_; derart, dafs (482) fiir n+ 1

an+l on+l on+1 on+1
anstelle von n gilt.

Ferner seien [ := {2%|n eN,Ake{l,...,2" =1}} U[l,00[ und U, := X fiir
p € ]1,00[. Damit sind fiir alle p € I offene Teilmengen U, mit (481) definiert.

Nun kénnen wir g: X - R durch V,ex g(x) :=inf{p € I'|x € U,} definieren.
Es gilt offenbar ¢g(X) c [0,1],

Vaek Vper v € Up7
also g|K =0, und

Vaiex (l' tU = (Vpel,pdx ¢ Up) =>g(ac) 21 =>g(x) = 1) .

Somit ist {z € X |g(x) # 1} eine abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums Uy,
also selbst kompakt. Zu zeigen bleibt, dak g stetig ist, denn f:=1-¢: X — [0,1]
leistet dann das Gewtinschte.

Wir zeigen zunéchst fiir jedes x € X und pe I

zeU, = g(z) < p, (483)
z¢U, = g(x) 2 p. (484)

| Beweis hiervon: Aus x € 7,, folgt Voer,o2px € Uy, also g(x) < p, und aus
x ¢ U, folgt Voer, ocp @ ¢ Us, also g(x) > p. |

Zum Nachweis der Stetigkeit von g sei nun xg € X.

1. Fall: g(x0) # 0. Seien a,b € R, mit a < g(zg) < b. Gesucht ist V e U°(xo, X)
mit g(V') c ]a,b[. Da I in [0,00[ dicht liegt, existieren p,o € I derart, daf
a<p<g(ro) <o<bgilt,und V = U, \U, = U, n (X \U,) ist eine offene
Teilmenge von X. Wegen g(xg) < o, (484) und g(xg) > p, (483) gilt xg € V.
Ferner gilt g(V') c ]a,b[, denn fiir jedes x € V folgt aus x € U, c U, und (483),
da® gilt g(z) < o < b, und aus z ¢ U, o U, und (484), dak gilt g(z) > p < a.
Damit ist offenbar die Stetigkeit von g: X — [0, c0[ in xg gezeigt.

2. Fall: g(x0) = 0. Sei b € R;. Dann existiert o € I mit g(x¢) < o < b,
und es gilt U, € U(xo, X) sowie g(U,) c [0,b[, also folgt die Stetigkeit von
g: X = [0, 00[ in zo. O

Korollar C.3. Seien X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, K eine kompakte
und B eine abgeschlossene Teilmenge von X derart, doff K n B =@ gilt.
Dann ezistiert f € C.(X,[0,1]) mit f|lx =1 und f|p =0. O

Beweis. Setze U := X \ B in C.1. O

Wir kommen nun auf die Version des Urysohnschen Lemmas fiir normale
topologische Rédume zu sprechen.

Definition C.4 (Normale topologische Réume). Ein topologischer Raum X
heifst normal genau dann, wenn X hausdorffsch ist und fiir alle disjunkten ab-
geschlossenen Teilmengen A, B von X disjunkte offene Teilmengen U,V von X
mit Ac U und B c V existieren.
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Bemerkung. Das vierte Trennungsaxiom fiir einen topologischen Raum be-
sagt, daf zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen disjunkte offene
Obermengen existieren.

Lemma C.5. Sei X ein Hausdorff-Raum.
Dann ist X genau dann normal, wenn zu jeder abgeschlossenen Teilmenge

A von X sowie jeder in X offenen Obermenge U von A eine in X offene Menge
Vmit AcV cV cU euistiert.

Beweis. ,=* Seien A eine abgeschlossene und U eine offene Teilmenge von
X mit A cU. Dann ist B:= X \ U abgeschlossen, und es gilt An B =@. Nach
Voraussetzung existieren disjunkte offene Mengen V. W mit AcV und Bc W.
Es folgt V n B = @, denn fiir jedes 2 € B gilt W e U%(z, X) und VW = @.
Damit ist gezeigt Vc X \B=U.

,<" Seien A, B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X. Dann ist X \ B
eine offene Obermenge von A, und nach Voraussetzung existiert eine offene
Menge V mit AcV cV c X\B. W := X \V ist dann offen und leistet
VnW =g sowie BcW. O

Hauptsatz C.6 (Lemma von URYSOHN).

Vor.: Seien X ein normaler topologischer Raum und A, B disjunkte abgeschlos-
sene Teilmengen von X.

Beh.: Es ezistiert f € C(X,[0,1]) mit fla=1 und f|p =0.

Beweis. U := X \ B ist offene Obermenge von A. Es geniigt f € C(X,[0,1])
mit fla =1 und Tr(f) c U zu finden. Dies lauft analog zum Beweis von C.1,
indem man K durch A ersetzt und anstelle von C.2 auf C.5 = verweist. O

Bemerkung.

1.) Ein toplologischer Raum X, in dem zu je zwei disjunkten abgeschlosse-
nen Teilmengen A, B von X eine stetige Funktion wie in der Behauptung
des letzten Hauptsatzes existiert, heillt vollstdindig reguldr. Jeder norma-
le topologische Raum ist also vollstindig reguldr. Dies wird beim Beweis
des Metrisierbarkeitssatzes von URYSOHN, der besagt, dal ein normaler
topologischer Raum mit abzadhlbarer Basis der Topologie metrisierbar ist,
benotigt. Der Leser kann hierzu mehr in [18, Chapter 4] finden.

2.) Jeder metrische Raum (X,d) ist vollstdndig regulér. Dies sieht man auch
direkt ein, ohne das Lemma von URYSOHN zu verwenden. Sind n&mlich
A, B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X, so wird durch

d({z}, B)
({z}, A) +d({z}, B)

eine stetige Funktion f e C(X,[0,1]) mit f|4 =1 und f|p = 0 definiert.

VaceX f((L') = d
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