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Aufgabe 1. Sei
(
X, d

)
ein vollständiger metrischer Raum und ∅ 6= A ⊂ X eine abgeschlos-

sene Menge. Zeigen Sie, daß der Teilraum
(
A, d

)
ein vollständiger metrischer Raum ist.

Aufgabe 2. (Lebesgue Lemma)
Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) und (Ui)i∈I eine Überdeckung
von K durch offene Mengen in X. Zeigen Sie, daß es ein r > 0 gibt derart, daß jede Kugel
Br(x), x ∈ K, in einer der Mengen Ui liegt.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Konstante a ∈ R, so daß die Funktion f : R→ R mit

f(x) =

{
x2 + a : x ≤ 2

ax : x > 2

stetig in allen Punkten x ∈ R ist.

Aufgabe 4. Seien f, g : R→ R gegeben durch

f(x) =

{
sin( 1

x) : x 6= 0
0 : x = 0

}
, g(x) =

{
x sin( 1

x) : x 6= 0
0 : x = 0

}
.

Zeigen Sie:

(i) Zu jedem y ∈ [−1, 1] existiert eine reelle Folge (xn)n∈N derart, daß limn→∞ xn = 0 und
limn→∞ f(xn) = y gilt.

(ii) f ist nicht stetig in 0.

(iii) g ist in allen Punkten x ∈ R stetig.

Aufgabe 5. Sei f : R2 −→ R definiert durch

f(x, y) =

{
2xy

x2+y2 : (x, y) 6= (0, 0)

0 : (x, y) = (0, 0)

}
.

bitte wenden



Zeigen Sie:

(i) Alle Beschränkungen von f auf achsenparallele Geraden sind stetig, und alle Beschränkun-
gen von f auf Halbgeraden vom Nullpunkt aus Hθ = {(r cos θ, r sin θ) | r > 0} sind
konstant,

(ii) f ist auf R2 r {(0, 0)} stetig aber im Nullpunkt nicht stetig.

Aufgabe 6. (Zwischenwertsatz und antipodale Punkte)
Sei Sn = {x ∈ Rn+1|x2

1 + · · ·+ x2
n+1 = 1} die n–Sphäre. Zeigen Sie, daß es zu jeder stetigen

Funktion f : Sn −→ R, n > 1, ein Paar antipodaler Punkte x,−x ∈ Sn existiert, mit f(x) =
f(−x).
(Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberfläche gibt es antipodale
Orte, in denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.)

Aufgabe 7. Seien m,n ∈ N und A ⊂ Rm, B ⊂ Rn. Zeigen Sie

∂(A×B) = (∂A×B) ∪ (A× ∂B).

Seien ferner a1 ≤ b1, . . . , an ≤ bn reelle Zahlen. Bestimmen Sie den Rand des Rechteckes
R = [a1, b1]× · · · × [an, bn].
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