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Vorwort

Der Begrift Topologie leitet sich von den griechischen Worten 7émwog (dt.: der
Ort) und A\évyos (dt.: das Wort, die Lehre) ab. Die Topologie, als Teilgebiet der
Mathematik, beschéftigt sich mit der relativen Lage — dem Ort —, die Punkt-
mengen — sog. Rdume — zueinander einnehmen; hierbei spielen im Gegensatz zur
Geometrie quantitative Grofsen wie Abstinde oder Winkel keine Rolle. Konkre-
ter gesprochen, handelt es sich um die Lehre von Rd&umen zwischen denen man
den Begriff der stetigen Abbildung definieren kann und das Studium letzterer.
Natiirlich soll der Begriff der Stetigkeit dabei so eingefiihrt werden, daf im Spe-
zialfall die in der Analysis I eingefiihrten stetigen Abbildungen von Teilmengen
von R wiedererkannt werden. Eng verbunden mit der Definition der Stetigkeit
ist die der Folgenkonvergenz. Auch diese l&t sich auf topologischem Niveau
einfiihren.

Das vorliegende Skriptum gibt den Inhalt meiner Vorlesung Einfiihrung in
die Topologie aus dem WS 2009/2010 an der Universitiat Erlangen-Niirnberg und
Teile des zugehorigen Seminares aus dem SS 2010 wieder. Das Skriptum gliedert
sich in drei Teile. Im ersten Teil wird eine Einfiihrung in die allgemeine Topolo-
gie gegeben, in der der Begriff des topologischen Raumes im Mittelpunkt steht.
Das Thema des zweiten Teiles wird die elementare Homotopietheorie sein. Die
Fundamentalgruppe, eine Homéomorphie-Invariante — d.h., daf sie unter einem
Homdoomorphismus' erhalten bleibt —, wird eingefithrt und die Existenz der uni-
versellen Uberlagerung bewiesen. Im dritten Teil werden differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten und differenzierbare Abbildungen zwischen solchen studiert. Wir
definieren ferner den Tangentialraum an eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
dessen Kenntnis es uns ermoglicht, von Immersionen und Untermannigfaltigkei-
ten zu sprechen. Zum Abschluft beweisen wir den Einbettungssatz von Whitney
fiir kompakte Mannigfaltigkeiten.

Ich habe mich bei der Ausarbeitung der o.g. Vorlesung sehr eng an verschie-
denen Kapiteln aus Vorlesungen meines Diplomvaters W. Henke orientiert.

Fiir Hinweise auf Fehler, Kritik oder Lob bin ich dankbar. Kontakten konnen
Sie mich per E-Mail an bock(at)mi.uni-erlangen.de.

Ich sollte an dieser Stelle anmerken, dafs das vorliegende Skriptum nicht
gegengelesen wurde. Ich vermute, daft auf den folgenden Seiten noch Fehler
vorhanden sind, da ich bei jeder Durchsicht kleinere Ungenauigkeiten — sprich
Fehler — entdecke. Aber auch dies sollte fiir den Leser lehrend sein: Nicht sémt-
liche Resultate, die in der Literatur — egal, ob Skriptum oder Buch — angegeben
sind, sind wahr. Der Leser sollte sich von jedem Beweis selbst iiberzeugen.

Erlangen, im Sommer 2010 0%7%4% bt

'd.i. eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung
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1 Topologische Raume

Topologische, metrische und Hausdorff-Raume

Definition 1.1 (Topologischer Raum).

(i) Seien M eine Menge und 7 eine Teilmenge von (M ).
T heilst eine Topologie fiir M genau dann, wenn gilt

(T1) T A MeT.

(T2) Ist I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes i € I die Menge U; ein
Element von T, so gilt U;e; U; € T.

(T3) Uy,Us eT = U nUyeT.
(ii) Ein Paar (M,T), bestehend aus einer Menge M und einer Topologie T

flir M, heiflt ein topologischer Raum. Die Elemente von T heifen dann die
offenen Mengen des topologischen Raumes (M, T).

Beispiel.

1.) Ist M eine Menge, so hat man die folgenden Topologien fiir M:

T1 :=B(M), die sog. diskrete Topologie fiir M, (alle Teilmengen von M
sind offen).

T2 :={@, M}, die sog. triviale Topologie fiir M.
T3 = {@} u{U € P(M)|M \ U endlich}, (nur @ und die Komplemente
endlicher Mengen sind offen).
2.) (Die kanonische Topologie fiir R)
Wir definieren 7" c B(R) durch

Voer (U € T <= Vyyer3eer, Jto —€,t0 +e[ c U) .

Nach Ubung 1.1 ist 7 eine Topologie fiir R, die sog. kanonische Topologie
fir R.

Wir betrachten R im folgenden stets als topologischen Raum mit dieser
Topologie.

Bemerkung. Oft werden wir einen topologischen Raum mit einem einzigen
Symbol — z.B. M — bezeichnen. Wir schreiben dann ||M|| (oder auch einfach

M) fiir die M zugrundeliegende Menge und | Top(M) | fiir die Topologie fiir M,
also
M = (|M], Top(M)).

N——
=M

Definition 1.2. Seien M ein topologischer Raum, N ¢ M und pe M.



(i) N heifst offen <= N € Top(M), vgl. 1.1(ii).
N heiflt abgeschlossen <= M \ N offen.

Warnung. , Abgeschlossen bedeutet nicht das Gegenteil von ,offen“. Z.B.
sind @ und |[M| = M stets sowohl offen als auch abgschlossen. Dagegen
ist die Teilmenge ]0,1] von R weder offen noch abgeschlossen (in dem
topologischen Raum R).

(ii) N heifst Umgebung von p in M <= N offen und p € N.
Die Menge aller Umgebungen von p € M bezeichnen wir mit |U(p, M) |

Definition 1.3 (Metrischer Raum).

(i) Sei M eine Menge. Eine Funktion d: M x M — R, die je zwei Punkten
p,q € M ihren sog. Abstand d(p,q) bzgl. d zuordnet, heilt eine Metrik?
(oder Abstandsfunktion) fir M genau dann, wenn fiir alle p,q,r € M gilt

(D1) d(p,q) 20 A (d(p,q) =0<=p=q) (Positiv-Definitheit),

(D2) d(p,q) =d(q,p) (Symmetrie),
(p,7) <d(p,q) +d(q,r) (Dreiecksungleichung).

=)
&
2,

(ii) Ein Paar (M,d), bestehend aus einer Menge M und einer Metrik d fiir M
heift ein metrischer Raum.

(iii) Ist (M,d) ein metrischer Raum, so definieren wir fiir alle p € M die e-
Umgebung von p (zur Nahmenswahl s.u. 1.4) durch

|U=(p)]={a e M]d(p,q) <}.

Beispiel.
1.) d:RxR — R, (t,s) ~ |t—s|, ist offenbar eine Metrik fiir R.

2.) Sei V ein R-Vektorraum mit Norm |...|: V - R, d.h. per definitionem,
daf fiir alle v,w eV und A € R gilt

(N1) o] 20 A (v =0<=v=0) (Positiv-Definitheit),
(N2) [Av] = [Alllo]  (Homogenitit),

(N3) |v+w| < |v|+|w| (Dreiecksungleichung).

Dann ist V in kanonischer Weise ein metrischer Raum mit der Metrik
d:VxV =R, (v,w) - |v-wl|.

3.) Fiir eine beliebige Menge M ist d: M x M — R, defiert durch

0 fiir p=gq,

d(p,q) = {

1 flirp+q,

eine Metrik fir M.

2yom griechischen petpikos (dt.: aus dem Meter)



Bemerkung. Auch einen metrischen Raum bezeichnen wir oft mit einem ein-
zigen Symbol, z.B. M. Wir schreiben dann wieder ||M]| (oder einfach M) fiir

die M zugrundeliegende Menge und (oder einfach d) fiir die Metrik fiir M,
also

Satz 1.4.
Vor.: Sei M ein metrischer Raum mit Metrik d.
Beh.: M ist in kanonischer Weise ein topologische Raum mit der Topologie

‘: {NE‘B(M)WpeMaeeRJr Ue(p) c N}. (1)
Ferner gilt fir alle pe M und € € R,
U:(p) € Ta.

Beweis. 1.) Ty ist eine Topologie:

Ad (T1): @, M €7 ist klar.

Ad (T2): Seien I eine Menge und U; € Ty fiir jedes ¢ € I. Zu zeigen ist
Uier Ui € Ta-

Zum Beweis hiervon sei p € U;e; U; € Tg. Dann existiert g € I mit p € Uy,.
Wegen U, € Ty existiert weiter eine Zahl € € R, mit

U(p) < Uiy < YU
iel
Damit ist gezeigt: U;er Us € T4
Ad (T3): Seien Uy,Us € T4 und sei p € Uy n Uz beliebig. Fiir i € {1,2}
existiert wegen p € U; € Ty eine reelle Zahl ¢; € R, mit U, (p) c U;. Setzt man
€ :=min{ey,e2}, so folgt
Ug(p) C U1 n UQ.

Damit ist gezeigt: Uy nUs € Tg.

2.) Fiir pe M und ¢ e R, gilt U.(p) € Ta:

Sei q € U.(p), also gilt d(p,q) < e. Wir setzen 6 := ¢ — d(p,q) € Ry und
behaupten Us(q) c U:(p).

Beweis hiervon: Sei r € Us(q), d.h. d(g,7) < J. Dann folgt

d(p,r) <d(p,q) +d(q,7) <e-0+d=¢,
d.h. r € U(p). 0

Definition 1.5 (Hausdorff-Raum). Ein topologischer Raum M heifst haus-
dorffsch (oder Hausdorff-Raum) genau dann, wenn je zwei verschiedene Punkte
disjunkte Umgebungen besitzen. D.h. genau

Vp.geM prqIuencp vy Ivearg U NV = 2.

Beispiel. Seien M eine mindestens zweipunktige Menge und 7 die triviale
Topologie fiir M. Dann ist (M, 7") nicht hausdorffsch.



Satz 1.6. Ist M ein Hausdorff-Raum, so ist fir jedes p € M die Menge {p}
abgeschlossen.

Beweis. Sei p € M fest gewihlt. Zu zeigen ist, dal M \ {p} offen ist.

Zu jedem € M ~ {p} existieren nach Voraussetzung disjunkte Umgebungen
U, und V; von p und q. Wegen ¢ € V, gilt insbesondere p ¢ V,, d.h. V, ¢ M \ {p}.
Hieraus folgt:

M~x{p}t= U V.
geM~{p}

Mit (T2) folgt die Behauptung. O
Satz 1.7. Jeder metrische Raum ist als topologischer Rauwm hausdorffsch.

Beweis. Sei M ein metrischer Raum mit Metrik d und seien p,q € M mit
p # q. Setze ¢ := %d(p,q) € R,. Nach 1.4 sind U := U.(p) und V := U.(q) offene
Teilmengen von M. Dann gilt UnV =@
Angenommen es existiert 7 € U nV, d.h. d(p,r) < € und d(gq,r) < €. Dann
folgt
2e =d(p,q) <d(p,r) +d(r,q) <e+¢ =2¢,

Widerspruch! O

Bemerkung 1.8. Jeder normierte R-Vektorraum (V] ...|) ist in kanonischer
Weise ein metrischer Raum mit Metrik d, definiert durch d(p, q) = |p—¢|| . Jeder
metrische Raum (M, d) ist in kanonischer Weise ein hausdorffscher topologischer
Raum mit der Topologie Top(M) wie in (1).

Also kurz: normierte R-Vektorrdume c metrische Rdume c hausdorffsche
topologische Réume.

Alle Begriffe, die fiir Objekte einer dieser Klassen definiert sind, sind daher
automatisch auch fiir Objekte einer enthaltenen Klasse definiert.

Konvergenz von Folgen
1.9 (Konvergenz von Folgen in topologischen Rdumen).

Definition 1. Seien M ein topologischer Raum, (p,)nen eine Folge in M und
sei p e M. Wir definieren dann:
(Pn)nen konvergiert (in M) gegen p <= VUEUO(p,J\/[) FnoeNVneN,nzno Pn € U

Lemma. Sind M ein Hausdorff-Raum und (py,), eine Folge in M, die sowohl
gegen p € M als auch gegen q € M konvergiert, so gilt p=q.

Beweis. Angenommen p # ¢q. Nach Voraussetzung existieren U € U°(p, M)
und V eUU*(q, M) mit UnV =@. Weiter existieren ny,ng € N mit

vneN,nan pn €U und VneN,nan Pn €V,
also folgt fiir ng := max{ni,na}: pn, € U NV, Widerspruch! O
Warnung. Das Lemma ist i.a. falsch, wenn M nicht hausdorffsch ist. Ist z.B.

M ein topologischer Raum, der mit der trivialen Topologie Top(M) = {@, M}
versehen ist, so konvergiert jede Folge in M gegen jedes Element von M.



Definition 2. Sind daher M ein Hausdorff-Raum und (py,),,y €ine Folge in M,
die gegen p € M konvergiert, so ist p mit dieser Eigenschaft (nach dem Lemma)
eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim py, [:=p

n—oo

und nennen p den Grenzwert oder Limes von (pp ),y fir n gegen unendlich.

Ubungsaufgabe. Seien A eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen
Raumes M und (pp)nen eine Folge in A. Ist dann p € M derart, daff (pn)neN
gegen p konvergiert, so gilt p e A.

Beweis. Da A abgeschlossen ist, ist M \ A offen. Angenommen p € M \ A.
Dann existiert ng € N derart, dak V,enpnsnoPn € M N\ A, im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Satz 1.10 (Konvergenz von Folgen in metrischen Raumen). Sei M ein metri-
scher Raum mit Metrik d, (also M hausdorffsch nach 1.7.) Dann gilt fir alle
Folgen (pp),ey in M und alle pe M :

lim p,=p <= veeR+ EInoeNVneN (n >ng= pnel: (p) ) (2)
n—oo N—— —
And d(pmp) <e

Die rechte Seite von (2) besagt gerade, daf lim,,_, e d(pp,p) = 0 im Sinne der
Analysis 1 gilt.

Beweis. ,,=* ist klar, da jede e-Umgebung nach 1.4 offen ist.

Zu < Sei U € U°(p, M'). Nach Definition der Topologie von M (vgl. 1.4)
existiert dann ¢ € Ry mit U.(p) c U. Nach Voraussetzung gilt daher fiir fast alle
neN: p, eUs(p) cU. O

Bemerkung. Die Aussage (2) zeigt, daf die Definition in 1.9 im Spezialfalle
eines metrischen Raumes mit der Definition der Konvergenz der Analysis iiber-
einstimmt.

Stetigkeit

Definition 1.11 (Stetigkeit). Seien M, N topologische Réume und f: M - N
eine Abbildung.
(i) Seipe M.
f heikt stetig in p <= Y yeauerp),N) Iveuep,my f(V) c U
Es gilt:

[ stetigin p == Fiir jede Folge (pp),ey. die in M gegen p kon-
vergiert, konvergiert auch die Folge (f(pn)),en(3)
in N gegen f(p).

[ Denn sind U € U°(f(p), N) beliebig und V € U%(p, M) wie oben gewéihlt,
so gilt fiir fast alle n € N: p,, € V, also auch f(p,) € f(V)cU.|



Bemerkung. In (3) gilt i.a. nicht ,<* anstelle von ,=* gilt. Dagegen
gilt stets ,,<*, falls M und N sogar metrische Raume sind, s.u. 1.14.

(ii) f heifst stetig <= Ypenr f ist stetig in p.
C(M,N) | bezeichne die Menge aller stetigen Abbildungen M — N.

Beispiel. Ist ¢ € N, so ist die konstante Abbildung f: M — N vom Wert ¢

stetig.
[ Denn sind p € M und U € U%(f(p),N), so gilt zum einen M € U°(p, M)

——
=q
und zum anderen f(M)={q} cU. |
Satz 1.12. Seien M, N topologische Raume (mit Topologien Top(M), Top(N))
und f: M — N eine Abbildung. Dann gilt:
f st stetig <> Vyeropy £ (U) € Top(M) (4)
- VAcNabgeschlossenfl (A) abgesc;llossen in M (5>
Beweis. Zu (4): ,=" Sei U offen in N. Wegen der Stetigkeit von f existiert
zu jedem p e T (U) — doh. U e U(f(p),N) — ein V, € U(p, M) mit f(V,) c U,
d.h. V, c 71(U). Dann folgt
—1
Foy="uU v, (6)
pef (U)
und die rechte Seite von (6) ist offen nach (T2).
[ (6) ,,c“ gilt wegen Vp671(U)pe V, und ,,>* wegen V b T ) V,c f (U). |
»<=“Sei pe M und U eU(f(p), N).
Dann gilt p € TI(U) und nach Voraussetzung ist TI(U) offen in M, also

V=T (U) eu(p, M) und f(V) = f(F (U)) U.
Zu (5): Fiir jede Teilmenge A von N gilt

A abgeschlossen <= N \ A € Top(N) und ?1 (NNA)y=M~ 71 (A).

Dabher folgt (5) aus (4). O

Satz 1.13. Es seien Mi, Ms, M3 topologische Rdume sowie f: Ms — Ms und
g: My - My zwei Abbildungen. Ferner sei p e My. Dann gilt:

(i) g stetig in p und f stetig in g(p) == f o g stetig in p.
(ii) g stetig und f stetig == f o g stetig.

Beweis. Zu (i): Zu Us € U((f o g)(p), M3) existiert zundchst wegen der
Stetigkeit von f in g(p) ein U, € Z/l( (p), M3) mit f(Us) c Us und sodann
wegen der Stetigkeit von g in p ein Uy e U°(p, M1) mit g(Uy) c Us, also folgt

(fog)(Uh) = f(g(Uh)) e f(U2) € Us.

Aus der Beliebigkeit von Us folgt die Behauptung von (i).
(ii) folgt trivial aus (i). O

~— N



Satz 1.14 (Stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen). Seien M, N
metrische Riume und f: M — N eine Abbildung sowie p € M. Dann sind die
folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent:

(i) f ist stetig in p.
(”) VaeR+ 366R+ quM (d(p>Q) <o=> d(f(p)> f(Q)) < 5)'

~

< [(Us(p)) < Us(f(p))
(iii) Fiir jede Folge (pn)nen in M mit limy, e pr = p gilt imy, 00 f(pn) = f(p).

Beweis. (i) = (iii)* gilt nach (3).
Zu ,(iii) = (ii)*“: Angenommen (ii) ist falsch. Dann existieren € € R, und eine
Folge (pn)nen in M mit

Ve (d<pn,p> < A d(f (), (D)) 2 e),

n+l
und dies widerspricht (iii).

Zu (i) = (1) Sei U € U°(f(p), N). Nach Definition der Topologie von N
existiert € € Ry mit U.(f(p)) c U. Wahle zu € ein ¢ € R, gemék (ii). Dann gilt
Us(p) eU°(p, M) (vgl. 1.4) und

vqug(p)d(qvp) < 57 also nach (11) d(f(q)vf(p)) <g,
d-h. Yo f (@) € Us(f(p)) c U, also f(Us(p)) ¢ U. Damit ist (i) gezeigt. O
Bemerkung.

1.) Die Eigenschaft (iii) nennt man Folgenstetigkeit von f in p.

2.) Der letzte Satz zeigt, dak Definition 1.11 im Spezialfall metrischer Radume
mit der Definition der Stetigkeit der Analysis II iibereinstimmt.

Ist speziell N =R und M c R, jeweils versehen mit der Metrik
(t1,t2) —> [t1 = L],

so zeigt der Satz, daf die Stetigkeitsdefinition 1.11 mit der der Analysis I
iibereinstimmt.

Topologische Teilrdume

Definition 1.15 (Teilraumtopologie). Seien M ein topologischer Raum und N
eine Teilmenge von M sowie G eine Teilmenge von N.
G heifst offen im Teilraum N won M genau dann, wenn eine in M offene
Menge H existiert mit
G=HnN.

Satz. Seien M ein topologischer Raum (mit Topologie Top(M)) und N eine
Teilmenge von M. Dann ist

Topys(N) :=={G c N |G offen im Teilraum N von M}
eine Topologie fiir N, die sog. Teilraumtopologie von N bzgl. M.

Beweis als Ubunyg. O



Wir betrachten eine Teilmenge N eines topologischen Raumes M stets als to-
pologischen Raum mit der durch den umgebenden Raum induzierten Teilraum-
topologie Top,;(N). Sofern keine Verwechslungen auftreten konnen, schreiben
wir auch Top(V) anstelle von Top,;(N).

Beispiel.

1.) Fiir n € N, betrachten wir den R" als Hausdorff-Raum mit der Topologie,
die durch die Maximumsnorm ||... | (vgl. Ubung 2.1) induziert wird, vgl.
1.8. Wir betrachten dann weiter jede Teilmenge des R™ als topologischen
Teilraum mit der Teilraumtopologie bzgl. R™.

2.) ]0,1] ist offene Teilmenge des topologischen Teilraumes | - 1,1] von R.

3.) Die Teilraumtopologie von Z oder N bzgl. R ist die diskrete Topologie fiir
Z oder N.

Bemerkung. Sind M ein topologischer Raum, N ¢ M, (py)nen eine Folge in
N und p € N, so konvergiert (pp)neny offenbar genau dann im topologischen
Teilraum N von M gegen p, wenn (py )nen in M gegen p konvergiert.

Satz 1.16. Seien M, N topologische Rdume und f: M — N eine Abbildung.
Dann folgt:

(i) Fir jede Teilmenge M von M und alle p e M gilt:
ft M — N stetig in p == f|z;z M — N stetig in p.

(ii) Fiir jede Teilmenge N von N mit f(M) c N und alle pe M gilt:
f: M — N stetig in p < f: M — N stetig in p.

Beweis als Ubunyg.

Bemerkung. Die Richtung ,,<* in (i) ist i.a. falsch, wie das Beispiel M = &
zeigt.

Satz 1.17. Seien M ein hausdorffsch topologischer Raum und N c M. Dann
ist der topologische Teilraum N wvon M hausdorffsch.

Beweis. Seien p,q € N ¢ M mit p # q. Dach Voraussetzung U,V € Top(M)
mit pe U, g€ V und UnV = @ existieren, folgt UnN,VnN € Top(N),pe UnN,
geVnNund (UnN)n(VAN)=(UnV)nN =2. O

Kompaktheit
Definition 1.18 (Kompaktheit). Sei M ein topologischer Raum.

(i) M heiftt kompakt genau dann, wenn jede Uberdeckung von M durch offene
Teilmengen von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt; d.h. genauer:
Zu jeder Abbildung I — Top(M), i — Uj;, einer beliebigen Menge I mit
Uier Ui » M existieren endlich viele 41,... 4 € I mit U;; u...uU; > M.



(ii) Sei N c M.
N heilst kompakte Teilmenge von M genau dann, wenn der Teilraum N

von M kompakt ist. D.h. genau, daf jede Uberdeckung von N durch offene
Mengen des Teilraumes N von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Es gilt:

N ist kompakt <= Jede Uberdeckung von N durch
offene Teilmengen von M besitzt (7)

eine endliche Teiliiberdeckung.

[ Zu (7): ,=“ Sei (U;);.; eine Uberdeckung von N durch offene Teilmen-
gen von M. Dann ist (U; n N),.; eine Uberdeckung von N durch offene
Teilmengen des Teilraumes N von M, welche nach Voraussetzung eine
endliche Teiliiberdeckung

(UynN)u...u(U;,nN)>N

besitzt, d.h. (U;; u...uU; )nN > N.

,<=* Sei (V;),.; eine Uberdeckung von N durch offene Teilmengen des
Teilraumes N von M. Nach Definition der Teilraumtopologie existiert fiir
jedes i € I eine offene Menge U; von M mit V; = U; n N. Dann ist (U;),;
eine Uberdeckung von N durch offene Teilmengen von M, welche nach
Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung U;, u... uU;, > N besitzt,
und es gilt auch V;; u...uV; > N.|

Beispiel.
1.) Jeder topologische Raum M mit #|M| < oo ist trivialerweise kompakt.

2.) R ist nicht kompakt, da die Uberdeckung (] - n,n[), oy von R keine end-
liche Teiliiberdeckung besitzt.

3.) Eine Teilmenge N von R", n € N,, ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist, s. u. 1.47.

4.) Der Topologische Raum R = Ru{eo, —oo} ist kompakt, vgl. Ubung 3.4(iii).
R heiftt deshalb auch die Zweipunkt-Kompaktifizierung von R.

Satz 1.19 (Abgeschlossene Teilmengen von Kompakta sind kompakt). Seien
M ein topologischer Raum, K eine kompakte Teilmenge von M und A eine ab-
geschlossene Teilmenge von M mit A c K. Dann ist A eine kompakte Teilmenge
von M.

Beweis. Sei (U;);.; eine Uberdeckung von A durch offene Teilmengen von
M. Dann ist (U;),.; zusammen mit der offenen Menge M \ A eine offene Uber-
deckung von K (sogar von M) durch offene Teilmengen von M. Wegen der
Kompaktheit von K existieren daher endlich viele i1, ...,7; € I mit

KcUju...uU; u(M~A),



also gilt auch (wegen A c K)
ACUil U...UUZ‘k.
Nach (7) ist damit die Kompaktheit von A gezeigt. O

Satz 1.20 (Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen). Seien f: M — N eine
stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen und K eine kompakte Teil-
menge von M. Dann ist f(K) eine kompakte Teilmenge von N.

Beweis. Sei (V;);; eine Uberdeckung von f(K) durch offene Teilmengen

von N. Wegen der Stetigkeit von f ist U; := TI(VZ) fiir jedes i € I eine offene
Teilmenge von M, und es gilt

—1 —1 —1

v =UT 0 =7 (Un) 270 -
1€1 iel iel

Daher ist (U;),.; eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von M.

Wegen der Kompaktheit von K existieren i1,...,%; € I mit

Ujyu...uU; o K,
also gilt auch
Viiu...uV, o f(Uip))u...uf(U,)=f(U,u...uU;,) > f(K),
d.h. f(K) ist kompakt. O

Satz 1.21 (Kompakte Teilmengen von Hausdorff-Rdumen sind abgeschlossen).
Vor.: Sei M ein Hausdorff-Raum.
Beh.: Ist K eine kompakte Teilmenge von M, so ist K abgeschlossen in M.

Beweis. Zu zeigen ist, dakt M \ K eine offene Teilmenge von M ist. Wir

zeigen
V;DEJ\/[\KEIWPEZ/{O(p,M) Wp cM\NK. (8)

Aus (8) folgt offenbar M\ K = Uperrxk Wp, und diese Menge ist nach (T2) offen
in M.

Zu (8): Sei p € M N\ K fest gewédhlt. Da M hausdorffsch ist, existieren zu
jedem qe K

UseUU(q,M) und V,eU(p, M)

mit U, NV, =@.

(Ug) exc it eine Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von M. Wegen

der Kompaktheit von K existieren daher endlich viele Punkte ¢1,..., ¢ € K mit
Uj u...uU, > K. Nach (T3) gilt

Wp=Vy n...nVy, eU(p, M),
und es folgt
KnW,c(Ugyu...uUgy)nW,=(UynWy)u...u(Uy, nW,) =0,

N—— N——

Vg Vg,
N— S———
t:Uq1 ﬂVql = CU‘I/c ﬂqu =
d.h. es gilt (8). O
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Satz 1.22 (Uber die Stetigkeit der Umkehrabbildung).

Vor.: Sei f: M — N eine bijektive stetige Abbildung zwischen topologischen
Riumen. Zusdtzlich sei M kompakt und N hausdorffsch.

Beh.: Die Umkehrabbildung f~': N — M ist stetig.

Beweis. Sei A ¢ M eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von M. Nach
(5) geniigt es zu zeigen, dak dann auch das Urbild von A unter f~! eine abge-
schlossene Teilmenge von N ist. Dieses Urbild ist gleich

{ge N (g) e A} 2V f(a).

Wegen der Kompaktheit von M ist A nach 1.19 eine kompakte Teilmenge von
M, also ist nach 1.20 f(A) eine kompakte Teilmenge von N. Aus der Hausdorff-
Eigenschaft von N folgt schlieklich mit 1.21, daf f(A) eine abgeschlossene Teil-
menge von N ist. O

Definition 1.23 (Hom&omorphismus). Seien M und N topologische Rédume.
(i) Sei f: M — N eine Abbildung.

f heilst Homdomorphismus von M auf N genau dann, wenn f bijektiv und
stetig mit stetiger Umkehrabbildung ist.

(ii) M und N heifen zueinander homdomorph genau dann, wenn ein Homoo-
morphismus von M auf N existiert.
Zusammenhang und Wegzusammenhang
Definition 1.24 (Zusammenhang). Sei M ein topologischer Raum.
(i) M heift zusammenhdngend
= Yy, vhetop(my (M =Ur wUs = Uy =@ v Uz = @)
(ii) Sei Nc M
N heiflt zusammenhdngende Teilmenge von M

:<= Der Teilraum N von M ist zusammenhéngend.

= Yy, thetop(m) (N = (NnU1)w (Nnl2) = NnU; =gv Nnls; = @)
Beispiel.
1.) Die Teilmenge R* =R, uR_ von R ist nicht zusammenhéngend.

2.) Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind gerade die Intervalle, s.u.
1.26.

3.) Eine Teilmenge N des Teilraumes Q von R ist genau dann zusammenhin-
gend, wenn #N <1, d.h. N =@ oder N einpunktig. (Beweis als Ubung.)

Satz 1.25.

Vor.: Seien M ein topologischer Raum und (N;),.; eine Familie zusammenhdn-
gender Teilmengen von M mit Ny N; + &.

Beh.: Dann st auch die Teilmenge U;er N; von M zusammenhdngend.

11



Beweis. Seien Uy,Us € Top(M) mit

UNZ = ((UNZ) n Ul) U] ((UNZ) n Ug) c U1 U Ug.

iel iel iel

Nach Voraussetzung existiert p € M mit p € N;er NV; € Uy U Us. Ohne Beschrén-

kung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf p € U;. Dann folgt offenbar
vie[ Ni = (Nz n Ul) V] (Nz n UQ),

——
PpE

also wegen des Zusammenhanges von N; (nach Voraussetzung)
Vier NinUs =@,
d.h. (UieINi) nU; =@. O

Satz 1.26. Fir jede Teilmenge N von R gilt:
N zusammenhdngende Teilmenge von R <= N st ein Intervall.

Beweis. ,=* Angenommen N ist kein Intervall, d.h. es existieren t1,t3 € N
und ¢ € RN N mit ¢; < ¢ < to. Dann sind Uj := | - oo, ¢[ und Us := |c, 00| zwei
offene Teilmengen von R mit

NCR\{C}ZUlL‘JUQ.

Dann gilt N = (N nU;) v (N nUz), d.h. N ist nicht zusammenhéngend.
[ — [ —
ti1€ to€

»<“ Angenommen N ist ein Intervall und N ist nicht zusammenhéingend,
d.h. es existieren Uy, U € Top(R) mit

N=(NnU;)u(NnUs). 9)
—

Wir wihlen a € N nU; und be N nUs,. Ohne Einschrinkung gelte a < b. Wegen
der Intervalleigenschaft von N gilt

[a,b] c N. (10)

Wir setzen
M:={tela,b]|[a,t]cUi}>a

10
sowie ¢:=sup M € [a,b] (Q N. Dann folgt zunéchst
[a,c[ < Uy. (11)

[ Zu (11): Angenommen es existiert ein s € [a,c[ mit s ¢ U;. Dann gilt
einerseits s < ¢ und andererseits (nach Definition von M)

s>t fir alle teM,
N——
=[a,t]cUy

insbesondere ist s obere Schranke von M und s < ¢ = sup M, Widerspruch! |
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Wir behaupten, daf dann gilt

c¢ U, (12)

Aus (12), (13), ce N und (9) ergibt sich ein Widerspruch.

[ Zu (12): Angenommen c € U;. Dann folgt aus (9) wegen c € N: ¢ ¢ Uy, also
wegen c € [a,b] und b € Us: c € [a,b], insbesondere ¢ < b.

Hieraus folgt weiter wegen c € U; und der Offenheit von U in R die Existenz
einer Zahl € € Ry mit ¢+ < b und [c,c+¢] c Uy, also gilt auch nach (11):
[a,c+¢€] = [a,c[ U [c,c+e] c Uy, also (nach Definition von M) c+¢e € M, im
Widerspruch dazu, daf ¢ obere Schranke von M ist. Damit ist (12) gezeigt.

Zu (13): Angenommen c¢ € Us. Dann folgt aus (9) wegen ¢ € N: ¢ ¢ Uy,
also wegen a € Uj: ¢ € ]a,b], insbesondere ¢ > a. Hieraus folgt weiter wegen
c € Uy und der Offenheit von Us in R die Existenz einer Zahl ¢ — ¢ > a und

¢ —¢ € Uy, also auch nach (11): ¢ —¢€ € [a,c[ c Uy. Daher gilt ¢ —e € Uy n Uy und
10
c—ce€la,c]cla,b] e N, im Widerspruch zu (9). Damit ist (13) gezeigt. | O

Definition 1.27 (Wegzusammenhang). Sei M ein topologischer Raum.

(i) Ein Weg in M ist per definitionem eine stetige Abbildung J — M eines
Intervalles J von R in M.

(ii) M heilt wegzusammenhingend genau dann, wenn zu je zwei Punkten
p,q € M ein Weg ¢: [0,1] = M in M mit ¢(0) =p und ¢(1) = g existiert.

(iii) Sei N c M.
N heiflt wegzusammenhdngende Teilmenge von M genau dann, wenn der
topologische Teilraum N von M wegzusammenhdngend ist, d.h. genau,
dak zu je zwei Punkten p,q € N ein Weg ¢: [0,1] > N in N mit ¢(0) = p
und ¢(1) = ¢ existiert. Nach 1.16(ii) ist dies genau dann der Fall, wenn zu
je zwei Punkten p,q € N ein Weg ¢: [0,1] - M in M mit ¢([0,1]) c N,
¢(0) = p und ¢(1) = g existiert.

Bemerkung. Seien p,q € M. Aquivalent zur Forderung der Existenz eines
Weges ¢: [0,1] - M mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢q ist die Forderung, dak a,b € R
mit a < b und ein Weg ¢& [a,b] — M mit é(a) = p und ¢(b) = g existieren.

[ Definiere c:=¢o(a+ (b-a)z). |

Satz 1.28 ((Weg-)Zusammenhangstreue stetiger Abbildungen). Sei f: M - N
eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Dann gilt:

(i) Ist Z eine zusammenhdangende Teilmenge von M, so ist f(Z) eine zusam-
menhdngende Teilmenge von N.

(ii) Ist W eine wegzusammenhdngende Teilmenge von M, so ist f(W) eine
wegzusammenhdngende Teilmenge von N.

13



Beweis. Zu (i): Seien Z eine zusammenhéngende Teilmenge von M und
U1,Us € Top(N) mit f(Z) = (f(Z)nUi)u (f(Z)nUs). Da f stetig ist, folgt
fl(Ul),fl(Ug) € Top(M). Weiterhin gilt Z = (Zm?l(Ul))u(mel(Ug)). Wegen
des Zusammenhanges von Z existiert daher i € {1,2} mit Z ﬁ?l(UZ—) = @, also
f(Z2)nU; =@.

Zu (ii): Seien W eine wegzusammenhéingende Teilmenge von M und
D,q € fF(W), etwa p = f(p), ¢ = f(q) mit p,q € W. Wegen des Wegzusam-
menhanges von W existiert ein Weg ¢: [0,1] - M mit ¢([0,1]) ¢ W, ¢(0) =p
und ¢(1) = ¢. Dann ist foc [0,1] > N ein Weg mit (f oc)([0,1]) c f(W),
(foe)(0) =p und (foc)(1) = 4. g

Satz 1.29. Sei M ein topologischer Raum. Dann gilt:
(i) M wegzusammenhdingend == M zusammenhdingend.

(ii) N wegzusammenhangende Teilmenge von M

= N zusammenhdngende Teilmenge von M.

Beweis. (ii) folgt sofort aus (i) durch Anwendung auf den Teilraum N von
M.

Zu (i): Sei also M wegzusammenhingend und seien Uy, U, € Top(M) mit
M = Uy wUs. Zu zeigen ist U; = @ oder Us = &. Angenommen dies ist falsch,
dann existieren p; € Uy und p2 € Uy. Wegen des Wegzusammenhanges von M
existiert ein Weg ¢ [0,1] - M mit ¢(0) = p; und ¢(1) = p2. Da [0,1] nach 1.26
zusammenhéngend ist, folgt nach 1.28, daf auch ¢([0,1]) eine zusammenhén-
gende Teilmenge von M ist. Andererseits gilt wegen M = U; w U,

c([0,1]) = (e([0,1]) nU1) w (e([0,1]) nT2),

p1€ Dp2¢€

also ist ¢([0,1]) nicht zusammenhéngend, Widerspruch! O
Bemerkung.

1.) Eine Teilmenge von R ist genau dann wegzusammenhingend, wenn sie
zusammenhéngend ist, d.h. genau (nach 1.26), wenn sie ein Intervall ist.
| Intervalle sind némlich offenbar wegzusammenhéngende Teilmengen von

R. |

2.) Eine offene Teilmenge eines normierten R-Vektorraumes ist ebenfalls ge-
nau dann wegzusammenhingend, wenn sie zusammenhdngend ist, vgl.

Ubung 4.4(iii).

3.) N:= Graph(sin(ﬂ&)) u ({0} x [-1,1]) ist eine zusammenhéngende aber
nicht wegzusammenhingende Teilmenge des R?, vgl. Ubung 3.5.
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Offener Kern und abgeschlossene Hiille sowie innere, Beriih-
rungs- und Haufungspunkte

Definition 1.30 (offener Kern, abgeschlossene Hiille). Seien M ein topologi-
scher Raum und N c M.

(i) Wir definieren den offenen Kern von N in M als

= U U.

UeTop(M),UcN

Nach (T2) ist N offen in M, also ist N offenbar die grofte offene Teilmenge
von M, die in N enthalten ist.

(ii) Die abgeschlossene Hiille von N in M ist definiert als

N A

AcMabgeschlossen, Ao N

Nach Ubung 1.3 ist N abgeschlossen in M, also ist N offenbar die kleinste
abgeschlossene Teilmenge von M, die N umfaft.

(iii) Aus der obigen Definition folgt sofort
]c\>f cNcN,
N offen inM(=>N=]§7,
N abgeschlossen in M <= N = N.

Beispiel. M =R, N =]0,1] = N =]0,1[ AN =[0,1]

Satz 1.31. Seien M ein topologischer Raum und N c M. Dann gilt:

(i) N ={peM|IyawprUcN}.
Einen Punkt p € M mit 3yeeparyU © N nennen wir einen inneren Punkt
von N in M.

(ZZ) NZ {pE M|VU6M°(p,J\/[)UﬁN %‘:@}

Einen Punkt p € M mit VyqepmyU NN # @ nennen wir einen Beriih-
rungspunkt von N in M.

Beweis. Zu (i): ,,c* Sei p € N. Dann existiert nach 1.30(i) ein U € Top(M)
mit U ¢ N und p € U, also U € U°(p, M) mit U c N, d.h. p ist innerer Punkt
von N in M.

»,2“ Sei p ein innerer Punkt von N in M. Dann existiert U € U°(p, M) mit
UcM,alsopeN.

Zu (ii): ,c* Sei p € N. Angenommen p ist kein Beriihrungspunkt von N in
M, d.h. es existiert U € U(p, M) mit U N N = @&. Dann ist A := M \U eine
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abgeschlossene Teilmenge von M mit A > N, folglich nach 1.30(ii): c
insbesondere wegen p e N: pe A= M \ U, im Widerspruch zu U € U(p, M).

,2" Sei p Berithrungspunkt von N in M. Zu zeigen ist p € N, d.h. fiir jede
abgeschlossene Teilmenge A von M mit A > N gilt p e N. Angenommen dies ist
falsch, d.h. es existiert eine abgeschlossene Teilmenge A von M mit A > N und
p ¢ A Dann ist U := M \ A offen in M, und es gilt p € U, also U € U(p, M),
folglich (da p Berithrungspunkt von N in M): Un N # &, im Widerspruch zu
N c A. m

A,

Satz 1.32. Seien M ein topologischer Raum und N eine zusammenhdngende

Teilmenge von M. Dann ist auch N eine zusammenhingende Teilmenge von
M.

Beweis. Seien Uy, Uy € Top(M) mit N = (NnUp)u (N nUs). Wegen N ¢ N
gilt dann auch N = (N nU;) w (N nUsz). Da N nach Voraussetzung zusam-
menhdngend ist, existiert ¢ € {1,2} mit N nU; = @. Dann ist A := M \ Uj; eine
abgeschlossene Teilmenge von N mit A > N, also nach Definition von N

NCA=M\U7;,
d.h. genau N nU; = @. O

Definition 1.33 (Héufungspunkt). Seien M ein topologischer Raum, N c M
und pe N.
p heikt Haufungspunkt von N (in M) <= YyquepanyUn (N N {p}) # 2.

Bemerkung.
1.) p Haufungspunkt von N = pe N.
Die Riickrichtung ist i.a. falsch.
2.) Ein Element von N braucht nicht Haufungspunkt von N zu sein.

3.) Ein Haufungspunkt von N braucht nicht Element von N zu sein.

4.) Im Spezialfall M =R stimmt obige Definition mit der Definition der Ana-
lysis I iiberein.

Beispiel.
1.) Die Menge aller Haufungspunkte von Z in R ist gleich @ & Z=17.
2.) Die Menge aller Hiufungspunkte von Q in R ist gleich R = Q.

Satz 1.34. Seien M ein topologischer Raum und N c M. Dann gilt:
N abgeschlossene Teilmenge von M
< Vperm (p Héiufungspunkt von N =pe N).

Beweis. ,=* Angenommen es existiert ein Haufungspunkt p von N derart,
dafs gilt p ¢ N. Dann folgt p e M~ N und M \ N ist wegen der Abgeschlossenheit
von N offen in M, also

M~NeU(p,M) und (M~N)n(N~{p})=2,

im Widerspruch dazu, dafs p ein Haufungspunkt von N ist.
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»<" Sei pe M \ N beliebig. Nach Voraussetzung ist p nicht Haufungspunkt
von N, also existiert U e U%(p, M) mit UnN =Un(N~{p}) =@,d.h. U c M\ N,
folglich ist p innerer Punkt von M ~ N in M.

Damit ist gezeigt (vgl. 1.30) M NN = M ~ N, d.h. M \ N ist offen in M,
also ist N abgeschlossen in M. O

Der Satz von Bolzano-WeierstraR und Aquivalenz von Normen

Satz 1.35. Sei V' ein normierter R-Vektorraum (mit Norm |...||), (also ist
V' auch metrischer Raum sowie hausdorff topologischer Raum nach 1.8.)

(i) |... || V=R ist stetig.

(ii) Die Addition sowie die Subtraktion ...+...:V xV =V und die skalare
Multiplikation ...-...: RxV =V sind stetig, wobei wir V xV und RxV
jeweils mit der Mazimumsnorm versehen, welche man als Mazimum der
Normen der Komponenten erhdlt.

Wir bereiten den Beweis von 1.35 durch das folgende Lemma vor:

Lemma. Sei V' ein normierter R-Vektorraum. Fir alle v,w €V gilt
ol =Tl < floll = lwil < flo = wl].

Beweis. Die erste Ungleichung ist trivial, und die zweite gilt, weil aus

ol = (v -w) +wl| < flv-w] +w],
lwl = I(w=v) +vf| < [lw -] + [Jo]] = o= w] +]v]
sowohl |v]| = [|w]| € ||v —w]| als auch = (|Jv|| = |w]]) < ||v = w| folgt. O

Beweis des Satzes. (i) folgt sofort aus der zweiten Ungleichung des letzten
Lemmas.

Zu (ii): 1.) Seien (v,w) € V x V und (vk,wg)ken eine Folge in V' x V' mit
limg_, 0o max{ | vy — v, |wg — w||} = 0. Dann folgt limg_ e v = v, limgeo Wi = w,
und fiir jedes k e N gilt

k
(o 2 wi) = (v £ w)| = [[(vg = v) £ (wy, = w)]| < o = o] + wg - w]| = 0.
—— N——

k—»ooo k—»ooo

2.) Seien (\,v) € R x V und (Ag, vk )ken eine Folge in R x V' derart, dak gilt

limy 0o max{|A — A, |vr —v[|} = 0. Dann folgt limy_, e A = A sowie limy_, oo v = v
und fiir jedes k e N

IMevr = Aol = Ak (or = v) + (A = A) 0]
< e (e =) [+ 1k = A oll = il o = ol + A = Al [lo]]-
—_ —— ——
TEN 2P 2o
k;—:;o
—
Aus 1.) und 2.) folgt die Behauptung von (ii). O
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Bemerkung. Wir rufen uns kurz die folgende Definition der Beschrénktheit
einer Teilmenge eines normierten R-Vektorraumes aus der Analysis in Erinne-
rung:

Sei V' ein normierter R-Vektorraum (mit Norm | ... ||).

(i) Eine Teilmenge M von V heift beschrinkt genau dann, wenn C' € R exi-
stiert mit Vpens [|p|| < C.

(ii) Eine Folge in V heifst beschrinkt genau dann, wenn die Menge ihrer Fol-
genglieder beschrankt ist.

Lemma 1.36 (Satz von Bolzano-Weierstraf fiir (R™,|...[s)). Sei neN,.

(i) (Folgenversion)
Jede beschrankte Folge in (R™,||...|e) besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) (Teilmengenversion)
Jede beschrinkte unendliche Teilmenge von (R™,|...|e) besitzt (minde-
stens) einen Hdaufungspunkt.

Beweis. (i) ist Ubung 2.1(iii).
Zu (ii): Sei M eine beschrankte unendliche Teilmenge von (R",||... [« ). Die
Unendlichkeit von M bedeutet genau die Existenz einer injektiven Abbildung

N— M, k+— py. (14)

Da M beschriankt ist, so auch (pg)ken, also besitzt (pg)rey nach (i) eine
gegen ein p € R" bzgl. |... ||« konvergente Teilfolge (p;x))ren-

Wir behaupten, dafs p Hiufungspunkt von M in R" ist.

Beweis hiervon: Sei U € U € U°(p,R") beliebig. Wegen limg_eo pi(r) = P
existiert ko € N mit Vyen ok, iy € U. Aus der Injektivitdt der Abbildung (14)
folgt, dak p;x,) = p fiir hochstens ein k1 € N gilt, also existiert Piy, €U~ {r},

dh. Un(M~{p}) +@. ]
Definition 1.37 (Aquivalenz von Normen). Sei V ein R-Vektorraum. Fiir je
zwei Normen ||...|,]... ||+ fiir V definieren wir

oo~ .- [+ (in Worten |...| ist dquivalent zu ||...|.)

Bemerkung. ~ ist offenbar eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Normen
fiir V.

Satz 1.38. Seien V ein R-Vektorraum und ||...|,]||... |+ zwei Normen fir V.
Dann gilt:
(N R N e
(i) . o ) .
< idy: (V,|...]]) = (V... |«) ist ein Homéomorphismus

D.h. (V,||...|]) und (V... |+) induzieren auf V dieselbe Topologie, d.h. (V;]...]||) und
(V,]---|+) haben dieselben offenen Mengen, stimmen also als topologische Raume iiberein.
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(i)

< 3c.per. Voev [0l <C o] A o] < D o]

<= Slvlsllvll<Cloll
=g llvl-slvli<Dlv]«

Beweis. Zu (i): Nach Definition der Aquivalenz von Normen bedeutet die
linke Seite genau

Top(V, [ 1)) ¢ Top(V; ... [Is) A Top(V;]...[l+) € Top(V,] ... ),

d.h. genau, dak idy: (V... |«) = (V... ), idy: (V. [ [) = (V][ ][+) ste-
tig sind, d.h. genau, daf idy: (V,||...|) = (V,]|...|+) ein Homdomorphismus
ist.

Zu (ii): Nach Ubung 3.1(i) ist die linke Seite von (ii) dquivalent zu

Aper, Voev [0l < Dv]. A Joer, Voev [[v]+ < Clo],
beachte, daf idy: V' — V linear ist. O
Lemma 1.39. Sein e N,. Je zwei Normen fiir R" sind dquivalent.

Beweis. Da, ~ eine Aquivalenzrelation ist, geniigt es zu zeigen, daf jede Norm
[...] fiir R™ dquivalent zur Maximumsnorm |... [ fur R™ ist, welches nach
1.38 genau heifst, daf gilt

dcer. Vaern [al| < O], (15)
3per, Vaerr [ae < D la]. (16)

u (15): Sei {ey,...,e,} die kanonische Basis fiir R”. Dann folgt fiir alle
a=Yra;e; € R" mit C:= Y7 |eil € Ry

lall < X laillle:]l < llalloo 3 lleill = C llafoe.
i=1 i=1
Zu (16): Wir setzen
§ :=inf{|o]||b eR" A |bllec =1} (17)

und zeigen zunéchst, daf gilt
d>0. (18)

[ Zu (18): Nach Definition von ¢ existiert offenbar eine Folge (by)qy in R”
mit

VkeN ||b].€||°<> =1 und 6 = klililo ||bk|| (19)
Als beschrénkte Folge in R™ bzgl. ||... || besitzt (by)ey nach 1.36(i) eine in
(R™,]|... |loo) konvergente Teilfolge. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allge-

meinheit annehmen, dafs b € R™ mit

lim b= bin (R ... ) (20)
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existiert. Da wir (15) bereits gezeigt haben, folgt dann auch

k}im b =bin (R™,]... ). (21)
Nach 1.35(i) sind ||... oot (R™,]..-|lec) > R und |...||: (R™,|...]|) = R stetig,

also folgt zunéchst aus (20) [|b]leo = liMp—co ||k oo (1 1, insbesondere also b # 0,

und sodann aus (21)

. 19
0.< ol = lim [l = .

Damit ist (18) gezeigt. |
Sei nun a € R™ \ {0} beliebig. Dann folgt aus (17) wegen ”m”“ =1

a la]
d< | I= ,
lalleo ™ llafleo
also wegen (18)
e <  lal
Alloo & = ||Q
5
Damit ist gezeigt, daf (16) mit D := € R, gilt. O

Satz 1.40. Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Dann sind je zwei
Normen fiir V dquivalent.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n:= dim V' € N,. Wie oben
bezeichne {e1, ..., ey} die kanonische Basis von R™. Wihle eine Basis {b1,...,by}
von V. Dann ist

n n
R" —V, Y Niei — ) \ibi,
i=1 i=1
ein R-Vektorraum-Isomorphismus. Unter diesem Isomorphismus entsprechen of-
fenbar den Normen fiir R™ umkehrbar eindeutig die Normen fiir V', wobei dqui-
valenten Normen fiir R" &quivalenten Normen fiir V' entsprechen. Damit folgt
1.40 aus 1.39. O

Bemerkung. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum.

1.) V besitzt aufgrund des letzten Satzes eine kanonische Topologie, definiert
durch

Top(V') := Top(V,|...|), wobei ||...]|| beliebige Norm fiir V.

Top(V') heikt die kanonische Topologie oder auch die Normtopologie von
V. Wir betrachten im folgenden jeden endlich-dimensionalen R-Vektor-
raum als topologischen Raum mit dieser Topologie.

2.) Sei M cV.
M heilst beschrankte Teilmenge von V genau dann, wenn M eine be-
schrinkte Teilmenge von (V,||...|) ist, wobei ||...| eine beliebige Norm

fiir V sei. Diese Definition ist nach dem letzten Satz und 1.38 unabhingig
von der speziellen Wahl von |...|.
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3.) Eine Folge in V heifit genau dann beschrinkt, wenn die Menge ihrer Fol-
genglieder eine beschrinkte Teilmenge von V ist.

Satz 1.41 (Satz von Bolzano-Weierstrak). Sei V' ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum.

(i) (Folgenversion)
Jede beschrinkte Folge in V' besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) (Teilmengenversion)
Jede beschrinkte unendliche Teilmenge von V besitzt (mindestens) einen
Hiufungspunkt.

Beweis. Klar nach 1.36 und 1.40. O

Folgenkompaktheit und der Satz von Heine-Borel
Definition 1.42 (Folgenkompaktheit). Sei M ein topologischer Raum.

(i) M heifst folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge in M eine in M
konvergente Teilfolge besitzt.

(ii) Sei Nc M.
N heifst folgenkompakte Teilmenge von M genau dann, wenn der Teilraum

N von M folgenkompakt ist, d.h. genau, dafs jede Folge in N eine in N
konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 1.43. Sei M ein metrischer Raum mit Metrik d.

(i) Sei N eine nicht-leere Teilmenge von M. Wir definieren den Durchmesser
von N als
diam (M) |:= sup{d(p,q) |p,q € N} € [0, e0].

N heift beschrinkt :< diam(N) < oo,

Im Spezialfalle eines normierten oder endlich-dimensionalen R-Vektor-
raumes stimmt diese Definition der Beschrénktheit offenbar mit den obigen
iiberein.

(ii) Seien Ny, Na zwei nicht-leere Teilmengen von M. Wir definieren dann den
Abstand von Ny und Ny als

d(Nl,NQ) = inf{d(pl,pg) |p1 € N1 ADpg € NQ} € [O, OO[
Satz 1.44 (Lebesgue-Lemma).
Vor.: Seien M ein metrischer Raum, K eine folgenkompakte Teilmenge von
M, I eine beliebige Menge und (G;),.; eine Uberdeckung von M durch offene

Teilmengen von M.
Beh.: Es existiert eine Zahl ¢ € R, mit

VpEKEZ'EI U (p) cG;. (22>
Jedes ¢ € Ry mit (22) heifit eine Lebesguesche Zahl der offenen Uberdeckung
(Gi)iel'
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Bemerkung. Aus (22) folgt insbesondere

Vack, Azg (diam(A) <e = J;eA c G)) (23)
—_—
=>VP€AACU5 (p)

und U€(K) = UpeK Us(p) ¢ Uier Gi-
U-(K) heift die e-Umgebung von K.

Beweis. Angenommen die Behauptung ist falsch, d.h.
Veer, Iper Vier Ue (p) ¢ Gi.
Dann existiert zu jedem n € N, ein Punkt p, € K mit
Vier Us(pn) ¢ Gi. (24)

Wegen der Folgenkompaktheit von K kdnnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, daft p € K mit

lim py, = p (25)

n—oo

existiert.
(Gi);e; ist eine Uberdeckung von K 3 p, also existiert j € I mit p € G, und
wegen der Offenheit von G; existiert weiter eine Zahl 6 € R, mit

Us(p) c Gj. (26)
Wegen lim,,_, oo % =0 und (25) existiert m € N, mit

e < g und  d(pm,p) < g (27)

m

Hieraus folgt schliefslich

1 (27)
VaeU 1 (pm) (a0, P) < d(q,pm) + d(pm;p) < s d(pm,p) < 0,

also U1 (pm) < Us(p) @ G, im Widerspruch zu (24). O

Lemma 1.45. Seien M ein metrischer Roum und K eine folgenkompakte Teil-
menge von M. Dann ist K prikompakt, d.h. per definitionem

Veer, INck #N<oo K € | U:(p).
peN

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte K + @. Wir bezeichnen
mit P(K) cP(K) die Menge aller endlichen nicht-leeren Teilmengen von K.
Angenommen das Lemma gilt nicht, d.h. es existiert € € R, mit

Y NeTi () K¢p9VUa(p) :
R —
=K \Upen Us ()@
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Nach dem Auswahlaxiom existiert dann eine Abbildung ¢: P(K) - K mit

Vv (V) € K N LJJVUa(p)- (28)

Wir wihlen pg € K und definieren rekursiv

vnean+1 = @({p(]»---»pn}) € K. (29>

Dann ist (pp),,y €ine Folge in K, und es gilt

Viken (J <k ==d(pj,px) 2¢). (30)
[ Denn fiir j < k gilt j < k-1 und daher

e B ({0, pra}) e (K\ U Ue(pi)) < K~ Ue(p)),
i20

also d(pr,p;) 2 €. |
Aufgrund der Folgenkompaktheit konnen wir ohne Beschrinkung der Allge-

meinheit annehmen, dafs p € K mit lim, . p, = p existiert. Dann existiert ein
ng € N mit

€
VneN,nZno d(pnap) < §a
also auch
Vo mneN d(pr,Pm) < d(pn,p) +d(p,pm) <e,
no<n<m
im Widerspruch zu (30). O
Satz 1.46.

Vor.: Seien M ein metrischer Raum und K eine Teilmenge von M.
Beh.: K kompakt <= K folgenkompakt.

Beweis. ,=“ Sei K kompakt und angenommen K ist nicht folgenkompakt.
Dann existiert eine Folge (pp),,y in K derart, daff keine ihrer Teilfolgen gegen
ein Element von K konvergiert. Wir behaupten

Voer deer, #{r e N|p, € U:(q) } < 0. (31)
| Zu (31): Angenommen es existiert ¢ € K mit
Veer, #{r € N|p, € U-(q)} = 0. (32)

Wir definieren dann rekursiv eine Teilfolge (in),qy, von (n),y durch

i1 :==min{r e N|p, e U1(q)}

~

(32)

und
VieN, in+1 s=min{r e N|r > i, Ap, e U_1 (q)}.

n+1

(32)
+
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Dann ist (pi, ), eine Teilfolge von (py) und wegen p;, € Ui(q) fiir alle

neN»

n € N, konvergiert diese Teilfolge gegen ¢ € K im Widerspruch zu oben. |
Zu jedem ¢ € K konnen wir gemaf (31) eine Zahl ¢, € R, wihlen mit

#{r eN|p, € Uc,(q)} < o0. (33)

Dann ist (U€ q(q))qE  €ine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit

von K existieren endlich viele Punkte qq,..., ¢, € K mit
m
Kc LJ1U€qj (g5)-
j:

Hieraus folgt
N=J{reN|p, e Uz, (¢)},
i1

und die rechte Seite ist nach (33) eine endliche Menge, im Widerspruch dazu,
daft N bekanntlich eine unendliche Menge ist.

,<" Seien K folgenkompakt und (G;),; eine beliebige Uberdeckung von K
durch offene Teilmengen von M. Wihle geméf 1.44 eine Lebesgue Zahl € € R,
dieser Uberdeckung, d.h.

VpEKEZ'EI U6 (p) c Gz (34)

Nach 1.45 ist K prakompakt, d.h. es existieren py,...,pn € K mit
m
K c |J U:(pj). (35)
j=1

Wihle zu jedem j € {1,...,m} gemék (34) ein i; € I mit U.(p;) c G;;. Dann
folgt aus (35)

m
K c U Gij .
j=1
Damit ist die Kompaktheit von K bewiesen. O

Ubungsaufgabe.
Vor.: Seien M ein metrischer Raum und K c M.
Beh.: K kompakt = K beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Da M als metrischer Raum insbesondere hausdorffsch ist, folgt aus
1.21, daf K eine abgeschlossene Teilmenge von M ist. Zu zeigen bleibt, dak K
beschréinkt ist.

Wire K nicht beschrénkt, so existierten Folgen (pn),en, (@n)pey i K mit
limy, 00 d(Pp, Gn) = 0. Da K nach 1.46 folgenkompakt ist, kénnen wir zunéchst
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf (p,),,y gegen ein p € K
konvergiert. Sodann kénnen wir ebenfalls annehmen, daf (¢, ),y gegen ein g € K
konvergiert. Nun folgt fiir jedes n e N

APy @) < d(pn,p) +d(p,q) +d(q,4n) —> d(p,q) < oo,

im Widerspruch zu lim,,—, e d(pp, g ) = o0. O
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Satz 1.47 (Satz von Heine-Borel).
Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und K cV,
Beh.: K kompakt <= K beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. ,,=* vgl. obige Ubungsaufgabe.

»<" Nach 1.46 geniigt es zu zeigen, daf K folgenkompakt ist. Sei (vy,),,oy €ine
Folge in K. Dann ist (vp),,y nach Voraussetzung beschrinkt, besitzt also nach
Bolzano-Weierstraff 1.41(i) eine konvergente Teilfolge (v;, ),y d-h. es existiert
v €V mit lim, e v, = v. Wegen der Abgeschlossenheit von K gilt dann auch
ve K, vgl. die Ubungsaufgabe auf Seite 5. Damit ist die Folgenkompaktheit von
K bewiesen. O

Bemerkung. In der Funktionalanalysis beweist man, daf fiir einen normierten
R-Vektorraum V' die folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent sind:

(i) dimV < oo.
(ii) Die Einheitsvollkugel {v e V'||Jv| <1} ist kompakt.
(iii) In V gilt der Satz von Heine-Borel, d.h.

Viev K kompakt <= K beschréankt und abgeschlossen.

Vollstindige metrische Riume

Definition 1.48 (Cauchy-Folge, vollsténdiger metrischer Raum, R-Banach-
raum).
(i) Seien M ein und (pp)nen eine Folge in M.

(pr)ken heillt Cauchy-Folge (in M)
= Yeer, IngenVnmen (0210 A m 2 ng = d(pn,pm) <€).

Dann folgt:

(pn)nen konvergiert in M == (p,,)nen Cauchy-Folge in M.

[ Denn sind p in M, (pn)nen konvergent gegen p und e € R, beliebig, so

existiert ng € N mit V,5p, d(pn,p) < 5, also folgt fiir alle n,m € N mit

n,m2ng

3 3
d(pn:pm) < d(pn.p) +d(p.pm) < 5+ 5 =¢. ]

M heifit vollstindig <= Jede Cauchy-Folge in M konvergiert in M.

(ii) Ein normierter R-Vektorraum, der als metrischer Raum vollsténdig ist,
heifst ein (R-)Banachraum.

Beispiel.

1.) R ist als normierter R-Vektorraum mit Norm |...| ein Banachraum (nach
Cauchyschem Konvergenzkriterium der Analysis I).
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2.) Q ist als Teilmenge von R ein metrischer Raum, der nicht vollstdndig ist.

[ Sei ¥, @;107 die dekadische Entwicklung einer nicht-rationalen reellen
Zahl a € [0,1]. Dann ist die rationale Folge (py )nen, die gegeben ist durch
VineNDn = Yieq ai10_i, offenbar eine Cauchy-Folge in Q, die nicht in Q
konvergiert. |

Satz 1.49. Jeder endlich-dimensionale normierte R-Vektorraum ist ein Ba-
nachraum.

Beweis. Zunichst gilt fiir jedes n € Ny

(R™,]|... lo) ein Banachraum. (36)
[ Zu (36): Sei ( (a1,k,-- -, ank) )k:eN eine Cauchy-Folge in (R™,]...[|s), d-h.
— ——
=ay

Veer, Joen Viien (B2 ko Al 2 ko = [lag — arf|eo <€) .
Dann folgt fiir jedes i € {1,...,n}
Veer, TroenViien (k2 ko A 12 ko = [lais —aifle <€),
d.h. nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium der Analysis I

(@ik)ken ist konvergent in R.

Nach Ubung 2.1(ii)(

)(a), ist dann auch (ag)key konvergent in (R™ ... s)- |
Wir folgern aus (36):

Fiir jede Norm | ... || fiir R" ist (R",]...]|) ein Banachaum. (37)

[ Zu (37): ||...|| und ||... || sind nach 1.39 zueinander dquivalent, und die
Begriffe ,Cauchy-Folge* (&-Argument) und ,Konvergenz* hiingen von der Norm
offenbar nur bis auf Aquivalenz ab, also folgt (37) aus (36). |

Aus (37) folgt die Behauptung des Satzes, vgl. den Beweis von 1.40). O

Satz 1.50. Sei V' ein normierter R-Vektorraum. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(i) V ist ein Banachraum.
(ii) Fiir jede Folge (v;)ien in V gilt:

oo oo
Y llvi]| konvergiert in R 4 == " v; konvergiert in V.
i=0 =0

Hierbei ist Z’U
=0

=7

1=0

k
definiert als Partialsummengfolge (z vi) .
keN

“d.h. per definitionem Y52, v; ist absolut konvergent.
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Beweis. (i) = (ii)* Aus der Konvergenz von ) |lv;|| in R folgt nach dem

7=
Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Reihen der Analysis I

1
V56R+3k()eva,leN (l >k> kO - Z ”Uz“ < 6) .
i=k+1

Da nach Dreiecksungleichung stets fiir [ > k gilt

l

k l l
IIsz——ngiIFII > vl < X i,

=0 i=k+1 i=k+1

k
S0 ist (Z vi) eine Cauchy-Folge in V', die wegen (i) in V' konvergiert.
=0/ keN
(i) = (1)* Sei (w; );en eine Cauchy-Folge in V. Dann existiert zu jedem i € N
eine k; € N mit

1
Vi leN (kZ ki A2k = |wg —w < 5)7

und (wg, )en ist eine Folge in V' mit

Vien ||wkz ~ Wk, ” < ?

Fiir i € N sei v; := v,,, — vk,, also gilt > [v;] <2 < oo. Wegen (ii) existiert

i=0
dann v € V mit
l
lim V; =0
Jim Z ; ,
=0
——
= Wiy — Wk

und es folgt limy_, e Wi, = v + wy,.
Schlieklich gilt auch limy_, e wy = v +wy,, d.h. (1) ist gezeigt.
[ Sei néamlich € € R,;. Da (wy)ren Cauchy-Folge ist, existiert igp € N mit

. ) €
Vi ieN (k >ig A L 2dg = [Jwy —wy| < 5),
und wegen lim;_, o Wy, = v +wy, existiert i, € N mit 7 > 49 und
. €
Vien |1 241 == |wg, — (v +wg, )| < 3]
Daher folgt fiir fiir jedes k € N mit k > 41 (> 40)

lwr = (v + wio) | < fw = wi, |+ [lwr,, = (v +wp,)| <e. ]

Satz 1.51.
Vor.: Seien M ein metrischer Raum und K ¢ M.
Beh.: K folgenkompakt = K wvollstindig.
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Beweis. Sei (pp),,y €ine Cauchy-Folge in K. Nach Voraussetzung existieren
eine Teilfolge (pi, ) ey VO (Pn),en und p € K mit

lim p;, = p,
n—oo

und wir behaupten, dafs auch (p,),,y gegen p konvergiert.
Hierzu sei € € R,.
Da (pn),,ey eine Cauchy-Folge ist, so existiert ng € N mit

N | ™

Vn,meN,n,mZno d(pn, pm) <

Es existiert weiter mg € N derart, daf gilt

. g
VmeN,mng tm 2T A d(pim7p) < 5

Somit ergibt sich fiir jedes n,m € N mit n >ng und m > mg
d(pn:p) < d(pn,pi,,) +d(pi,,,p) <,
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Bemerkung. In der Funktionalanalysis zeigt man, dal in einem metrischen
Raum M die folgenden drei Aussagen fiir eine Teilmenge K von M &quivalent
sind:

(1) K ist kompakt.
(2) K ist folgenkompakt.
(3) K ist prikompakt und vollsténdig.
Wir haben (1) < (2)“ in 1.46 und ,(2) = (3)“ in 1.45 sowie 1.51 bewiesen.

Gleichméafiige Stetigkeit

Definition 1.52 (gleichméfige Stetigkeit). Seien M, N metrische Réume und
f:+ M — N eine Abbildung.
f heilst gleichmdfig stetig genau dann, wenn gilt

Veer, I5er, Vpgerr (d(p,q) <6 =d(f(p), f(q)) <e).

Bemerkung.

f stetig <= Vpen f stetigin p
A vpe]\/lvae]R+ 356R+ qu]\/l (d(pa Q) <o = d(f(p)> f(Q)) < 5)
Aamnd veeR+ vpeM355R+ Vqu (d(pa Q) <d=> d(f(p)7 f(Q)) < E) .

Satz 1.53.

Vor.: Seien M, N metrische Riume, K eine kompakte Teilmenge von M und
f: K-> N eine stetige Abbildung.

Beh.: [ stetig < [ gleichmdfig stetig.
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Beweis. ,,=* ist trivial.
»<" Angenommen f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es eine Zahl
€ € R; derart, daf gilt

V(SER+ Ei;z),qu (d(p,q) <O A d(f(p)>f(Q)) 2 5) .

Hieraus folgt die Existenz von Folgen (pn)nen,, (¢n)nen, in K mit

VneN+ d(men) < % A d(f(pn)>f(Qn)) 2 €. (38)

K ist kompakt, also besitzt (p,)nen, nach 1.46 eine etwa gegen p € K kon-
vergente Teilfolge (p;, )nen, . Aus Vypen, d(pi, > ¢i,) < i folgt dann wegen

d(qin’p) S d(qln’pln) + d(p2n7p)7

dak auch (gi, )nen, gegen p konvergiert, also ergibt die Stetigkeit von f in p

Jggof(pin) = f(p) = Ji_{{’lof(%n),

d.h.
Em o d(f(p) (@) =0
<A (i) S D)V (), F (032))
im Widerspruch zu (38). O

Lineare Abbildungen

Satz 1.54.
Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum — also V' topologischer

Raum mit der Normtopologie — und W ein normierter R-Vektorraum.
Beh.: Jede lineare Abbildung V — W ist stetig.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n := dimV e N, und
sei {b1,...,bn} eine Basis von V. Wir wéhlen auf V' die Mazimumsnorm bzgl.
{b1,...,b,}, die gegeben ist durch

Vv=2?:1 AibieV ||2)|| = max{|)\1|, cr |)\n|}

Die Norm auf W sei ebenfalls mit | ... | bezeichnet.
Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann folgt fiir alle v = Y72y A\jb; € V
mit C':= FiLy [ f(bi)] € R

If @)= 1222 f Bo)ll < X 1Nl 1£ ()] < C' ol
i=1 i=1 =~
<[l
also ist f nach Ubung 3.1(i) stetig. O

Korollar. Jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen R-Vektor-
raumen st stetig. O
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Definition 1.55.

(i) Seien V,W zwei R-Vektorraume. Wir setzen

:= {f|f:V —> W linear}.

L(V,W) ist in kanonischer Weise ein R-Vektorraum. (Fiir f,g € L(V, W)
und A € R sind die Abbildungen f + g, f € L(V, W) punktweise zu defi-

nieren.)

(ii) Seien V,W normierte R-Vektorraume. Wir setzen

={f|f:V > W linear und stetig}.
L.(V,W) ist nach 1.14 und 1.35(ii) ein Untervektorraum von L(V,W).
Bemerkung. Nach 1.54 gilt
dimV < oo = L(V,W) = L (V,W).
Satz 1.56 (Operatornorm). Seien V,W normierte R-Vektorraume.

(i) Durch
ILf ()]

o]

Vper.(v,w) £l == sup{ veV ~ {O}} (:=0, falls V ={0})

wird eine Norm, die sog. Operatornorm auf L.(V, W), definiert.
(ii) Fir jedes f e L(V,W) gilt

L] =sup{[lf () |veV A Jo] <1} =sup{|f(v)[[[veV A ] =1} (39)
:=0, falls V={0}

sowie

Voev [ £ ()l <[ 71l (40)
Dariiber hinaus ist || f|| die kleinste reelle Zahl mit der Eigenschaft (40).

Beweis. Ohne Einschrankung sei dim V' > 0.

Zu (i): Ubung 3.1(i) ergibt die Wohldefiniertheit von |f| als reelle Zahl fiir
FeLo(V,W).

Beweis, dak |...| eine Norm fiir L.(V, W) ist:

(N1) ist trivial. Weiter gilt fiir alle f,g € L(V,W), A e R und v e V \ {0}

QNI _ L@

o] o]

[(F+9) @) [f @I, l9()]

ol = ol o]

Y

<[F1+ llgll,

also folgen (N2) und (N3).
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Zu (ii): Zu (39): Sei f e L.(V,W). Fiir alle v e V ~ {0} mit ||Jv| <1 gilt
1Lf ()l

o]

17 ()] < <[ £1;

weshalb

sup{[[f (v)l|v eV A fv] =1} <sup{[[f(v)[[[veV A [l <1} <[]

folgt.
Andererseits gilt fiir v eV \ {0}

@l || (v
ol Hf (nvn)‘

also folgt auch || f|| < sup{||f(?)|||0 € V' A |0|| = 1}. Damit ist (39) gezeigt.
(40) folgt trivial aus der Definition in (i).
Sei schlieflich C € R beliebig mit Vyey || f(v)| < C ||v||. Dann folgt

If ()l

o]

<sup{[|lf(0)[loeV A o] =1},

<C,

vveV\{O}

und somit [|f| < C. O

Satz 1.57.

Vor.: Es seien V1,Va, V3 normierte R-Vektorraume sowie f € L.(V1,V2) und
g€Le(Va,V3).

Beh.: go f e Lc(V1,V3) und [lgo fl| < gl [ f]-

Beweis. Fiir jedes vy € V4 gilt nach (40)

g o FHCv) ] = lg(f )| < gl f o)l < gl A1 o]

——’
=C

Nach Ubung 3.1(i) ist daher go f stetig, und aus der letzten Aussage in 1.56(ii)
folgt [lgo fll < C =]l =
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2 Fundamentalgruppe und Uberlagerungstheorie

Homotopien rel {0,1} und Fundamentalgruppe

Definition 2.1 (Homotopie von Wegen rel {0,1}). Seien X ein topologischer
Raum und ¢,¢: [0,1] > X zwei Wege in X mit ¢(0) = ¢(0) und ¢(1) =¢(1).

(i) Eine Homotopie von ¢ nach ¢ rel {0,1} ist per definitionem eine stetige
Abbildung H: [0,1] x [0,1] — X, (¢,s) » Hg(t), mit Hy = cund Hy = ¢
sowie Ve0,1] Hs(0) = c¢(0) = ¢(0) A Hs(1) = c(1) = &(1).

(ii) ¢ und ¢ heifen homotop rel {0,1} (i.Z. |c~é|) genau dann, wenn eine
Homotopie von ¢ nach ¢ rel {0,1} existiert.

Satz 2.2.

Vor.: Seien X ein topologischer Raum und xq,x1 € X. Wir setzen

:={c|c [0,1] = X Weg von x¢ nach z1°}.

Beh.: ~ ist eine Aquivalenzrelation in Q. 4, .

Beweisskizze. 1.) ¢~ c: H(t,s) := c(t).

2)c~éviaH=¢é~c H(s,t):=H(t,1-5).

3.) c~ivia H A &~ évia H: H(t,s) =1~

Definiton. Wir bezeichnen mit

der Aquivalenzrelation ~.

H(t,2s), 0<
1
2

0

zo.z1 | die Menge der Aquivalenzklassen bzgl.

Ist ¢ € Qo0 s0 heift die Aquivalenzklasse [c] € Qyy., von ¢ auch die

Homotopieklasse von ¢ rel {0,1}.

Definition 2.3. Sei X ein topologischer Raum.

(i) Fir alle g, 21,29 € X definieren wir eine Abbildung

Qagwr X Loy mp — Qg (c,¢) — a

durch

Viero,1] () () = {

&2t -1),

(ii) Fiir alle zg,x; € X definieren wir eine Abbildung

v
Quozr = Qar gy €[]

durch

Viero ¢’ (t) =c(1-1).

c’ steht fiir ,,c vertatur®. Oft schreibt man fiir ¢ auch .

®d.h. per definitionem ¢(0) = o und ¢(1) = z1
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Satz 2.4.
Vor.: Seien X ein topologischer Raum und x; € X fir i€ {0,1,2,3}.
Beh.:

(i) Die Abbildung Qg 2, % Qa2 = Qag.ze wie in 2.3(i) induziert eine Abbil-
dung der Homotopieklassen

ﬁxg,m X ﬁxl,m - ﬁl‘oﬂ:w ([C]a [E]) — [C] [E] = [CE]'

(i1) Die Abbildung Qg 2 = Qa2 wie in 2.3(i1) induziert eine Abbildung der
Homotopieklassen

ﬁmo,ml — §m1,m07 [C] i = [CU]'

Oft schreibt man fir [c]” auch | [c]™"|

(ii) Fiir alle ¢ € Qg zy, ¢ € Q) wy und ¢ € Dy 4y gilt

(Lel[e]) [e] = [e] ([e] [€]) € Qg s

(iv) Bezeichnet man den konstanten Weg [0,1] - Xt — x, vom Wert v € X
mit x, so gilt fir alle c € Qg 4,

Beweis. Zu (i): Seien c1,cp € Qg o, mit [c1] = [c2] und é,é € Qg 2, mit
[51] = [52]. Zu zeigen ist [Cl 51] = [02 52].

Zum Beweis hiervon seien H bzw. H Homotopien von ¢; nach co bzw. von
¢1 nach é rel {0,1}. Dann wird durch

VSE[O,I] ﬁs = HSFIS

eine Homotopie von ¢ ¢ nach ¢ ég rel {0,1} definiert.
Zu (ii): Seien c1,c2 € Qg 7, mit [¢1] = [e2]. Zu zeigen ist [¢1”] = [c2"].
Zum Beweis hiervon sei H eine Homotopien von ¢; nach ¢z rel {0,1}. Dann
wird durch _
vse[O,l] Hy:=H"

eine Homotopie von ¢1” nach co” rel {0,1} definiert.

Zu (iii): Die stetige® Abbildung F: [0,1]?> — [0,1] sei definiert als die ein-
deutig bestimmte Projektion des Quadrates [0,1]? lings der durchgezogenen
Geraden auf die untere Quadratseite [0,1] x {0} = [0,1] wie in der folgenden
Skizze:

6Offenbar gilt fiir alle (t1,s1), (t2,s2) € [0,1]%: |[F(t1,s1) — F(ta,s2)| < 2|t1 — ta|.
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i

Dann ist H: [0,1]? - X, definiert durch H := ) o F', eine Homotopie von
(cé)é nach c(é¢) rel {0,1}.
a) Be

1]

Zu (iv): eweis von [zgc] = [¢]: Analog zum Beweis von (iii) sei jetzt
F:[0,1]* - [0, 1] die Projektion auf die untere Quadratseite gemif der folgen-
den Skizze:

Dann ist H: [0,1]> - X, definiert durch H := (2¢c) o F, eine Homotopie von
xocnach crel {0,1}.

b) Beweis von [cc’] = [xo]: Definiere H: [0,1]? - X durch

(20),
H(t,5) =1c(l-5) =c"(s),
U (2t -1) = ¢(2(1 - 1)),

= O

IN

‘»—A
l\)

)
1+s
2
1.

&
.
IA

<
t
t

£+
o[+ o
@
IN
IN

Offenbar ist H eine Homotopie von cc’ nach xg rel {0,1}.
Die iibrigen Aussagen von (iv) zeigt man analog. O

Hauptsatz 2.5. Sei (X,z() ein punktierter topologischer Raum, d.h. per de-
finitionem X st ein topologischer Raum und xo € X. Dann ist Q. bzgl. der
Verkniipfung

([c], [e]) — [e] [¢],

vgl. 2.4, eine Gruppe, die sogenannte Fundamentalgruppe von X im Punkte zg.
Diese Gruppe bezeichnet man mit

7T1(X,1‘0).

Das Einselement von 71 (X, z) ist die Homotopieklasse des konstanten Weges
vom Wert xo. Das zu [c] inverse Element in m (X, z0) ist gleich [c]*.

Beweis. 2.5 folgt sofort aus 2.4 mit xg = 1 = x5 = x3. O
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Satz 2.6.

Vor.: Seien X ein topologischer Raum, xg,x1 € X und d: [0,1] > X ein Weg in
X wvon x¢ nach x1.

Beh.: 11(X,x0) und w1 (X, 1) sind isomorph; genauer ist

(X, 20) — m (X, 21), [c] — [d]" [c] [d],
ein Gruppenisomorphismus.
Beweis als Ubung 6.1. O

Korollar. Ist X ein wegzusammenhdangender topologischer Raum, so sind alle
Fundamentalgruppen m (X, xz0) fir xo € X bis auf Isomorphie einander gleich.

Dann ist , die sogenannte Fundamentalgruppe von X, bis auf Isomor-
phie eindeutig definiert.

Definition 2.7. Sei X ein topologischer Raum.
X heiflt einfach-zusammenhdngend genau dann, wenn gilt:

1.) X ist wegzusammenhéngend,
2.) m(X)z{1}.

Satz.
Vor.: Sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum.
Beh.: Folgende fiinf Aussagen sind paarweise dquivalent:

(1) X ist einfach-zusammenhdangend.
(2) Jagex m(z,20) = {1}.
(3) Vagex m(x,x0) = {1}.
(4) Es existiert ein o € X derart, daf fir je zwei Wege c,¢: [0,1] - X mit
¢(0) =¢(0) =g und c(1) = (1) gilt [c] =[¢].
(5) Fiir je zwei Wege c,é: [0,1] = X mit ¢(0) = ¢(0) und c(1) = ¢(1) gilt
[e] =[]
Beweis als Ubung 6.2. |
Beispiel 2.8.

a) Ist X eine sternférmige Teilmenge eines endlich-dimensionalen R-Vektor-
raumes V', so ist X einfach-zusammenhéngend (als topologischer Teilraum
von V).

[ Beweis: Sei zp € X ein Sternpunkt von X, d.h. per definitionem
VeexVseoa] (1-s)z+szeX. (41)

Wir zeigen m (X, z0) = {1}.

Sei ¢ [0,1] = X stetig mit ¢(0) = ¢(1) = zo. Dann ist H: [0,1]*> - X,
definiert durch w
41
H(t,s):=(1-s)c(t)+sxzg € X

eine Homotopie von ¢ nach xg rel {0,1}, also [c] = [zo] = 1. |
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b)

c)

S™ ist einfach-zusammenhéngend fiir m € N mit m > 2.

[ Beweis: Seien pg € S™ und ¢ [0,1] - S™ ¢ R™! ein Weg in S™ mit
¢(0) = ¢(1) = po. Zu zeigen ist [c] = [po]. Die Schwierigkeit besteht darin,
da® ¢([0,1]) = S™ sein kann’, denn sonst wire die Aussage trivial, da
S™ \ {Pkt.} hombomorph zu R™ ist.

Nach 1.53 ist ¢ gleichmafig stetig, folglich existiert § € Ry mit
Vigeoy (It =<8 = Je(t) - c(®)] <2). (42)
Wihle eine Zerlegung 0 =ty <t; <... <ty =1 von [0,1] mit
Vie{1,...k} |t; = jj-1] < 0. (43)
Sei ¢ [0,1] = S™ ein Weg in S™ mit ¢(0) = é(1) = po derart, dak gilt:
€li¢,_, +,) parametrisiert fiir jedes j € {1,...,k} einen Grofkreis

(d.i. der Schnitt von S™ mit einem m-dimensionalen Untervek-  (44)
torraum des R™) der Lange < 7 von ¢(t;—1) nach c(t;).

(Beachte, daf ¢(tj-1) und c(t;) nach (42), (43) nicht antipodisch sind.)
Dann existiert fiir jedes j € {1,...,k} eine Abbildung folgender Natur:
Hj: [tj_1,t;] x [0,1] = S™ ist stetig mit
Vielt;_1,t;1 H5(£,0) = c(t) A H;(t,1) = &(t) und (45)
Vefo,1] Hj(tj-1,8) = c(tj-1) A Hj(t;,5) = c(t;).

(Beachte, dak fiir alle t € [tj_1,¢;] gilt |t —¢;-q| < |t; — tj-1] (4<3) 9, also
nach (42) ¢(t) nicht antipodisch zu ¢(¢;-1), und ferner nach (44) auch &(t)
nicht antipodisch zu c¢(¢;-1). Daher sind ¢, , +,) und €|, , +,) Wege in
S™ N {-c(tj—1)}, und S™ N {—c(t;-1)} ist via steogrphischer Projektion
hom&omorph zu R™, also ebenso wie (vgl. a)) einfach-zusammenhéngend.
Hieraus folgt offenbar die Existenz die Existenz von H; wie in (45) durch
Anwendung von ,,(1) = (5)“ des Satzes aus 2.7 und Umbarametrisierung
von ¢ und ¢, 4.7 auf [0,1].)

j-1:t5] -1t

Aus (45) folgt, dafs
H:[0,1] — 8™, Vjeq, 0y Hlpg 1t 1x0.1] = Hj
eine Homotopie von ¢ nach ¢ ist, also [¢] = [¢]. Zu zeigen bleibt schlieflich

[] = [po]-

(Beweis hiervon: Da ¢ stiickweise ein Grofkreis ist, so existiert wegen m > 2
offenbar ein Punkt p; € S™ mit

Viero,11€(t) € S™ N {p1},
also insbesondere p; # ¢(0) = pg. Da S™ \ {p1} einfach-zusammenh#ngt,
ist daher ¢ homotop zum konstanten Weg pg rel {0,1}.) |

7T1(Sl) =7.

Der Beweis erfolgt spéter mittels Monodromiesatz 2.15.

"Es gibt solche Wege!
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Uberlagerungen

Ubungsaufgabe. Sei X ein topologischer Raum. Fir jedes x € X definieren
wir

Ty = U Z  und Wy:= U Ww.
ZcX zusam- ZcX wegzusam-
menhdngend,xeZ menhdngend,xeW

(i) Zeige fir alle v e X:

Zy (bzw. Wy ) ist die grofite zusammenhdngende (bzw. wegzusammenhdn-
gende) Teilmenge von X, die x enthalt. Z, (bzw. W,) heiffit daher die
Zusammenhangskomponente (bzw. Wegzusammenhangskomponente) von
reX.

Zeige ferner: W, ¢ Z,, und Z, ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.

FEine Teilmenge Y wvon X heifit eine Zusammenhangskomponente (bzw.
Wegzusammenhangskomponente) von X, falls ein Punkt x € X existiert
mitY =Z, (bzw. Y =W,).

(ii) Zeige: X ist disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten,
und jede Zusammenhangskomponente von X ist disjunkte Vereinigung von
Wegzusammenhangskomponenten von X.

Beweis. Zu (i): Sei x € X. Der Zusammenhang von Z, folgt sofort aus der
Definition von Z, und Satz 1.25. Der Wegzusammenhang von W, ist klar.

Aus 1.29 folgt W, c Z,. Aukerdem gilt Z, = Z,.

[ ,c* ist klar, und mit Z, ist nach 1.32 auch Z, zusammenhingend, also folgt
wegen x € Z, aus der Definition von Z,: Z, c Z,. |

Zu (ii): Durch z ~ y <= 3Z c X zusammenhéngendz € Z A y € Z wird
offenbar eine Aquivalenzrelation auf X definiert, deren Aquivalenzklassen ge-
nau die Zusammenhangskomponenten von X sind. Da X disjunkte Vereinigung
seiner Aquivalenzklassen ist, folgt auch, dak X disjunkte Vereinigung seiner
Zusammenhangskomponenten ist.

Fiir die zweite Aussage betrachte man die folgende Aquivalenzrelation ~ auf
Zy (xeX)

Y ~ 2= IWwcz, wegzusammenhiingend Y EW A z€ W
und argumentiere analog. O
Definition 2.9. Sei X ein topologischer Raum.
(i) X heilst lokal-wegzusammenhdingend
= VoeeX Ivauo(eo,X) IVeso(zo,X),verV wegzusammenhéngend.

klar . . .. .
< Jede in X offene Menge ist Vereinigung wegzusammenhéngen-

der offener Mengen.

(ii) X heifst lokal-einfach-zusammenhdngend

= Vagex Ivaso(zo,X) IVeaus(zo,x),verV einfach-zusammenhingend.
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Kl
<= Jede in X offene Menge ist Vereinigung einfach-zusammenhéng-

ender offener Mengen.

Bemerkung.
1.) X einfach-zusammenhingend = X wegzusammenhingend.

2.) X lokal-einfach-zusammenhingend == X lokal-wegzusammenhéngend.

3.) X := Graph(sin(g ] 2())u({0}x[-2,1])u({2}x[-2, 1])u([0, 2]x{-2}) ist
als Teilraum von R? zusammenhingend und sogar einfach-zusammenhsing-
end, aber nicht lokal-wegzusammenhéngend, also erst recht nicht lokal-
einfach-zusammenhingend.

Lemma 2.10. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

(i) Ist X lokal-wegzusammenhdngend, so gilt fir jede offene Teilmenge G von
X: Jede Zusammenhangskomponente von G ist offen in X und wezusam-
menhdngend, also eine Wegzusammenhangskomponente.

(i) X zusammenhdngend und lokal-wegzusammenhdangend
= X wegzusammenhdngend.

Beweis. Zu (i): Seien X lokal-wegzusammenhéingend, G ¢ X offen und sei Z
eine Zusammenhangskomponente von G. Sei xg € Z. Wir definieren

Z1 :={x € Z|Es existiert ein Weg in X von z( nach z.},
o =N J.

Zu jedem z € Z existiert wegen des lokalen Wegzusammenhangs von X eine
wegzusammenhingende — also auch zusammenhingende — Umgebung V, von
x € X mit V,, ¢ G, also nach Definition der Zusammenhangskomponente V,, c Z
und dariiberhinaus offenbar

erlz>chZl,
T €Ly=—=V,c L.

Daher sind Z, Z; und Zs offen in X, d.h. offen in G, und es gilt Z = Z; v Z>,
xo € Z1. Hieraus folgt wegen des Zusammenhangs von Z, dak Z = Z;, d.h. mit
7y ist auch Z wegzusammenhéngend.

(ii) folgt aus dem Beweis von (i) mit G := X. O

Definition 2.11 ((Universelle) Uberlagerung). Es seien F, B topologische Riu-
me und 7: £ - B eine Abbildung.

(i) m: E — B heikt Uberlagerung genau dann, wenn gilt:

1.) m: E — B ist stetig und surektiv.
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2.) Zu jedem b € B existiert ein zusammenhéngendes U € U°(b, B) derart,
dak U (durch ) schlicht iberlagert ist. Letzteres heiit per definitio-
nem, daf fiir jede Zusammenhangskomponente Z von 7 (U) in E die
Abbildung 7|z: Z - U ein Homomorphismus ist.

Bemerkung. Ist E zusétzlich lokal-wegzusammenhéngend, so ist Z
wie oben nach 2.10(i) offen in E, also ist 7|z: Z — U ein Homdoo-
morphismus zwischen offenen Teilmengen von E und B. Daher ist
7 lokal-hom&omorph sowie offene Abbildung und folglich ist mit F
auch B lokal-wegzusammenhéingend.

(ii) Eine Uberlagerung m: E — B heikt universell genau dann, wenn E einfach-
zusammenhéngend ist.

Beispiel 2.12.

a) R — S' t e ist universelle Uberlagerung.

1
b) Sei E := (x —cos(z),y —sin(z)) (Ors) = {(cos(t),sin(t),t) |t e R}. E heifst
Schraubenlinie. Die Projektion E — S' auf die ersten beiden Komponenten
ist universelle Uberlagerung.

¢) Fiir jedes n € N, ist 2"|g1: S* - S! eine Uberlagerung.

d) S™ — P™(R),p + [p], vel. Ubung 5.3, ist fiir m € N, eine Uberlagerung,
die im Falle m > 2 universell ist.

e) Seien m € N, und =R™[Z™ :=R™[ ~, wobei
V(l,bER"” a~ b < a - b € Zm,

vgl. Ubung 5.2, der m-dimensionale Torus. Die Projektion R™ — T™ ist
universelle Uberlagerung.

Der Monodromiesatz

Hauptsatz 2.13.

Vor.: Seien E, B topologische Raume, ey € E, by € B und m: (E,eq) - (B, bp)
eine Uberlagerung, d.h. per definitionem m E — B Uberlagerung derart, daf8
m(eg) = bg. Ferner sei E lokal-wegzusammenhdngend, also nach 2.11(i) auch B
lokal-wegzusammenhdngend und 7 lokal-homdomorph.

Beh.: Sind X ein zusammenhdngender topolgischer Raum sowie xg € X und
ist f: (X,z09) - (B,by) eine stetige Abbildung punktierter topologischer Réu-
me, d.h. per definitionem f: X — B stetig derart, daff f(xo) = by, so existiert
héchstens eine stetige Abbildung f: (X, x0) —» (E,eq) mit wo f = f, d.h. daff das

folgende Diagramm kommutiert:

(E,e())

(X,70) S, (B, bo)
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Eine Abbildung f: X—>FE mitmo f = f heifst w-Lift von f.

Beweis. Seien fi, fo: (X, o) = (B.by) zwei stetige w-Lifte von f. Wir setzen
X ={z e X|fi(z) = fox)} und X := X\ X. Dann gilt 29 ¢ X, X = X u X,
und wir werden zeigen, daf X und X offen sind. Hieraus folgt dann wegen des
Zusammenhanges von X sofort X = X, d.h. fi = fo.

Sei 1 € X. Zu zeigen ist, dak eine Umgebung W von x1 in X existiert mit
WecX oder WecX.

Hierzu sei U eine schlicht iiberlagerte zusammenhéngende Umgebung von
f(z1) € Bin B. Fiir i € {1,2} sei Z; die Zusammenhangskomponente von 7 (U)
mit f;(x1) € Z; (beachte, (7o f;)(z1) = f(x1) € U) , also Z; offen in E (da E
lokal-wegzusammenhéngend, vgl. die Bemerkung in 2.11). Dann ist

—1 —1
W= fi (Z1)n f2 (Z2)
eine Umgebung von z; in X, und es gilt fiir i € {1,2} flw = 7|z, o filw, d.h.
filw = (xlz.)™ o flw- (46)
1 Fall: 21 € X, dh. fi(21) = fa(21). Dann folgt Z = Zy, also nach (46)
filw = folw, d.h. We X.
2. Fall: z; € X, d.h. fl (z1) # fg(xl). Dann folgt Z; # Z. (denn ﬁ(wl) ist das

einzige Element von 7' ({f(21)}) in Z;), also auch Z; n Zo = @. (Beachte, daf
Zusammenhangskomponenten stets iibereinstimmen oder disjunkt sind.) Daher

ergibt (46) fL(W)n foa(W) = @, also W c X. 0
S—_— S—\—
CZ1 CZQ
Satz 2.14.

(i) Seien X,Y topologische Riume. xo € X und yo € Y. Dann induziert jede
stetige Abbildung f: (X,z0) - (Y,yo) einen Gruppenhomomorphismus

[m(F): m(X,20) — m(Vim), [e] — [fecl]

Bemerkung. Ist f: (X,z0) - (Y,yo0) eine stetige Abbildung zwischen
punktierten topologischen R&umen, so schreibt man auch h&ufig fiir

m1(f)-

(ii) 1 ist ein kovarianter Funktor der Kategorie aller Paare (X, xg), wobei X
ein topologischer Raum und zy € X, (mit den stetigen Abbildungen als
Morphismen) in die Kategorie aller Gruppen (mit den Gruppenhomomor-
phismen als Morphismen), d.h. per definitionem:

Fiir alle topologischen Riume X,Y,Z, alle xg € X, yo €Y, 20 € Z und alle
stetigen Abbildungen f: (X, xo) — (Y,yo) sowie g: (Y,y0) = (Z, z0) gilt

mi(go f)=mi(g) omi(f) (47)

und
71 (1d(X ) ) = idry (X.z0)- (48)
Beweis als einfache Ubung. O
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Hauptsatz 2.15 (Monodromiesatz).

Vor.: Seien E, B topologische Raume, ey € E, by € B und m: (E,eq) - (B,bo)
eine Uberlagerung. E sei lokal-wegzusammenhdngend. Seien X ein weiterer to-
pologischer Raum derart, daff X zusammenhdngend und lokal-wegzusammen-
hangend (also auch wegzusammenhdngend nach 2.10(ii)) ist, xo € X sowie
f: (X, z0) = (B,by) eine stetige Abbildung.

Beh.: Es existiert genau dann genau ein stetiger m-Lift f: (X,z0) = (E,ep)
von f,

(E,e())

(X, 7o) S, (B, bo)

wenn gilt
fe(m(X,m0)) € o (m1(E, 20)) -

(Letzteres ist z.B. stets erfillt, falls X sogar einfach-zusammenhangend ist.)

Die Eindeutigkeitsaussage in der Behauptung des Monodromiesatzes folgt
aus 2.13. Wir fithren den Beweis der Existenzaussage spiter (nach 2.22) und
zeigen nun unter Verwendung von 2.15, daf 2.8 c) gilt.

2.16 (m1(S1) 2 7).

1.) Sei ¢ [0,1] - C ein Weg mit ¢(0) = ¢(1) = 1 € C. Da [0,1] einfach-
zusammenhéangend ist, existiert nach 2.15 genau eine stetige Funktion
©c: [0,1] > R derart, daf das folgende Diagramm kommutiert:

(R,0)
Q¢ el

([0,1],0) — (5",1)

(Beachte, daf e'”: R - ST nach 2.12 a) eine Uberlagerung ist.)

Wegen ¢(1) =1 gilt ¢.(1) € 27Z, also kénnen wir die Umlaufszahl von ¢
definieren als

Uml(c) |:= SO;(l) €’Z.

7T
(Es gilt also Uml(c) = Uml(c,0) im Sinne der Funktionentheorie.)

2.) Seien c,é [0,1] - St zwei Wege mit ¢(0) = ¢(1) = 1 und &(0) = &(1) = 1,
die zueinander homotop rel {0,1} sind. Sei dann H: [0,1]? - S! eine Ho-
motopie rel {0,1} von ¢ nach ¢. Nach dem Monodromiesatz existiert dann
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eine stetige Funktion ®: [0,1] - R, die das folgende Diagramm kommu-

tieren 1ait:
(R,0)

8 v (49)

(10,112, (0,0)) 2 (5".1)

Aus (49) folgt, dak ®(0,...): [0,1] - R,s » ®(0,s), stetig ist und den
Wert 0 fiir s = 0 sowie Werte in 277Z hat (wegen €®(0%) = H (0) = 1.)
Folglich gilt

VSE[O,l] ®(0,s) =0. (50)

Ebenso ist auch ®(1,...): [0,1] > R,s —» ®(1,s), stetig und hat Werte in
onZ (wegen e®() = H (1) = 1), also ist

s+ ®(1,s) konstant auf [0,1]. (51)

(50)

Fiir alle s € [0,1] gilt (0, s) 0 und Vo1 () () H,(t), also nach

Definition der Umlaufszahl
o(1,s)
or

Uml(H,) = (52)

Nach (51), (52) ist daher s » Uml(Hj) konstant auf [0, 1], insbesondere
gilt wegen Hyp=c, Hy =¢

Uml(c) = Uml(é).

Aufgrund von 2.) kénnen wir h: 71(S*,1) - Z durch
h([c]) := Uml([c]) := Uml(c)
definieren.

a) h ist ein Homomorphismus:
Seien dazu [c], [¢] € m1(S1, 1), wobei ¢,& [0,1] - ST Wege mit An-
fangs- und Endpunkt 1 seien.
Nach (49) gilt mit ¢ := ¢, und @ = @z

Vi1 ct) = €0 A &(t) = 0.

Wir setzen ¢ = cé, also ist auch & [0,1] — S? stetig, und definieren
¢: [0,1] = R durch

= (10(2t)7 te [07 %]7
VSE[O,l] Y= 1
@(2t —1) +2rUml(c), te[s5,1
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(Beachte dabei ¢(1) = ¢(0) +27Uml(c).)
=0

Dann folgt offenbar die Stetigkeit von ¢ sowie

(0) =9(0) =0 A Vyoqyé=e?®),

Bu

weshalb
=27Uml(¢)
= ~
Umi( &)= 20 - P) +2rUmlle) _p ey s Umi(c).
- 2 27 .
_° =h([c])+h([2])

b) h ist injektiv:
Sei [¢] € m1(SY, 1) derart, dak h([c]) = Uml(c) = 0, also gilt mit
p:=pe [0,1] >R

Vi1 ¢(t) =¥ A p(0) = p(1) =0.
Definiere die stetige Abbildung H: [0,1]? - S* durch
H(t,s) = el**®),
Dann ist H eine Homotopie von rel {0,1} von Hy =1 nach H; = ¢,
also [¢] = [1].
c) h ist surjektiv:

=Pcy )
——

Fiir jedes k € Z ist ¢: [0,1] = S',t = €' 2™t | ein Weg mit Anfangs-
und Endpunkt 1, und es gilt

2k
h([Ck]) = Uml(Ck) = 2— =k.
s
Damit ist gezeigt, daf
7T1(517 1) — 7, [C] — Uml(c),

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Definition 2.17 (Homotopie von stetigen Abbildungen punktierter topologi-
scher Rdume). Es seien (X, xz) und (Y,yo) punktierte topologische Rédume so-

wie f, f: (X,x0) = (Y, y0) stetige Abbildungen.

(i) Eine Homotopie von f nach f rel (zo,yo) ist per definitionem eine stetige
Abbildung
F: X x [071] —Y, (.1',3) l—>Fs($),

mit Fo = f, Fy = f und Vse[O,l] Fs(xO) = Yo-
Insbesondere ist also Fs: (X, 20) = (Y, o) fiir jedes s € [0, 1] stetig.
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(ii) f und f heiken homotop rel (xo,v0) (i.Z.|f ~ f|) genau dann, wenn eine

Homotopie von f nach f rel (zg,y0) existiert.

Satz 2.18. Es seien (X,z¢) und (Y,yo) zwei punktierte topologische Rdume
sowie f, f: (X, z0) - (Y,y0) zwei stetige Abbildungen mit f ~ f im Sinne von
2.17. Dann gilt f, = fo: 71 (X, 20) = 71 (Y, 50).
Beweis. Seien [c] € 1 (X, z0) und F wie in 2.17(i). Dann ist H: [0,1]*> -,
definiert durch
H(t,s):= F(c(t),s) = Fsoc(t),

eine Homotopie von f o ¢ nach foc ref {0,1}, also gilt

flel=[focl=[focl= fule].

|

Wir beweisen nun den Monodromiesatz im Spezialfalle (X, zg) = ([0,1],0).

Satz 2.19.

Vor.: Es seien (E,ey),(B,by) punktiere topologische Raume, E lokal-wegzu-
sammenhdingend und 7 (E,eq) - (B,by) eine Uberlagerunyg.

Beh.: Jeder Weg c: [0,1] — B mit ¢(0) = by liftet eindeutig zu einem Wey
Ceo: [0,1] = E mit 7o éey = ¢ und ¢, (0) = ep.

([0,11,0) —— (B,ho)

Beweis. Wihle zu jedem t € [0,1] eine schlicht iiberlagerte Umgebung Uy
von ¢(t) in B. Seien ¢ € R, eine Lebsguesche Zahl der offenen Uberdeckung
(EI(U(t)))te[o,H von [0,1] und 0 =ty <t; <...<tg =1 eine endliche Zerlegung
von [0,1] mit ¢; —¢;-1 <e firie {1,...,k}. Also existiert fiir jedes i € {1,...,k}
eine schlicht liberlagerte zusammenhéngende offene Teilmenge U; von B mit
[t’i—lati] cEl(UZ—), also C([ti_l,ti]) c Uz

Wir zeigen, dafs fir jedes i € {1,...,k} gilt:

Es existiert ein stetiger m-Lift ¢(;): [0,¢;] = E mit ¢(;(0) = eo. (53)

Dann hat ¢, := ¢ alle in der Behauptung fiir ¢, ausgesagten Eigenschaften.
Die Einzigkeit von ¢, folgt weiter aus 2.13.

Zu (53): Der Fall 7 =0 ist trivial.

Angenommen 7 € {1,...,k} und é;_yy: [0,t;21] — E sei bereits konstru-
fert. Es gilt 7o ¢;_1)(ti-1) = c(ti-1) € U; und c([ti-1,4]) c Ui, Sei Z die
Zusammenhangskomponente von 7t (U;) mit ¢(i-1)(ti-1) € Z. Definiere dann
é(i)i [O,ti] — E durch

Clota) = ey und e, = (7l2) ol -

Offenbar leistet ¢;) das Gewdtinschte. O
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Hauptsatz 2.20.

Vor.: Seien (E,ey),(B,by) punktierte topologische Riume, E sei lokal-wegzu-
sammenhingend und sei m: (E,eq) — (B,by) eine Uberlagerung. Sei (X,zq) ein
westerer punktierter topologischer Raum derart, daff X lokal-wegzusammenhdng-
end ist.

Beh.: Ist f: (X,z9) - (B,by) eine stetige Abbildung, die einen stetigen
m-Lift f: (X,z0) - (B,by) besitzt, so besitzt auch jede stetige Abbildung
F: X x[0,1] > B mit F(...,0) = f einen stetigen n-Lift F: X x [0,1] - E
mit F(...,0) = f.

Beweis. Seien f, f,F wie oben. Angenommen E: X x [0,1] — E ist eine
stetige Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaften. Dann ist fiir jedes x € X
F(z,...):[0,1] - E ein Weg in E derart, daR 7o F(z,...) = F(z,...) und
F(x,0) = f(x), also F(z,...) = F(x,...)f(x), vgl. 2.19. Daher gilt

V(:E,t)eXx[O,l] F(Z’,t) = F(.Z', .- )f(:v) (t)a (54)

insbesondere ist F eindeutig bestimmt.
Sei im folgenden F: X x [0,1] » E durch (54) definiert. Dann gilt offenbar

roF=F und F(...,0)=/.

Zu zeigen bleibt die Stetigkeit von F.

Sei x1 € X beliebig gewshlt. Wir zeigen die Stetigkeit von F auf einer Um-
gebung von {z1} x [0,1] in X x [0,1].

Zunichst existieren eine wegzusammenhingende Umgebung W von z; in X
und eine endliche Zerlegung 0 =ty <t; < ... <ty =1 von [0,1] derart, dak fir
alle i€ {1,...,k} gilt

F(W X [ti—lati]) C Ui> (55)

wobeil U; eine schlicht iiberlagerte zusammenhéngende offene Teilmenge von B
ist.

[ Beweis hiervon: Wihle zu jedem ¢ € [0, 1] zunéchst eine schlicht iiberlagerte
zusammenhéngende Umgebung Uy von F(z1,t) in B und sodann (aufgrund der
Stetigkeit von F in (z1,t)) Umgebungen Wy von 21 in X und I; von ¢ in [0, 1] mit
F(W; x I) c U. Seien ¢ € R, eine Lebesguesche Zahl der offenen Uberdeckung
(It)gero,) und 0 = %o < 1 < ... < ¢y =1 eine endliche Zerlegung von [0,1]
mit t; —t;q < e fir i € {1,...,k}. Zu jedem i € {1,...,k} existiert daher ein
Ai € [0,1] mit [t;_1,t;] c I),. Dann ist W = Wy, u...uW,, eine Umgebung
von z1 in X, und wegen des lokalen Wegzusammenhanges von X existiert eine
wegzusammenhingende Umgebung W von x; in X mit W c W. Dann folgt fiir
ie{l,....k}: F(W x [ti1,ti]) c F(Wy, x I,) c U;. |

Wir folgern nun weiter, daf fiir alle i € {0,...,k} gilt:

FlWx[(),ti]: W x [0,t;] = E ist stetig. (56)

| Beweis von (56): Fiir alle 2 € W gilt (s.0.) F(x,0) = f(z) = f(pry(z,0)),
wobei pry: X x [0,1] - X die kanonische Projektion bezeichnet, also ist

Flwxioy = f oprilwgoy W x {0} — E
stetig als Komposition stetiger Abbildungen.
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Seii € {1,...,k} und bereits gezeigt, dafs F\|WX[0¢Z.71]: Wx[0,t;—1] - E stetig
ist. Dann folgt zunéchst:

F(W x [ti-1,t;]) ist wegzusammenhingend. (57)

(Zu (57): Seien (z,t), (&,t) € W x [ti_1,t;]. Wegen des Wegzusammenhan-
ges von W existiert ein Weg in W von x nach . Wegen der Stetigkeit von
F|Wx{ti71} lassen sich daher auch F(z,t;_1) und F(&,t;_1) durch einen Weg in
der Obermenge F(W x [t;,t;_1]) von F(W x {t;_1}) verbinden. Nach (54) sind
F(l‘, .. .)l[ti717ti] bzw. F(i’, .. .)l[ti717ti] Wege in F(W X [tiati—l]) von F(l’,ti_l)
nach F(z,t;) bzw. von F(&,t;_1) nach F(Z,t;). Daher sind auch F(z,t) und
F(&,t) durch einen Weg verbindbar, d.h. es gilt (57).)

Wegen (57) und wo F = F ist F(W x [t;_1,t;]) eine zusammenhingende

55
Teilmenge von T (F(W x [ti-1,t])) (c) 7H(U;). Sei Z; die eindeutig bestimmte

(in F offene) Zusammenhangskomponente von 7 (U;) mit F(W x[t;_1,t;]) € Zi.
Dann gilt
Flwitis.ti] = T2z © Flwxti i
d.h.
FlWx[ti,hti] = (7T|Zi)_1 ° FWx[tz-,hti]y

also ist F| |Wx[ti717ti] stetig als Komposition stetiger Abbildungen. Hieraus und
aus der Stetigkeit von F|Wx[0,ti_1] folgt offenbar die Stetigkeit von F|Wx[0,ti],
womit (56) fur i gezeigt ist. |

Schlieklich ergibt (56) fiir ¢ = k: F\|Wx[071] ist stetig, wobei W x [0,1] eine
Umgebung von {x1} x [0,1] in X x [0,1] ist. O
Satz 2.21.
Vor.: Seien (E,ep), (B,by) punktierte topologische Raume, E sei lokal-wegzu-
sammenhdngend und sei w (E,eq) - (B,bg) eine Uberlagerung. Seien ferner

¢, d: [0,1] = B zwei Wege in B mit ¢(0) = d(0) und c(1) =d(1).

Beh.: Ist c homotop zu d rel {0,1}, so gilt Ce,(1) = de, (1) und é, ist homotop
zu de, ref {0,1}.

Beweis. Es existiere also eine stetige Abbildung
H:[0,1]> — B, (t,s)—> H,(t),
mit
Ho = ¢, Hy = d, Yyego1) Ha(0) = (0) = d(0) = by A Hy(1) = (1) = d(1).  (58)

A

Nach 2.20 (mit (X,zo) := ([0,1],0), f :=¢, f = ey, F' = H) existiert ein
stetiger 7-Lift H: [0,1]?> - E mit

H(...,0) = éqp. (59)
Wir behaupten

H(...,1) =dey und Vo1 H(0,8) = é6,(0) =g A H(1,5) = ¢ (1).  (60)
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| Zu (60): H(0,...) baw. H(1,...) ist stetiger m-Lift von H(0,...) = by bzw.

H(1,...) = ¢(1) mit 7(0,0) % &, (0) = eo bzw. H(1,0) 2 &, (1). Hieraus

folgt zunéchst die zweite Aussage von (60) wegen der Eindeutigkeit des Liftes
nach 2.19. Ferner ist H(...,1) ein stetiger 7-Lift von H(...,1) = H; = d mit
H(0,1) = ¢4, (0) = ey (das haben wir gerade gezeigt), also folgt wiederum nach
2.19 auch die erste Aussage von (60). |

Wegen (60) gilt dg,(1) = H(1,1) = é,,(1), und H ist nach (59), (60) eine

A

Homotopie von ¢, nach de,. O

Satz 2.22.

Vor.: Seien (E,ep), (B,by) punktierte topologische Raume, E sei lokal-wegzu-
sammenhdngend und sei 7 (E,eq) - (B,bo) eine Uberlagerung.

Beh.: ,.: m(E,eg) — m1(B,bo) ist injektiv.

Beweis. Seien [¢],[d] € 71 (E, eg) mit [70¢] = me[¢] = ma[d] = [ o d], wobei
¢,d: [0,1] > E Wege in E von g nach eg. Dann sind ¢ := woé, d := wod: [0,1] - B
Wege in B von by nach by, und nach Voraussetzung sind ¢, d homotop rel {0,1}
in B. Nach 2.21 folgt hieraus, dak &, und d,, homotop rel {0,1} sind. Aber
wegen der Eindeutigkeit des Liftes bei vorgegebenem Anfangspunkt (nach 2.19)
gilt offenbar ¢ = ¢, und d = dq,, folglich sind ¢ und d homotop rel {0,1}, d.h.
[¢] = [d]. O

Wir kommen nun zum Beweis des Monodromiesatzes. Seien also (FE,ep),
(B,bo), (X, x0) punktierte topologische Réume, F lokal-wegzusammenhéngend,
X zusammenenhéngend und lokal-wegzusammenhéngend, 7: (E,eg) — (B, bo)
eine Uberlagerung und f: (X,z¢) — (B,bg) eine stetige Abbildung.

Wir wollen zeigen:

Es existiert ein stetiger m-Lift f: (X, z0) — (B, eo)
<= fo(m1(X,20)) cme(m1(E,€0)).

,=“Aus f=7o f und 2.14(i) folgt

fe(m(X,@0)) € T (fu(m1(X, 30))) € me(mi(E, €0)).
<" Wir definieren f : X - F durch
Veex f(x)i= (Foc)e (1), wobei ¢ [0,1] = X beliebiger Weg
in X von xg nach z, (also foc Weg (61)
in B von by nach f(z).)

(Bemerkung: Falls iiberhaupt ein f der gewiinschten Art existiert, so muf fiir
jeden Weg ¢ [0,1] = X mit ¢(0) = xp nach 2.19 foc = (Foc)e, gelten. Daher
ist (61) die einzig mogliche Definition fiir f.)

[ Zur Wohldefiniertheit von f: Seien ¢,d: [0,1] -» X zwei Wege in X von
xo nach z. Dann ist ¢d”: [0,1] - X ein Weg in X von xzy nach xg, also gilt
[cd’] e m (X, x0) und daher

foled’] € fu(m (X, 20)) & ma(mi (B, e0))-
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Folglich existiert [§] € m1(E,ep), wobei 4: [0,1] - E ein Weg in E von ey nach
eg ist, mit

[focllfod]"=[ fo(cd”) |=m[F] =[moq].
=(foc) (fod?)

Hieraus folgt weiter

[focl=[foc]lfod]"[fod]=[roq][fod]=[(xo¥)(fed)],

d.h. focist homotop zu (mo4) (f od) rel {0,1}. Dies wiederum bedeutet nach
2.21

p———

(foc)eo(1)

(ToN)es (Tod) 733,01V =" (3 (Fod)s1))(1)

——
=€0

= (Fod)e,(1).

Daher ist die Definition in (61) unabhéngig von der speziellen Wahl von c.
Beachte aufserdem, dafs wegen des Wegzusammenhanges von X zu jedem x € X
ein Weg ¢ wie in (61) existiert. |
Aus (61) folgt
mof=f und f(x0) = eo. (62)
Zu zeigen bleibt die Stetigkeit von f: X — E. Wir folgern aus (61) zuniichst
die folgende allgemeinere Aussage:

Vo mex f(z) = (fo\c)f(xl)(l), wobei ¢ [0,1] > X beliebiger Weg

in X von x; nach z (d.h. foc Weg (63)
in B von f(z1) nach f(z)).

| Zu (63): Seien x1, 2z € X und c wie in (63). Wegen des Wegzusammenhanges
von X konnen wir einen Weg d: [0,1] - X von x¢ nach z; wihlen. Dann ist
de: [0,1] - X ein Weg von zp nach z, also gilt nach (61)

f@) = (Fold0)a() = ((F D T2y (1)
= ((fod)eo(foc)(m)EO(l)) = (foc)f(xl)(l),

d.h. (63) ist gezeigt. |
Wir zeigen schliefilich

Valex f: X — F ist stetig in x7.

Hierzu sei x1 € X beliebig. Wir werden zeigen, dafs eine Umgebung W von
21 in X existiert derart, dak f|y stetig ist.

Sei U eine schlicht iiberlagerte zusammenhdngende Umgebung von f(z1) in
B und sei Z die Zusammenhangskomponente von 7 (U) mit f(z1) € Z, also ist
7|z Z - U ein Homdomorphismus. Wegen der Stetigkeit von f ist ?I(U) eine
Umgebung von x; in X, also existiert wegen des lokalen Wegzusammenhanges

von X eine wegzusammenhéngende Umgebung W von z7 in X mit W c f (U),
also f(W)cU.
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Wir behaupten R
f(W)cZ. (64)
[ Zu (64): Wegen (mo f)(W) @ F(W) c U folgt zuniichst f(W) c 7 (U). Sei
x € W. Wegen des Wegzusammenhanges von W existiert ein Weg ¢: [0,1] - X
von x1 nach x mit ¢([0,1]) ¢ W, also ist foc: [0,1] - B ein Weg in B von f(z1)
nach f(x) mit (foc)([0,1]) c f(W) c U. Dann ist (foc)f(m): [0,1] > E ein
Weg in E von f(z1) nach f(z) (vgl. (63)) mit (fo\c)f(ml)([o, 1]) c7H(U), also
. . fla1)e
auch (fo c)f(xl)([O, 1]) ¢ Z, insbesondere f(z) € Z. Damit ist (64) gezeigt. |
Aus (64) folgt schlieflich

62 A A
fw ) (o Hlw =rlz0 flw,

f=(mlz)"e flw,

also ist f lw stetig als Komposition stetiger Abbildungen. O

Decktransformationen

Definition 2.23 (Decktransformation). Seien E, B topologische Raume und
7: B — B eine Uberlagerung.

Eine Abbildung f: ' — E heifst eine Decktransformation von m genau dann,
wenn f stetig mit wo f = ist.

Mit bezeichnen wir die Menge aller Decktransformationen von 7.

Satz 2.24.

Vor.: Seien (E,ey), (B,by) punktierte topologische Riume, E lokal-wegzusam-
menhingend und m: (E,eq) - (B,by) eine universelle Uberlagerung.

Beh.: Die Decktransformationen bilden eine zur Fundamentalgruppe von B iso-
morphe Untergruppe der Gruppe aller Homéomorphismen von E auf sich; ge-
nauer gilt:

(i) veheQeﬁl({bO})a!feD(w) f(e1) =ea.

(ii) Jedes f e D(r) ist ein Homdomorphismus von E auf sich.

D(r) ist eine Untergruppe der Gruppe aller Homéomorphismen von E auf
sich, die sogenannte Decktransformationsgruppe von 7.

(i1i) Durch ®: D(m) - m1(B,bg), f ~ [woé], wobei ¢ [0,1] - E beliebiger Weg
von ey nach f(eg) sei, wird ein Gruppenisomorphismus definiert.
Fiir [c] € m1(B,bg) ist ®([c]) das eindeutig bestimmte f € D(w) mit
f(60) = 680(1)'
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Beweis. Zu (i): Die Existenzaussage folgt sofort aus dem Monodromiesatz
2.15, und die Eindeutigkeitsaussage folgt aus 2.13.

(E,eg)

(E,e1) —— (B,bo)

Zu (ii): Sei f € D(7) und sei e := f(eg), also eg,er € T ({bo}). Wegen der
Existenzaussage in (i) existiert f € D(r) mit f(e1) = eg. Dann sind offenbar
fof baw. fof sowie idg Elemente von D(r) die eg in eg bzw. e; in e; sowie
eo in ep und e; in e; iberfithren. Wegen der Einzigkeitsaussage in (i) folgt
daher fo f=fo f =idg, d.h. f ist ein Homdomorphismus von E auf sich und
f~' = f e D(x). Hieraus folgt offenbar (ii).

(iii) ist Ubung 9.1. i

Universelle Uberlagerungen

Hauptsatz 2.25 (Existenz einer universellen Uberlagerung).

Vor.: Sei B ein zusammenhdngender und lokal-einfach-zusammenhdngender to-
pologischer Raum, (also B auch lokal-wegzusammenhdngend und wegzusammen-
hangend.)

Beh.: Es existieren ein einfach-zusammenhdngender und lokal-wegzusammen-
héingender topologischer Raum E und eine Uberlagerung m: FE — B.

Beweis. Wiahle by € B. Wir definieren

E = {[c]|e: [0,1] - B stetig mit ¢(0) = bo} ¢ [ Doy (65)
beB

(hier ist
[c] :={¢]|é& [0,1] - B stetig mit ¢(0) = c(0) =by A ¢(1) =c(1) A E~c},

wobei ~ homotop rel {0,1} bedeutet,)
sowie m: F/ — B durch

Veerm(e) :=c(1), falls e = [¢], (66)

also ist m: I - B wegen des Wegzusammenhanges von B surjektiv.
Wir definieren weiter fiir alle e = [¢] € F und jede zusammenhingende (d.h.
wegzusammenhéngende) Umgebung U von 7(e) =¢(1) in B

=e
~—=

Ue :={[c] [d]|d: [0,1] - U stetig A d(0) =7(e) =c(1)} c E, (67)
also gilt offenbar stets e € U, und «(U.) = U.

Wir zeigen, dafs fiir alle solchen e, U gilt

Veer, Us = Ue. (68)
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[ Zu (68): Sei € € U.. Dann gilt nach (67) w(€) € U, also ist Us geméfs (67)
definiert. Wéhle ¢ mit ¢ = [e]. Wegen € € U, existiert ein d: [0,1] — U stetig mit
d(0) = c(1) derart, dak € = [cd], also w(€) =d(1) e U.

,C“ Sei e € Us. Dann existiert also d: [0,1] — U stetig mit d(0) = 7 (&) = d(1)
derart, dafs

=€ =e

beachte, dak dd: [0,1] - U stetig mit (dd)(0) = d(0) = ¢(1). .
,2“ Sei ey € U,. Dann existiert d: [0,1] - U stetig mit d(0) = n(e) = ¢(1)
derart, dafs

e @[5] = ([e] ([d] [d]")) [d] = [ed) [d"d] e U

beachte, daf d¥d: [0,1] - U stetig mit (d"d)(0) =d”(0) =d(1) =n(é). |
Wir behaupten weiter, daft durch

Veer (G offen in E :<= VGEGEIUGZ/P(w(e),B) zusammenhingend Ue c G) (69)

eine Topologie fiir E' definiert wird.

[ Beweis hiervon: Trivialerweise sind @, E und Vereinigungen offener Mengen
offen.

Seien G1,G9 offen und e € G; N Gy. Dann existiert zu ¢ € {1,2} eine zu-
sammenhingende Umgebung U; von w(e) in B mit (U;). ¢ G;. Uy nUs ist
eine Umgebung von 7(e) in B, folglich existiert wegen des lokalen Wegzusam-
menhanges von B eine zusammenhingende Umgebung U von m(e) in B mit
U c Uy nU,. Fiir i € {1,2} folgt aus U c U; offenbar U, c (U;), c G, also gilt
auch U, c (G1 N G2). Damit ist gezeigt, daf G1 n G offen ist. |

Im folgenden betrachten wir E stets als topologischen Raum mit der in (69)
gegebenen Topologie.

Aus (68) folgt sofort, falls e, U wie in (67)

VEEEVUEUO(W(S),B) zusammenhéngend U ist offen in E. (70)
Wir zeigen als néchstes
m: E — B ist stetig. (71)

[ Zu (71): Sei V offen in B. Zu zeigen ist die Offenheit von 7' (V) in E.
Sei e € T (V), also m(e) € V. Wegen des lokalen Wegzusammenhanges von B
existiert eine zusammenhéngende Umgebung U von 7(e) in B mit U c V. Dann
ist nach (70) U, eine Umgebung von e in F mit 7(U.) =U c V, also U, c 7 (V).
Daher ist 7! (V) offen in E. |

Dariiber hinaus gilt:

7: B — B ist Uberlagerung sowie lokaler Homdomorphismus

und E ist lokal-wegzusammenhingend. (72)
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| Zu (72): Sei b e B. Da B lokal-einfach-zusammenhéngend ist, existiert eine
einfach-zusammenhéngende (also auch zusammenhéngende) Umgebung U von
bin B.

Wir zeigen zunéchst
Veert () Tlo.: Ue = U ist HomSomorphismus, (73)

beachte, daf fiir e € 7 (U) folgt, dak U e U%(n(e), B) zusammenhingend ist.

(Beweis von (73): Nach (70) ist U. offen in E, und nach (71), (67) ist
7|u.: Ue = U stetig und surjektiv.

Zur Injektivitdt von 7|y, : Seien eq,eq € U, mit 7(ey) = m(ez). Sei e = [c]
und seien e; = [¢][d1], e2 = [¢][d2], wobei di,ds2: [0,1] — U Wege in U mit
d1(0) =d2(0)(=m(e) = ¢(1)) sind. w(e1) = 7(ez) bedeutet genau dy (1) = do(1),
d.h. die Wege d; und ds haben gleichen Anfangs- und gleichen Endpunkt. Wegen
des einfachen Zusammenhanges von U folgt hieraus nach 2.7 [d;] = [d2] und
daher e; = eq.

Zur Offenheit von |y, : Sei G offen in Ue, also wegen (70) G auch offen in
E. Sei é € G. Dann existiert nach (69) eine zusammenhingende Umgebung U
von 7(€) in B mit Us ¢ G, und mit (67) folgt

U =n(U:) cn(G) cn(U,) =T,

also ist U e U(n(€),U) mit U c n(G).
Damit ist (73) vollstdndig bewiesen.)
Wir folgern aus (73):

Veert(y Ue ist die Zusammenhangskomponente von 7H(U), (74)
die e enthalt.

(Beweis von (74): U, ist offen in #(U), und nach (73) ist U, hom&omorph
zu U, also ist U, mit U zusammenhéngend. Ferner gilt

TUNU.= U =0
éer (U)\U,

denn ,,c* ist trivial und ,>* ergibt sich folgendermaken: Sei é € ¥ (U) \ U, und
sei 1 € Uz. Nach (67) gilt e; € TH(U). Angenommen e; € U. Dann folgt mit (68)
e eUs = U, U, im Widerspruch zu € ¢ U,.

Aus der letzten Aussage und (70) folgt, daf aufer U, auch 7 (U) \ U, offen
in 71(U) ist. Hieraus folgt offenbar (74).)

Wegen (73), (74) ist die Uberlagerungseigenschaft von 7: E — B gezeigt.
Die lokale Homéomorphie von 7 folgt aus (73). Da B nach Voraussetzung lokal-
wegzusammenhéngend ist, so folgt aus der lokalen Homdomorphie von 7, daf
auch E lokal-wegzusammenhéngend ist. Damit ist (72) bewiesen. |

Zu zeigen bleibt:

E ist einfach-zusammenhéngend. (75)
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Den Beweis von (75) bereiten wir durch den Beweis der folgenden Aussage
(76) vor:

Sei ¢ [0,1] = B ein Weg in B mit ¢(0) = by. Dann ist ¢ [0,1] - E,
definiert durch

Ve0,11€(s) = [¢*], wobei ¢*: [0,1] » B, t = c(st),
ein stetiger 7-Lift von ¢ mit ¢(0) = [bo] und é(1) = [c].

(76)

[ Zu (76): mo ¢ = c gilt wegen w(é(s)) = 7([c’]) = ¢*(1) = ¢(s) fiir alle
s€[0,1].

Sei sg € [0,1]. Wir wollen zeigen, dak ¢ [0,1] — F in sq stetig ist. Sei hierzu
G eine Umgebung von ¢é(sp) = [¢*°] in E. Dann existiert nach (69) eine zusam-
menhéngende Umgebung U von 7(¢é(so)) = ¢(s0) in B mit Upeso € G. Wegen
der Stetigkeit von ¢: [0,1] - B in s¢ existiert weiter eine Intervall-Umgebung .J
von sg in [0,1] mit ¢(J) c U. Dann gilt

Vsesl gi ] =[c®d], wobei d: [0,1] > U, t — c(so +t(s1 = 80))-
————
=¢(s1) eJ

(Denn H: [0,1]? » B definiert durch

€[0,1]

€[0,1] €[0,1]
—— —~—

‘ c((1-5s) tsy +s2tsp), te [07%]7
H(5) =0 o((1-s) sy +s(so+ (2t —1) (s1 - 50))), te[b1],
——
€[0,1] €[0,1]
€[0,1]

ist eine Homotopie von ¢! nach ¢ d rel {0,1}.)

Nach (67) folgt hieraus ¢(J) € Upesoy € G, womit (76) bewiesen ist. |

Wir folgern aus (76) zunéchst, daf E wegzusammenhéngend ist. Dazu geniigt
es zu zeigen, dak sich jedes e € E durch einen Weg in E mit [by] € E verbinden
lafst. Dies folgt aber sofort aus (76): Denn ist e = [c], so ist ¢ gemék (76) ein
Weg in E von [bg] nach [c] =e.

Seien nun ~y1,7v2: [0,1] > E zwei Wege in E mit v1(0) = v2(0) = [bp] und
71 (1) = v2(1). Wir werden zeigen, daf dann -; homotop zu o rel {0,1} ist. Ist
dies gezeigt, so folgt der einfache Zusammenhang von E nach 2.7 ,(4) = (1)*.

Fiir ¢ € {1,2} definieren wir den (nach (71) stetigen) Weg ¢;: [0,1] — B durch
¢; == moy; und sodann den stetigen 7w-Lift &: [0,1] - E von ¢; geméh (76).
Dann sind «; und & zwei stetige m-Lifte von ¢; mit demselben Anfangspunkt
[bo], folglich gilt nach (72) und 2.19: ~; = ¢;. Hieraus folgt

76
(] 2 @) =m() =20 =50) @ lel,
d.h. ¢1 ist homotop zu cg rel {0,1} (in B), also nach 2.21: 41 homotop zu 2 rel

{0,1} (in E).
Damit ist auch (75) bewiesen. O
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Hauptsatz 2.26 (Eindeutigkeit der universellen Uberlagerung).

Vor.: Seien (E,eq), (E, &), (B,by) punktierte topologische Riume, E, E lokal-
wegzusammenhingend und m: (E,eq) - (B,bo), 7: (E,&y) - (B,by) zwei uni-
verselle Uberlagerungen.

Beh.: Die nach 2.15 eindeutige bestimmten stetigen Abbildungen g: £ — E mit

g(eo) =éo
E7 éO)

B, by)

(E,ﬁo)

(
9
™
(E7€0) - (
und §: E - E mit §(éo) = ep

N
(E.é) —— (B,b)
sind zueinander inverse Homdéomorphismen.
Beweis. gog: (E,eq) — (E,ep) ist eine stetige Abbildung mit
mo(gog)=(mrog)og=mog=m.
Daher sind g o g und idg zwei stetige Lifte von 7: (E,eg) - (B, bo),
(E,e0)
.@@

4 O%.‘ ™

(E,e0) —— (B, by)

also nach 2.13: gog =idg.
Vollig analog zeigt man go g =idgz, also folgt die Behauptung. O

Satz 2.27. Sei B ein einfach-zusammenhdngender lokal-wegzusammenhdngen-
der topologischer Raum.

Dann ist jede Uberlagerung m E — B, wobei E ein zusammenhdngender
lokal-wegzusammenhdngender topologischer Raum ist, ein Homdomorphismus.

Beweis. Seien E, m wie angegeben. Wihle eg € E und setze by := 7(ep), also
ist m: (E,eq) = (B,bg) eine Uberlagerung. Nach 2.10(ii) ist £ wegzusammen-
héngend, und nach 2.22 ist m,: 71 (E, ep) - m1 (B, bo) Ve {1} injektiv, also gilt
auch m (E,eq) = {1}.

Damit ist gezeigt, dals E einfach-zusammenhdngend ist, d.h. daf die Abbil-
dung 7 (F,eq) — (B,bg) eine universelle Uberlagerung ist. Da trivialerweise
auch idp: (B,by) — (B, bg) eine universelle Uberlagerung ist, folgt aus 2.26 die
Homd&omorphie von 7: £ - B. O
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Anhang

Der folgende Hauptsatz ermdglicht es, viele unterschiedliche Resultate iiber
einfach-zusammenhéngende Raume nach einem einheitlichen Verfahren zu be-
weisen.

Hauptsatz 2.28.

Vor.: Seien M ein einfach-zusammenhdngender lokal-wegzusammenhdngender
topologischer Raum, E eine Menge und m: E — M eine surjektive Abbildung.
Ferner sei F eine Menge auf Gebieten® definierter Abbildungen ¢: Gy — E
derart, daf$ gilt:

(0) Voermop =idgy: G = M.
(1) vgoe]:VUchpTeilgebietcplU €F.
(2) V:Goo B, GoeM Gebiet ((VpecpIucap reigeier Pl € F) = @ € F).
(3) vgp,we}'mitGgO:Gw ((Hpchp ‘P(p) = 1/1(1?)) == 1/})
(4) Es existiert eine Basis & der Topologic® von M, bestehend aus Gebicten
m M, mat
VGE@ Vpegveef1({p})3¢€f GQO = G A gO(p) = €.
Beh.: Vp()egveoﬁ1({po})3!¢€; GQO =M A gO(po) =€Q.

Beweis. Als erstes zeigen wir, daft durch

VHcE (H €7 = 3]:HC]:H = U (p(G(p)) (77)
peFH
eine Topologie T fiir M definiert wird.

[ Zu (77): 1.) @ €T ist trivial.

2.) E €T ist klar nach Vor. (4).

3.) Daf die Vereinigung von zu T gehorenden Mengen wieder zu T gehort,
ist ebenfalls trivial.

4.) Seien Hi,Hy € T. Zu zeigen ist Hy n Hy € T. Seien e € Hy n Hy und
pi=m(e) e M. Fiir i € {1,2} existiert wegen H; € T und e € T; ein ¢; € F mit
e € pi(Gy;) c Hi, also p e Gp1 nGps (vgl. Vor. (0)) und e = ¢;(p;) mit gewissem
pi € Gg;, d.h. (erneut nach Vor. (0)) p = p; und somit e = 1 (p) = v2(p).

Da Gy n Gps € U%(p, M), so existieren nach Vor. (4) sowohl G € & mit
p e G c Gy NnGys als auch ¢ € F mit Gy = G und ¢(p) = e. Setzt man fiir
i € {1,2} ¢; == @ilg, so folgt nach Vor. (1), dak auch ¢; € F, Gp; = G und
oi(p) =e. Aus Vor. (8) folgt daher ¢ = ¢; und somit

e€ ¢1(Go1) = 1(G) N G2(G) € p1(Gpr) Npa(Gpa) € Hin Ha.
—
eF
Da e € Hy n Hy beliebig gewiahlt war, folgt hieraus offenbar H1 n Hy € T. |

®Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heifft Gebiet genau dann, wenn sie offen und
zusammenhdngend ist.

Eine Teilmenge B der Topologie eines topologischen Raumes heifit Basis der Topologie
genau dann, wenn sich jede offene Menge als Vereinigung von Elementen aus ‘B darstellen
laft.
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Wir betrachten im folgenden F stets als topologischen Raum mit der in (77)
definierten Topologie. Dann gilt weiter:

m: F — M ist stetig. (78)

[ Zu (78): Seien e € E und V eine Umgebung von p := 7(e) in M. Nach
Vor. (4) existieren G € & mit pe G c V und ¢ € F mit Gy = G und ¢(p) =e.

Dann gilt (Gy) € U°(e, E) nach (77) und aukerdem 7 (p(Gy)) v Gp=GcV.
Damit ist die Stetigkeit von 7 in e gezeigt. |

Um den Beweis fortzufiihren, fligen wir ein Lemma ein.

Lemma. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Hauptsatzes seien Gy € & und
po € Go fest gewdhlt. Fiir jedes eg € T ({po}) sei e, € F das nach Vor. (4),
(3) eindeutig bestimmte Element von F mit Gpe, = Go und @e,(po) = €. Dann

folgt:

(i) Fiir jedes eq € T ({po}) ist wey: Go — E stetig, und e, (Go) ist ein Gebiet
n E.

(i) TH(Gy) = Wepert ({po}) Peo (Go) ist die disjunkte Vereinigung durch die Zu-

sammenhangskomponenten von T (Gy).

(iii) Fiir jedes eq € T ({po}) ist Tlpey (Go)F Peo(Go) = Go ein Homdomorphis-
mus mit Umkehrabbildung pe,: Go = @ey (Go)-

| Beweis des Lemmas. Zu (i): Sei eg € T ({po}). Seien p € Gy und H eine
Umgebung von e := ¢, (p) in E. Nach (77) existiert dann ein ¢ € F derart, daf
e€p(Gy) c H, also p=7(e) € Gy und p(p) = e. Wegen Vor. (/) existiert G € &
mit p € G ¢ GonGy. Dann gilt nach Vor. (1) vey|a € F, Goeyla = G, veola(p) =€
und auch ¢l € F, Gola = G, ¢la(p) = e, also nach Vor. (3) veylc = ¢|c. Daher
ist G eU%(p,G) mit e, (G) = p(G) c p(Gyp) c H. Damit ist die Stetigkeit von
Peo gezeigt.

Die Offenheit von ¢e,(Go) = @e, (Gipe, ) ist klar nach (77), und der Zusam-
menhang von ., (Gp) folgt aus dem Zusammenhang von G und der Stetigkeit
YOI ey -

Zu (ii): ,,0“ ist klar wegen (7 o ¢¢,)(Go) = Go.

,C“ Sei e e T (Go), also p = m(e) € Go. Wegen G € & existiert nach Vor. (4)
ein ¢ € F mit Gy = Gy und o(p) = e. Dann gilt fiir eg := p(po): eo € T ({po}),
also ¢, e, € F, Go = G, = G und ¢(po) = Peo (po) = eo. Daher gilt ¢ = Peq
nach Vor. (3) und folglich e = ¢(p) = e, (P) € ve,(Go)-

Zur Disjunktheit: Es seien eg,e; € T ({po}) beliebig und es existiere ein
Punkt e € ¢, (Go) N@e, (Go). Dann folgt fiir p:=7(e) € M: e = pe,(P) = e, (P),
also wegen @e,, e, € F, Gpe, = Goe, = Go nach Vor. (3): @e, = @, , insbesondere
€0 = Yeo(P0) = @e, (Po) = e1. Damit ist die Disjunktheit der Vereinigung in (ii)
bewiesen.

Die restliche Aussage in (ii) iiber die Zusammenhangskomponenten ist klar,
da alle ., (Gp) offen in E und nach (i) zusammenhéngend sind.
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Zu (iil): Wegen (78) und (i) sind sowohl 7|, (Go): @eo(Go) = Go als auch
©eot Go = @, (Go) stetig.

7T|spe0 (Go) © Peo = idg, ist klar. Zu zeigen bleibt ¢, o7r|%0(G0) =idy, (Go)- Sel
also e € @, (Go), € = e, (p) mit p € Go. Dann folgt

0
(©er © Thong () (€) = (o0 © Tl (o) © 90) (0) © e (0) = ¢,

womit das Lemma vollstdndig nachgewiesen ist. |

Wir folgern mithilfe des Lemmas:
7: B — M ist eine Uberlagerung. (79)

[ Zu (79): m: E - M ist nach (78) stetig und nach Voraussetzung surjektiv.
Sei nun pg € M. Da & eine Basis der Topologie von M ist, existiert Gy € & mit
po € G. Nach Lemma (ii), (iii) ist dann G eine zusammenhingende Umgebung
von pg € M derart, dak jede Zusammenhangskomponente von 7' (Gp) durch 7
homoomorph auf Gy abgebildet wird. Damit ist (79) gezeigt. |
Ferner gilt:
E ist lokal-wegzusammenhéngend. (80)

[ Zu (80): M ist nach Voraussetzung lokal-wegzusammenhéngend, und aus
dem Lemma folgt offenbar, daf m: ' - M ein lokaler Homoéomorphismus ist.
Hieraus folgt offenbar (80). |

Nun existiert nach Monodromiesatz 2.15 (beachte (80), (79) sowie den ein-
fachen Zusammenhang und den lokalen Wegzusammenhang von M) eine Abbil-
dung ¢ folgender Natur:

e: (M, po) = (E,eq) ist stetig mit 7o ¢ =idyy. (81)
(E,e0)
3 T

idays
(M7p0) - (M7p0)

Wir wollen zeigen
peF. (82)
[ Zu (82): Nach Vor. (2) geniigt es zu zeigen, daf ¢|g, € F fir alle Gy € &.
Sei also G € &. Aus (81) folgt ¢(Go) c T (Go) und ¢(Gyp) ist nach (81) mit Gy
zusammenhingend, also ist ¢(Gp) zusammenhingende Teilmenge von 7 (Gy).
Nach Lemma (ii) existiert daher ein ¢ € F mit Gy = G und ¢(Go) < (Go). Ist

daher p € Gy, so existiert ¢ € Gy mit ¢(p) =1(q), also p = w(¢(p)) = 7(¢¥(p)) =¢
und folglich ¢(p) = ¥(p). Damit ist gezeigt: ¢|g, = ¥, also wegen ¥ € F auch

‘PlGo €F. |
Aus (81), (82) folgt ¢ € F, Gp = M und ¢(pg) = eg. Die Einzigkeit eines
solchen ¢ folgt schlieflich aus Vor. (3). O

Wir geben ein Beispiel einer Anwendung von 2.28: In der Analysis beweist
man den folgenden Satz im Spezialfalle einer sternférmigen Menge G.
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Hauptsatz 2.29 (Poincarésches Lemma fiir 1-Formen).

Vor.: Es seien n € Ny, G c R" ein einfach-zusammenhdngendes Gebiet sowie
k e N, u{oo} und w eine C*-Differentialform ersten Grades auf G, d.h. es
existieren Fy,...,F, € C*(G) mit w = Y, Fyda;. Ferner gelte dw = 0, d.h.

V.. oF; _ OF;
7/7]6{17"'7”} ij - aZ,L :
Bebh.: VPOGGVQ()ERH!wGCkJrl(G) dyp =w A (po) = .
N’

Beweis. Wir setzen F := G xR, M := G und definieren 7 :=m: G xR - G
als die Projektion auf die erste Komponente. Des weiteren sei F die Menge aller
Abbildungen p: Gp - G x R eines Teilgebietes Gy von G derart, dafl gilt

m o =idgy: Go—>G und maope€ Ck+1(G<p) und d(mg 0 @) = wlgy,

wobei m: G xR — R die Projektion auf die zweite Komponente bezeichne. & sei
die Menge aller sternformigen Teilgebiete von G.

Auf dieses ,Lexikon* wenden wir 2.28 an. Die Giiltigkeit der dortigen Voraus-
setzungen zeigt man in der Analysis. Daher existiert zu jedem pg € G und jedem
ag € R ein eindeutig bestimmtes ¢ € F mit Gy = G und ¢(pg) = (po, o). Dann
erfiillt ¢ := w9 0 p die Behauptung. (Die Eindeutigkeit ist klar nach Analysis.) O
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3 Mannigfaltigkeiten

Topologische und differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 3.1 ((Abzédhlbare) Basis). Sei M ein topologischer Raum. Eine Teil-
menge B von Top(M) heikt Basis der Topologie von M genau dann, wenn sich
jede offene Menge von M als Vereinigung von zu B gehérenden Menge darstellen
l&aRt, d.h. genau

VUeTop(m) Vper Iv,em Vp € U.
Falls eine hochstens abzihlbare abz&hlbare derartige Teilmenge B von Top (M)

existiert, so sagen wir: M besitzt eine abzdhlbare Basis.

Beispiel. Fiir n € N, besitzt R™ eine abzihlbare Basis, ndmlich z.B.

{U-(p)|lpeQ™ AreQ.}.

Definition 3.2 (Karte, Atlas, topologische Mannigfaltigkeit). Seien M ein to-
pologischer Raum und n e N.

(i) w heikt n-dimensionale Karte fir M genau dann, wenn u: Gu - u(Gu) ein
Homdomorphismus eines offenen Teilraumes Gu von M auf einen offenen
Teilraum u(Gu) von R™ ist.”

(ii) 2A heilt n-dimensionaler Atlas fir M genau dann, wenn 2( eine Menge von
n-dimensionalen Karten fiir M mit M = U,ey Gu ist.

(iii) M heifit n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit genau dann, wenn
gilt:
1.) M ist hausdorffsch.
2.) M besitzt eine abzdhlbare Basis.

3.) Es existiert ein n-dimensionaler Atlas fiir M.
Beispiel 3.3.

a) R™ ist fiir n € N eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit (mit
{idgn } als Atlas.)

b) S™ (mit Teilraumtopologie bzgl. R™*!) ist fiir n € N eine n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit.

¢) Die Teilriume Torus, Mdbiusband, Zylinder und Kegel von R?® sind 2-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten.

d) Der topologische Teilraum 8 von R? ist keine 1-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

e) Der topologische Teilraum von R3, der entsteht, indem man zwei Kegel
derart vereinigt, daf sie nur ihre Spitze als gemeinsamen Punkt haben, ist
keine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Man definiert R® := {0}.
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f) O-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten sind genau die hochstens
abzéhlbaren Mengen mit diskreter Topologie.

Satz 3.4. Seienn € N und M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
Dann gilt:

(i) Fiir jede n-dimensionale Karte fiir M und jede offene Menge U von M ist
ulgunu eine n-dimensionale Karte fiir M.

(ii) Jede offene Menge M ist als Teilraum von M eine eine n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit.

(i11) Zu jedem p € M und jedem U € Up, M) existiert eine n-dimensionale
Karte w von M mit pe GucU, u(p) =0 und u(Gu) =R"™.

(iv) Die Zusammenhangskomponenten von M sind offen und wegzusammen-
hangend und stimmen mit den Wegzusammenhangskomponenten tiberein.

(v) (Invarianz der Dimension)

Ist M # &, so existiert zu jedem m € Nx{n} keine m-dimensionale Karte u
fiir M mit Gu + @&, insbesondere ist M keine m-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

Beweis. (i) ist trivial, (ii) sowie (iii) zeige der Leser als Ubung und (iv) folgt
aus 2.10. Der Beweis von (v) wird z.B. in der algebraischen Topologie gefiihrt. O

Wir wiederholen die folgende Definition der Analysis.
Definition 3.5. Seien n € N und U c R" offen.
(i) Wir definieren fiir r €e Nu {oo} eine Teilmenge m von RY wie folgt:
1. Fall: n=0. Dann gilt U = @ oder U = {0}, und wir setzen

¥ enufoo} CT(U) :=RY.

2. Fall: n e N,. Dann setzen wir

C'(U) = {ple: U~ R stetig},
Veen, C'(U) := {p|¢: U— R r-mal stetig (partiell) differenzierbar},
C=(U) = (C"(U).

reN

(ii) Sind k€N und r € Nu {oo}, so definieren wir

C(URY) |:={f = (f1,- - i) | Vieqn. ) fi €CT(U)}.

Definition 3.6 (C"-Atlas, C"-Struktur). Seien n € N, M eine n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit und r e Nu {oo}.
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(i) Seien u,v zwei n-dimensionale Karten fiir M. Dann ist offenbar v o u~!

ein Homdoomorphismus des offenen Teilraumes u(GunGv) des R auf den
offenen Teilraum v(GunGv) von R™. vou~! heift der Kartenwechsel von
u nach v.

v und v heiken genau dann C"-vertrdglich, wenn v ou™' ein C"-Diffeomor-
phismus ist, d.h. genau

vouleC™(u(GunGv),R") A uov eC"(v(GunGu),R").
(ii) Ein n-dimensionaler Atlas 2 fiir M heifst n-dimensionaler C"-Atlas fiir M
genau dann, wenn je zwei Elemente von 2 C"-vertraglich sind.

(iii) Ein n-dimensionaler C"-Atlas fiir M heift mazimal oder eine n-dimensio-
nale C"-Struktur fur M genau dann, wenn fiir alle n-dimensionalen C'-
Atlanten 21 flir M aus A c 2 bereits 2 =2 folgt, d.h. genau:

Fiir alle n-dimensionalen Karten u fiir M gilt:

(Vyeq u, v C"-vertriglich) = u € 2.

(Denn beide Aussagen besagen, daf sich 2 nicht durch Hinzunahme einer
nicht zu A gehorenden Karte zu einem groferen C"-Atlas erweitern lafst.)

Satz 3.7.

Vor.: Seien n € N, M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und
reNu{oo}. Ferner sei 2 ein n-dimensionaler C"-Atlas fir M.

Beh.: Es ezistiert genau eine n-dimensionale C"-Struktur A fiir M derart,

daff A c UAax, namlich
Amax = {u n-dimensionale Karte fiir M |V yeg u,v C"-vertraglich} . (83)
Amax heifit die von A erzeugte C"-Struktur fiir M.

Beweis. Wir definieren 2,y durch (83), also ist Apax ein n-dimensionaler
C"-Atlas fiir M mit A c Aax. Wir behaupten:

Amax 15t CT-Atlas. (84)
| Zum Beweis von (84) seien u, % € Amax. Zu zeigen ist
tou ! € C"(u(Gun Ga),R").
Nach Analysis ist dies gleichbedeutend mit
¥ qeu(GunGa) Ivau(gu(Gunciy) Gou” o € C"(U,R™).

Beweis hiervon: Sei g € u(Gun Gu). Da 2 ein C"-Atlas ist, existiert v € 2
mit u™'(q) € Gv, d.h. ¢ € u(Gv). Dann folgt nach Definition von .y mit

U :=u(Gun GunGo) i u(Gun Gu) nu(GunGov) e U(q,u(Gun Gi))
Gou |y = (ﬂov_l) o(vou™) |y eC"(UR"),

womit (84) bewiesen ist. |

61



Trivialerweise folgt aus der Definition von 2pmax und 3.6(ii) wegen (84) weiter:
Amax st maximaler C"-Atlas, (85)

also bleibt die Einzigkeit von pax mit (85) und 2 ¢ Apax zu zeigen.
Eabe also A ebenfall{s diese Eigenschaft. Zu zeigen ist A = Aax. Hierzu sei
w e 2. Dann folgt — da A ein C"-Atlas ist -

V. eacq U, v C'-vertréglich,

also nach Definition von Apax: w4 € Amax. Damit ist gezeigt, dak Ac Anax, und
hieraus folgt wegen der Maximalitét von 2 sofort 2 = Apax. O

Definition 3.8 (C"-Mannigfaltigkeit). Seien n € N und r e Nu {oo}.

(i) Eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit M ist ein Paar (Miop, 2 ), be-
stehend aus einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit Miqp
und einer n-dimensionalen C"-Struktur s fiir Mep.

(ii) Sei M = (Miop,2Ans) eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit. Dann heifst
Miop die M zugrundeliegende topologische Mannigfaltigkeit und Ay, die
C"-Struktur von M. Die zu 2p; gehdrenden Karten heifsen die C"-Karten
von M. Jeder aus C"-Karten von M bestehende Atlas fiir Mo, heilt ein
C"-Atlas von M.

La. schreiben wir einfach M fiir M.

Definition 3.9 (C"-Abbildung). Seien m,n € N, r € Nu {oo}, M eine m-
dimensionale und N eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit.

(i) f: M — N heifit eine C"-Abbildung oder r-mal stetig differenzierbar genau
dann, wenn f: M — N stetig ist und

Vaeaty, Voeay Vo fou e CT(w(Gun F' (Gv)),R™).

(Beachte, daf ?1(GU) offen ist, da f stetig ist.)

(ii) f: M — N heikt ein C"-Diffeomorphismus genau dann, wenn f: M — N
bijektiv ist und sowohl f: M — N als auch f~': N - M C"-Abbildungen
sind.

M und N heifsen C"-diffeomorph, falls ein C"-Diffeomorphismus M — N
existiert.

Beispiel 3.10. Seien r e Nu {oo} und n e N.

a) Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, also ist V' n-dimensionale topo-
logische Mannigfaltigkeit mit der kanonischen Topologie. Dann ist

2 := {u: V - R"|u R-Vektorraum-Isomorphismus}

offenbar ein n-dimensionaler C"-Atlas fiir V, erzeugt also nach 3.7 eine
n-dimensionale C"-Struktur fiir V. Die so definierte C"-Mannigfaltigkeit V'
heifst die kanonische C"-Mannigfaltigkeit V.

62



b)

Seien M eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit und U c¢ M offen in M,
also ist U, betrachtet als topologischer Teilraum von M, nach 3.4 selbst
eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist

Ay ={ueAp |GucU}

eine n-dimensionale C"-Struktur fiir U. Wir nennen die C"-Mannigfaltig-
keit (U,2y) in Zukunft die offene C"-Untermannigfaltigkeit U von M.

S™ ist als Teilraum des R™! ein hausdorffscher topologischer Raum mit
abzihlbarer Basis. Wir betrachten R als R”xR. N := (0,1) heift Nord-
pol, S :=(0,-1) heilt Sidpol.

Wir definieren Py: S"N{N} —» R" bzw. Ps: S"~{S} - R", die sogenannte
steographische Projektion vom Nord- bzw. Stdpol aus, als die eindeutig
bestimmte Abbildung mit

Vaesnainy (Pn(a),0) = (Gerade des R™! durch N und a) n (R" x {0})

bzw.

Vaesnaisy (Ps(a),0) = (Gerade des R™*! durch S und a) n (R™ x {0}).

Zeige als Ubung 9.3, dak Py und Ps n-dimensionale Karten fiir S™ sind.
Fiir die Kartenwechsel gilt
PyoPs™'=PsoPy~' =R,

wobei R: R™!\ {0} - R™ !\ {0} die Abbildung durch reziproke Radien
sei, welche gegeben ist durch

b
R(b) = —.
1ol
Hier bezeichnet | ... | die euklidische Norm.

Es gilt R e C"(R™! \ {0},R"), also ist {Py, Ps} ein n-dimensionaler C"-
Atlas fiir S™ und erzeugt daher nach 3.7 eine eindeutig bestimmte C"-
Struktur fiir S™.

Lemma 3.11 (Differenzierbarkeitstest mit wenigen Karten).

Vor.

: Seien r e Nu{oo}, m,n € N sowie M eine m-dimensionale und N eine
n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit.
Beh.: f: M — N ist genau dann r-mal stetig differenzierbar, wenn f stetig ist

und zu jedem p € M Karten u € Apy mit p € Gu sowie v € Ax mit f(p) € Gv

existieren derart, dafl

vo foul:u(Gu ﬂfl(Gv)) — R"

r-mal stetig differenzierbar ist.
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Beweisskizze. ,,= ist trivial.
Zum Nachweis von ,,<* seien @ € ps und ¥ € A . Zu zeigen ist, dak vo foir™"

in jedem ¢ € a(Gu 071((;,5)) lokal r-mal stetig differenzierbar ist. Wihle zu
p =1 (q) Karten u € s und v € Ay gemiik der rechten Seite der Behauptung.

Dann gilt U = a(GunGanF (Gv) n T (Go)) eU(q. a(GanF (GF))), und
(Fofoa™)y=(Tov)o(vofou)o(uod)y
ist r-mal stetig differenzierbar. O

Satz 3.12 (Eigenschaften von C"-Abbildungen). Seien r € Nu{oo} und L, M, N
C"-Mannigfaltigkeiten der Dimension l,m,n € N. Dann gilt:

(i) f: M - N konstant = f: M - N C"-Abbildung.

(ii) Die C"-Mannigfaltigkeiten mit ihren C"-Abbildungen bilden eine Kategorie,
d.h.

a) g2 L > M C"-Abbildung und f: M — N C"-Abbildung
= fog: L > N C"-Abbildung,
b) idpr: M — M C"-Abbildung.
Zusatz. Fir jede offene C"-Untermannigfaltigkeit M von M gilt:
g: L > M C"-Abbildung und f: M — N C"-Abbildung
= fog: g (M) — N C"-Abbildung
(iii) (Beschrinkungseigenschaften)

a) f: M - N C"-Abbildung == Y yeropy flu: U = N C"-Abbildung,

b) f: M - N C"-Abbildung == Yy erop(n) flu: U =V C"-Abbildung.
f(M)cV

(iv) (Lokalititseigenschaft)
Ist f: M - N eine Abbildung derart, daf
Vpert 3veuep,my fluo: U = N C"-Abbildung,
so ist f: M - N eine C"-Abbildung.

(v) Ist U c R™ offen, so ist eine Abbildung f: U - R"™ genau dann r-mal stetig
differenzierbar als Abbildung der offenen C"-Untermannigfaltigkeit U von
R™ in die C"-Mannigfaltigkeit R™ wenn sie r-mal stetig differenzierbar im
Sinne der Analysis ist.

(vi) Es gilt genau dann u € Apr, wenn u: Gu - u(Gu) ein C"-Diffeomorphismus
der offenen C"-Untermannigfaltigkeit Gu von M auf die offene C"-Unter-
mannigfaltigkeit u(Gu) von R™ ist.

Beweis als Ubunyg. O
Generalvoraussetzung. In Zukunft bedeutet Differenzierbarkeit stets C>-

Differenzierbarkeit, falls nicht ausdriicklich etwas anderes vermerkt ist.
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Tangentialrdume

Sind V, W endlich-dimensionale R-Vektorrdume und ist f: V — W eine diffe-
renzierbare Abbildung, so ist nach Analysis fiir jedes p € V' das Differential

dpf: V—W

definiert.

Unser néchstes Ziel ist es, fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimen-
sion m bzw. n und differenzierbare Abbildungen f: M — N etwas Entsprechen-
des zu definieren:

Tpf: TyM — Ty N,

wobei T, M, der Tangentialraum von M an p, ein m-dimensionaler R-Vektor-
raum und Ty, N, der Tangentialraum von N an f(p), ein n-dimensionaler
R-Vektorraum ist, und zwar so, dal im Spezialfalle M =V, N =W T,f und
d,f in kanonischer Weise miteinander identifiziert werden kénnen.

Zunéchst wollen wir den Tangentialraum T, M von M an p fiir eine beliebige
Mannigfaltigkeit M und p € M definieren. Die Definition wird so erfolgen, daf
fiir alle p,q € M mit p # ¢ gilt T,M nT,M # &. (Die in der Analysis definier-
ten Tangentialrdume an differenzierbare Untermannigfaltigkeiten von R™ haben
diese Eigenschaft nicht!)

Als Vorbereitung fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein.

Definition 3.13. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(i) Ist G c¢ M offen, so setzen wir

Cy1(G) |:={p: G > R| ¢ differenzierbar}.

(i) Ist p e M, so setzen wir

:= U 0.

Geld*(p,M)

(iii) Zusétzlich setzen wir

:= U C3(Q).

GeTop(M)

Bemerkung 3.14. Sei n eN.

a) Es seien V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, I ¢ R ein Intervall und
e I - V ein differenzierbar Weg!!. Ferner sei to € I und p := c(to) € V.
Dann ist ¢/(tg), der Geschwindigkeitsvektor von ¢ zur Zeit to im Sinne der
Analysis, definiert durch

c(t) ~clto) (86)

d.h. per definitionem, daR sich ¢ zu einem auf einem I umfassenden offenen Intervall
definierten differenzierbaren Weg fortsetzen l&ft

65



Diesem Element von V entspricht umkehrbar eindeutig die folgende Funk-
tion

¢(to): C7 (po) — R, @ ¢(to) ¢ = (v oc)'(to) = dpyp(c'(t0))-| (87)

Es ist klar, dal ¢(tg) durch /(o) eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt ge-
winnt man ¢/(¢o) aus ¢(tg) wie folgt:

Sei {v1,...,v,} eine Basis von V und {vj,...,v}} die dazu duale Basis
von V* c C7 (po). Dann gilt

C'(to)=2 B ) = Yt) ) v

n.
= dpyvi(¢(to))

Seien nun allgemeiner M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, I ¢ R ein Intervall und ¢ I — M ein differenzierbar Weg'?. Ferner
sei erneut to € I und p:= c(tg) € M. Dann 14kt sich kein Geschwindigkeits-
vektor wie in (86) definieren, wohl aber eine Funktion wie in (87). Wir
definieren daher den Geschwindigkeitsvektor von ¢ zur Zeit tg als

¢(to): Car(po) — R, @ +—>¢(to) - := (o) (to). (88)

Man rechnet unmittelbar nach, daf ¢(tg) die folgenden Derivationseigen-
schaften hat

(Der 1) ¥, pecze (po) Va,8er €(t0) - (v + B) = e (é(to) - ) + B (¢(to) - ),
(Der 2) ¥, yecze (po) €(t0) - (0 1) = (¢(to) - @) ¥ (po) + @(po) (¢(to) - ¥).

Definition 3.15 (Tangentenvektor, Tangentialraum). Seien M eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit und pg e M.

(1)

Ein Tangentenvektor von M in p oder eine Derivation von C3j(po) ist per
definitionem eine Funktion

vi:Cyr(p) — R, pr—v-,

mit den folgenden Eigenschaften

(Der 1) Vo yece () Vaser v (@@ +Bv) =a(v-9) + B (v 1),
(Der 2) Vo, pec py v (0 0) = (v-9) ¥(p) + (p) (v-1).

(i)

Wir setzen als die Menge aller Tangentenvektoren von M in p und

nennen 1,M den Tangentialraum von M in p.

129.h. wieder per definitionem, daR sich ¢ zu einem auf einem I umfassenden offenen Intervall
definierten differenzierbaren Weg fortsetzen 1afit
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T,M ist als Menge R-wertiger Funktionen in kanonischer Weise ein R-
Vektorraum, also gilt

vv,wETvaapeCX}’(p) (2} + w) p=Uv-prw-,
VveTvaaER (O‘U) p=o (U ’ ()0)
Wir haben in 3.14 gesehen, dafs fiir jeden differenzierbaren Weg c: I — M
und jedes t € I, p:= c(t) gilt ¢(t) € T,M. Wir werden spéter sehen, daf

auch alle Tangentenvektoren v € T, M Geschwindigkeitsvektoren sind, d.h.
v = ¢(t) fiir geeignete ¢, t.

Definition 3.16.

(i) Seienn € N, M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit sowie
p e M und u € Ay mit p e Gu. Wir definieren dann fiir jedes i € {1,...,n}

% :Cyr(p) — R| durch
ai P SZ@) = 0 (pou) (ul(p))
= (tH(gpou_l)(Up)"’tei)),(o) (89)
= (poo)(0) T ¢(0) ¢,

wobei c(t) = u ™ (u(p) +te;),

= ¢(0).

es gilt also

Uj

(Hierbei bezeichnet 0; die i-te partielle Ableitung im Sinne der Analysis
und e; den i-ten Einheitsvektor des R".)

Aus (89) und 3.14 folgt

0
Vie{l,...,n} a—uz ) € TpM (90)

Ferner gilt
Z?uj

Vijel,...n} a—m(p) =0;j, (91)
9 yeens sind R-linear unabhéngig in T),M. (92)
Ouy |, Oun |,
[ (91) gilt wegen
8Uj (89) =IJ:>U 1 ’
() D (0 (% o)) +1e) ) (0) =y,
=u]'(p)+t5ij
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und da fiir alle aq,...,a, € R aus

0

n
Q; =07,m
; ! 8ui P P
fiir jedes j € {1,...,n}
n 0
ZOZZ' -_— -’LLj=0
i=1 8114- p

folgt, ergibt (91), dak «; =0, also gilt auch (92). |

(ii) Wahle in (i) speziell M = R" und w := z := idg». Dann ist nach (89) fiir
alle pe R" und i e {1,...,n}

—| eT,R" 93
(933'7; ) p ( )
charakterisiert durch
0 dy
v eC - | = = 82 )
e 3l P O () = die(p)
| T,R™ ist also i-te partielle Ableitung in p i. S. d. Analysis. (94)
Zilp
o : o d| |.. 0
Ist zusédtzlich n =1, so schreiben wir einfach | —| | fiir —| , also
dz |, 1l
e € T,R ist die {ibliche Ableitung in p i. S. d. Analysis. (95)
Zlp

Lemma 3.17. Es seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, p € M und
veT,M. Seien ferner G eU°(p, M) und p € C37(G). Dann gilt:

(i) ¢: G = R konstant = v-¢ =0.
(i) UeU(p,M) =>v-  ¢ly  =v-p.

——
=ply:GnU-R

Beweis. Zunichst gilt

VUeZ/{°(p,M) (O 1U =0. (96)
[ Aus
(Der 2)
v-ly = v-(lyly) =" (v-1p) lu(p) + 1u(p) (v-1v)
= 2(v-1py)

folgt (96). |
Zu (i): Ist ¢ konstant vom Wert o € R, so folgt

v-p=v-(alg) (De:rl)a(’u-lg) ),

Zu (i) v- (p10) PEY (0-0) 1) + o) (v-10) T v O
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Bemerkung 3.18. Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U eine
offene differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M, so identifizieren wir fiir
alle p € U die Tangentialrdume 7,U und T, M miteinander, d.h. wir fassen den
kanonischen R-Vektorraum-Isomorphismus
U — T,M
v o— Cy(p) >R, o v-oy,

mit Umkehrabbildung

M — T,U

w o wee(p)
als Identitat auf.

Satz 3.19.
Vor.: Seienn € N, M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und
peM.
Beh.: T,M ist in kanonischer Weise ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Ge-
nauer st fir u € Aps mit p e Gu

J

9

8’&1
eine Basis von T,M diber R, die sogenannte Gaufische Basis von T, M bzgl. u,
und es gilt:

0

p,..., aun

L 0
Voer,m v = (v u;)

2 (o) 5 o7)

p
Beweis. Sei u € Ay mit p € Gu. Nach (92) geniigt es zu zeigen, dafs (97) gilt.
Sei also v € T, M und seien G e U°(p, M) sowie p € C37(G). Zu zeigen ist

P (98)

n
V- = (UUZ)
i=1

Z?ui

P
Wir werden beweisen, daf

n
veus(p,cunc)Ip,...pnecss ) Plu =0(p) v + Z;(uz' - u;(p) 1v) pi
(99)

und Yieqr, ny0i(p) = -

P

8’&@'

Die Taylor-Entwicklung von @ou™! in u(p) besagt iibrigens fiir Punkte ¢ in
einer Umgebung von p

p(a) = (pou™) (u(a))
= (cp o u_l) (u(p)) +dugp) (o u_l) (u(q) —u(p)) + ...+ Restglied

= (<p o u_l) (u(p)) + dy(p) (gp o u_l) (i(uz(q) —u;(p)) ei) +... + Restglied
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3 () + 3 (ui () - wi(p))

i=1 du;

@ + ...+ Restglied.

P
Aus (99) ergibt sich
3.17(ii)

(Der 1), (Der 2)

3.17()

d.h. es gilt (98).

Zu (99): Sei V eine offene Vollkugel um u(p) in R™ mit V' c u(Gu n G)
und sei U := 7' (V), also U € U(p, Gu n G). Wir definieren fiir jedes ¢ € U die
differenzierbare Funktion 14: [0,1] - R durch

g (t) = (wou™) (u(p) +t (u(g) ~u(p)))- (100)
Dann folgt

©(q) - o(p) = (pou™) (u(q)) - (pou™) (u(p))
(100)

=" Uq(1) =14 (0)
:/O Wb (£) dt (101)

1 n
= [ o (pou) @)+ (@) - u () (ia) - ui(p)) dt.
i=1
Wir definieren weiter fiir jedes i € {1,...,n} @¢;: V - R durch

pila) = [0 (pou) (ulp) +1(a-u(p))) dt (102

differenzierbar in (a,t)eV'x[0,1]

Nach dem Satz iiber die differenzierbare Abhéngigkeit des Integrales von einem
differenzierbaren Parameter im Integranden gilt ¢; € Cg: (V'), also auch

@i =@ oueCr(U). (103)

Nun gilt fiir alle g € U aus (101), (103) und (102)

(u(a) = p)) [0 (p0u™) (up) + # (u(a) - u(p)))

[
R
S
+
0=

©(q)

= ¢(p)+ i(ui(q) - ui(p)) ¢i(9)
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sowie fiir ¢ € {1,...,n} aus (103) und (102)

i) = Gilu) = [ O (pou™) (up)) i

konstant

_ 316 O
= O (pou") (ulp)) "= ol

womit (99) bewiesen ist. O
Bemerkung 3.20. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt

TpM = {¢(t)|c: I - M differenzierbarer Weg mit ¢ € I und ¢(t) = p},

m. a. W.: Alle Tangentenvektoren sind Geschwindigkeitsvektoren.
[ Beweis: ,,0“ haben wir bereits in 3.15 eingesehen.
Zu ,,c*: Sei v € T,M. Wihle u € s mit p € Gu und setze

a:=(v-uy,...,v-uy) €R"
wobel n := dim M. Dann wird durch
c(t) = u (u(p) +ta)

ein differenzierbarer Weg ¢ | - ¢,6[ > M definiert (wobei € € R, hinreichend
klein) mit ¢(0) = p und

: @D S 9.3 u; o c) 9
(0 D S0 w) | < Se) |
= Zn:(te(xlouou—l)(u(p)+ta)) (0) 8(2 =Zn:(v u;) 8% ,
i=1 tlp =1 vip

beachte hierbei die Definition von a. |

Definition 3.21 (Tangentialabbildung). Seien f: M — N eine differenzierba-
re Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und p € M. Wir
definieren dann die R-lineare Abbildung

Tpf: TpyM — Ty, N,

die sogenannte Tangentialabbildung von f in p, durch

Voer, MV gecze(£(p) | Ipf (V) -0 |=v- (@0 f). (104)

Zeige als Ubung, dak T,f(v) tatsichlich die Derivationseigenschaften erfiillt,
d.h. Tpf(v) € Tf(p)M.

Wir schreiben im folgenden auch anstelle von T}, f. fi, wird auch die
von f in p induzierte Abbildung genannt.
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Beispiel.

a) Seien f: M — N wie oben und ¢: I - M ein differenzierbarer Weg in M.
Dann ist foc: I - N ein differenzierbarer Weg in N mit

Vier fupl(t) = Fo clt). (105)

Denn fiir alle ¢t € I und alle ¢ e C(f(p)) gilt

(88)

..,y (104) . ——
Faey€(t) =7 ¢(t) - (o f) =" (po foc)(t) = foc(t)ep.
b) Seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢: I - M ein differen-
zierbarer Weg in M. Dann gilt

d

Vier Cxt ( a

) - &(t). (106)
t
Denn fiir alle ¢t € I und alle ¢ € C3;(c(t)) gilt

i) o= S| o= ey =em) ¢
Tt dz t

Satz 3.22.

Vor.: Seien m,n e N, M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit, f: M — N eine differenzierbare Abbildung sowie
p € M. Ferner seien u € 2y mit p € Gu und v € Ayx mit f(p) € Gu.

Beh.: Die Matriz der R-linearen Abbildung

fx-p: TpM i Tf(p)N

bzgl. der geordneten Basen (aiu1 e T ) und (8%1 PESIEE % P )) von
p m p p n p
TpM und Ty, N st gleich der Funktionalmatriz
(aj (“i ofo ”_1) (u(p)))ie{l,...,n},je{l,...,m}
von vo fout in u(p).
Beweis. Fir j e {1,...,m} gilt
0 3.19 d 0
fx- - = f>(- = Vi) 7/
P au]' » Z; b 8uj » ov; f(p)
(97) 0 0
= — (viof)) =—
7; ( au] P 8,UZ' f(p)
&) Zn: 0 (U ofou_l)(u( 9
= i \Vi »)) -
i:l( ’ ) il y(p)
Od
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Satz 3.23 (Eigenschaften der Tangentialabbildung). Seien M,N,Q differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten und f: M - N, g: N - Q differenzierbare Abbildun-
gen. Dann gilt

(1) f: M - N konstant == Vpers fap =0,
(”) VPEM (g ° f)*p = gx—f(p) ° f*p;
(ZZZ) vpeM (ldM)x-p = idTpM;

(iv) f: M — N Diffeomorphismus
= Vper fep: TpM — Ty(,) N R-Vektorraum-Isomorphismus mit

(fap) ™" = (f_l)*f(p)'

(v) Seien ue Ay und pe Guc M. Dann gilt:

0 1 0
Vie 1,...,dim M = (u )*u . 9
{ } duil, (p) D Lu(p)
dh. wep 2| =22 .
e Bl = el
Beweis als Ubung 11.1. O
Satz 3.24.

Vor.: Seien n e N, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und pe V.
Beh.: |1, V - T,V,| definiert durch

I,(a) :=¢,(0), wobei ci: R >V, t>p+ta,

st ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

I,(a) heifit Richtungsableitung im Punkte p in Richtung a. (Bechte, daf fir
@ €Cy (p) gilt Ip(a) = (t = (p+ta))’ (0) = dpp(a).)

Die Umkehrabbildung Ip‘l: T,V =V ist gegeben durch

= 1,7 (v) = ¢ (to), wobei c: T -V beliebiger differenzierbarer Weg mit
to € I,C(to) =p und é(to) =.

Beweis. Sei u: V- R" ein R-Vektorraum-Isomorphismus, also nach 3.10 a)
u € le.
1.) Fiir alle a € R™ gilt

B@) = (0) =X ((0) ) A
. i=1 ’810
= Y (trulp+ta))(0) Ou
u; linear izl Z p(? (107)
RN (e wi(p) + (@) (0) 5
izl P v'p
= ;ul(a) OUZ p,
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also insbesondere
Vie{l,...,n} Ip(a) “u; = ui(a). (108)
Wegen der R-Linearitét der u; und (107) ist I, R-linear. Ferner ist I, injektiv,
da aus I,(a) = 0 nach (108) u(a) = 0 und somit a = 0 (da w injektiv) folgt. Wegen
dimV =dim 7,V ist daher

I,: V - T,V ein R-Vektorraum-Isomorphismus. (109)
2.) Zur Wohldefiniertheit von h: T,V — V, v~ U: Sei ¢: I - V ein differen-
zierbarer Weg mit tg € I und c(tp) = p. Dann folgt fiir jedes i € {1,...,n}
. u; linear
e(to) - ui = (ui 0 ¢)'(0) = degegyui (€' (o)) ™ =" ui(c (t0))
also
C’(to) = u_l(é(to) ULy .- ,é(to) ' un),

und die rechte Seite hiingt nur von ¢(¢g) € 7,V ab.'3 Hieraus folgt die Wohlde-
finiertheit von A und

VveTpVTJ):h('U)=U_1(’U"LL1,...,’U-’LLn). (110)

3.) Schlieklich gilt wegen

110 _ 108 _
Vaev h(Ly(a)) "2 w (L(a) s, .. Ip(a) -un) "2 u (u(a)) = a
ho I, =idy, also auch nach (109) h=I,7". O
Satz 3.25.

Vor.: Seien V,W endlich-dimensionale R-Vektorrgume, G cV offen, f: G - W
differenzierbar und p € G.

Beh.: VveT,,G:TpV fapv = dpf(ﬁ)'

Beweis. Seien v € T,M und ¢: I — V ein differenzierbarer Weg in V' mit
to €I, c(to) =p und ¢(tp) = v. Dann folgt

f*pv = f*pé(tO) (125) ?‘;E(to) 324 (f ° C),(tO)
= dpf(c () *21 Ay F(e(to)) = dpf(T).

|

Mit 3.24 und 3.25 ist das zu Beginn dieses Abschnittes formulierte Ziel er-
reicht.

Hauptsatz 3.26 (Umkehrsatz).

Vor.: Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, f: M — N eine differen-
zierbare Abbildung und p € M derart, daff f.p: TpyM — T,y N ein R-Vektorraum-
Isomorphismus ist.

Beh.: Es existiert eine Umgebung U von p € M derart, daff flo: U - f(U) ein
Diffeomorphismus ist.

Beweis als Ubunyg. O

'3 A priori hiingt die rechte Seite auch von u ab. Da aber die linke Seite nicht von v abhingt,
gilt dies auch fiir die rechte Seite.
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Bemerkung 3.27. Seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, G ¢ M of-
fen, pe G und v € T,G =T,,V. Dann gilt:

—y\ 3.2
v

: 25— . i
(1) Voecs 6y dp(V) = @upl = v - =i | dpip(v) |, also ist dpp: T,M — R eine

R-lineare Abbildung, das sogenannte Differential von ¢ in p.

Denn seien ¢: I - V ein differenzierbarer Weg in G und ¢ € I mit c(tp) = p
und ¢(tg) = v, so folgt

Perl = Fapt(to) V2 Foc(to) 2 (Foc) (to) = é(to) - =v-¢.

(ii) Allgemeiner gilt fiir alle £ € Ny und alle differenzierbaren Abbildungen
h= (hl,...,hk): G%Rk

Tt = (0 s v h) =[0I

Denn sind ¢, ty wie oben, so gilt

co.=(hoc) (to) = ((h1oc) (to),...,(hkoc) (to))
= ...=(v-hi,...,v-hg).

—

hapv

¢) Auch im Falle eines beliebigen Vektorraumes W mit dim W e N, definieren
wir flir alle differenzierbaren Abbildungen h: G - W

hapt =:[v- ]

Hauptsatz 3.28.
Vor.: Seienn € N und M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

w ) TL,M — M
peM

bezeichne die Abbildung, die jedem Tangentenvektor seinen Fufpunkt zuordnet.
Beh.: Es existiert genau eine differenzierbare Mannigfaltigkeit T M mit zugrun-
deliegender Menge WUpens T, M derart, daff w € Ay fiir jedes u € Ay, wobei
: G =7 (Gu) - u(Gu) x R c R"™ x R™ definiert ist durch

u(z) = ((uom)(2),z-u) = (ur(mw(2)),...,un(m(2)), 2 us,... 2 uy).

(u1(7m(2)),...,un(m(2))) heiffen Fubpunktskoordinaten und (z-uy,...z uy)
Richtungskoordinaten von z bzgl. u.
Fir (a,(b1,...,bp)) € u(Gu) x R™ gilt ferner
_ 0
a " (a, (by,...,by)) = Zbi

n
i=1

O ly-1 (a) .

u heifit die zu der Karte u von M assoziierte Biindelkarte von T M .
TM heifit das Tangentialbiindel von M.

Beweis als Ubung 11.2. O
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Immersionen und Untermannigfaltigkeiten

Definition 3.29 (Immersion, Submersion, Einbettung). Seien M, N differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten.

(i) Eine differenzierbare Abbildung f: M — N heilt Immersion bzw. Submer-
sion, wenn fiir jedes p € M die Tangentialabbildung f.,: T,M — T,y N
injektiv bzw. surjektiv ist. In diesem Falle gilt also dim M < dim N bzw.
dim M > dim V.

(ii) Eine Immersion f: M — N heift differenzierbare Einbettung, wenn M
durch f homdomorph auf den Teilraum f(M) von N abgebildet wird.

Beispiel 3.30.

a) Seien n,m € Ny und G ¢ R™ offen. Dann ist nach 3.22 f: G - R" ge-
nau dann eine Immersion bzw. Submersion, wenn f: G - R" eine C™-
Abbildung im Sinne der Analysis ist und (9;fi(p))eq .
jedes p € G Rang m bzw. n hat.

nbjell,.m} fUr

b) ¢ R —R% ¢+ (sin(t),sin(2t)), ist eine Immersion.

. cos(t) ) _ cos(t)
| Denn fiir jedes t € R hat ( 2 cos(2t) ) = ( Loos?(t) -2 Rang 1. |
Immersionen brauchen also nicht injektiv zu sein.

Ferner ist Cl]—mﬂ[ eine injektive Immersion, aber keine differenzierbare Ein-
bettung. ¢(R) =¢(] — m,7[) heikt Lemniskate.

[ Z.B. weil | -, 7[ im Gegensatz zu c¢(] — m,7[) nicht kompakt ist. |
Cl}=r+e,x—e[ ist jedoch fiir jedes ¢ € |0, 7[ eine differenzierbare Einbettung.
Hauptsatz 3.31.
Vor.: Seien m,n e N, M und N m- bzw. n-dimesnionale differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten und f: M — N eine Immersion, also gilt m < n.

Beh.: Zu jedem p € M existieren eine Umgebung U € U°(p, M) und eine Karte
veAy (mit f(p) e Gu't) derart, daf gilt

1.) f(U)={q€Gv|vms1(q) =... =v,(q) =0} (= Gv im Falle m =n),

2.) w=(viof,...,vmo f)lueAn,

o)

= = und
15 81)1

f(p)
4.) flu: U = N ist differenzierbare Finbettung.

8.) Vieq1,...m}VpeU fp a%i

Insbesondere ist jede Immersion lokal eine differenzierbare Einbettung.

Mdies folgt auch aus 1.)
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Beweis. Wir wahlen @ € 20y mit p € G und u(p) = 0 sowie 0 € Ay mit
f(p) € Go und o(f(p)) = 0. Dann ist ¥ o fo ! eine differenzierbare Abbildung
von @(Ga) € U°(0,R™) in §(f(Ga) nGv) € U(0,R™) mit (o fod™))(0) =0
und

(D0 foii™ )0 =Tuppy© fepo (G )s0 injektiv,

d.h. nach 3.25: do(d o foa™t) e L(R™,R") ist injektiv.

In der Analysis beweist man, daf dann ein Diffeomorphismus ¢ einer Um-
gebung von 0 in R™ auf eine Umgebung von 0 in R” und eine Umgebung V' von
0 € R™ existieren derart, daf

go (o fou™ )y =t|y mit ¢:= (x1,...,%m,0,...,0): R™ > R" x R™ x R"™,
(111)
Dann ist U := ﬁl(V) eine Umgebung von p in M und v: Gv - v(Gv),
definiert durch

vi=go Ulﬁl(va'rLf'm)’

ist eine differenzierbare Karte von N.
Nun verifizieren wir 1.) bis 4.):
Zu 1.): Wegen (R™ x {0}) nv(Gv) = +(V)!? ist die rechte Seite in 1.) gleich

1

(111)

7 (V) =g0b («(V)) (fea ) (V)=f(U).

Zu 2.): Fiir jedes i € {1,...,m} und jedes p € U c Gu gilt nach Definition
von u (in 2.))

u; (P) (vio f)o (@ ow)(p) = (ziovo fou " )(i(p))
D

@
1=

v

(111) _ -

)
(ziogodo fou)(u(p))
(xiot)(u(p)) = ui(p).

=
-

Daher haben wir u = a|y gezeigt, also folgt wegen a € 2y auch u € Ay und
uw(U)=a(U)=V.
Zu 3.):Firie{l,...,m}und je{1,...,n} gilt

' _Juy, j<m
(UjoflU) {07 j>m,
also ai“iLs' (vj o flr) = 0i; und somit
0 L 0 0 0
R IR
" Ou, pooj=1 " Ou; J3 ’ Ov; £(5) vyl p(5)

15 (R™ x {0}) nv(Gv) c (R™ x {0}) n(V xR™™) c V x {0} = (V).
(1) . . _
2 (V) < Bild(go®d) und «(V) =V x {0} c V xR"™™, also

(V) eBild(god) n(V xR"™™) = v(Gw).

Ferner «(V) =V x {0} c R™ x {0}.
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I 4): flu =vlo o foa)oaly VLT v ooy, @ bildet U

homéomorph auf V' ab, ¢ bildet V homsomorph auf (V) = V x {0} ab, und v
bildet ¢(V') homdomorph auf f(U) ab. Daher ist f|g: U - f(U) ein Homéoo-
morphismus und somit eine differenzierbare Einbettung. O

Satz 3.32 (Eigenschaften von Immersionen). Seien M,N,Q differenzierbare
Mannigfaltigkeiten und m :=dim M, n:=dim N. Dann gilt:

(i) f: M - N Immersion und g: N - Q Immersion
= go f: M - @ Immersion,

(ii) idp: M - M Immersion,
(iii) f: M - N Immersion == f lokal injektiv,
(iv) m=n und f: M - N Immersion == f offene Abbildung.

(v) Im Falle m =n ist f: M - N genau dann eine bijektive Immersion, wenn
f: M — N ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. (i), (i) und (iii) sind klar nach 3.23(ii), 3.23(iii) und 3.31.

Zu (iv): Nach dem Unkehrsatz 3.26 (oder nach 3.31) existiert zu jedem p € M
eine Umgebung U, € U°(p, M) derart, dals f(U,) eine offene Teilmenge von N
ist. Ist dann G' ¢ M offen, so folgt, dak auch f(G) = Upeq f(G nU,) offen in N
ist.

Zu (v): ,<* Fiir alle p e M gilt nach 3.23

idz,nr = (1da)wp = (F ™) us(p) © Foms

folglich ist f., injektiv.
L= Zu zeigen ist, dak f~': N - M differenzierbar ist.
Seien ¢ € N und p:= f~(¢) € M. Da f Immersion ist und m =n, so ist

f*pl TpM —> Tf(p)N

ein R-Vektorraum-Isomorphismus. Daher existiert nach dem Umkehrsatz eine
Umgebung U € U%(p, M) derart, daf

flo: U — f(U)

ein Diffeomorphismus ist. Somit ist
F st i ' (U) — U
()
differenzierbar, also auch (da U — M differenzierbar ist)

—1

I gy T (U) — M

Wegen f(U) € U(f(p),N) ist damit gezeigt, dak f~': N - M lokal differen-
zierbar ist, also nach 3.12(iv) auch differenzierbar. O
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Definition 3.33 (Untermannigfaltigkeiten). Seien m,n € N und M, N differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n.

(i) M heilt differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N, wenn gilt:
1.) M c N und

2.) die Inklusion M < N ist eine Immersion.
(i1) M heilt regulire differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N, wenn gilt:

1.) M c N und
2.) die Inklusion M < N ist eine differenzierbare Einbettung.

1.) und 2.) sind offenbar genau dann erfiillt, wenn M eine differenzierbare
Untermannigfaltigkeit von M ist und die Topologie von M die Teilraum-
topologie bzgl. N ist.

Satz 3.34.

Vor.: Seien m,n e N, M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension
m bzw. n und f: M - N eine differenzierbare Einbettung.

Beh.: Zu jedem p € M existiert eine Karte v € Ayx mit f(p) € Gv und

1.) Gun f(M) ={q e Gu|vms1(q) =...=v,(q) =0} und
2.) u=(viof,...;umof)eAp.
Beweis. Sei p € M. Nach 3.31 existieren U € U°(p, M) und 0 € Ay mit
f(p) € Gv sowie
FU)={qeG0|tms1(q) =...=0,(q) =0} und (010 f,..., 0y 0 f) € Aps. (112)

Nach Voraussetzung ist f ein Hom&omorphismus von M auf den topologi-
schen Teilraum f(M) von N. Daher ist f(U) offen im Teilraum f(M) von N,
also existiert V eU°(f(p), N) mit

fU) =V nf(M). (113)

Wir setzen
v = ®|G60V7 (114)

also v € Ay mit f(p) € Guv. Dann gilt

Gonf(M)=GinVafrM) " ainfo) Y fo),  (115)
also auch
£ " a0 " . (116)
Wir beweisen nun 1.) und 2.):
Gonf(M) " @) MO e Gu B (q) = ... = Bu(q) = 0}
U2 {g€Gulvmn(e) = = vn(g) = 0},

also ist 1.) gezeigt.
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Des weiteren gilt

ef. u 1 —1 115) —1 inj.
Gu L (Gu) =T (Gun 1) "D T (rw) T
und fiir jedes i € {1,...,m} sowie jedes p e U
~ Def. u \y (114) -
w (@) "E " u(F ) = 6 (),
also u=(v10f,...,0m 0 f)|v € Anr, und auch 2.) ist gezeigt. O

Bemerkung 3.35. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und M
eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension m € N von V. Es
bezeichne i: M — V die (immersive) Inklusion. Dann gilt trivialerweise fiir jedes
peM:

Jpr TpM — {p} + iy (T M), v+— D +ispv,
ist eine kanonische Bijektion von 7, M auf einen m-dimensionalen affinen Un-
tervektorraum von V', den sogenanten Tangentialraum von M in p tm anschau-
lichen Sinne.
Ist ¢: I - M ein differenzierbarer Weg mit t.I und c(tg) = p, so folgt

Jp(é(to)) = p+ispc(to) =p+ (ioc) (to).
Satz 3.36. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Dann gilt:

(i) Ist f: M — N differenzierbar bzw. eine Immersion und M eine differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit von M, so ist auch flgp M — N differen-
zierbar bzw. eine Immersion.

(ii) Ist N eine requlare differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N sowie
f: M — N eine Abbildung mit f(M) c N, so ist f: M - N genau dann
differenzierbar bzw. eine Immersion, wenn f: M — N differenzierbar bzw.
eine Immersion ist.

Beweis. Zu (i): Die Inklusionsabbildung #: M — N ist eine Immersion. Au-
kerdem gilt f|37 = f o4. Hieraus folgt die Behauptung, vgl. 3.32(i).

Zu (ii): Die Inklusion j: N & N ist eine differenzierbare Einbettung, und es
gilt

(f: M — N) =jo (f: M — N). (117)

,<" folgt sofort aus (117).

,=* Zunichst ist f: M - N stetig, da N die Teilraumtopologie bzgl. N
besitzt.

Seien p € M, m := dimM, n := dim N und 7 := dimN. Da j: N > N eine
differenzierbare Einbettung ist und f(p) € f(M) c N, so existiert nach 3.34 eine
Karte v € 2y mit j(f(p)) = f(p) € Gv derart, dafs

V= (’Ul Oj,...,vﬁ Oj) = (Ul,...,vﬁ)lenN EQ[N
Sei u € Aps mit p e Gu und

f(M)eN =1
C

Guc T (Gv) 7 (GunN) =T (GD).
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Wegen der Differenzierbarkeit von f ist
vo fou i u(Gu) — R”

differenzierbar, also nach Analysis (wegen der Differenzierbarkeit der kanoni-
schen Projektion R"™ — R") auch

vo fouttu(Gu) — R™

Da ©(G?) in R” offen ist, ist ¥ o f ou™! auch als Abbildung u(Gu) — o(Gv)
differenzierbar. Daher ist

flau=7"to(vo fou)ou: Gu— GO

differenzierbar, also auch als Abbildung Gu - N, denn G# ist offen in N.
Wegen der Beliebigkeit von p € M ist damit gezeigt, dak f: M — M lokal
differenzierbar, also differenzierbar ist.
Ist f: M - N eine Immersion, so folgt offenbar aus (117) indirekt, dafs auch
f: M > N eine Immersion ist. O

Beispiel 3.37.

a) Sei m € N. Jede offene differenzierbare Untermannigfaltigkeit U einer m-
dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist m-dimensionale regu-
lare differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M.

b) Sei M := {(sin(t),sin(2t))|t € R} = {(sin(t),sin(2t))|t € ] - 7, 7[} c R?
und sei it M — R? die Inklusion.
Definiere g;: | = m,m[ - M durch g;(t) = (sin(t),sin(2t)), also ist g; bi-
jektiv. Daher existiert offenbar genau eine 1-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit M; mit zugrundeliegender Menge M derart, daf

g1: ] _7T77T[—)M1

ein Diffeomorphismus der reguliren differenzierbaren Untermannigfaltig-
keit | —m,7[ von R auf M; ist. Dann ist M; eine differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeit von R?, die nicht regulir ist.

[ Denn nach 3.30 b) ist i o gy: | =7, 7[ - R? eine Immersion, aber kei-
ne differenzierbare Einbettung. Wegen der Diffeomorphie der Abbildung
g1 % My —» ] -7, «[ ist daher auch i = (i0gy)og; ' My — R? eine Immer-
sion, aber keine differenzierbare Einbettung. |

Definiere go: ]0,27[ — M durch go(t) = (sin(t),sin(2t)), also ist auch go
bijektiv. Analog zu oben existiert genau eine 1-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit My mit zugrundeliegender Menge M derart, dak

g2: 10,27 — M,

ein Diffeomorphismus der reguldren differenzierbaren Untermannigfaltig-
keit ]0,27[ von R auf My ist, und My ist nicht-regulire differenzierbare
Untermannigfaltigkeit von R2.
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M;j und M> sind verschieden als topologische Réume, also erst recht auch
als differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

- %, %5[) von My ist nicht offen in Mp. |

Wir haben also gezeigt, dak zwei differenzierbare Untermannigfaltigkeiten
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit derselben zugrundeliegenden
Menge i.a. nicht {ibereinstimmen.

[ Denn die offene Teilmenge g1 (]

Hauptsatz 3.38.

Vor.: Seien m,n € N und M eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit,
N eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und f: M — N eine
Abbildunyg.

Beh.: Es existiert hiochstens eine m-dimensionale differenzierbare Struktur 2A
fir M derart, daf§ f: (M,20) > N eine Immersion ist.

Korollar 1. Zwei m-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeiten ei-
ner differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit derselben zugrundeliegenden topologi-
schen Struktur stimmen tberein. O

Korollar 2. Zwei m-dimensionale requldre differenzierbare Untermannigfaltig-
keiten einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit derselben zugrundeliegenden
Menge stimmen tiberein. O

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit existiere eine m-dimensionale
differenzierbare Struktur 2 fiir M derart, daf gilt

fr (M, ) - N ist eine Immersion, (118)
insbesondere also m < n. Seien

m R” _)Rm> (plv"' 7pn) — (p1>"' ,pm),

und
L:Rm_)Rna (p17"'apm)'_)(p17"'7pn70a"'a0)7

die kanonischen (differenzierbaren) Abbildungen.
Aus (118) und 3.31 folgt:

VpEMEUpeuo(p,M) EivpteN f(U;D) = {q € Gv | (Up)m+1(Q) == (U;D)n(Q) = 0}
und up = ((vp)ro fr s (Vp)m o fly, €2
(119)
Sei nun A eine beliebige m-dimensionale differenzierbare Struktur fiir M
derart, daf gilt
f: (M, ) - N ist eine Immersion. (120)

Wir haben zu zeigen _
2A =2 (121)

Aus (119) folgt, dafs {u,|p € M} ein m-dimensionaler topologischer Atlas
fiir die topologische Mannigfaltigkeit M bestehend aus paarweise differenzierbar
vertriglichen Karten (d.h. ein m-dimensionaler differenzierbarer Atlas fiir M)
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mit {u,|p e M} c A ist. Zum Nachweis von (121) geniigt es daher nach 3.7 zu
zeigen
{up|pe M} c (122)

Zu (122): Sei p e M. Wir setzen zur Abkiirzung U := U, v = v, und u := .
Wegen 3.12(vi) ist zu zeigen, dak u,: (Up,2) — u,(U,) ein Diffeomorphismus
der offenen differenzierbaren Untermannigfaltigkeit (U,,2l) von (M,2A)'6 auf
die offene differenzierbare Untermannigfaltigkeit w,(U,) von R ist.

Nach (119) gilt

uzﬂ'lv(Gv) OUOfan
und diese Abbildung ist nach (120), (119) differenzierbar als Abbildung von
(U, ) auf u(U), d.h.
u: (U, 2A) - u(U) ist eine differenzierbare Abbildung.

Des weiteren gilt

tu(ury 0 u = tly@wy o ooy 0 v o flu =vo flu,

und diese Abbildung ist nach (120), (119) eine Immersion als Abbildung von
(U, ) auf u(U), also folgt indirekt

u: (U,A) > u(U) ist eine Immersion.

Damit ist gezeigt, dak u: (U,2A) - u(U) eine bijektive Immersion zwischen
gleichdimensionalen (n&dmlich m-dimensionalen) Mannigfaltigkeiten ist, also ein
Diffeomorphismus nach 3.32(v). Folglich ist (122) bewiesen. O

Satz 3.39.

Vor.: Seien m,n € N mit m <n, N eine n-dimensionale differenzierbare Man-
nigfaltigkeit und M eine Teilmenge von N.

Beh.: Es existiert genau dann eine m-dimensionale requldre differenzierbare
Untermannigfaltigkeit von N mit zugrundeliegender Menge M, die dann nach
3.38 Korollar 2 eindeutig bestimmt ist, wenn gilt

VperiJveay P € Gu A GunM = {q e Gu|vms1(q) =... =v,(q) = 0}.

In diesem Falle sagen wir: Die Teilmenge M von N ist m-dimensionale
regulére differenzierbare Untermannigfaltigkeit von V.

Beweis. ,,= ist klar nach 3.34.
»<" Wir betrachten im folgenden M stets als topologischen Raum mit der
Teilraumtopologie bzgl. N. Seien wieder

UE IKn—)]RWL7 (pla"'7pn)'—)(p17"'7pm)a

und
lﬁRm_)Rn? (p17"'7pm)'_>(p17"'7pn707"'70)7

die kanonischen (differenzierbaren) Abbildungen.

Dak (U,,2A) eine offene differenzierbare Untermannigfaltigkeit von (M, %) ist, liegt daran,
daft (M,2) und (M,2l) als topologische Raume iibereinstimmen.
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Nach Voraussetzung gilt

Vperr3u,eay PEGU A GunM ={qeGu|vmi(q) =... =vs(q) =0},
0.B.d.A. existieren V, € Top(R"), W, € Top(R™) mit

up(Gup) = Vp x Wy, (123)
also v,(Gup, N M) =V, x {0} = o(V},).
Wir setzen
Up =1 0 Up|Gunar = Ty, x {0} © VplGu,nnt, (124)

also ist up: Gv, n M — V,, ein Hom6omorphismus (beachte, daf V, x {0} durch
7 homomorph auf V}, abgebildet wird) des offenen Teilraumes Guy := Gu, n M
von M auf den offenen Teilraum V), von R".

Folglich ist {u,|p € M} ein m-dimensionaler Atlas fiir M, d.h. M ist to-
pologische Mannigfaltigkeit. (M ist hausdorffsch mit abzdhlbarer Basis, da M
topologischer Teilraum von N ist.)

Wir behaupten:

{up|p e M} ist m-dimensionaler differenzierbarer Atlas fiir M. (125)

| Zu (125): Seien p,p € M. Wir setzen u = up, U= up, v i=vp, U:=vp, V=V
und V := Vj. Dann folgt

124 ~ - -
ou ( = ) 7T|X~/><{0} o B|Gannr © (V|Gunns) to (7T|V><{O})

= o (6 °© U_l) ° Llu(GuﬂGﬂ)»

und dies ist eine differenzierbare Abbildung u(Gu n Ga) — R™, womit (125)
gezeigt ist. |

Sei 2 die nach (125) und 3.7 eindeutig bestimmte differenzierbare Struktur
fir M mit {u,|pe M} c . i: M - N bezeichne die Inklusion. Zu zeigen bleibt:

v (M,2d) - N ist Immersion. (126)

Beweis hiervon: Sei p € M. u, ist differenzierbare Karte von (M,2) mit
p € Guy, v, ist differenzierbare Karte von N mit i(p) = p € Gup, und es gilt

. _1 (124) . -1 -1
Up 010U ! =" UpoOlo (Up|GupnM) °© (7T|v,,><{0})

S.

o

S
vpoiovy |y xfoy Oty

Llev
also
ilepnM = yp_l o (vp ofo up_l) oUp = ’Up_l o lep 0 Up,

und diese Abbildung ist eine Immersion Gv, N M — N als Komposition von
solchen. (Beachte, daf nach (123) V], durch ¢ in V,, x W, = v,(Guvp) immersiert
wird.)

Da dies fiir beliebiges p € M gezeigt ist, haben wir (126) bewiesen. O
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Bemerkung. Ist in 3.39 speziell N = V ein endlich-dimensionaler R-Vektor-
raum und M c V| so ist gezeigt, dak M genau dann eine m-dimensionale regulére
differenzierbare Untermannigfaltigkeit von V ist, wenn M eine m-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit im Sinne der Analysis ist.

Satz 3.40. Seien m,n € N und f: M - N eine injektive Immersion einer m-
dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M in eine n-dimensionale dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit N. Dann gilt:

(i) f: M — N differenzierbare Einbettung
<= f(M) ist requldre differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N.

(i) f: M — N differenzierbare Einbettung
= f: M - f(M) Diffeomorphismus'".

Beweis. 1.) Sei f: M - N differenzierbare Einbettung. Dann gilt nach 3.34

Vpe]\/[EIvteN f(p) €Gu A GUﬂf(M) = {(] Elevm+1((]) = ='Un(Q) =0}7

also ist f(M) nach 3.39 m-dimensionale regulire differenzierbare Untermannig-
faltigkeit von V.

2.) Sei f(M) eine m-dimensionale reguldre differenzierbare Untermannig-
faltigkeit von N. Dann ist nach 3.36(ii) auch f: M — f(M) eine Immersion,
also eine bijektive Immersion zwischen m-dimensionalen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten, d.h. nach 3.32(v): f: M — f(M) ist ein Diffeomorphismus und
insbesondere ein Hom6omorphismus von M auf den Teilraum f (M) von N, also
ist f: M — f(M) auch eine differenzierbare Einbettung.

Mit 1.) und 2.) sind (i) und (ii) gezeigt. 0

Hauptsatz 3.41 (Gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten).

Vor.: Seien m,n e N, M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension
m bzw. n, f: M - N eine differenzierbare Abbildung und q € f(M) ein regulirer
Wert von f, d.h. per definitionem Vpen feop: TpM — Ty N surjektiv, also gilt
mzn.

Beh.: Tl({q}) ist eine (m —n)-dimensionale requlire differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeit von N.

Zusatz. Bezeichnet i: ?1({(]}) - M die Inklusion, so gilt
v oo (TF ({a})) = Kem(f£.p)
peF ({ap) P\ TS DT ) = BRETILP)-

Beweis. Seien p € ?1({(]}), v € An mit ¢ € Gv und v(q) =0 sowie u € Apy mit
p € Gu, u(p) =0 und f(Gu) c Gv. Dann ist

vo fou T u(Gu) — R"

Y"von M auf die m-dimensionale regulire differenzierbare Untermannigfaltigkeit f(M) von

N, vgl. (i)
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eine differenzierbare Abbildung einer Umgebung von 0 in R™ in den R"™ mit
vo fou'(0) =0 und

(Vo fou™)uo=veqg 0 fap(u™)so surjektiv,

also gilt nach 3.25: dg(vo fou™') e L(R™,R").
In der Analysis beweist man, dat dann ein Diffeomorphismus h einer Um-
gebung U von 0 in R™ auf eine Umgebung von 0 in R™ existiert derart, daft

(vo foutyoh=n|y mit m:= (x1,...,2,): R™ - R™.

Dann ist @ := h™' o u eine differenzierbare Karte von M mit p € Ga. Wir
behaupten

GinT ({g}) = {(pe Gl (p) =... = in(p) = 0}. (127)
| Zu (127): Fiir alle p € G gilt

W) == () =0 = (rly 00)(7) =0
— ((vofouToh)o(h™ ou))()=0
— (vo )() 0

f(p) =

—_

also gilt (127). |

Dape ?1({q}) beliebig gewéhlt war, folgt aus (127) und 3.39 ,,<* offenbar
die Behauptung des Hauptsatzes.

Zum Beweis des Zusatzes: Da i, Tpfl({q}) — T, M injektiv ist, gilt

dimi,, (Tpfl({q})) =m —n = dimKern( f.p),

also geniigt es zu zeigen, daf
, -1
ivp (LT ({a})) < Kern(f.p).

Beweis hiervon: Seien v €T, pfl ({¢})und & I - fl({q}) ein differenzierbarer
Weg mit tg € I, ¢(tg) = p und ¢(tp) = v. Dann ist f oo ¢ konstant vom Wert g,
also gilt

fap(ispv) = foioc(ty) =0.
g
Hauptsatz 3.42 (Whitneyscher Immersions- und Einbettungssatz). Es seien

m € Ny und M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
gilt:

(i) Es existiert eine Immersion f: M — R?*™! derart, daff f(M) im Falle
m > 1 eine abgeschlossene Teilmenge des R¥™1 ist.

(ii) Es emistiert eine differenzierbare Einbettung f: M — R?*™ so, dafi f(M)
eine abgeschlossene Teilmenge des R®™ ist.18

¥Ist M nicht kompakt, so hat Hirsch gezeigt, daR dariiber hinaus eine differenzierbare
Einbettung M — R*™™" existiert.
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Wir geben im folgenden einen Beweis fiir das ,,um eine Dimension schwéchere
Resultat” im Falle einer kompakten Mannigfaltigkeit M, d.h. wir beweisen:

Hauptsatz 3.43. Es seien m € N und M eine m-dimensionale kompakte diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Immersion von M in R*™.
(i) Es existiert eine differenzierbare Einbettung von M in R?™+L
Wir bereiten den Beweis von 3.43 durch die folgenden vier Sétze vor.

Satz 3.44.
Vor.: Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Beh.: Es existieren k € N und eine differenzierbare Einbettung f: M — RF,

Beweis. Sei m = dim M. Es existiert zu jedem p € M eine Karte u, € Ay,
mit p € Guyp, up(Gup) = R™ und uy(p) = 0. Dann ist (u_pl(Ul(O))) eine

peM
Uberdeckung von M durch offene Teilmengen von M. M ist kompakt, also
existieren pi,...p, € M derart, dah mit u; == up, fir i e {1,...,n} gilt
|
M = (Ui(0)). (128)
i=1

In der Analysis beweist man die Existenz einer differenzierbaren'® Funktion
A R™ = R mit A(R™)  [0,1], Mgy = 1 und Afgmg,(0) = 0.%° Wir definieren

(0)

dann fiir jedes i € {1,...,n} eine differenzierbare Funktion ¢;: M — R durch

GilGu; = Xiou; und @4, @) = 0 und setzen

_ Def. A __
Ui=2 ({1}) 3 m (U1(0)), (129)
also folgt aus (128)
M=U. (130)
i=1

Wir definieren weiter fiir jedes i € {1,...,n} differenzierbare Abbildungen

git M - R™ fi: M - R™! durch g|gu, = i u; und Gilvrat (s (0y) = 0 sowie
fi = (gi,i). Dann ist auch f:= (f1,..., fn): M - R™™+1) differenzierbar.

Da M kompakt ist, geniigt es zum Nachweis des Satzes zu zeigen, dafs f eine
injektive Immersion ist.

Zur Injektivitit: Seien p,q € M mit f(p) = f(¢g). Dann folgt aus (130) die
Existenz von i € {1,...,n} mit p € U;, also nach Definition von ¢;: ¢;(p) = 1.
Wegen der Definition von f und f(p) = f(q) folgt weiter 1 = ¢;(p) = ¢i(q),
also nach (129) auch p,q € U;. fi(p) = fi(q) liefert nun u;(p) = u;(q) (beachte
vi(p) = vi(q) = 1), also p = ¢, da u; als Karte injektiv ist.

¥dh. ¢
o R - R, ot) = e T fiir t > 0, p(t) = 0 fiir t < 0 ist differenzierbar, daher ebenfalls
3R R, (1) = 2 i R R, (t) = x(£42) X(2-2). Setze Aw) i= ([ )b ([nl).
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Zur Immersivitit: Sei p € M beliebig. Nach (128) existiert ¢ € {1,...,n} mit

129
pew; (U1(0)) (12 Ui;. Wegen ¢;|y, =1 ist

il i (0)) = il (v o)) Wil 1 o)) = Wil i oy T (U1(0)) — T (0)

ein Diffeomorphismus, insbesondere ist (g;).p: TpM — Ty, (,)R™ injektiv, also
nach Definition von f auch fy,: T,M — Tf(p)R"(m+1). O

Definition 3.45 (Nullmenge). Seien m € Ni, M eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit und M c M.
M heiflt Nullmenge in M genau dann, wenn fiir jede Karte u € Ay, die

—

Teilmenge u(Gun M) von R™ eine pi,,-Nullmenge ist.

Satz 3.46 (Mini-Sard).
Vor.: Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m,n € N

mit m <n und f: M - N eine differenzierbare Abbildung.
Beh.: f(M) ist eine Nullmenge in N.

Beweis. Seien u € 2y und v € Ay beliebig. Es geniigt zu zeigen
(vo fou™)(u(Gu O?I(Gv))) ist eine p,-Nullmenge des R".

Sei g: u(Gu ﬂfl(Gv)) xR"™ — R" definiert durch g(a,b) = (vo fou™t)(a).
Dann ist ¢ eine C'-Abbildung im Sinne der Analysis, also u,-nullmengentreu,
d.h.

(ve fou™)(u(GunT (Gv))) = g(u(GunT (Gv)) x {0})
ist mit u(Gu nfl(Gv)) x {0} eine p,-Nullmenge. O

Satz 3.47.

Vor.: Seien m,k € N mit k > 2m und M eine m-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Beh.: Falls eine Immersion von M in RF egistiert, so existiert auch eine Im-
mersion von M in R,

Beweis. Seien f: M — R¥ eine Immersion, m: TM — M die FuRpunktsabbil-
dung und ¢: TM — RF die differenzierbare Abbildung, die durch

g(z) = f*W(Z)Z

gegeben ist.
Wegen dimT'M = 2m < k existiert nach 3.46

aeTM~ g(TM), (131)

also a #0, da 0 € g(TM).

p: R - {b e RF|a L b} bezeichne die (differenzierbare) Projektion von R¥
auf das orthogonale Komplement von a (bzgl. des euklidischen Skalarproduktes),
also

Kern(p) =Ra. (132)
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Wir zeigen, dak po f: M — {beR¥|a L b} 2 R¥"! eine Immersion ist:
Angenommen es existieren p € M und z € T,M ~ {0} mit (po f)«pz =0. Da
p linear ist, gilt dann auch

p(f*pz) = p*f(p)(f*pz) =0,
also folgt aus (132) die Existenz von ¢ € R mit
fop? = ta,

und es gilt ¢t #0, da 2z # 0 und f Immersion.

Nun gilt g(% z) = f*p(% z) = a, im Widerspruch zu (131). O
Satz 3.48.
Vor.: Seien m,k € N mit k > 2m+1 und M eine m-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Beh.: Fulls eine injektive Immersion von M in R¥ ezistiert, so existiert auch
eine injektive Immersion von M in RF7L,

Beweis. Seien f: M — R* eine injektive Immersion, m: TM — M die Fuf-
punktsabbildung und ¢: TM — R* h: M x M x R - R* die differenzierbaren
Abbildungen, die durch

9(2) = fun(z)# und  h(p,q,t) =t (f(p) - f(q))

gegeben sind.
Wegen dimTM =2m < k und dim M x M xR = 2m + 1 < k existiert nach
3.46
aeTM~ (g(TM)uh(M x M xR)), (133)

also a #0, da 0 € g(TM).
p: R > {b e R¥|a L b} bezeichne wieder die (differenzierbare) Projektion
von R* auf das orthogonale Komplement von a (bzgl. des euklidischen Skalar-

produktes), also
Kern(p) =Ra. (134)

Wir zeigen, daf po f: M — {beR¥|a L b} 2 RF7! eine injektive Immersion
ist:

Die Immersivitat beweist man wie im Beweis von 3.47.

Zur Injektivitét: Seien p,q € M mit (po f)(p) = (po f)(q), also folgt aus der
Linearitét von p und (134) die Existenz von t € R derart, daf

f(p)-f(a) =ta. (135)
Angenommen p # g. Dann folgt aus der Injektivitdt von f und (135) ¢ # 0,
also auch h(p,q, %) = % (f(p) - f(q)) (135) a, im Widerspruch zu (133). O

Beweis von 3.43. (i) folgt sofort aus 3.44 und 3.47. (ii) folgt sofort aus 3.44
und 3.48. O
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A Differenzierbare Uberlagerungstheorie

Definition A.1. Seien E, B differenzierbare Mannigfaltigkeiten und m: E - B
eine Abbildung.
m: B — B heifit differenzierbare Uberlagerung genau dann, wenn gilt:

1.) m: E — B ist eine (topologische) Uberlagerung der zugrundeliegenden to-
pologischen Raume.

2.) m: E — B ist eine Immersion.

Satz A.2. Sei m: E — B eine Uberlagerung zwischen differenzierbaren Manmnig-
faltigkeiten. Dann gilt:

(i) dim E = dim B.

Sind b € B und U € U(b, B) zusammenhdngend derart, dafi U durch 7
schlicht dberlagert wird, so gilt fiir jede Zusammenhangskomponente Z von
7N U) in E: Z ist offen in E, und wt|z: Z — U ist ein Diffeomorphismus.

Insbesondere ist m ein lokaler Diffeomorphismus.

(ii) Ist f: M — B eine differenzierbare Abbildung bzw. eine Immersion ei-
ner differenzierbaren Mannigfaltigkeit M in B, so ist jeder stetige w-Lift
f: M — E von f automatisch eine differenzierbare Abbildung bzw. eine
Immersion.

(iii) Jede Decktransformation f: E — E von m ist automatisch eine Immersion
und, falls E einfach-zusammenhdngend ist, sogar ein Diffeomorphismus.

(iv) Ist zusdtlich E zusammenhdngend und B einfach-zusammenhdngend, so
ist m: B — B ein Diffeomorphismus.

Beweis. Zu (i): Die erste Aussage gilt z.B. nach 3.31, da 7 lokal-hom&omor-
phe Immersion ist. Hieraus und aus 2.10 folgt die zweite Aussage, da 7|z: Z - U
bijektive Immersion zwischen gleichdimensionalen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten ist.

Zu (ii): Seien p € M und U eine schlicht iiberlagerte zusammenhéngende
Umgebung von f(p) in B. Sei Z die Zusammenhangskomponente von 7 (U)
mit f(p) € Z, also ist Z nach (i) offen in E. Wegen der Stetigkeit von f ist dann

—i
G :=f (Z) eine Umgebung von p in M und
fla=mo fla =7z o fla,

also ist
fla = (7lz) " o flo differenzierbar bzw. Immersion.

(iii) folgt aus (ii), da f wegen 7o f = 7 ein stetiger w-Lift von 7 ist, und
2.24(ii).
(iv) folgt aus 2.27 und (i). O
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Hauptsatz A.3. Seien m € Ny, B eine m-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit, E ein zusammenhdngender und lokal-wegzusammenhdngender topolo-
gischer Raum sowie m: EE — B eine Uberlagerung. Dann gilt:

(i) E ist eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

(ii) Ist B sogar eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, so exi-
stiert genau eine m-dimensionale differenzierbare Struktur 2 fir die to-
pologische mannigfaltigkeit E derart, daff m: (E,2) > B eine Immersion
(also eine differenzierbare Uberlagerung) ist.

Beweis. Zu (i): m: E' - B ist lokal-homéomorph und B ist m-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit, also gilt trivialerweise:

Es existiert ein m-dimensionaler topologischer Atlas fiir E. (136)

Wir zeigen:
E ist hausdorffsch. (137)

| Zu (137): Seien e, e € E mit e # eg.

1. Fall: m(e1) = m(e2). Sei dann U eine schlicht iiberlagerte zusammenhén-
gende Umgebung von m(e;) und sei fiir ¢ € {1,2} Z; die Zusammenhangskom-
ponente von 7! (U) mit e; € Z;. Dann gilt Z; e U°(e;, E) und Z1 N Zy = @.

2. Fall: w(e1) # m(e2). Da B hausdorffsch ist, existieren fiir ¢ € {1,2} Um-
gebungen U; € U(n(e;), B) mit Uy n Uy = @. Dann gilt 7 (U;) € U%(e;, E) und
() 7 (1) = 2.

Ferner gilt:

E besitzt eine abzahlbare Basis. (138)

[ Zu (138): Wihle zu jedem b € B eine schlicht tiberlagerte zusammenhéngen-
de Umgebung Uy, von b in B. Dann ist (Up),.p eine offene Uberdeckung von B.
Da B eine abzihlbare Basis besitzt, iiberdecken nach dem Satz von Lindelof?!
bereits hochstens abzéhlbar viele der Mengen Uy — etwa U; :=Uy,, 1 € I ¢ N, —
ganz B. Ohne Einschrankung gelte I = N. Wir setzen

3:={Z|3iey Z Zusammenhangskomponente von 7 (U;)}.

Jedes Z € 3 ist also eine nicht-leere offene Teilmenge von E und besitzt als
topologischer Teilraum von E eine abzdhlbare Basis (denn Z ist homéomorph
zu einem der offenen Teilrdume U; von B, welcher mit B eine abzadhlbare Basis
besitzt).

21

Satz (von Lindeldf). Sei M ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis B. Dann besitzt jede
Uberdeckung (Us),.; von M durch offene Mengen eine hochstens abzihlbare Teiliiberdeckung.

Bewets. Zu jedem ¢ € I existieren eine hdchstens abz&hlbare Menge J; und B;; € B mit
Ui = Ujey, Bi- B = {B; |i €I AnjeJ;} ist mit B hochstens abzihlbar. Zu jedem B € B
existiert ein ip € I mit B c U;,;, und (Ui, )BE% ist eine hochstens abzahlbare Teiliiberdeckung
von (Us), ;- O
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Wegen E = 7(B) = T (Uien Us) = UienT (U;) = Uze3 Z, und da jedes
Z € 3 c Top(F) als Teilraum von E eine abzéhlbare Basis besitzt, geniigt es
zum Nachweis von (138) zu zeigen, dak gilt:

3 ist hochstens abzahlbar. (139)

(Ist (139) ndmlich gezeigt, und ist {Hyz ;|7 € N} fiir jedes Z € 3 eine abzéhlbare
Basis von Top(Z), so ist offenbar {Hz;|Z € 3 A i € N} eine abzihlbare Basis
von Top(E), da vHETOp(E) H = UZES(Z I"]H))

Sei nun Zj € 3 fest gewéhlt. Wir definieren eine aufsteigende Folge (3) ey
von Teilmengen von 3 durch

30:={Zo} und Vyen3ne1:={Z €3|3ze3, ZnZ + 2}.

Wir behaupten:
3=U 3n (140)

neN
(Zu (140): Definiere Ej, E5 ¢ E durch

Ei= U Z und E;:= U Z.
ZeUnen 3n Ze3\Unen In

Dann sind Fj und Fj offen in E, E} + & (wegen @+ Zp € Fy) und F = Fy U Ey
(wegen E =Uzes Z). Wir zeigen By N Ey = @.

Angenommen es existiert e € £1 N Fy. Dann existieren Z € Upeny 3n — etwa
Ze3, mit ke N-und Z € 3\Upey 3n mit e € Zn Z, also nach Definition 3.1
Z € 3541 € Unen 3n, Widerspruch!

Nunmehr folgt wegen des Zusammenhanges von F, dall F = Fy, Fs = & und
somit (140).)

Wegen (140) geniigt es zum Nachweis von (139) zu zeigen, dak gilt:

Vnendn ist hochstens abzihlbar. (141)

(Beweis von (141) durch vollsténdige Induktion nach n € N: Die Behauptung
fiir n = 0 ist trivial nach Definition von 3¢ = {Zp}. Nehmen wir also fiir n € N
an, dall 3, hochstens abzéhlbar ist. Wegen

3001 = U {Ze€3|ZnZ+a3}
Z€3n

U U {Z Zusammenhangskomponente von 7! (U;) | Z n Z # o}
Z€3n ieN

geniigt es zum Nachweis der Behauptung fiir n + 1 zu zeigen, daf fiir jede feste
Wahl von Z €3, und i e N

3zi= {Z Zusammenhangskomponente von 7 (U;) | Z 0 Z # @}
hochstens abzdhlbar ist. Dies ist aber klar, denn es gilt

Znw@(U)= 1) ZnZ,
Ze3z,
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und die linke Seite besitzt mit Z eine abzéhlbare Basis, wéhrend die rechte Seite
die disjunkte Vereinigung von nicht-leeren im offenen Teilraum Zn7! (U;) von E
offenen Mengen ist. Beachte, dals ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis
nicht disjunkte Vereinigung tiberabzihlbar vieler nicht-leerer offener Teilmengen
sein kann.

Damit ist (141) gezeigt.)

Mit (141) ist auch (138) gezeigt. |

Wegen (136), (137) und (138) gilt (i).

Zu (ii): Setze
phismus und J,eq, Gv =7(Gu) A u=vom|gy

5. {u: Cu - R™ ‘ Gu € Top(F), 7|gu: Gu - m(Gu) Hombomor- }7

Gu

m(Gu) = Gu X v(Gv) = u(Gu)
beachte, daf m(Gu) mit Gu offen ist, da Gu eine offene Abbildung ist.
Wir behaupten:

2 ist ein m-dimensionaler differenzierbarer Atlas fiir E. (142)

[ Zu (142): Jedes u € 2 ist per definitionem ein Homéomorphismus eines offe-
nen Teilraumes Gu von E auf einen Teilraum von R™. Ferner gilt ' =U,, 4 Gu,
da 7 lokal homéomorph und B differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Damit ist
gezeigt, dafk 2 ein m-dimensionaler topologischer Atlas fiir F ist.

Zu zeigen bleibt die C*-Vertraglichkeit, d.h.

ul,uzeﬁul o UQ_l € CDO(UQ(Gul n GUQ),Rm).

Hierzu seien uq,uo € 51, also ist fiir 7 € {1,2} w;: Gu; > R™ auf einer in E
offenen Menge Gu; definiert, 7|gu;: Gu; - m(Gu;) ist ein Homéomorphismus
und es existiert v; € Ap mit Gu; = 7(Gu;) und w; = v; © T|Gy,. Dann folgt

_ -1 -1
urous™ = (Viln(GuinGus)) © (Flauincus) © (Tlauincus) ™ © (Valr(GurnGus) )
1
= (vllw(Giu ﬁGug)) ° V2 |u2(Gu1 NGuz)
(v1 002wy (GuinGuz) € C (u2(Gur N Guy), R™),

da V1,09 € QLB. ]
Aus (i) und (142) folgt mit 3.7: Es existiert genau eine differenzierbare Struk-

tur A = Apnax fir F mit A c A, Wir behaupten:
m: (E,2l) - B ist eine Immersion. (143)

| Zu (143): Sei e € E. Dann existiert u € A mit e € Gu, also Gu € U(e, E)
und es existiert v € Ap mit Gv = 7(Gu) sowie u = v o 7|g,. Daher ist

Tlau = (v: v(Gv) — Gv) ™ o (w: Gu —> u(Gu)): Gu — Gu
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ein Diffeomorphismus der offenen differenzierbaren Untermannigfaltigkeit Gu
und Gv von (E,2l), folglich ist m: Gu — B eine (injektive) Immersion. |

Wegen (142), (143) ist die Existenz von 2( wie in (ii) bewiesen. Die Einzigkeit
von 2 ist klar nach 3.38. O

Zusatz. A.3 bleibt richtig, wenn man die Voraussetzung abschwdcht, indem
man ,E zusammenhdngend” durch ,E habe hochstens abzdhlbar viele Zusam-
menhangskomponenten und B sei zusammenhdngens® ersetzt.

Wir werden den Zusatz aus dem folgenden Satz folgern:

Satz A.4.

Vor.: Seien E, B topologische Rdume, E lokal-wegzusammenhdngend, B zu-
sammenhingend und sei m: E — B eine Uberlagerung (also ist auch B lokal-
wegzusammenhdngend,).

Beh.: Fir jede Zusammenhangskomponente Ey von E, die dann automatisch

offen in E ist, gilt: 7|g,: Eo - B ist eine Uberlagerung (d.h. insbesondere
w(Ey) = B).

Beweis. 1.) Zu w(Ep) = B. ,,c* ist trivial. Zum Nachweis von ,,o* wéhlen wir
eo € Ey und setzen by := m(eg). Sei b € B beliebig. Aus der Voraussetzung folgt,
dak B wegzusammenhingend ist, also existiert ein Weg ¢: [0,1] — B von by nach
b. Dann ist ée,: [0,1] = E ein Weg, der ganz in der Zusammenhangskomponente
Ey von E verlauft, also folgt

b= C(l) = 7T(éeo(l)) € 7'[-(EJO)'
eFy

2.) Seien nun b € B und U eine durch 7 schlicht {iberlagerte zusammenhén-
gende Umgebung von b in B. Dann ist jede Zusammenhangskomponente von
7z, (U) = Eo nT(U) auch eine Zusammenhangskomponente von 7 (U)?2,
wird also durch =, d.h. durch 7|g,, homéomorph auf U abgebildet.

Damit ist die Behauptung des Satzes klar. O

Beweis des Zusatzes zu A.3. Wende A.3 fiir alle Zusammenhangskomponen-
ten Fy von E auf die Uberlagerung 7|g,: Eo — B, vgl. A4, an. O

Hauptsatz A.5. Sei B eine zusammenhdngende m-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(i) Es existieren eine einfach-zusammenhdngende m-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit E und eine (universelle) differenzierbare Uberla-
gerung T E — B.

(ii) Sind m: E - B und 7#: E - B zwei universelle differenzierbare Uberlage-
rungen und sind eqg € E, éy € E sowie by € B mit w(eg) = 7(€y) = by,
so existiert genau ein Diffeomorphismus g: E - E mit g(eg) = €y und
Tog=m.

22Dgnn ist Z eine beliebige Zusammenhangskomponente von 7H(U) in E, so gilt entweder
EonZ =@ oder EonZ # @. Im Falle Eo N Z + @ ist Ep U Z zusammenhidngend, also — da Ey
Zusammenhangskomponente von Ey — Eqg U Z c Ey, d.h. Z c Ep.
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Beweis. (i) folgt unmittelbar aus 2.25 und A.3. (ii) folgt unmittelbar aus
2.26 und A.2(ii). O
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