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Vorwort

Die Vorlesung Gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen habe i
h im WS 2009/2010

an der Universität Erlangen-Nürnberg gelesen. Das Skriptum soll zum einen den

Inhalt der Vorlesung wiedergeben und zum anderen die Teile enthalten, die i
h

aus Zeitgründen ni
ht bespre
hen konnte.

Gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen sind von fundamentaler Bedeutung für

viele Gebiete der Reinen und Angewandten Mathematik, aber au
h der Phy-

sik, der übrigen Naturwissens
haften und der Wirts
haftswissens
haften. Die

Vorlesung gehört daher zu den Standard-Vorlesungen des Ba

alaureus- und

Lehramtsstudienganges.

Als Literatur empfehle i
h das sehr häu�g zu einer einführenden Vorlesung

über Di�erntialglei
hungen als Grundlage dienende Bu
h [6℄ von W. Walter. I
h

habe mi
h bei der Ausarbeitung dieser Vorlesung in den Kapiteln 1 - 4, 6, 7, 10

und 11 sowie des ersten Teiles von Kapitel 8 � bis zum Beweis des Hauptsatzes

8.2 (ii) � häu�g (aber ni
ht dur
hgehend) wörtli
h an einer entspre
henden mei-

nes Diplomvaters W. Henke [1℄ orientiert. Eine perfekte Vorlesung kann i
h ni
ht

mehr verbessern! I
h mö
hte mi
h bei ihm bedanken, daÿ i
h die vorliegende

Theorie bei ihm na
hlesen durfte.

Ein gutes Na
hs
hlagewerk zur Lösung einer rei
hhaltigen Menge von Dif-

ferentialglei
hungen ist das Bu
h [4℄ von E. Kamke. Leser, die si
h mit den

funktionalanalytis
hen Resultaten, die in der Theorie dieser Vorlesung benötigt

werden, näher vertraut ma
hen mö
hten, sei das Bu
h [3℄ von F. Hirzebru
h

und W. S
harlau nahegelegt.

Für Hinweise auf Fehler, Kritik oder Lob bin i
h dankbar. Kontakten können

Sie mi
h per E-Mail an bo
k at mi.uni-erlangen.de.

I
h sollte an dieser Stelle anmerken, daÿ das vorliegende Skriptum ni
ht ge-

gengelesen wurde. I
h kann ni
ht auss
hlieÿen, daÿ si
h Fehler einges
hli
hen

haben. I
h entde
ke bei jeder Dur
hsi
ht kleinere Ungenauigkeiten � spri
h Feh-

ler. Aber au
h dies sollte für den Leser lehrend sein: Ni
ht sämtli
he Resultate,

die in der Literatur � egal, ob Skriptum oder Bu
h � angegeben sind, sind wahr.

Der Leser sollte si
h von jedem Beweis selbst überzeugen.

Erlangen, im Februar 2010

C�hr�ist�o�ph B�o�
k
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1 Einführung

De�nition 1.1 (Gewöhnli
he Di�erentialglei
hung, Anfangswertaufgabe). Sei

n > N
�

.

(i) Eine gewöhnli
he Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung ist eine Glei
hung

der Gestalt

F �x, y�x�, y��x�, . . . , y�n��x�� � 0, (1)

wobei M ` R
n�2

und F � M � R stetig (und F von der letzten Variablen

tatsä
hli
h abhängt). Für (1) s
hreibt man au
h F �x, y, y�, . . . , y�n�� � 0.

(ii) Eine n-mal di�erenzierbare Funktion y� I � R, wobei I ` R ein ni
ht-

entartetes (aber ni
ht notwendigerweise o�enes) Intervall

1

sei, heiÿt Lö-

sung von (1), wenn für jedes x > I gilt

��x, y�x�, y��x�, . . . , y�n��x�� >MǱ , �F �x, y�x�, y��x�, . . . , y�n��x�� � 0Ǳ .

(iii) Die Di�erentialglei
hung (1) heiÿt explizit , wenn sie von der speziellen

Gestalt

y�n� � f�x, y�x�, y��x�, . . . , y�n�1��x�� (2)

ist, wobei D ` R
n�1

und f � D � R stetig.

Eine Lösung von (2) ist automatis
h n-mal stetig di�erenzierbar.

(iv) Sei �x0, y
�

0, . . . , y
�n�1�
0 � > R

n�1
. Eine Lösung der sog. Anfangswertaufgabe

F �x, y�x�, y��x�, . . . , y�n��x�� � 0,

y�x0� � y0, y
�

�x0� � y
�

0, . . . , y
�n�1�

�x0� � y
�n�1�
0

(3)

ist per de�nitionem eine Lösung y� I � R von (1) derart, daÿ gilt

y�x0� � y0, y
�

�x0� � y
�

0, . . . , y
�n�1�

�x0� � y
�n�1�
0 .

Bemerkung. In vielen wi
htigen Fällen ist die Anfangswertaufgabe (3) lös-

bar und je zwei Lösungen stimmen in der Nähe von x0 überein. Es kann aber

au
h vorkommen, daÿ eine Di�erentialglei
hung überhaupt keine Lösung besitzt

(z.B. �y��2 �x2 � 1 � 0) oder daÿ eine Anfangswertaufgabe sogar unendli
h viele

Lösungen besitzt (z.B. y� �
»

SyS, y�x0� � 0, s.u.)

Beispiel 1.2. Die logistis
he Di�erentialglei
hung von Verhulst (1838) lautet

y� � λy �M � y�, λ,M > R
�

. (4)

Interpretation: y�t� ist die Anzahl der Mitglieder einer Population zur Zeit

t. Es soll gelten 0 B y�t� B M , d.h. y�t� kann die Maximalzahl M ni
ht über-

s
hreiten (z.B. weil der Platz oder das Nahrungsangebot bes
hränkt ist.) Die

1

Ein Intervall heiÿt ni
ht-entartet , wenn es mehr als einen Punkt enthält

1



Wa
hstumsrate y��t� ist proportional zum Produkt aus der Population und dem

maximal mögli
hen Zuwa
hs M � y�t�.

y � 0 und y � M sind triviale konstante Lösungen von (4). Wie sehen die

anderen Lösungen mit 0 � y�t� �M,y�0� � y0 aus?

�4� 
� λ �

y�

y �M � y�
�

1

M
�

y�

y
�

y�

M � y
�


� �λM � �

y�

y
�

y�

M � y
� �ln�M � y��� � �ln�y��� � �ln�

M � y

y
��

�


� §C>R�t>R ln�
M � y�t�

y�t�
� � C � λM t

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

M
y�t�

�1�eCe�λMt
y�0��y0
� eC�M

y0
�1


� �t>R y�t� �
M

1 � �M
y0
� 1Ǳ e�λMt

t�ª
�� M

De�nition 1.3 (Stystem gewöhnli
her Di�erentialglei
hungen n-ter Ordnung).

Wenn wir in (1), (2) und (3) y und F bzw. f als R
m
, m > N

�

, m C 2, oder et-

was allgemeiner als V -wertig, wobei V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum,

betra
hten, erhalten wir ein sog. System von Di�erentialglei
hungen n-ter Ord-

nung .

Im Falle V � R
m
, y � �y1, . . . , ym�, F � �F1, . . . , Fm� bzw. f � �f1, . . . , fm�

lauten dann die Formeln etwas ausführli
her

�i>�1,...,m� Fi�x, y1�x�, . . . , ym�x�, y
�

1�x�, . . . , y
�

m�x�, . . . , y
�n�
1 �x�, . . . , y�n�m �x��

� 0,

�i>�1,...,m� y
�n�
i �x� � fi�x, y1�x�, . . . , ym�x�, y

�

1�x�, . . . , y
�

m�x�, . . . ,

. . . , y
�n�1�
1 �x�, . . . , y�n�1�m �x��,

bzw.

�i>�1,...,m� yi�x0� � y0i , y
�

i�x0� � y
�

0i
, . . . , y

�n�1�
i �x0� � y

�n�1�
0i

.

Bemerkung 1.4. In dieser Vorlesung behandeln wir nur �gewöhnli
he� Di�e-

rentialglei
hungen, das sind Di�erentialglei
hungen für eine Funktion y�x� in

einer reellen Veränderli
hen x. Dagegen ist z.B.

∂2y

∂2x2

∂2y

∂x1∂x3
� sin�x1�

∂y

∂x3
� 3 � 0

eine Di�erentialglei
hung für eine Funktion y�x1, x2, x3� in drei reellen Verän-

derli
hen, bei der partielle Ableitungen auftreten, eine sog. partielle Di�erenti-

alglei
hung .
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2 Explizite Di�erentialglei
hungen erster Ordnung

2.1. Wir betra
hten in diesem Kapitel Di�erentialglei
hungen vom Typ

y��x� � f�x, y�x��, (5)

wobei f � D � R eine auf D ` R
2
stetige Funktion ist.

f läÿt si
h deuten als ein Linienelementefeld L auf D: Jedem �x, y� > D ist

ein Linienelement zugeordnet, nämli
h die eindeutig bestimmte Gerade

L�x, y� �� �x, y� �R �1, f�x, y�� ` R
2

des R
2
dur
h �x, y�, wel
he Steigung f�x, y� besitzt.2

y� I � R ist o�enbar eine Lösung von (5), wenn für jedes x > I gilt

y��x� � f�x, y�x��. Dann ist die Tangente an den Graphen ��x, y�x�� Sx > I� von

y�x� im Punkte �x, y�x�� glei
he dem dort sitzenden Linienelement L�x, y�x��.

Das Lösen einer Di�erentialglei
hung vom Typ (5) ist also eigentli
h ein

�geometris
hes Problem�.

2.2. Der einfa
hste Fall einer expliziten Di�erentialglei
hung ist

y��x� � f�x�,

wobei f � J � R eine auf einem Intervall J ` R stetige Funktion ist.

Sei x0 > J . Dann ist y� J � R, de�niert dur
h

y�x� ��

x

S

x0

f�t�dt

eine Lösung der obigen Di�erentialglei
hung und alle Lösungen (bis auf Be-

s
hränkungen) sind von der Gestalt y�x� � C mit einer beliebigen Konstanten

C. Daher gilt:

Ist �x0, y0� > J �R, so ist �die� Lösung der Anfangswertaufgabe

y� � f�x�, y�x0� � y0

gegeben dur
h

y�x� �

x

S

x0

f�t�dt � y0.

Theoretis
h ist die Di�erentialglei
hung also sehr einfa
h lösbar, denno
h ist

das Integral über f i.a. ni
ht dur
h elementare Funktionen ausdrü
kbar.

2.3. Wir betra
hten nun den allgemeineren Fall der Di�erentialglei
hung mit

getrennten Variablen.

y��x� � f�x� g�y�x��, (6)

2

Also gilt f�x, y� � tan�α�x, y��, wobei α > � �

π

2
, π

2
� der Steigungswinkel von L�x, y� sei.
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wobei f � J1 � R, g� J2 � R auf Intervallen J1, J2 ` R stetige Funktionen sind.

Sei �x0, y0� > J1 � J2. Wir su
hen Lösungen y�x� mit

y�x0� � y0. (7)

1. Fall: g�y0� x 0.

a) Wir nehmen zunä
hst an, wir hätten bereits eine Lösung y� I � R der

Anfangswertaufgabe (6), (7), d.h.

�x>I �x, y�x�� > J1 � J2 , y
�

�x� � f�x� g�y�x��,

also insbesondere I ` J1 und y�I� ` J2. Wegen der Stetigkeit von g und g�y0� x 0

existiert dann ein

gröÿtes Teilintervall

ÇJ2 von J2 mit y0 > ÇJ2 ` g
1
�R � �0��, (8)

und

ÇJ2 ist Umgebung von y0 in J2. Wegen der Stetigkeit von y� I � J2 und

y�x0� � y0 > ÇJ2 existiert weiterhin ein gröÿtes Teilintervall

ÇI von I derart, daÿ

x0 > ÇI ` y
1
�

ÇJ2� gilt, also ist

ÇI Umgebung von x0 in I. Dann folgt für alle x >

ÇI

g�

>

ÇJ2
¬

y�x�� x 0,

y��x�

g�y�x��
� f�x�

und daher au
h

y�x�

S

y0

ds

g�s�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��H�y�x��

Subst.

�

x

S

x0

y��t�

g�y�t��
dt �

x

S

x0

f�t�dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��F �x�

,

wobei gilt

H Stammfunktion von

1
g
S

ÇJ2
mit H�y0� � 0 (9)

und

F Stammfunktion von f mit F �x0� � 0. (10)

Wegen H �

�s� � 1
g�s�

für alle s >

ÇJ2 besitzt H eine stetig di�erenzierbare Um-

kehrfunktion, also folgt

yS
ÇI �H

�1
X F S

ÇI ,

insbesondere ist y�x� in einer Umgebung von x0 in I die eindeutig bestimmte

Lösung, (nämli
h solange g X y�x� keine Nullstelle hat.)

b) Wir zeigen nun, daÿ dur
h die obigen Formeln tatsä
hli
h eine Lösung

der Anfangswertaufgabe (6), (7) de�niert wird. Seien

ÇJ2, H und F wie in (8),

(9), (10) de�niert. Wir de�nieren

y ��H�1
X F � F

1
�H� ÇJ2�
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

0
�8�,�9�

>

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x0
�10�

>

��

ÇI �� R.
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Dann sieht man unmittelbar, wenn man die Formeln in a) in umgekehrter Rei-

henfolge betra
htet:

y ist Lösung der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x� g�y�x��, y�x0� � y0,

und für alle x >

ÇI gilt g�y�x�� x 0 sowie

y�x�

S

y0

ds

g�s�
�

x

S

x0

f�t�dt.

2. Fall: g�y0� � 0. Dann ist die konstante Funktion y� J1 � R vom Wert y0
trivialerweise eine Lösung der Anfangswertaufgabe (6), (7).

Bemerkung.

a) Mögli
herweise existieren im 2. Fall g�y0� � 0 weitere Lösungen der An-

fangswertaufgabe, die in keiner Umgebung von x0 in J1 mit der trivialen

Lösung y � y0 übereinstimmen, d.h. es treten �Verzweigungen� auf.

Beispiel. y� �
»

SyS, also f�x� � 1, g�y� �
»

SyS. 0 ist die einzige Nullstelle

von g. In jedem Punkt �x0,0�, x0 > R beliebig, gibt es Verzweigungen von

der konstanten Lösung y � 0 �na
h re
hts oben und links unten�, z.B. hat

man folgende Lösungen:

y1� R�� R, xz�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

0, x B x0,
1
4
�x � x0�

2, x C x0,

und im Falle x1 B x0

y2� R�� R, x z�

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

�

1
4
�x � x1�

2, x B x1,

0, x1 B x B x0,
1
4
�x � x0�

2, x C x0.

b) I.a. existieren keine auf ganz J1 de�nierten Lösungen.

Beispiel. y� � 1 � y2. Alle maximalen (d.h. ni
ht fortsetzbaren) Lösun-

gen sind

tan�x �C�� �C �

π

2
,C �

π

2
� �� R

mit C > R. Es existiert also keine Lösung mit einem De�nitionsintervall

einer Länge A π.

De�niton. Eine Di�erentialglei
hung der Form y��x� � g�y�x�� heiÿt auto-

nom. (Das ist der Spezialfall f � 1 von (6).)
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2.4. Im Spezialfall g� R� R, y ( y erhält man aus 2.3 die sog. lineare homogene

Di�erentialglei
hung erster Ordnung

y��x� � f�x�y�x�, (11)

wobei f � J � R eine auf einem Intervall J ` R stetige Funktion ist.

Es ist lei
ht zu erraten, daÿ gilt:

Ist F � J � R eine Stammfunktion von f , so ist y� J � R, de�niert dur
h

y�x� � C eF �x�, C > R beliebige Konstante, eine Lösung von (11).

(12)

Wir zeigen:

(12) ist die allgemeine Lösung von (11), d.h. jede Lösung von (11) ist

Bes
hränkung der in (12) angegebenen Funktionen.

(13)

[ Zu (13): Sei also y� I � R eine beliebige Lösung. Wir de�nieren ϕ� I � R

dur
h

ϕ�x� �� y�x� e�F �x�.

Dann folgt für jedes x > I

ϕ��x� � y��x�
²

�f�x�y�x�

e�F �x� � y�x� e�F �x� ��F �x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��f�x�

� 0,

also existiert C > R mit ϕ�x� � C, d.h. y�x� � C eF �x�. ℄

Wegen (12), (13) haben wir gezeigt:

Die Gesamtheit aller maximalen � d.h. auf ganz J de�nierten � Lösungen

von (11) bildet einen eindimensionalen Untervektorraum des unendli
h-

dimensionalen R-Vektorraumes C

1
�J,R� aller C1-Funktionen J � R.

Wir betra
hten nun die entspre
hende Anfangswertaufgabe.

Sei �x0, y0� > J �R. Ist F die Stammfunktion von f mit F �x0� � 0, so ist

y� J �� R, xz� y0 e
F �x�

die maximale Lösung von

y��x� � f�x�y�x�, y�x0� � y0.

Sie ist (auf ganz J de�niert und) eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Wir haben insbesondere gezeigt, daÿ bei der homogenen linea-

ren Di�erentialglei
hung erster Ordnung keine Verzweigungen auftreten, obwohl

g�y� � y eine Nullstelle besitzt.

2.5. Wir verallgemeinern 2.4 und betra
hten nun die sog. lineare (inhomogene)

Di�erentialglei
hung erster Ordnung

y��x� � f�x�y�x� � h�x�, (14)

wobei f,h� J � R auf einem Intervall J ` R stetige Funktionen sind.

6



Sei F � J � R eine Stammfunktion von f . In 2.4 haben wir gezeigt, daÿ

yhom� J � R, x ( C eF �x�, C > R, die allgemeine Lösung der �zugehörigen� li-

nearen homogenen Di�erentialglei
hung y��x� � f�x�y�x� ist. Um eine Lösung

y0� J � R von (14) zu �nden, ma
ht man den Ansatz der �Variation der Kon-

stanten�, d.h. man ma
ht den Ansatz

y0�x� � ÇC�x� e
F �x�

mit einer di�erenzierbaren Funktion

ÇC � J �� R. (15)

y0� J � R wie in (15) ist Lösung von (14) genau dann, wenn für jedes x > J gilt

y�0�x�
²

�f�x�y0�x��h�x�

�

ÇC �

�x� eF �x� � ÇC�x� eF �x� F �

�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�f�x�y0�x�

,

d.h.

ÇC �

�x� � h�x� e�F �x�, also genau dann, wenn gilt:

ÇC � J �� R ist Stammfunktion von h e�F .

Damit haben wir die Existenz einer Lösung y0� J � R von (14) gezeigt und

das Au�nden auf die Bildung zweier Stammfunktionen reduziert.

Bemerkung. Man kann zeigen, siehe [2, S. 142�℄, daÿ im Falle f � f0 > R

die folgenden Lösungsansätze � in Abhängigkeit der Funktion h � stets zum

Au�nden einer speziellen Lösung der Di�erentialglei
hung

y��x� � f0 y�x� � h�x� (16)

führen: Sei m > N
�

.

� h�x� �
P

m
i�0 bi x

i
, wobei b0, . . . , bm > R, bm x 0.

Setze y�x� �
P

m
i�0Ai x

i
, wobei A0, . . . ,Am > R, falls f0 x 0.

� h�x� � �
P

m
i�0 bi x

i
� eax, wobei b0, . . . , bm, a > R, bm x 0.

Ist f0 x a setze y�x� � �
P

m
i�0Ai x

i
� eax und sonst y�x� � x �

P

m
i�0Ai x

i
� eax,

wobei A0, . . . ,Am > R.

� h�x� � �

P

m
i�0 bi x

i
� cos�bx� � �

P

m
i�0 bi x

i
� sin�bx�, wobei b1, . . . , bm, b > R

mit b x 0.

Setze y�x� � �
P

m
i�0Ai x

i
� cos�bx���

P

m
i�0Bi x

i
� sin�bx�, wobei A0, . . . ,Am

und B0, . . . Bm reelle Zahlen sind.

� h�x� � �
P

m
i�0 bi x

i
� eax cos�bx���

P

m
i�0 bi x

i
� eax sin�bx� mit reellen Zahlen

a, b, b0, . . . , bm > R, wobei b x 0 sei.

Setze y�x� � �
P

m
i�0Ai x

i
� eax cos�bx���

P

m
i�0Bi x

i
� eax sin�bx� mit reellen

Zahlen A0, . . . ,Am,B0, . . . Bm.

Die Koe�zienten Ai,Bi, i > �0, . . . ,m�, lassen si
h bestimmen, indem man die

im Ansatz genannte Funktion in (16) einsetzt und einen Koe�zientenverglei
h

dur
hführt. In [2℄ wird dies (allgemeiner) gezeigt.
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Wir behaupten nun:

Man erhält alle global auf ganz J de�nierten Lösungen y der linearen

(inhomogenen) Di�erentialglei
hung (14), indem man zu einer beliebi-

gen einzelnen Lösung y0� J � R alle Lösungen yhom� J � R der zu-

gehörigen linearen homogenen Di�erentialglei
hung y��x� � f�x�y�x�

hinzuaddiert.

(17)

[ Beweis von (17): Sei y0� J � R Lösung der inhomogenen Di�erentialglei-


hung (14).

1.) Ist yhom� J � R Lösung der homogenen Di�erentialglei
hung (11), so

erfüllt y �� y0 � yhom� J � R

y��x� � y�0�x�
²

�f�x�y0�x��h�x�

� y�hom�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�f�x�yhom�x�

� f�x�y�x� � h�x�,

ist also Lösung der inhomogenen Di�erentialglei
hung (14).

2.) Ist y� J � R Lösung der inhomogenen Di�erentialglei
hung (14), so erfüllt

ỹ �� y � y0� J � R

ỹ��x� � y��x�
²

�f�x�y�x��h�x�

� y�0�x�
²

�f�x�y0�x��h�x�

� f�x� ỹ�x�,

ist also Lösung der homogenen Di�erentialglei
hung (11). ℄

Wegen (17) haben wir gezeigt:

Die Gesamtheit aller maximalen Lösungen von (14) ist ein eindimensionaler

a�ner Unterrraum von C

1
�J,R�.

Wir betra
hten nun die entspre
hende Anfangswertaufgabe.

Sei �x0, y0� > J �R. Ist F die Stammfunktion von f mit F �x0� � 0 und

ÇC

die Stammfunktion von h e�F mit

ÇC�x0� � y0, so ist

y� J �� R, xz� ÇC�x� eF �x�

Lösung von

y��x� � f�x�y�x� � h�x�, y�x0� � y0.

Sie ist (bis auf Bes
hränkung) eindeutig bestimmt.

[ Denn ist ỹ� I � R eine Lösung von (14) mit ỹ�x0� � y0, so folgt ỹ � ySI :

Wegen

�x>I �y � ỹ��x� � f�x�y�x� � h�x� � f�x� ỹ�x� � h�x� � f�x� �y � ỹ��x�

ist nämli
h ySI � ỹ� I � R Lösung der zugehörigen linearen homogenen Di�eren-

tialglei
hung (11) mit �y � ỹ��x0� � 0, also na
h 2.4: y � ỹ � 0. ℄

2.6.

y��x� � f�ax � b y�x� � c�, (18)

wobei a, b, c > R und f � J � R eine auf einem Intervall J ` R stetige Funktion

ist.

8



Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit können wir b x 0 annehmen, denn

andernfalls ist (18) gemäÿ 2.2 zu lösen. Wir führen die folgende naheliegende

Substitution dur
h:

u�x� �� ax � b y�x� � c.

Ist y�x� Lösung von (18), so folgt

u��x� � a � b y��x� � a � b f�u�x�� � g�u�x��,

wobei g� J � R stetig mit �t>J g�t� � a � b f�t�, d.h.

u ist Lösung der autonomen Di�erentialglei
hung u��x� � g�u�x��. (19)

(19) kann man gemäÿ 2.3 lösen.

Aus einer Lösung u�x� wie in (19) erhält man umgekehrt

y�x� �� 1
b
�u�x� � ax � c� ist Lösung von (18). (20)

[ Denn es gilt y��x� � 1
b
�u��x� � a�

�19�
� f�u�x��

Def.u
� f�ax � b y�x� � c�. ℄

Wir haben also gezeigt, daÿ man gemäÿ (19), (20) sämtli
he Lösungen von

(18) erhält.

2.7. Wir betra
hten die sog. homogene Di�erentialglei
hung :

y��x� � f �
y�x�

x
� , (21)

wobei f � J � R eine auf einem Intervall J ` R stetige Funktion ist.

Die re
hte Seite von (21) ist für x � 0 ni
ht de�niert, also sind alle Lösungen

auf einem Teilintervall von R � �0� de�niert. Wir substituieren

u�x� ��
y�x�

x
,

also xu�x� � y�x�.

Ist y�x� Lösung von (21), so gilt

u�x� � xu��x� � y��x� � f �
y�x�

x
� � f�u�x��,

also

u��x� �
1

x
�f�u�x�� � u�x�� �

1

x
g�x�,

wobei g� J � R stetig mit �t>J g�t� � f�t� � t, d.h.

u ist Lösung der Di�erentialglei
hung u��x� � 1
x
g�u�x��. (22)

(22) kann man gemäÿ 2.3 lösen.

Aus einer Lösung u�x� wie in (22) erhält man umgekehrt

y�x� �� xu�x� ist Lösung von (21). (23)

[ Denn es gilt y��x� � u�x� � xu��x�
�22�
� f�u�x��

Def.u
� f �

y�x�

x
Ǳ. ℄

Wir haben also gezeigt, daÿ man gemäÿ (22), (23) sämtli
he Lösungen von

(21) erhält.
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2.8. Wir studieren nun die sog. Ähnli
hkeits-Di�erentialglei
hung , wel
he 2.6

und 2.7 verallgemeinert:

y��x� � f �
ax � b y�x� � c

αx � β y�x� � γ
� , (24)

wobei a, b, c,α,β, γ > R mit �α,β, γ� x 0R3 und f � J � R eine auf einem Intervall

J ` R stetige Funktion ist.

1. Fall: det�
a b

α β
� � 0.

1.1. Fall: �α,β� � 0R2 . Dann ist y��x� � f �a
γ
x � b

γ
y�x� � c

γ
Ǳ gemäÿ 2.6 zu

lösen.

1.2. Fall: �α,β� x 0R2 . Dann existiert wegen der linearen Abhängigkeit von

�a, b� und �α,β� genau eine Zahl λ > R mit �a, b� � λ �α,β�.

Im Falle β � 0 folgt daher b � 0, und y��x� � f � ax�c
αx�γ

Ǳ ist gemäÿ 2.2 zu lösen.

Sei also im folgenden β x 0. Wir substituieren

u�x� �� αx � β y�x� � γ,

also ergibt (24)

u��x� � α � β y��x� � α � β f �
λu�x� � c � λγ

u�x�
� � g�u�x��, (25)

wobei g� J � �0� � R stetig mit �t>J g�t� � α � β f �
λt�c�λγ

t
Ǳ, und die autonome

Di�erentialglei
hung (25) ist gemäÿ 2.3 zu lösen.

Es gilt:

u�x� Lösung von (25) Ô� y�x� �� 1
β
�u�x� � αx � γ� Lösung von (24).

[ y��x� � 1
β
�u��x� � α� � f �

λu�x��c�λγ

u�x�
Ǳ � f �

ax�b y�x��c

αx�β y�x��γ
Ǳ .�

2. Fall: det�
a b

α β
� x 0. Na
h linearer Algebra existiert dann eine eindeutig

bestimmte Lösung �x1, y1� > R
2
des linearen Glei
hungssystemes

ax1 � b y1 � c � 0

αx1 � β y1 � γ � 0
(26)

Wie substituieren t �� x�x1 und u�t� �� y �t�x1��y1. Dann genügt u�t� der

Di�erentialglei
hung

u��t� � g �
u�t�

t
� , (27)

wobei g� J � �0� � R stetig mit �s>J g�s� � f �
a�b s
α�β s

Ǳ.

[ Denn es gilt

u��t� � y��t � x1� � f

�

�

�

�

�

�

�

a �t � x1� � b

�u�t��y1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

y�t � x1��c

α �t � x1� � β y�t � x1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�u�t��y1

�γ

�

�

�

�

�

�

�

10



�26�
� f �

a t � bu�t�

α t � β u�t�
� � f

�

�

a � b
u�t�

t

α � β
u�t�

t

�

�

� g �
u�t�

t
� . �

(27) ist gemäÿ 2.7 zu lösen, und es gilt:

u�t� Lösung von (27) Ô� y�x� �� u�x � x1� � y1 Lösung von (24).

[ Denn es gilt

y��x� � u��x � x1� � f
�

�

�

a � b
u�x�x1�

x�x1

α � β
u�x�x1�

x�x1

�

�

�

� f

�

�

�

�

�

�

�

a �x � x1� � b

�y�x��y1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

u�x � x1�

α �x � x1� � β u�x � x1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�y�x��x1

�

�

�

�

�

�

�

�26�
� f �

ax � b y�x� � c

αx � β y�x� � γ
� . �

Wir untersu
hen im folgenden Verallgemeinerungen der linearen Di�erenti-

alglei
hung 2.5.

2.9. Die Di�erentialglei
hung

y��x� � g�x�y�x� � h�x�yα�x� � 0, (28)

wobei α > R��0,1� und g,h� J � R auf einem Intervall J ` R stetige Funktionen

sind, heiÿt Bernoullis
he Di�erentialglei
hung . (Bea
hte, daÿ man für α > �0,1�

eine lineare Di�erentialglei
hung erhielte.)

Wir werden zeigen, daÿ si
h alle Lösungen von (28) aus Lösungen der linea-

ren Di�erentialglei
hung

z��x� � �1 � α� g�x� z�x� � �1 � α�h�x� � 0 (29)

gewinnen lassen.

Mit D ` J �R bezei
hnen wir die Menge auf der die Funktion, die dur
h

f�x, y� �� g�x�y � h�x�yα

gegeben ist, (de�niert und) stetig ist. Bea
hte, daÿ yα � eα ln�y�
i.a. nur für y A 0

de�niert ist.

1.) Für beliebiges α > R � �0,1� gilt J � R
�

` D. Wir bestimmen daher

zunä
hst alle Lösungen von (28), deren Graphen in J �R
�

verlaufen.

Sei y� I � R
�

eine di�erenzierbare Funktion. Dann gilt

y Lösung von (28)


� �x>I y
�

�x� � g�x�y�x� � h�x�yα�x� � 0 S � �1 � α�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x0

y�α

°

A0


� �x>I �1 � α�y
�α
�x�y��x�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��y1�α���x�

��1 �α� g�x�y1�α�x� � �1 � α�h�x� � 0


� z �� y1�α Lösung von (29),

also au
h
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z� I �� R
�

Lösung von (29) Ô� y �� z
1

1�α
� I �� R

�

Lösung von (28).

Damit haben wir gezeigt:

Dur
hläuft z�

`J
©

I � R
�

alle positiv-wertigen Lösungen der linearen Dif-

ferentialglei
hung (29), (wel
he na
h 2.5 Bes
hränkungen auf ganz J

de�nierter Lösungen z̃� J � R, die i.a. au
h Werte B 0 haben, sind), so

dur
hläuft y �� z
1

1�α
� I � R

�

alle positiv-wertigen Lösungen von (28).

(30)

Insbesondere ergibt (30):

Die Anfangswertaufgabe (28), y�x0� � y0 > R�

ist (lokal) eindeutig lösbar.

2.) Im Spezialfall α A 0 von 1.) ist zusätzli
h au
h J � �0� ` D, d.h. es gilt

J � �0,ª� `D. Denn dann ist yα de�niert und stetig für y C 0, wobei 0α �� 0 für

α A 0.

Es gilt:

Die konstante Funktion y � 0� J �� R ist Lösung von (28). (31)

Ob Lösungen na
h (links oder re
hts) oben von der konstanten Lösung

� 0 abzweigen, hängt von g,h und α ab. Z.B. ist y� �

º

y für y C 0, also

y��x� � y1~2�x� � 0 für y C 0, eine Bernoullis
he Di�erentialglei
hung, von der

wir bereits wissen, daÿ Verzweigungen na
h re
hts oben auftreten, vgl. 2.3.

3.) Im Spezialfall α > Z ist zusätzli
h au
h J �R
�

`D, also J ��R��0�� `D.

Denn dann gilt yα �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

L

α
i�1 y, α C 0
1

L

α
i�1 y

, α � 0.

Wir bestimmen im folgenden alle Lösungen von (28), deren Graphen in J�R
�

verlaufen. Dabei müssen wir eine Fallunters
heidung ma
hen.

1. Fall: α > Z ungerade. Sei y� I � R
�

eine di�erenzierbare Funktion. Dann

gilt o�enbar (wegen ��1�α � �1):

y� I �� R
�

Lösung von (28)


� �y� I �� R
�

Lösung von (28)

�30�

� �y � z

1

1�α
, wobei z� I �� R

�

Lösung von (29).

Damit ist gezeigt:

Dur
hläuft z�

`J
©

I � R
�

alle positiv-wertigen Lösungen der linearen Dif-

ferentialglei
hung (29), (wel
he na
h 2.5 Bes
hränkungen auf ganz J

de�nierter Lösungen z̃� J � R, die i.a. au
h Werte B 0 haben, sind), so

dur
hläuft y �� �z
1

1�α
� I � R

�

alle negativ-wertigen Lösungen von (28).

(32)

2. Fall: α > Z gerade. Sei y� I � R
�

eine di�erenzierbare Funktion. Dann gilt

(wegen ��1�α � 1):
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y� I �� R
�

Lösung von (28)


� �y� I �� R
�

Lösung von

ỹ��x� � g�x� ỹ�x� � h�x� ỹα�x� � 0 (33)


� z̃ �� �y1�α � ��y�1�α� I �� R
�

Lösung von

z̃��x� � �1 � α� g�x� z̃�x� � �1 � α�h�x� � 0 (34)


� z �� �z̃ � y1�α � ���y�1�α� I �� R
�

Lösung von (29).

Bea
hte, daÿ man (33) und (34) aus (28) und (29) erhält, indem man h dur
h

�h ersetzt.

Damit ist gezeigt:

Dur
hläuft z�

`J
©

I � R
�

alle negativ-wertigen Lösungen der linearen Dif-

ferentialglei
hung (29), (wel
he na
h 2.5 Bes
hränkungen auf ganz J

de�nierter Lösungen z̃� J � R, die i.a. au
h Werte C 0 haben, sind), so

dur
hläuft y �� ���z�
1

1�α
� I � R

�

alle negativ-wertigen Lösungen von

(28).

(35)

Wir haben insbesondere für alle α > Z gezeigt:

Die Anfangswertaufgabe (28), y�x0� � y0 > R�

ist (lokal) eindeutig lösbar.

Insgesamt haben wir gezeigt:

Dur
h (30), (31), (32) und (35) sind alle positiv-, null- bzw. negativwertigen

Lösungen bes
hrieben. Diese lassen si
h eventuell zu �gröÿeren� Lösungen

zusammensetzen.

2.10. Die Ri

atis
he Di�erentialglei
hung verallgemeinert die Bernoullis
he

Di�erentialglei
hung im Falle α � 2:

y��x� � g�x�y�x� � h�x�y2�x� � k�x�, (36)

wobei g,h, k� J � R auf einem Intervall J ` R stetige Funktionen sind.

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Pi
ard-Lindelöf 3.17, den wir

im nä
hsten Kapitel beweisen werden, folgt sofort:

Die Anfangswertaufgabe (36), y�x0� � y0 besitzt eine eindeutig bestimmte

Lösung mit maximalem De�nitionsberei
h; es treten also keine Verzwei-

gungen auf.

Allerdings lassen si
h die Lösungen i.a. ni
ht in �ges
hlossener Form�, d.h. dur
h

explizite Formeln angeben. Kennt man jedo
h eine einzige Lösung y0� I0 � R,

I0 ` J , von (36) (z.B. dur
h �Raten�), so lassen si
h alle Lösungen y� I � R von

(36) mit I ` I0 explizit angeben:

Sei also y0� I0 � R eine fest gewählte Lösung von (36). Ist dann y� I � R

eine beliebige di�erenzierbare Funktion mit I ` I0 und de�niert man u �� y � y0,

so folgt
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y Lösung von (36)


� �x>I �y
�

� y�0
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

�u�

��x� � g�x� �y � y0
²

�u

��x� � h�x� � y2 � y20
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

��y�y0��y�y0�
�u�u�2y0�

��x� � 0,

d.h. u genügt der Bernoullis
hen Di�erentialglei
hung

u��x� � �g�x� � 2y0�x�h�x�� u�x� � h�x�u
2
�x� � 0. (37)

Na
h 2.9 gewinnt man alle Lösungen von (37) aus Lösungen der linearen Di�e-

rentialglei
hung

z��x� � �g�x� � 2y0�x�h�x�� z�x� � h�x� � 0. (38)

Genauer gilt na
h (30), (35) und (31):

Dur
hläuft z�

`I0
©

I � R � �0� alle überall von Null vers
hiedenen Lösungen

von (38), so dur
hläuft u �� 1
z
� I � R � �0� alle überall von Null vers
hie-

denen Lösungen von (37). Ferner ist u � 0 eine Lösung von (37).

Damit folgt s
hlieÿli
h:

Dur
hläuft z� I � R � �0� alle Lösungen von (38), die keine Nullstellen

besitzen, so dur
hläuft y0 �
1
z
� I � R alle Lösungen von (36), die auf einem

Teilintervall I von I0 de�niert sind und ni
ht Bes
hränkung von y0 sind.

14



3 Existenz- und Eindeutigkeitssätze

Existenz- und Eindeutigkeitssätze lassen si
h besonders elegant unter Verwen-

dung funktionalanalytis
her Methoden gewinnen. Wir beweisen daher in diesem

Kapitel au
h Ergebnisse der Funktionalanalysis - z.B. den Satz von Arzela-

As
oli, wel
hen wir nun vorbereiten.

De�nition 3.1 (Glei
hgradige Stetigkeit). Seien M,N metris
he Räume und

F eine Familie von Abbildungen M � N .

F heiÿt glei
hgradig stetig in p >M genau dann, wenn gilt

�ε>R
�

§δ>R
�

�f>F f�Uδ�p�� ` Uε�f�p��.

F heiÿt glei
hgradig stetig genau dann, wenn F in jedem p >M glei
hgradig

stetig ist.

Eine Folge �fn�n>N von Abbildungen fn� M � N heiÿt glei
hgradig stetig (in

p >M) genau dann, wenn F �� �fn Sn > N� glei
hgradig stetig (in p >M) ist.

Beispiel. Seien V,W normierte R-Vektorräume, D ` V und F eine Familie von

Abbildungen D �W , die einer Lips
hitzbedingung

�f>F�p,q>D Yf�p� � f�q�Y B L Yp � qY

mit einer einheitli
hen Lips
hitzkonstanten L > R
�

genügen.

Dann ist F glei
hgradig stetig. [ Setze δ �� ε
L
. ℄

Obwohl wir den Satz von Arzela-As
oli später nur für den Fall K � �a, b�

mit a, b > R, a � b, benötigen werden, beweisen wir ihn für beliebige kompakte

metris
he Räume, da der Beweis im wesentli
hen derselbe ist, abgesehen von

dem folgenden benötigten Lemma, wel
hes im Falle K � �a, b� trivial ist.

Lemma 3.2. Sei K ein kompakter

3

metris
her Raum.

Dann existiert eine hö
hstens abzählbare di
hte

4

Teilmenge A von K.

Beweis. Für jedes n > N
�

ist �U 1

n
�p�Ǳ

p>K
eine o�ene Überde
kung von K,

folgli
h existiert eine endli
he Teilmenge An von K mit

K �

�

p>An

U 1

n
�p�. (39)

A ��

�n>N
�

An ist daher eine hö
hstens abzählbare Teilmenge von K, und

wir zeigen, daÿ gilt A �K, d.h. A aK:

Sei p0 >K beliebig. Zu zeigen ist

�ε>R
�

§p>A p0 > Uε�p�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�p>Uε�p0�

, (40)

denn na
h Analysis gilt A � �p >K S�U>UX�p,K�

U 9A x g�.�

Beweis von (40): Sei ε > R
�

beliebig und wähle n > N
�

mit

1
n
� ε. Wegen

p0 >K
�39�
�

�p>An
U 1

n
�p� existiert dann p > An ` A mit p0 > U 1

n
�p� ` Uε�p�. ✷

3

Eine Teilmenge K eines topologis
her Raumes X heiÿt kompakt genau dann, wenn jede

Überde
kung von K dur
h o�ene Teilmengen von X eine endli
he Teilüberde
kung besitzt.

4

Eine Teilmenge A eines topologis
hen Raumes X heiÿt di
ht genau dann, wenn für ihre

abges
hlossene Hülle A gilt A �X.
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Satz 3.3 (von Arzela-As
oli).

Vor.: Seien K ein kompakter metris
her Raum und V ein endli
h-dimensiona-

ler normierter R-Vektorraum (mit Norm Y . . . Y), also ist V ein R-Bana
hraum
5

.

Dann ist na
h Übung 3.2 au
h der R-Vektorraum C�K,V � aller stetigen Abbil-

dungen K � V , versehen mit der Norm

�g>C�K,V � YgYª ��max�Yg�p�Y Sp >K�,

ein R-Bana
hraum.

Beh.: Jede glei
hgradig stetige, bes
hränkte Folge �fn�n>N in C�K,V � besitzt

eine Teilfolge, die in dem R-Bana
hraum C�K,V � konvergiert, (d.h. genau, �die

auf K glei
hmäÿig gegen eine Abbildung f > C�K,V � konvergiert�.)

Beweis. Na
h 3.2 existiert eine Folge �pn�n>N in K, die in K di
ht liegt, d.h.

mit �pn Sn > N� �K. Na
h Voraussetzung existiert C > R
�

mit �n>N YfnYª B C.

Wegen Yfn�p0�Y B YfnYª B C ist �fn�p0��n>N eine bes
hränkte Folge in V , besitzt

also na
h Bolzano-Weierstraÿ eine in V konvergente Teilfolge. Daher existiert

eine Teilfolge �f0n�n>N von �fn�n>N derart, daÿ gilt

�f0n�p0��n>N konvergiert in V .

Weiterhin existiert (wegen der Bes
hränktheit der Folge �f0n�p1��n>N in V ) eine

Teilfolge �f1n�n>N von �f0n�n>N derart, daÿ gilt

�f1n�p1��n>N konvergiert in V ,

sodann ebenso eine Teilfolge �f2n�n>N von �f1n�n>N derart, daÿ gilt

�f2n�p2��n>N konvergiert in V ,

u.s.w.

Wir haben auf diese Weise eine Doppelfolge in F �� �fn SYn > N� de�niert:

f00, f01, f02, . . . konvergiert an der Stelle p0
f10, f11, f12, . . . konvergiert an den Stellen p0, p1
f20, f21, f22, . . . konvergiert an den Stellen p0, p1, p2
� � � �

Jede Zeile ist Teilfolge der vorhergehenden Zeile und von der Ausgangsfolge

�fn�n>N, und es gilt

�i>N �fin�pj��n>N konvergiert in V für j > �0, . . . , i�.

Wir betra
hten nun die Diagonalfolge �fnn�n>N. Es folgt:

�j>N �fnn�pj��n>N konvergiert in V .

[ Denn fjj�pj�, fj�1,j�1�pj�, fj�2,j�2�pj�, . . . ist o�enbar Teilfolge der Folge

fjj�pj�, fj,j�1�pj�, fj,j�2�pj�, . . ., die in V konvergiert. ℄

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem folgenden Lemmma, ange-

wandt auf A �� �pj S j > N� und gn �� fnn:

5

Ein K-Bana
hraum ist ein normierter K-Vektorraum, der als metris
her Raum vollständig

ist, wobei K > �R,C�.
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Lemma.

Vor.: Seien K,V wie in der Voraussetzung des Satzes. Ferner seien A eine

di
hte Teilmenge von K und �gn�n>N eine glei
hgradig stetige Folge in C�K,V �

mit

�a>A �gn�n>N konvergiert in V .

Beh.: �gn�n>N konvergiert in C�K,V �, (d.h. konvergiert auf K glei
hmäÿig ge-

gen eine stetige Abbildung f � K � V .)

Beweis des Lemmas. Es genügt zu zeigen, daÿ �gn�n>N eine Cau
hy-Folge in

C�K,V � ist.

Sei ε > R
�

. Wegen der glei
hgradigen Stetigkeit der Folge �gn�n>N existiert

zu jedem q >K ein δq > R�

mit

�n>N
�

gn�Uδq�q�� ` U ε
5
�gn�q��, (41)

und wegen der Kompaktheit von K existieren endli
h viele p1, . . . pk >K mit

K �

k

�

i�1

Uδpi �pi�. (42)

Für jedes i > �1, . . . , k� folgt aus pi >K � A die Existenz eines

ai > A 9Uδpi �pi�. (43)

�gn�ai��n>N ist na
h Voraussetzung konvergent, also Cau
hy-Folge in V für

i > �1, . . . , k�, folgli
h existiert ein (gemeinsames) n0 > N mit

�n,mCn0
Ygn�ai� � gm�ai�Y �

ε

5
. (44)

Wir zeigen, daÿ dann gilt

�n,mCn0
Ygn � gmYª � ε �

Zu beliebigem p >K existiert na
h (42) ein i > �1, . . . , k� mit

p > Uδpi �pi�, (45)

und es folgt für alle n,m C n0

Ygn�p� � gm�p�Y

B Ygn�p� � gn�pi�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�45�,�41�,q�pi
�

ε
5

� Ygn�pi� � gn�ai�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�43�,�41�,q�pi
�

ε
5

� Ygn�ai� � gm�ai�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�44�

�

ε
5

� Ygm�ai� � gm�pi�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�43�,�41�,q�pi
�

ε
5

� Ygm�pi� � gm�p�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�45�,�41�,q�pi
�

ε
5

� ε.

✷
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3.4 (Das Riemann-Integral für Abbildung f � �a, b� � V , V endli
h-dimensionaler

R-Vektorraum). Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und a, b > R

mit a � b.

(i) Eine Abbildung f � �a, b� � V heiÿt Riemann-integrierbar über �a, b� genau

dann, wenn gilt

�l>V �

�L�V,R� l X f � �a, b� �� R ist bes
hränkt und Riemann-integrierbar

i.S.d. Analysis I.

Ist dies der Fall, so existiert genau ein

b

S

a

f�x�dx > V , das sog. Riemann-

Integral von f über �a, b�, mit

�l>V � l
�

�

�

b

S

a

f�x�dx
�

�

�

�

b

S

a

�l X f��x�dx. (46)

[ Denn die Funktion

Λ� V �

�� R, l z�

b

S

a

�l X f��x�dx,

ist o�enbar R-linear, also gilt Λ > �V �

�

�

. Na
h linearer Algebra ist

V �� �V �

�

�, v z� �
V �

� R

l ( l�v�
�

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, also existiert genau ein Element

v �
b

R

a

f�x�dx > V wie in (46). ℄

Im Spezialfall V � R
n
, f � �f1, . . . , fn� ist (46) äquivalent zu

b

S

a

f�x�dx �

�

�

�

b

S

a

f1�x�dx, . . . ,

b

S

a

fn�x�dx
�

�

�

. (47)

O�enbar ist jede stetige Abbildung f � �a, b� � V Riemann-integrierbar.

(ii) Seien f � �a, b� � V eine Abbildung, Z� a � a0 � . . . � ak � b eine Zerlegung

von �a, b� und Ξ � �ξ1, . . . , ξk� ein Zwis
henpunktsystem von Z, d.h. per

de�nitionem ai�1 B ξi B ai für i > �1, . . . , k�.

Wir de�nieren die Riemanns
he Summe von f bzgl. Z und Ξ als

R�f,Z,Ξ� ��

k

Q

i�1

�ai � ai�1�f�ξi� > V. (48)
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(iii) Seien f � �a, b� � V eine Riemann-integrierbare Abbildung, �Zν�ν>N eine

ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b�, (d.h. eine sol
he, deren

maximale Intervallänge gegen Null konvergiert) und Ξν für jedes ν > N ein

Zwis
henpunktsystem von Zν . Dann gilt

b

S

a

f�x�dx � lim
ν�ª

R�f,Zν ,Ξν�. (49)

[ Denn für jedes l > V �

gilt

l
�

�

�

b

S

a

f�x�dx
�

�

�

�46�
�

b

S

a

�l X f��x�dx
Analysis

� lim
ν�ª

R�l X f,Zν ,Ξν�

�48�, l linear
� lim

ν�ª
l �R�f,Zν ,Ξν�� ,

und dies ist glei
hbedeutend mit (49). ℄

(iv) a) Sind f1, f2� �a, b� � V zwei Riemann-integrierbare Abbildungen in

V und λ1, λ2 > R, so ist au
h λ1f1 � λ2f2� �a, b� � V Riemann-

integrierbar, und es gilt

b

S

a

�λ1f1 � λ2f2� �x�dx � λ1

b

S

a

f1�x�dx � λ2

b

S

a

f2�x�dx.

b) Die konstante Abbildung f � �a, b� � V vom Wert v ist Riemann-

integrierbar, und es gilt

b

S

a

f�x�dx � �b � a�v.


) Ist f � �a, b� � V eine C

1
-Abbildung, so gilt

b

S

a

f ��x�dx � f�b� � f�a�. (50)

d) Ist g� �a, b� � V stetig und ist f � �a, b� � V de�niert dur
h

f�x� ��

x

S

a

f�t�dt,

so ist f eine C

1
-Abbildung, und es gilt

�x>�a,b� f
�

�x� � g�x�.

(Dies gilt au
h für ein beliebiges Intervall. Man de�niert wie in der

Analysis

c

R

d

f�x�dx �� �
d

R

c

f�x�dx und

c

R

c

f�x�dx �� 0.)
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[ Zu a): Für alle l > V �

sind l X f1, l X f2� �a, b� � R na
h Voraussetzung

Riemann-integrierbar, also au
h λ1�l X f1� � λ2�l X f2�� �a, b� � R (na
h

Analysis). Hieraus folgt, daÿ λ1f1 �λ2f2� �a, b� � V Riemann-integrierbar

ist, denn die Linearität von l liefert λ1�lXf1��λ2�lXf2� � lX�λ1f1�λ2f2�.

Des weiteren gilt für jedes l > V �

l
�

�

�

b

S

a

�λ1f1 � λ2f2��x�dx
�

�

�

�46�
�

b

S

a

�λ1�l X f1� � λ2�l X f2�� �x�dx

Analysis

� λ1

b

S

a

�l X f1��x�dx � λ2

b

S

a

�l X f2��x�dx

�46�
� λ1l

�

�

�

b

S

a

x1�x�dx
�

�

�

� λ2l
�

�

�

b

S

a

f2�x�dx
�

�

�

l linear
� l

�

�

�

λ1

b

S

a

f1�x�dx � λ2

b

S

a

f2�x�dx
�

�

�

,

also folgt a).

Zu b): Für jedes l > V �

ist l X f � �a, b� � R konstant, also na
h Analysis

Riemann-integrierbar. Ferner gilt

l
�

�

�

b

S

a

f�x�dx
�

�

�

�46�
�

b

S

a

�l X f��x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�l�v�

dt
Analysis

� �b � a� l�v�

l linear
� l ��b � a�v� ,

also folgt b).

Zu 
): f � ist na
h Voraussetzung stetig, also na
h (i) Riemann-integrierbar.

Des weiteren gilt für jedes l > V �

und x > �a, b�

�l X f���x� � dx�l X f��1� � df�x�l X dxf�1�
l linear
� l X dxf�1� � l X c

�

�x�,

also au
h

l
�

�

�

b

S

a

f ��x�dx
�

�

�

�46�
�

b

S

a

�l X f ���x�dx �

b

S

a

�l X f���x�dx

Analysis

� �l X f��b� � �l X f��a�
l linear
� l�f�b� � f�a��.

Hieraus folgt 
).

Zu d): Seien x > �a, b� und �xn�n>N eine beliebige Folge aus �a, b���x� mit

limn�ª xn � x. Dann folgt für alle l > V �

l�f�xn�� � l�f�x��
Def.

� l
�

�

xn

S

a

g�t�dt
�

�

� l
�

�

x

S

a

g�t�dt
�

�
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�46�
�

xn

S

a

�l X g��t�dt �

x

S

a

�l X g��t�dt,

also

l�
l�f�xn�� � l�f�x��

xn � x
� �

1

xn � x

�

�

xn

S

a

�l X g��t�dt �

x

S

a

�l X g��t�dt
�

�

,

und na
h Analysis konvergiert die re
hte Seite für n gegen ª gegen

�l X g��x� � l�g�x��. Es ergibt si
h

lim
n�ª

f�xn� � f�x�

xn � x
� g�x�.

Damit ist d) klar. ℄

(v) Seien Y . . . Y eine beliebige Norm auf V und f � �a, b� � V stetig, also ist

au
h YfY� �a, b� � R stetig.

Dann gilt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

b

S

a

f�x�dx

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

b

S

a

Yf�x�Y dx. (51)

[ Denn seien �Zν�ν>N eine Folge ausgezei
hneter Zerlegungen von �a, b� und

Ξν für jedes ν > N ein Zwis
henpunktsystem von Zν . Dann folgt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

b

S

a

f�x�dx

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

�49�
� lim

ν�ª
YR�f,Zν ,Ξν�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�48�

B R�YfY,Zν ,Ξν�

Analysis

B

b

S

a

Yf�x�Y dx. �

Der folgende Satz zeigt, daÿ das Lösen eines Anfangswertproblemes glei
h-

bedeutend mit dem Au�nden eines Fixpunktes eines gewissen Operators ist.

Satz 3.5.

Vor.: Es seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V und

f � D � V stetig. Ferner seien I ` R ein ni
ht-entartetes Intervall und y� I � V

eine Abbildung mit Graph y `D, d.h. �x>I �x, y�x�� > D.

Beh.: y ist genau dann Lösung der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0,

wenn y stetig ist und

�x>I y�x� � y0 �

x

S

x0

f�t, y�t��dt (52)

gilt.
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Beweis. ��� y ist di�erenzierbar, also stetig. Die Abbildung

I �� V, tz� f�t, y�t��

ist stetig als Komposition stetiger Abbildungen. Die re
hte Seite von (52) ist

daher na
h 3.4 eine di�erenzierbare Abbildung z� I � V mit

�x>I z
�

�x� � f�x, y�x�� � y��x�, z�x0� � y0,

weshalb na
h Analysis gilt y � z.

�
� ist klar na
h 3.4 (iv) d). ✷

Satz 3.6 (Fortsetzbarkeit von Lösungen einer Di�erentialglei
hung).

Vor.: Es seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V und

f � D � V stetig.

Beh.: Seien a, b > R mit a � b, y� �a, b� � R eine Lösung der Di�erentialglei-


hung

y��x� � f�x, y�x��

und es existiere eine kompakte Teilmenge K von D mit Graph y `K.

Dann läÿt si
h y fortsetzen zu einer Lösung ỹ� �a, b� � V obiger Di�erenti-

alglei
hung.

Beweis. Sei Y . . . Y eine Norm auf V . Dann ist die stetige Funktion YfY� D � R

auf dem Kompaktum K bes
hränkt, d.h.

§C>R YfYSK B C. (53)

Na
h 3.5 ��� gilt

�x>�a,b� y�x� � y0 �

x

S

x0

f�t, y�t��dt, (54)

und es folgt

�x,x̃>�a,b� Yy�x� � y�x̃�Y B C Sx � x̃S. (55)

[ Zu (55): Denn für x, x̃ > �a, b� gilt

Yy�x� � y�x̃�Y
�54�
�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x

S

x̃

f�t, y�t��dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

�51�
B

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

x

S

x̃

Yf�t, y�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>K

Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�53�

B C

dt

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B C Sx � x̃S,

bea
hte, daÿ die Betragsstri
he na
h der ersten Abs
hätzung notwendig sind,

da x̃ A x mögli
h ist. ℄

Es gilt:

y ist fortsetzbar zu einer stetigen Abbildung ỹ� �a, b� � V derart, daÿ

gilt Graph ỹ `K.

(56)
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[ Zum Beweis von (56) sei �xn�n>N eine Folge in �a, b� mit limn�ª xn � b.

Dann ist �xn, y�xn��n>N eine Folge in der kompakten und damit folgenkompak-

ten Menge K, besitzt also eine in K konvergente Teilfolge. Ohne Bes
hränkung

der Allgemeinheit können wir annehmen, daÿ �y�xn��n>N gegen ein Element y
�

mit �b, y
�

� >K `D konvergiert.

Wir de�nieren ỹ� �a, b� � V dur
h ỹS
�a,b� �� y und ỹ�b� �� y

�

. Zu zeigen ist

die Stetigkeit von ỹ in b.

Beweis hiervon: Sei ε > R
�

und δ �� ε
2δ
. Dann gilt na
h (55)

�x,x̃>�a,b� Sx � x̃S � δÔ� Yy�x� � y�x̃�Y �
ε

2
.

Für hinrei
hend groÿes k > N ist

b � δ � xk � b und Yy�xk� � y�Y �
ε

2
,

also folgt für alle x > �a, b� mit Sx � bS � δ, d.h. b � δ � x � b und Sx � xk S � δ

Y ỹ�x�
±

�y�x�

� ỹ�b�
±

�y
�

Y B Yy�x� � y�xk�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

ε
2

� Yy�xk� � y�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

ε
2

� ε,

d.h. ỹ ist stetig in b. ℄

Wegen (54) gilt für alle x > �a, b� (bea
hte ỹS
�a,b� � y)

ỹ�x�
±

stetig in b (na
h (56))

� y0 �

x

S

x0

f �t, ỹ�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�a, b� � K `D stetig (na
h (56))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�a, b� �K `D stetig

dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

stetig in b (na
h 3.4 (iv) d))

, (57)

also gilt (57) sogar für alle x > �a, b� und ỹ ist na
h (56) stetig. Daher folgt aus

3.5 �
�, daÿ ỹ Lösung von y��x� � f�x, y�x�� ist. ✷

Satz 3.7 (Existenzsatz von Peano für Streifen).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum, x0 > R,

a > R
�

, J �� �x0, x0 � a�, D �� J � V und y0 > V . f � D � V sei stetig und

bes
hränkt, d.h. es existiert C > R
�

mit YfY B C.

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0

besitzt mindestens eine auf ganz J de�nierte Lösung.

Zusatz. Der Satz gilt au
h für Intervalle der Form a) J � �x0 � a,x0�, a > R�

,

oder b) J � �x0 � a1, x0 � a2�, a1, a2 > R�

.

Beweis. Der Zusatz folgt im Falle a) dur
h Anwendung des Satzes auf

f̃�x, y� �� �f��x, y�� ��x0,�x0 � a� � V �� V.
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Man erhält eine Lösung ỹ und setze dann y�x� �� ỹ��x�� �x0 � a,x0� � V .

Im Falle b) ergibt si
h der Zusatz dur
h Zusammensetzen der Lösungen

y1� �x0 � a1, x0� � V und y2� �x0, x0 � a2� � V mit y1�x0� � y0 � y2�x0�, wel
he

na
h a) und dem Satz existieren.

Zum Beweis des Satzes: Na
h 3.5 müssen wir eine stetige Lösung y� J � V

der Integralglei
hung

�x>J y�x� � y0 �

x

S

x0

f�t, y�t��dt (58)

�nden.

De�niere für jedes n > N
�

eine stetige Abbildung zn� ��ª, x0�a�� V dur
h

znS
��ª,x0� �� y0,

�k>�1,...,n��x>�x0�
k�1
n
a,x0�

k
n
a�
zn�x� �� y0 �

x

S

x0

f �t, zn �t �
a

n
�� dt

und setze

φn �� znSJ > C�J,V �.

Wir zeigen mittels Arzela-As
oli:

Es existiert eine Teilfolge �φin�n>N von �φn�n>N, die in C�J,V � konver-

gent ist, d.h. glei
hmäÿig auf J gegen eine stetige Abbildung y� J � V

konvergiert.

(59)

Hieraus folgt dann na
h De�nition von zin

�x>J φin
°

n�ª
�� y�x�

� y0 �

x

S

x0

f �t, zin �t �
a

in
�� dt. (60)

Sodann werden wir zeigen:

�f �t, zin �t �
a
in
ǱǱǱ

n>N
�

konvergiert glei
hmäÿig für t > J gegen f�t, y�t��.

(61)

Aus (60), (61) folgt sofort (58) und der Satz ist bewiesen.

Zu (59) und (61): Für alle n > N
�

gilt

�x>��ª,x0�a� Yzn�x1� � zn�x2�Y B C Sx1 � x2S. (62)

[ Zu (62): Ohne Eins
hränkung sei x2 B x1.

1. Fall: x1 � x0. Dann gilt Yzn�x1� � zn�x2�Y � Yy0 � y0Y � 0.

2. Fall: x2 B x0 B x1. Dann gilt

Yzn�x1� � zn�x2�Y �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x1

S

x0

f �t, zin �t �
a

in
�� dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

x1

S

x0

\f �t, zin �t �
a

in
��\

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BC

dt

B C �x1 � x0� B C �x1 � x2�.
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3. Fall: x0 � x2. Dann folgt erneut wegen YfY B C

Yzn�x1� � zn�x2�Y �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x1

S

x2

f �t, zin �t �
a

in
�� dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B C �x1 � x2�. �

Aus (62) folgt für n > N
�

�t>J��x0,x0�a� Z

n�ª
�� zn�t�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

zn �t �
a
n
�

�

�zn�x0�
©

y0 Z

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

� 0, t � a
n
� x0,

B C a, t � a
n
C x0

und Yzn�t� � y0Y B C a.

(63)

Aus der De�nition von φn, (62) und (63) folgt für jedes n > N
�

�x1,x2>J Yφn�x1� � φn�x2�Y B C Yx1 � x2Y

und

�x>J Yφn�x�Y B Yφn�x� � y0Y � Yy0Y B C a � Yy0Y �� C1,

d.h. YφnYª B C1. Daher ist die Folge �φn�n>N
�

aus C�J,V � na
h 3.1 Beispiel

glei
hgradig stetig und bes
hränkt. (59) folgt nun aus den Satz von Arzela-

As
oli 3.3.

Zu zeigen bleibt (61): Wegen

�t>J \zin �t �
a

in
� � y�t�\ B \zin �t �

a

in
� � zin�t�\

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�62�

B C a
in

n�ª
�� 0

�Y zin�t�
²

�φin�t�

�y�t�Y

und wegen (59) konvergiert au
h �zin �t �
a
in
ǱǱ

n>N
�

glei
hmäÿig für t > J gegen

y�t�. Ferner gilt na
h (63)

�t>J �t, zin �t �
a

in
�� > J � �v > V S Yv � y0Y B C� ��K kompakt,

�t, zin �t �
a
in
ǱǱ

n>N
�

konvergiert für t > J glei
hmäÿig gegen �t, y�t��, also au
h

�t, y�t�� > K, und f SK � K � V ist als stetige Abbildung auf dem Kompaktum

K ` �R�V �6 bekanntli
h glei
hmäÿig stetig. Hieraus folgt (61) folgendermaÿen:

Sei ε > R
�

beliebig. Dann existiert zunä
hst ein δ > R
�

derart, daÿ

�

�t1,v1�,�t2,v2�>K Y�t1, v1� � �t2, v2�Y � δ Ô� Yf�t1, v1� � f�t2, v2�Y � ε

und sodann ein n0 > N�

derart, daÿ

�nCn0
�t>J \zin �t �

a

in
� � y�t�\ � δ,

6

normierter R-Vektorraum mit Y�t, v�Y �max�StS, YvY�
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also

�nCn0
�t>J ℄f �t, zin �t �

a

in
��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>K

�f �t, y�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>K

℄ � ε.

Auf (59) und (61) hatten wir den Satz zurü
kgeführt, wel
her damit voll-

ständig bewiesen ist. ✷

Satz 3.8 (Existenzsatz von Peano für Re
hte
ke).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum, J ` R ein

ni
ht-entartetes kompaktes Intervall, x0 > J , und D �� J � �v > V S Yv � y0Y B b�

mit y0 > V , b > R�

. f � D � V sei stetig und bes
hränkt, d.h. es existiert C > R
�

mit YfY B C.

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0

besitzt mindestens eine Lösung y� J 9 �x0 �
b
C
, x0 �

b
C
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��I

� V .

Beweis.Wir de�nieren eine stetige Fortsetzung f̃ � J�V � V auf den Streifen

J � V von f mit YfY B C dur
h

�

�x,y�>J�V f̃�x, y� ��

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

f�x, y�, Yy � y0Y B b, d.h. �x, y� > D,

f�x, y0 � b
y�y0
Yy�y0Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�y für Yy�y0Y�b

Ǳ, Yy � y0Y C b.

Na
h 3.7 inkl. Zusatz existiert eine Lösung ỹ� J � V der Anfangswertaufgabe

y��x� � f̃�x, y�x��, y�x0� � y0. Daher gilt na
h 3.5

�x>I ỹ�x� � y0 �

x

S

x0

f̃�t, ỹ�t��dt.

Hieraus folgt zunä
hst

�x>I Yỹ�x� � y0Y �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x

S

x0

f̃�t, ỹ�t��dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

x

S

x0

BC
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

Yf̃�t, ỹ�t��Y dt

B C Sx � x0S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B

C
b

B b

und sodann na
h De�nition von f̃

�x>I ỹ�x� � y0 �

x

S

x0

f�t, ỹ�t��dt.

Somit ist y �� ỹSI na
h 3.5 eine Lösung von y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0. ✷
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Satz 3.9 (Lokaler Existenzsatz von Peano).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V o�en,

�x0, y0� > D und f � D � V stetig.

Beh.: Es existieren ε > R
�

und mindestens eine Lösung y� �x0 � ε,x0 � ε� � V

der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0.

Beweis. Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Wegen der O�enheit von D

existiert b > R
�

mit

D0 �� �x0 � b, x0 � b� � �v > V S Yv � y0Y B b� `D

und wegen der Kompaktheit von D0 sowie der Stetigkeit von f existiert C > R
�

mit YfYSD0
B C. Die Behauptung folgt nun aus 3.8 mit ε ��min�b, b

C
�. ✷

Wir wollen nun unter den Voraussetzungen des letzten Satzes au
h die Exi-

stenz maximaler (d.h. ni
ht mehr forsetzbarer) Lösungen beweisen. Hierbei wer-

den wir das Zorns
he Lemma verwenden, vgl. Anhang A.

Hauptsatz 3.10 (Globaler Existenzsatz von Peano).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V o�en und

f � D � V eine stetige Abbildung.

Beh.:

(i) Zu jedem �x0, y0� > D existiert mindestens eine maximale (d.h. ni
ht mehr

fortsetzbare) Lösung der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0.

Des weiteren läÿt si
h jede Lösung der Di�erentialglei
hung

y��x� � f�x, y�x�� (64)

zu einer maximalen fortsetzen.

(ii) Ist y� I � V eine maximale Lösung von (64), so ist I ein o�enes Intervall.

(iii) Ist y� I � V eine maximale Lösung von (64), so läuft Graph y in D von

Rand zu Rand. Letzteres soll folgendes bedeuten:

Zu jedem Kompaktum K `D existieren x
�

, x
�

> I derart, daÿ gilt

�x>I �
x � x

�

x A x
�

¡Ô� �x, y�x�� >D �K. (65)

Bemerkung. (65) besagt, daÿ der Graph von y na
h hinten und na
h vorn

s
hlieÿli
h aus jeder kompakten Menge herausläuft.
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Beweis. Zu (i): Wegen des lokalen Existenzsatzes von Peano 3.9 genügt es,

die zweite Aussage zu beweisen. Sei also y
�

� I
�

� V eine Lösung von (64). Wir

setzen

X �� �y� Iy � V Lösung von (64) mit I
�

` Iy und ySI
�

� y
�

�

sowie

�y1,y2>X y1 B y2 �
� Iy1 ` Iy2 , y1 � y2SI1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Graph y1`Graph y2 >P�R�V �

.

Es gilt y
�

> X, also X x g, und X ist dur
h B geordnete Menge. Wir haben

zu zeigen, daÿ X ein maximales Element besitzt. Hierfür genügt es wegen des

Zorns
hen Lemmas A.2 zu zeigen, daÿ gilt:

Ist M x g eine totalgeordnete Teilmenge von X, so besitzt M in X eine

obere S
hranke.

Beweis hiervon:

ÇI ��
�y>M Iy a Iy

�

x g ist o�enbar ein Intervall. De�niere

�x>ÇI ỹ�x� �� y�x�, falls y >M mit x > Iy.

Bea
hte, daÿ die re
hte Seite in dieser De�nition unabhängig von der speziellen

Wahl von y ist, da aus y1, y2 >M mit x > Iy1 9 Iy2 folgt � da M totalgeordnet �

y1 B y2 oder y2 B y1 und daher y1�x� � y2�x�.

O�enbar gilt ỹ >X und �y>M ỹ C y, also ist ỹ obere S
hranke von M in X.

Zu (ii): Sei y� I � V eine maximale Lösung von (64). Besäÿe I ein Maximum

x0 > R, so existierten na
h 3.9 ε > R
�

und eine Lösung y1� �x0, x0 � ε� � V von

(64) mit y1�x0� � y�x0�. Dann wäre au
h y2� I 8 �x0, x0 � ε� � V , de�niert

dur
h y2SI �� y und y2S
�x0,x0�ε� �� y1 eine Lösung von (64), im Widerspru
h zur

Maximalität von y.

Analog sieht man ein, daÿ I kein Minimum besitzt.

Zu (iii): Sei also K eine kompakte Teilmenge von D. Angenommen es exi-

stiert kein x
�

> I mit (65). Dann gibt es eine Folge

�xn�n>N in I mit limn�ª xn � sup I > R 8 �ª und �n>N �xn, y�xn�� >K. (66)

Wegen der Kompaktheit von K besitzt �xn, y�xn��n>N eine in K konvergente

Teilfolge, also dürfen wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ

lim
n�ª

�xn, y�xn�� � �ξ, η� >K `D ` R � V, also au
h sup I
²

�ii�

¶ I

� ξ � �ª. (67)

Wir werden zeigen:

ỹ�

`R Intervall

³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ

I 8 �ξ� � V , de�niert dur
h ỹSI �� y und ỹ�ξ� � η ist ebenfalls eine

Lösung von (64).

(68)

Letzteres widerspri
ht der Maximalität von y und die Existenz von x
�

wie in

(iii) ist bewiesen. Die Existenz von x
�

folgt analog.
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Zu (68): Wir wählen eine Norm auf V . Wegen der O�enheit von D in R�V

und �ξ, η�
�67�
> D existieren a, b > R

�

mit

K1 �� �ξ � a, ξ � a� � �v > V S Yv � ηY B 2 b� `D. (69)

Da K1 `D kompakt und f � D � V stetig ist, existiert C > R
�

mit

Yf SK1
Y B C. (70)

Wegen (66), (67) existiert ferner k > N
�

mit

�xk, y�xk�� > �ξ �a1, ξ�� �v > V S Yv � ηY B b�
�69�
` K1,

wobei a1 ��min�a, b
C
� > R

�

.

(71)

Dann gilt (s.u.)

�

x>�xk,ξ�
�71�

` �ξ�a,ξ�a�
�x, y�x�� >

X

K1 `K1, also Graph yS
�xk,ξ�

`K1. (72)

Aus (72) und der Kompaktheit von K1 ` D folgt na
h 3.6, daÿ si
h yS
�xk,ξ�

zu

einer auf �xk, ξ� de�nierten Lösung von (64) fortsetzen läÿt. Diese Fortsetzung

hat na
h (67) an der Stelle ξ den Wert η. Hieraus folgt sofort (68).

Zu zeigen bleibt (72): Angenommen (72) wäre fals
h. Dann existierte of-

fenbar na
h (71), (69) aus Stetigkeitsgründen ein kleinstes x̃ > �xk, ξ� ` I mit

Yy�x̃� � ηY � 2 b, also �x>�xk,x̃�`I �x, y�x�� >K1, und es folgt wegen

Yy�x̃� � y�xk�Y
3.5
�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x̃

S

xk

f�t, y�t��dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

x̃

S

xk

Yf�t, y�t��Ydt

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�70�

B C Sx̃ � xk S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�a1, da ξ�a1�xkBx̃�ξ

� C a1
�71�
B b,

daÿ gilt

2 b � Yy�x̃� � ηY B Yy�x̃� � y�xk�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� b

� Yy�xk� � ηY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B b

� 2 b,

Widerspru
h! ✷

Satz 3.11 (Bana
hs
her Fixpunktsatz). Seien �M,d� ein vollständiger

7

metri-

s
her Raum, A `M eine ni
ht-leere abges
hlosssene Teilmenge und T � A �M

eine Abbildung mit folgenden Eigens
haften:

T ist kontrahierend, d.h. per de�nitionem

§C>�0,1��p,q>A d �T �p�, T �q�� B C d�p, q� (73)

und

T �A� ` A. (74)

Dann gilt:

7

Ein metris
her Raum heiÿt vollständig, wenn jede Cau
hy-Folge konvergiert.
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(i) Es existiert genau ein p
�

> A mit T �p
�

� � p
�

.

(ii) Ist p0 > A beliebig gewählt und ist die Folge �pn�n>N rekursiv de�niert dur
h

�n>N pn�1 �� T �pn�, so gilt limn�ª pn � p� und darüber hinaus

�n>N d�pn, p�� B
Cn

1 �C
d�p0, p1�. (75)

Beweis. Wir zeigen zunä
hst:

�pn�n>N ist Cau
hy-Folge. (76)

[ Es gilt für alle n > N
�

d�pn, pn�1� � d �T �pn�1�, T �pn��
�73�

B C d �pn�1, pn�

�73�

B C2 d �pn�2, pn�1� B . . . B C
n d�p0, p1�,

also au
h für m > N
�

d�pn, pn�m� B
m�1

Q

i�1

d�pn�i, pn�i�1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BCn�i d�p0,p1�

B

Cn

1 �C
d�p0, p1�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0

, (77)

und hieraus folgt (76). ℄

Da M vollständig ist, folgt aus (76) die Existenz von p
�

>M mit

lim
n�ª

pn � p�,

und weil �pn�n>N na
h (74) eine Folge in der abges
hlossenen Menge A ist,

gilt sogar p
�

> A. Die Gültigkeit von (75) folgt aus (77) dur
h Bildung des

Grenzwertes für m �ª. Zum Na
hweis des Satzes bleibt daher zu zeigen, daÿ

p
�

die in (i) genannte Eigens
haft hat:

Aus (73) folgt, daÿ T � A�M stetig ist, also gilt

p
�

� lim
n�ª

pn�1 � lim
n�ª

T �pn� � T �p��.

Sei p > A beliebig mit T �p� � p. Dann ergibt (73)

d�p
�

, p� � d �T �p
�

�, T �p�� B C
®

>�0,1�

d�p
�

, p�,

und dies ist nur im Falle d�p
�

, p� � 0, d.h. p � p
�

, mögli
h. ✷

De�nition 3.12 ((Lokale) Lips
hitzbedingung bzgl. y). Seien V,W endli
h-

dimensionale (normierte) R-Vektorräume, D ` R � V und f � D � W eine Ab-

bildung.

(i) Wir sagen, daÿ f einer (globalen) Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt, wenn

eine Lips
hitzkonstante L > R
�

existiert mit

�

�x,y1�,�x,y2�>D Yf�x, y1� � f�x, y2�Y B L Yy1 � y2Y.
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(ii) Wir sagen, daÿ f einer lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt, wenn zu

jedem �x0, y0� > D eine Umgebung U > U

X

��x0, y0�,D� existiert, derart,

daÿ f SU � U �W einer Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt.

Bemerkung. Je zwei Normen auf einem endli
h-dimensionalen R-Vektorraum

sind bekanntli
h äquivalent. Ob f einer (lokalen) Lips
hitzbedingung bzgl. y ge-

nügt oder ni
ht, hängt von den Normen von V undW o�enbar nur bis auf Äqui-

valenz ab und ist deshalb unabhängig von den gewählten Normen. Allerdings

ändert si
h beim Übergang zu anderen Normen i.a. �die� Lips
hitzkonstante.

Satz 3.13.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum, D ` R�V

und f � D � V stetig. Zusätzli
h setzen wir voraus, daÿ zu jedem x0 > R

Ux0 �� �y > V S �x0, y� >D� ` V

eine o�ene Teilmenge und daÿ f stetig partiell di�erenzierbar na
h y ist. Letz-

teres heiÿt per de�nitionem

�

�x0,y0�>D f�x0, . . .� ist di�erenzierbar in y0, d.h. es existiert

∂f

∂y
�x0, y0� �� dy0�f�x0, . . .�� > End�V �,

und

∂f

∂y
� D �� End�V �, �x0, y0� z�

∂f

∂y
�x0, y0�,

ist stetig.

(78)

Beh.:

(i) Ist C > R mit Y

∂f
∂y
Y B C auf D, wobei Y . . . Y die Operatornorm auf End�V �

bezei
hne, und ist Ux0 für jedes x0 > R konvex, so gilt

�

�x,y1�,�x,y2�>D Yf�x, y1� � f�x, y2�Y B C Yy1 � y2Y.

(ii) f genügt einer lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. y.

Bemerkung. Im Falle V � R
n
, f � �f1, . . . , fn� mit fi� D � R für i > �1, . . . , n�

ist (78) äquivalent dazu, daÿ für alle i, j > �1, . . . , n� gilt

fi ist partiell di�erenzierbar na
h yj (auf D) und

∂fi

∂yj
� D � R ist stetig.

Beweis als Übung. ✷
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Satz 3.14 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Pi
ard-Lindelöf für Streifen).

Vor.: Es seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, x0 > R, a > R
�

,

J �� �x0, x0 � a�, D �� J � V und y0 > V . f � D � V sei stetig und genüge einer

Lips
hitzbedingung bzgl. y.8

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0

besitzt genau eine auf ganz J de�nierte Lösung.

Zusatz. Der Satz gilt au
h für Intervalle der Form a) J � �x0 � a,x0�, a > R�

,

oder b) J � �x0 � a1, x0 � a2�, a1, a2 > R�

.


) Jede auf einem Teilintervall I ` J mit x0 > I de�nierte Lösung obiger

Anfangswertaufgabe ist Bes
hränkung der auf ganz J de�nierten Lösung.

Beweis. Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Dann gilt na
h Voraussetzung

§L>R
�

�

�x,y1�,�x,y2�>D Yf�x, y1� � f�x, y2�Y B L Yy1 � y2Y.

Sei X �� C�J,V �. Na
h 3.5 ist zu zeigen, daÿ

T � X ��X, y z�
�

�

x ( y0 �

x

S

x0

f�t, y�t��dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

stetig in x, sogar stetig di�erenzierbar

�

�

genau einen Fixpunkt besitzt. Dies soll mithilfe des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes

3.11 ges
hehen.

Dur
h �y>X YyY� �� max�

��ψ�x�
¬

e�βx Yy�x�Y Sx > J�, wobei β > R
�

mit β A L, wird

eine Norm auf X de�niert (Beweis als Übung), die äquivalent zu Y . . . Y
ª

ist.

(Es gilt nämli
h λ Y . . . Y
ª

B Y . . . Y
�

B µ Y . . . Y
ª

, falls ψ�J� � �λ,µ�; bea
hte,

daÿ die Teilmenge J von R ein kompaktes Intervall ist.) Mit �X, Y . . . Y
ª

� (siehe

Übung 3.2) ist daher au
h �X, Y . . . Y
�

� ein R-Bana
hraum. Es genügt nun wegen

L
β
> �0,1� zu zeigen, daÿ gilt

�y1,y2>X YT �y1� � T �y2�Y� B
L

β
Yy1 � y2Y�.

Beweis hiervon: Seien y1, y2 > X und x > J � �x0, x0 � a�. Dann gilt

Y�T �y1� � T �y2���x�Y �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x

S

x0

�f�t, y1�t�� � f�t, y2�t���dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

x

S

x0

Yf�t, y1�t�� � f�t, y2�t��Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

s.o.

B L Yy1�t��y2�t�Y

dt

8

Beim Existenzsatz von Peano 3.7 hatten wir stattdessen die wesentli
h andere Vorausset-

zung �f bes
hränkt�. Weder folgt aus der Gültigkeit einer Lips
hitzbedingung die Bes
hränkt-

heit no
h umgekehrt.

32



B L

x

S

x0

eβt e�βt Yy1�t� � y2�t�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Def. Y . . . Y
�

B Yy1�y2Y�

dt

B L Yy1 � y2Y�

x

S

x0

eβt dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

1

β
eβt

U

t�x

t�x0
B

1

β
eβx

B

L

β
eβx Yy1 � y2Y�,

also �x>J e
�βx

Y�T �y1��T �y2���x�Y B
L
β
Yy1 � y2Y�, und d.h. na
h De�nition von

Y . . . Y
�

genau

YT �y1� � T �y2�Y� B
L

β
Yy1 � y2Y�.

Zu zeigen bleibt der Zusatz: a) folgt dur
h Anwendung des Satzes auf

f̃�x, y� �� �f��x, y�� �J � V �� V.

Man erhält eine Lösung ỹ. Setze dann y�x� �� ỹ��x�� J � V .

b) ergibt si
h dur
h Zusammensetzen der Lösungen aus a) und dem Satz.


) folgt im Falle I kompakt aus dem Satz sowie Zusatz a) oder b), angewandt

auf D0 �� I � V und f0 �� f SD0
. Ist I ni
ht kompakt, so gilt I ` I, und die

Behauptung gilt für I, also ebenfalls für I. ✷

Satz 3.15 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Pi
ard-Lindelöf für Re
ht-

e
ke).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum, J ` R ein

ni
ht-entartetes kompaktes Intervall, x0 > J , und D �� J � �v > V S Yv � y0Y B b�

mit y0 > V , b > R�

. f � D � V sei stetig und bes
hränkt, d.h. es existiert C > R
�

mit YfY B C. Ferner genüge f einer Lips
hitzbedingung bzgl. y.

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0

besitzt genau eine auf J 9 �x0 �
b
C
, x0 �

b
C
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��I`R kompaktes Intervall

de�nierte Lösung, und jede auf einem

Teilintervall von I de�nierte Lösung der Anfangswertaufgabe ist eine Bes
hrän-

kung hiervon.

Beweis. Modi�ziere den Beweis von 3.14 wie folgt

A �� �v > V S Yv � y0Y B b�,

X �� C�I,A�.

De�niere T � X �X analog zu oben dur
h

�y>X�x>I �T �y���x� �� y0 �

x

S

x0

f�t, y�t��dt.
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Dann gilt T �y��I� ` A für y > X, da

YT �y��x� � y0Y �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x

S

x0

f�t, y�t��dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B C Sx0 � xS
x>I
B b,

und die Behauptung folgt wie in 3.14. ✷

Satz 3.16 (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Pi
ard-Lindelöf).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V o�en,

�x0, y0� > D und f � D � V stetig. Es existiere eine Umgebung U > U

X

��x0, y0�,D�

derart, daÿ f SU � U �W einer Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt.

Beh.: Für hinrei
hend kleines ε > R
�

besitzt die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0

genau eine Lösung y� �x0 � ε,x0 � ε� � V .

Beweis. Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Es existiert b > R
�

mit

D0 �� �x0 � b, x0 � b� � �v > V S Yv � y0Y B b� ` U `D.

Wir setzen f0 �� f SD0
. Wegen der Stetigkeit von f und der Kompaktheit von D0

existiert C > R
�

mit Yf0Y B C. Wegen D0 ` U genügt f0 einer Lips
hitzbedingung

bzgl. y. Na
h dem letzten Satz 3.15 besitzt die obige Anfangswertaufgabe genau

eine auf �x0 � ε,x0 � ε� de�nierte Lösung, falls ε > R�

mit ε Bmin�b, b
C
�. ✷

Hauptsatz 3.17 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Pi
ard-Lin-

delöf).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V o�en und

f � D � V eine stetige Abbildung, die einer lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. y

genügt.

Beh.: Zu jeden �x0, y0� > D besitzt die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0 (79)

genau eine maximale Lösung.

Zusatz. Jede Lösung von (79) ist Bes
hränkung der maximalen Lösung. Die

maximale Lösung ist auf einem o�enen Intervall von R de�niert, und ihr Graph

läuft in D von Rand zu Rand.

Beweis. Der Zusatz folgt aus dem Hauptsatz aufgrund von 3.10. Ebenso

ergibt 3.10 die Existenz mindestens einer Lösung.

Seien y1� I1 � V und y2� I2 � V zwei maximale Lösungen von (79), also sind

I1, I2 na
h 3.10 o�ene Intervalle. Dann ist I �� I1 9 I2 ein o�enes Intervall von

R mit x0 > I. Wir behaupten

y1SI � y2SI . (80)

[ Zu (80): Wir setzen

A �� �x > I Sy1�x� � y2�x�� und B �� �x > I Sy1�x� x y2�x��,
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also A 8 B � I, A 9 B � g und x0 > A (wegen y1�x0� � y0 � y2�x0�.) Aus

Stetigkeitsgründen ist B o�en in I. Wegen des Zusammenhanges von I bleibt

zum Na
hweis von (80), d.h. von A � I, nur zu zeigen:

A ist o�en in I.

Beweis hiervon: Sei ξ > A, also y1�ξ� � y2�ξ� �� η. Na
h 3.16 existiert ε > R
�

mit �ξ � ε, ξ � ε� ` I und �x>�ξ�ε,ξ�ε� y1�x� � y2�x�. Insbesondere gilt daher

�ξ � ε, ξ � ε� ` A. ℄

Mit I1, I2 ist wegen x0 > I � I1 9 I2 au
h

ÇI �� I1 8 I2 ein o�enes Intervall von

R, und wegen (80) ist au
h y� ÇI � V , de�niert dur
h yI1 �� y1, yI2 �� y2 eine

Lösung von (79), die eine Fortsetzung sowohl von y1 als au
h von y2 ist. Wegen

der Maximalität von y1 und y2 folgt s
hlieÿli
h I1 � ÇI und I2 � ÇI, d.h. I1 � I2,

y1 � y und y2 � y, also y1 � y2. ✷

Wir fassen die wi
htigen Resulate 3.10 und 3.17 sowie 3.13, formuliert für

den Spezialfall V � R
n
, no
h einmal zusammen:

Hauptsatz 3.18.

Vor.: Seien n > N
�

, D ` R
n�1

o�en, f � �f1, . . . , fn�� D � R
n
eine stetige

Abbildung und �x0, y01, . . . , y0n� > D.

Beh.:

(i) Die Anfangswertaufgabe (des Systems von Di�erentialglei
hungen)

y�1�x� � f1�x, y1�x�, . . . , yn�x��

� �

y�n�x� � fn�x, y1�x�, . . . , yn�x��

,
�

�

�

y1�x0�

�

yn�x0�

�

�

�

�

�

�

�

y01
�

y0n

�

�

�

besitzt eine maximale Lösung.

Jede Lösung läÿt si
h zu einer maximalen Lösung fortsetzen.

Jede maximale Lösung ist auf einem o�enen Intervall de�niert, und ihr

Graph läuft in D von Rand zu Rand.

(ii) Genügt darüber hinaus f einer lokalen Lips
hitzbedingung � dies ist z.B.

der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen

∂fi
∂yj

, i, j > �1, . . . , n�, auf ganz D

de�niert und dort stetig sind, insbesondere also, wenn f eine C

1
-Abbildung

ist �, so existiert genau eine maximale Lösung, und jede Lösung ist Be-

s
hränkung dieser maximalen Lösung. ✷

3.19 (Die Äquivalenz zwis
hen Di�erentialglei
hungen höherer Ordnung und

Systemen von Di�erentialglei
hungen erster Ordnung). Sei n > N mit n C 2.

(i) Seien D ` R
n�1

und f � D � R eine stetige Funktion. Wir betra
hten die

explizite Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung

y�n� � f�x, y�x�, y��x�, . . . , y�n�1��x��. (81)
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1.) Ist y� I � R Lösung von (81), also insbesondere y n-mal di�erenzierbar,

so ist die di�erenzierbare Abbildung z� I � R
n
, de�niert dur
h

�x>I z�x� �� �y�x�, y
�

�x�, . . . , y�n�1��x��,

Lösung des folgenden Systems von Di�erentialglei
hungen erster Ordnung

z�1�x� � z2�x�

z�2�x� � z3�x�

� �

z�n�1�x� � zn�x�

z�n�x� � f�x, z1�x�, . . . , zn�x��,

(82)

d.h. z��x� � F �x, z�x��, wobei F � D � R
n
stetig, de�niert dur
h

Fi�x, z1, . . . , zn� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

zi�1, i > �1, . . . , n � 1�,

f�x, z1, . . . , zn�, i � n.

2.) Ist umgekehrt z� I � R
n
Lösung von (82), so folgt

z�1�x� � z2�x�,

z��1 �x� � z
�

2�x� � z3�x�,

�

z
�n�1�
1 �x� � . . . � z�n�1�x� � zn�x�,

z
�n�
1 �x� � z�n�x� � f�x, z1�x�, z

�

1�x�, . . . , z
�n�1�
1 �x��,

also ist z1� I � R Lösung von (81).

3.) Seien x0 > R und y0 � �y01, . . . , y0n� > R
n
mit �x0, y0� > D. Dann

entspri
ht eine Lösung der Anfangswertaufgabe

�81�, y�x0� � y01, y
�

�x0� � y02, . . . , y
�n�1�

�x0� � y0n

umkehrbar eindeutig einer Lösung z � �z1, . . . , zn� der Anfangswertaufga-

be

�82�, z�x0� � y0.

(ii) Allgemeiner lassen si
h z.B. au
h Systeme von Di�erentialglei
hungen n-

ter Ordnung zu Systemen von Di�erentialglei
hungen erster Ordnung um-

formen, indem man die Ableitungen der Ordnung � n als neue Funktionen

einführt.

Beispiel. Ein Massepunkt (der Masse 1) bewege si
h im Raum unter dem

Ein�uÿ eines zeitabhängigen Kraftfeldes

k � �f, g, h�� D
®

`R4

�� R
3.
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Seine Bahn c�t� � �x�t�, y�t�, z�t�� erfülle die Bewegungsglei
hung c̈ � k,

d.h.:

ẍ � f�t, x, y, z�

ÿ � g�t, x, y, z�

z̈ � h�t, x, y, z�

Dieses System von drei Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung ist äqui-

valent zum folgenden System von se
hs Di�erentialglei
hungen erster Ord-

nung:

ẋ � u, u̇ � f�t, x, y, z�

ẏ � v, v̇ � g�t, x, y, z�

ż � w, ẇ � h�t, x, y, z�

Aus 3.18, 3.19 folgen lei
ht Existenz- und Eindeutigkeitssätze für Anfangs-

wertaufgaben bei Di�erentialglei
hungen n-ter Ordnung.

Hauptsatz 3.20.

Vor.: Seien n > N mit n C 2, D ` R
n�1

o�en, f�x, y1, . . . , yn�� D � R eine

stetige Funktion und �x0, y01, . . . , y0n� > D.

Beh.:

(i) Die Anfangswertaufgabe

y�n��x� � f�x, y�x�, y��x�, . . . , y�n�1��x��,

y�x0� � y01, y
�

�x0� � y02, . . . , y
�n�1�

�x0� � y0n

besitzt eine maximale Lösung.

Jede Lösung läÿt si
h zu einer maximalen Lösung fortsetzen, und jede

maximale Lösung ist auf einem o�enen Intervall de�niert.

(ii) Genügt darüber hinaus f einer lokalen Lips
hitzbedingung � dies ist z.B.

der Fall, wenn die partiellen Ableitungen

∂f
∂y1

, . . . , ∂f
∂yn

auf ganz D de�niert

und dort stetig sind, insbesondere also, wenn f eine C

1
-Abbildung ist �, so

existiert genau eine maximale Lösung, und jede Lösung ist Bes
hränkung

dieser maximalen Lösung.

Beweis. Wegen 3.18 und 3.19 ist nur zu zeigen:

Ist U ` D o�en und genügt f SU � U � R einer Lips
hitzbedingung, so ist

letzteres au
h für F SU � U � R
n
, F wie in 3.19 (i), der Fall.

Beweis hiervon: Wir verwenden auf R
n
die Maximumsnorm Y . . . Y

ª

, die ge-

geben isr dur
h

�

�a1,...,an�>Rn Y�a1, . . . , an�Yª ��max �SaiS S i > �1, . . . , n�� .

Existiere also L > R
�

mit

�

�x,y�,�x,ỹ�>U Sf�x, y� � f�x, ỹ�S B L Yy � ỹYª.
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Dann folgt für alle �x, y�, �x, ỹ� > U au
h

�i>�1,...,n�1� SFi�x, y�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�yi�1

�Fi�x, ỹ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�ỹi�1

S B Yy � ỹY
ª

,

SFn�x, y�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�f�x,y�

�Fn�x, ỹ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�f�x,ỹ�

S B L Yy � ỹY
ª

,

also YF �x, y� � F �x, ỹ�Y
ª

Bmax�L,1� Yy � ỹY
ª

. ✷
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4 Glei
hungen von Di�erentialformen und exakte

Di�erentialglei
hungen

4.1 (Glei
hungen von Di�erentialformen).

a) Wir betra
hten in diesem Kapitel Di�erentialglei
hungen (im wahrsten

Sinne des Wortes) der Form

g�x, y�dx � h�x, y�dy � 0, (83)

wobei D ` R
2
ein Gebiet

9

und g,h� D � R stetige Funktionen sind, also

ist ω �� g�x, y�dx � h�x, y�dy eine stetige 1-Form auf D.

De�niton. Ein auf einem Intervall I von R de�nierter glatter

10

C

1
-Weg

c � �c1, c2�� I �D heiÿt Lösung von (83) genau dann, wenn gilt

�t>I ωc�t��c
�

�t�� � 0. (84)

Bemerkung. (84) ist sowohl äquivalent zu

g�c�t�� c1
�

�t� � h�c�t�� c2
�

�t� � 0

als au
h zu

`c��t�, �g,h��c�t��e � 0,

wobei `. . . , . . .e das kanonis
he Skalarprodukt auf R2
bezei
hne.

Letzteres bedeutet im Falle �g2 � h2��c�t�� A 0

c��t� > R ��h, g��c�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x0

,

also

c�t� �R c��t�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Tangente an c zur Zeit t

� c�t� �R ��h�c�t��, g�c�t���.

Es gilt:

Sind c� I � D eine Lösung von (83) und ϕ� J � I ein C

1
-

Di�eomorphismus, so ist au
h c X ϕ� J � D eine Lösung von

(83).

(85)

[ Denn für alle s > J gilt �c X ϕ���s� � ϕ��s� c��ϕ�s�� x 0 und weierhin

ωcXϕ�s���c X ϕ�
�

�s�� � ϕ��s� ωc�ϕ�s���c
�

�ϕ�s���
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�0

� 0. ℄

9

Eine Teilmenge eines topologis
hen Raumes heiÿt Gebiet, wenn sie o�en und zusammen-

hängend ist.

10

Ein di�erenzierbarer Weg mit nirgends vers
hwindender Ableitung heiÿt glatt.
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Ferner gilt trivialerweise

Ist M � D � R eine stetige Funktion mit �

�x,y�>DM�x, y� x 0, so

besitzt die Di�erentialglei
hung

M�x, y� g�x, y�dx �M�x, y�h�x, y�dy � 0

dieselben Lösungen wie (83).

(86)

Wir setzen im weiteren Verlauf von 4.1 zusätzli
h voraus, daÿ auf D gilt

g2 � h2 A 0.

Man hat dann wieder (ähnli
h wie in 2.1) ein Linienelementefeld: Jedem

Punkt p > D ist genau eine Gerade

L�p� �� p �R ��h�p�, g�p��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x0

` R
2

zugeordnet, und ein glatter C

1
-Weg c in D ist genau dann Lösung von

(83), wenn für alle t die Tangente an c zur Zeit t glei
h dem in c�t�

sitzenden Lienienelement L�c�t�� ist, vgl. die obige De�nition. Dabei sind

jetzt im Unters
hied zu 2.1 au
h Linienelemente parallel zur y-A
hse (�mit

unendli
her Steigung�) zugelassen, (L�p� � p �R �0,1�, falls h�p� � 0.)

b) Aus (83) erhält formal dur
h �Division dur
h dx bzw. dy� die Di�erenti-

alglei
hungen

g�x, y� � h�x, y�
dy

dx
� 0, d.h. g�x, y�x�� � h�x, y�x��y��x� � 0, (87)

und

g�x, y�
dx

dy
� h�x, y� � 0, d.h. g�x�y�, y�y��x� � h�x�y�, y� � 0. (88)

Das Linienelementefeld von (87) bzw. (88) ist dasselbe wie von (83) mit

folgenden Ausnahmen: In den Punkten p > D mit h�p� � 0 ist L�p� kein

Linienelement von (87), in den Punkten p > D mit g�p� � 0 ist L�p� kein

Linienelement von (88).

Beispiel. D � R
2
��0�, g�x, y� � x, h�x, y� � y. Dann sind (83), (87), (88)

glei
h

xdx � y dy � 0,

x � y�x�y��x� � 0,

x�y�x��y� � y � 0.

Die Lösungen von (83) sind alle glatten C

1
-Wege c � �c1, c2� in R

2
mit

c1
2
� c2

2
> R

�

konstant, z.B.

c� R�� R
2
� �0�, tz� �r cos�t�, r sin�t��

mit r > R
�

.
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Die maximalen Lösungen von (87) sind

y�x�� � � r, r� �� R, x z� �

º

r2 � x2,

wobei r > R
�

, deren Graphen � � r, r� � R
2
� �0�, x ( �x,�

º

r2 � x2�

spezielle Lösungen von (83) sind.

Die maximalen Lösungen von (88) sind

x�y�� � � r, r� �� R, y z� �

»

r2 � y2,

wobei r > R
�

, deren �Graphen� � � r, r� � R
2
� �0�, y ( ��

»

r2 � y2, y�

spezielle Lösungen von (83) sind.

Allgemein gilt:

Satz.

(i) Seien c � �c1, c2�� I �D Lösung von (83) und tj > I mit c�j�t��tj� x 0

für j > �1,2�.11 Ferner sei Ij eine Intervall-Umgebung von tj > I mit

�t>Ij c
�

j�t� x 0, also (na
h Analysis) cj � Ij � Jj C
1
-Di�eomorphismus

auf ein Intervall Jj von R. Dann ist

�

Φ� J1 �� R, xz� c2 X c1
�1
�x�, im Falle j � 1,

Ψ� J2 �� R, y z� c1 X c2
�1
�y�, im Falle j � 2,

¡

Lösung von �

(87)

(88)

¡, und es gilt

cSIj �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

�

x( �x,Φ�x��
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

GraphΦ � X c1SI1
��Graph� Ψ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

y( �Ψ�y�,y�

� X c2SI2

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

,

d.h. cSIj ist C
1
-Umparametrisierung des �

Graphen

�Graphen�

¡ einer Lösung

von �

(87)

(88)

¡.

(ii) Ist umgekehrt �

Φ

Ψ
¡ � J � R eine Lösung von �

(87)

(88)

¡, so folgt, daÿ

c �� �
GraphΨ

�Graph� Φ
¡ � J � D eine Lösung von (83) ist, also ist na
h

(85) au
h jede C

1
-Umparametrisierung hiervon Lösung von (83).

Beweis. Wir führen den Beweis für den Fall j � 2; den Fall j � 1 zeigt man

analog.

11

Wegen c��t� x 0 kann jedes t > I als t1 oder t2 genommen werden.
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Zu (i): Dann gilt für jedes y > J2

g� Ψ�y�
²

� c1Xc2�1�y�

, y
®

� c2Xc2�1�y�

� Ψ�

�t�
²

�

c1
�

Xc2
�1

�y�

c2
�

Xc2
�1

�y�

�h� Ψ�y�
²

� c1Xc2�1�y�

, y
®

� c2Xc2�1�y�

�

t��c2
�1
�y�>I2
�

1

c2��t�
�g�c�t�� c1

�

�t� � h�c�t�� c2
�

�t�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�0, da c Lösung von (83)

� � 0

und für alle t > I2

��Graph� Ψ� X c2�t� � � Ψ
®

� c1Xc2�1

�c2�t��, c2�t�� � c�t�.

Zu (ii): Für t > J gilt

ωc�t��c
�

�t�� � ω
�Ψ�t�,t��Ψ

�

�t�,1� � g�Ψ�t�, t�Ψ�

�t� � h�Ψ�t�, t� � 0,

da Ψ Lösung von (88) ist. ✷

Fazit: Die Lösungen von (83) sind genau diejenigen C

1
-Wege in D, die

lokal C

1
-Umparametrisierungen von Graphen von Lösungen von (87) bzw.

von �Graphen� von Lösungen von (88) sind.


) Bemerkung. Unter den Lösungen von (83) können Verzweigungen auf-

treten, siehe z.B.

»

SySdx � dy � 0 auf R
2
, vgl. 2.3.

4.2 (Exakte Di�erentialglei
hungen). Seien D ` R
2
ein Gebiet und g,h� D � R

stetige Funktionen.

De�niton. Die Di�erentialglei
hung

g�x, y�dx � h�x, y�dy � 0 (89)

heiÿt exakt , wenn die stetige 1-Form ω �� g�x, y�dx � h�x, y�dy exakt ist, d.h.

wenn eine C

1
-Funktion F � D � R existiert mit dF

°

�

∂F
∂x

dx� ∂F
∂y

dy

� ω, also

∂F

∂x
� g ,

∂F

∂y
� h.

F mit dieser Eigens
haft heiÿt Potential oder Stammfunktion von ω und

ist � falls existent � bis auf eine addidtive Konstante eindeutig bestimmt, vgl.

Analysis.

Satz. Seien (89) exakt und F ein Potential von ω. Dann gilt:

(i) Ist c� I � R ein glatter C

1
-Weg, so folgt

c ist Lösung von (89)
� F X c ist konstant.
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(ii) Gilt auf D g2 � h2 A 0, so verläuft dur
h jeden Punkt von D bis auf C

1
-

Umparametrisierung genau eine (lokale) Lösungskurve, es gibt also keine

Verzweigungen.

Beweis. Zu (i): Wegen �t>I ωc�t� � dc�t�F gilt

c ist Lösung von (89) 
� �t>I ωc�t��c
�

�t�� � 0


� �t>I �F X c���t� � 0


� F X c ist konstant.

Zu (ii): Gelte g2 �h2 A 0 und sei �x0, y0� >D sowie C �� F �x0, y0�. Dann gilt

∂F

∂x
�x0, y0� � g�x0, y0� x 0 -

∂F

∂y
�x0, y0� � h�x0, y0� x 0.

Wegen der C

1
-Eigens
haft von F existieren Intervall-Umgebungen J1 von x0 und

J2 von y2 mit J1 � J2 `D und

�

�x,y�>J1�J2

∂F

∂x
�x, y� x 0 - �

�x,y�>J1�J2

∂F

∂y
�x, y� x 0.

Na
h dem Satz über implizit de�nierte Funktionen existiert daher eine C

1
-

Funktion ψ2� J2 � J1 mit

F
1
��C�� � ��ψ2�t�, t� S t > J2�

oder eine C

1
-Funktion ψ1� J1 � J2 mit

F
1
��C�� � ��t,ψ1�t�� S t > J1�.

Damit ist (ii) klar. ✷

Bemerkung.

1.) Falls (89) exakt ist und man ein Potential F von ω kennt, so ist die Di�e-

rentialglei
hung �im wesentli
hen� gelöst. Na
h (i) muÿ man die Glei
hung

F �c�t�� � C > R ledigli
h na
h c�t� au�ösen, wel
hes na
h (ii) im Falle

g2 � h2 A 0 lokal bis auf C

1
-Umparametrisierung eindeutig mögli
h ist.

2.) Die Di�erentialglei
hung

»

SySdx�dy � 0 auf R2
kann na
h (ii) ni
ht exakt

sein, da bei ihr Verzweigungen auftreten, vgl. 4.1 
).

Wie prüft man Exaktheit? Und wie �ndet man im Falle der Exaktheit ein

Potential? Hier gilt na
h Analysis der folgende Satz.

Satz 4.3.

Vor.: Seien D ` R
2
ein Gebiet und ω �� g dx � hdy eine stetige 1-Form auf D.

Beh.:

(i) ω ist genau dann exakt, wenn für je zwei stü
kweise C

1
-Wege c, c̃ in D mit

glei
hem Anfangs- und glei
hem Endpunkt gilt

S

c

ω �

S

c̃

ω.
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(ii) Ist ω exakt und p0 > D beliebig, so ist F � D � R, de�niert dur
h

�p>D F �p� ��
S

cp

ω, wobei cp ein beliebiger stü
kweise C

1
-Weg in D

von p0 na
h p ist,

ein Potential von ω. ✷

Beispiel. D �� R
2
, ω �� xdx � y dy.

Für jeden stü
kweise C

1
-Weg c� �α,β� � R

2
gilt

�t>�α,β� ωc�t��c
�

�t�� � c1�t� c1
�

�t� � c2�t� c2
�

�t� �
1

2
�c1

2
� c2

2
�

�

�t�,

also

S

c

ω �

β

S

α

ωc�t��c
�

�t��dt �
1

2
�c1

2
�t� � c2

2
�t��Sβα �

1

2
�x2 � y2�S

c�β�

c�α�
,

und die re
hte Seite hängt nur von c�α� und c�β� ab. Daher ist ω na
h (i) exakt.

Mit p0 �� �0,0� erhält man daher F �x, y� �� 1
2
�x2�y2� na
h (ii) als Potential.

Alle Lösungen der Di�erentialglei
hung ω � 0 erhält man na
h Bemerkung

1.) in 4.2 dur
h Au�ösen von F �c1, c2� � C > R, d.h. von c1
2
� c2

2
� C.

Ebenfalls aus der Analysis bekannt ist der folgende Satz für stetig di�eren-

zierbare (anstelle von stetigen) 1-Formen.

Satz 4.4.

Vor.: Seien D ` R
2
ein Gebiet und ω �� g dx � hdy eine stetig di�erenzierbare

1-Form auf D.

Beh.:

(i) ω ist exakt Ô�

∂g

∂y
�

∂h

∂x
.

12

(ii) D ist sternförmig und

∂g

∂y
�

∂h

∂x
Ô� ω ist exakt. ✷

Bemerkung.

1.) Man kann lei
ht zeigen, daÿ (ii) ri
htig bleibt, wenn man die Vorausset-

zung �D ist sternförmig� ersetzt dur
h �D ist C

1
-di�eomorph zu einem

sternförmigen Gebiet�.

2.) In der Funktionentheorie beweist man, daÿ (ii) ri
htig bleibt, wenn man

die Voraussetzung �D ist sternförmig� ersetzt dur
h eine der folgenden

paarweise zueinander äquivalenten Voraussetzungen:

(1) D ist einfa
h-zusammenhängend.

12

Die re
hte Seite besagt genau dω � dg , dx � dh , dy � ��

∂g

∂y
�

∂h

∂x
� dx , dy � 0.
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(2) D ist C

ª

-di�eomorph zu R
2
.

(3) D ist homöomorph zu R
2
.

(4)

ÂC �D ist zusammenhängende Teilmenge von

ÂC.

Beispiel. Die Exaktheit von xdx � y dy auf der sternförmigen Menge R
2
sieht

man au
h mittels

∂x

∂y
� 0 ,

∂y

∂x
� 0 und (ii) ein.

4.5 (Eulers
her Multiplikator).

a) Seien D ` R
2
ein Gebiet und g,h� D � R stetige Funktionen. I.a. ist die

Di�erentialglei
hung

g�x, y�dx � h�x, y�dy � 0 (90)

ni
ht exakt. Man kann dann eine stetige FunktionM � D � R��0� su
hen,

derart, daÿ die Di�erentialglei
hung

M�x, y� g�x, y�dx �M�x, y�h�x, y�dy � 0 (91)

exakt ist und si
h zunutze ma
hen, daÿ (90) und (91) na
h (86) dieselben

Lösungen haben.

De�niton. Eine stetige Funktion M � D � R � �0� heiÿt Eulers
her Mul-

tiplikator (oder integrierender Faktor) von (90), wenn die Di�erentialglei-


hung (91) exakt ist.

b) Wir betra
hten im folgenden den Fall

D ` R
2
sternförmig (oder eine der äquivalenten Aussagen (1) -

(4) wie in Bemerkung 2.) zu 4.4) und g,h C1-Funktionen sowie

M � D � R � �0� eine gegebene C1-Funktion.

(92)

Dann gilt na
h 4.4

M Eulers
her Multiplikator von (90)
�

∂�M g�

∂y
�

∂�M h�

∂x


�

∂M

∂x
h �

∂M

∂y
g �M �

∂g

∂y
�

∂h

∂x
� (93)


�

∂ ln�SM S�

∂x
h �

∂ ln�SM S�

∂y
g �

∂g

∂y
�

∂h

∂x
(94)

(93) ist eine partielle Di�erentialglei
hung.


) In Spezialfällen läÿt si
h (93) explizit lösen. Wir wollen untersu
hen, wann

genau im Falle h2 A 0 bzw. g2 A 0 ein Eulers
her Multiplikator existiert,

der nur von x bzw. y abhängt und wie man diesen dann bere
hnen kann.
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Sei also M�x, y� � �
u�x�

v�y�
¡ auf D, wobei �

u� J1 �� x�D� � R

v� J2 �� y�D� � R
¡ eine C

1
-

Funktion ist. (x�D� und y�D� sind o�ene Intervalle von R, da D o�en

und zusammenhängend ist.) Dann besagt (94)

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

�ln�SuS����x� �
∂g

∂y
�

∂h
∂x

h
�x, y�, falls h2 A 0

�ln�SvS����y� �
��

∂g

∂y
�

∂h
∂x
Ǳ

g
�x, y�, falls g2 A 0

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

.

Damit ist klar, daÿ gilt:

1. Fall: h2 A 0 und es existiere eine (stetige

13

) Funktion f1� J1 � R mit

�

�x,y�>D f1�x� �

∂g
∂y

�

∂h
∂x

h
�x, y�.

Sei F1� J1 � R eine Stammfunktion von f1. Dann ist

M�x, y� �� eF1�x�

²

�u�x�

� D �� R
�

ein Eulers
her Multiplikator von (90).

2. Fall: g2 A 0 und es existiere eine (stetige) Funktion f2� J2 � R mit

�

�x,y�>D f2�y� �
��

∂g
∂y

�

∂h
∂x
Ǳ

g
�x, y�.

Sei F2� J2 � R eine Stammfunktion von f2. Dann ist

M�x, y� �� eF2�y�

²

�v�y�

� D �� R
�

ein Eulers
her Multiplikator von (90).

13

Die Stetigkeit folgt aus der Glei
hung für f1�x�.
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5 Implizite Di�erentialglei
hungen erster Ordnung

5.1. Wir betra
hten in diesem Kapitel Di�erentialglei
hungen vom Typ

F �x, y�x�, y��x�� � 0, (95)

wobei F � M � R eine auf einer o�enen Menge M ` R
3
stetige Funktion ist.

Ähnli
h wie in 2.1 läÿt si
h (95) als eine Menge L von Linienelementen

deuten: Die Elemente von L sind genau die Geraden

L�x, y, z� �� �x, y� �R �1, z� ` R
2

mit �x, y, z� >M und F �x, y, z� � 0.

y� I � R ist genau dann Lösung von (95), wenn für jedes x > I die Tangente

an den Graphen ��x, y�x�� Sx > I� von y im Punkte �x, y�x�� ein Element von

L ist.

Im Unters
hied zu 2.1 kann ein Punkt �x, y� jetzt �Träger� mehrerer Lini-

enelemente sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Glei
hung F �x, y, z� � 0

mehrere Lösungen z > R mit �x, y, z� >M besitzt.

De�niton.

(i) Sei �x0, y0, z0� >M .

Dann heiÿt L�x0, y0, z0� > L ein reguläres Linienelement von L, wenn Um-

gebungen U > U

X

��x0, y0, z0�,M� und D > U

X

��x0, y0�,R
2
� sowie eine ste-

tige Funktion f � D � R existieren, derart, daÿ gilt

�

�x,y,z�>U F �x, y, z� � 0
� z � f�x, y�. (96)

Der Existenzsatz von Peano impliziert, daÿ es dann mindestens eine Lö-

sung y� I � R von y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�y��x0��z0

gibt. Jede Bes
hränkung

yS
ÇI von y auf ein Intervall

ÇI ` I mit �x>ÇI �x, y�x�, y
�

�x�� > U ist dann eine

Lösung von (95).

(ii) Ni
ht-reguläre Linienelemente heiÿen singulär.

(iii) Eine Lösung y� I � R von (95) heiÿt regulär bzw. singulär, wenn für jedes

x > I das Linienelement L�x, y�x�, y��x�� regulär bzw. singulär ist.

(iv) Ein Punkt �x0, y0� > R
2
heiÿt singulärer Punkt der Di�erentialglei
hung

(95), wenn es ein z > R mit �x0, y0, z� > M gibt, derart, daÿ L�x0, y0, z�

ein singuläres Linienelement ist.

Beispiel. y��x�2 � 4x2, also F �x, y, z� � z2 � 4x2� R3
� R.

Es gilt F �x, y, z� � 0� z � 2x - z � �2x, also gilt

L � ��x, y� �R �1,�2x� Sx, y > R�.
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Die regulären Linienelmente von L sind diejenigen mit x x 0. Die singulären

Linienelmente von L sind von der Form

�0, y� �R �1,0�, y > R.

[ Für �x, y, z� > �R
�

�R �R
�

� 8 �R
�

�R �R
�

� gilt

F �x, y, z� � 0
� z � 2x,

und für �x, y, z� > �R
�

�R �R
�

� 8 �R
�

�R �R
�

� gilt

F �x, y, z� � 0
� z � �2x.

Auÿerdem ist für y > R eine Umformung wie in (96) in keiner Umgebung von

�0, y,0� in R
3
mögli
h. ℄

Die singulären Punkte der Di�erentialglei
hung sind �0, y� mit y > R.

Die maximalen Lösungen der Di�erentialglei
hung sind dur
h x ( x2 � C,

x ( �x2 � C, x ( �

x2 �C, x C 0

�x2 �C, x � 0
¡ und x ( �

�x2 �C, x C 0

x2 �C, x � 0
¡ gegeben,

wobei C > R ist.

Reguläre Lösungen sind nur auf Teilmengen von R
�

oder nur auf Teilmengen

von R
�

de�niert.

Anfangswertaufgaben sind in diesem Beispiel nie lokal eindeutig lösbar.

Bemerkung.

a) Ist F in (95) in �x0, y0, z0� >
X

M stetig di�erenzierbar und gilt

F �x0, y0, z0� � 0 ,

∂F

∂z
�x0, y0, z0� x 0,

so folgt aus dem Satz über implizit de�nierte Funktionen, daÿ L�x0, y0, z0�

ein reguläres Linienelement ist.

b) Ist F in (95) auf ganz M stetig di�erenzierbar, also insbesondere M o�en,

so folgt aus der Singularität eines Linienelementes L�x0, y0, z0�, daÿ gilt

F �x0, y0, z0� � 0 ,

∂F

∂z
�x0, y0, z0� � 0. (97)

Umgekehrt muÿ ein Linienelement L�x0, y0, z0� mit (97) aber ni
ht singu-

lär sein.

Beispiel. Seien f � R2
� R stetig und F � R3

� R de�niert dur
h

F �x, y, z� �� �z � f�x, y��2.

Dann ist o�enbar jedes Linienelement regulär. Andererseits gilt für alle

�x0, y0, z0� > R
3
mit F �x0, y0, z0� � 0

∂F

∂z
�x0, y0, z0� � 2 �z0 � f�x0, y0�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�0

� � 0.
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5.2 (Notwendige Bedingungen für die Existenz von C

2
-Lösungen der Di�eren-

tialglei
hung F �x, y, y�� � 0 mit nirgends vers
hwindender zweiter Ableitung).

Seien F � M � R auf einer o�enen Menge M ` R
3
stetig und y� I � R eine

C

2
-Lösung von F �x, y�x�, y��x�� � 0, y�x0� � y0, t0 �� y��x0�, wobei x0 > I,

�x0, y0, t0� >M , mit

�x>I y
��

�x� x 0.

(i) Dann ist y� ein C1-Di�eomorphismus von I auf ein Intervall

ÇI ` R und

besitzt daher einen C

1
-Di�eomorphismus

c1 �� �y
�

�

�1
�

ÇI �� I, �c1�t0� � x0� (98)

als Umkehrfunktion. Sei

c2 �� y X c1� ÇI �� R, �c2�t0� � y0�, (99)

also ist c2 eine C

1
-Funktion mit

y � c2 X c1
�1, (100)

�

t>ÇI
c2

�

�t� � y��c1�t�� c1
�

�t� � t c1
�

�t�. (101)

Auÿerdem gilt wegen (99), (98)

�

t>ÇI
F �c1�t�, c2�t�, t� � 0. (102)

(ii) Ist F sogar di�erenzierbar, so gilt für jedes t > ÇI:

�

∂F

∂x
�c1�t�, c2�t�, t� � t

∂F

∂y
�c1�t�, c2�t�, t�� c1

�

�t�

� �

∂F

∂z
�c1�t�, c2�t�, t�,

�

∂F

∂x
�c1�t�, c2�t�, t� � t

∂F

∂y
�c1�t�, c2�t�, t�� c2

�

�t�

� �t
∂F

∂z
�c1�t�, c2�t�, t�.

(103)

[ (103) folgt dur
h Di�erenzieren von (102) und ans
hlieÿender Ausnut-

zung von (101). ℄

Bemerkung. (103) ist ein System von Di�erentialglei
hungen für zwei gesu
hte

Funktionen c1, c2. Kann man dieses lösen, so erhält man eine Parametrisierung

�c1, c2� eines Lösungsgraphen von F �x, y�x�, y��x�� � 0. Falls c1 zusätzli
h ein

glatter Weg ist, so liefert (100) eine explizite Darstellung einer Lösung.

Diese Methode zum Au�nden einer Lösung heiÿt Integration dur
h Di�e-

rentiation. Man bea
hte, daÿ man dadur
h i.a. ni
ht sämtli
he Lösungen erhält.
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Beispiel. y�x� � 2xy��x� � ey
�

�x�
ergibt gemäÿ (102)

c2�t� � 2 c1�t� t � et. (104)

Hieraus folgt mit (101), daÿ gilt t c1
�

�t� � 2 c1
�

�t� t � 2 c1�t� � et, also

t c1
�

�t� � �2 c1�t� � et. (105)

Eine Lösung von (105) auf einem Intervall, das 0 ni
ht enthält, erhält man

wie folgt: Die Di�erentialglei
hung

c1
�

�t� � �
2

t
c1�t� �

et

t

kann gemäÿ 2.5 gelöst werden. Aus (104) erhält man dann die zweite Kompo-

nente einer Parametrisierung.

5.3.

x � g�y��x��, (106)

wobei g� J � R eine auf einem Intervall J ` R stetige Funktion ist.

Zunä
hst ist klar, daÿ jede Lösung y� I � R auf einem Intervall I ` g�J�

de�niert sein muÿ. Zusätzli
h muÿ y�� I � R injektiv sein.

Sei nun y� I � R eine Lösung von (106). Dann ist y� zwar i.a. unstetig, aber

denno
h folgt aus dem Darbouxs
hen Zwis
henwertsatz für die Ableitung (siehe

Übung 8.1), daÿ

ÇI �� y��I� ` J ebenfalls ein Intervall ist. Weiterhin ist

gS
ÇI �
ÇI �� R injektiv. (107)

[ Zu (107): Sind t1, t2 >

ÇI mit g�t1� � g�t2�, so existieren x1, x2 > I mit

y��x1� � t1, y
�

�x2� � t2, d.h. na
h (106)

x1 � g�y
�

�x1�� � g�y
�

�x2�� � x2,

und somit gilt au
h t1 � t2. ℄

Ist umgekehrt

ÇI ` J ein Intervall mit (107), so folgt aus der Stetigkeit von g,

daÿ I �� g�ÇI� ebenfalls ein Intervall von R ist sowie die Existenz einer stetigen

Umkehrfunktion
�gS

ÇI
�

�1
� I � ÇI von gS

ÇI . Dann wird für �x0, y0� > I �R dur
h

�x>I y�x� �� y0 �

x

S

x0

�gS
ÇI
�

�1
�t�dt (108)

eine stetig di�erenzierbare Lösung von (106), y�x0� � y0 de�niert.

Wir haben damit gezeigt, daÿ dur
h (108) sämtli
he Lösungen von (106)

gegeben sind.

5.4.

y�x� � g�y��x��, (109)

wobei g� J � R eine auf einem Intervall J ` R stetig di�erenzierbare Funktion

ist.
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Wir untersu
hen, wel
he Aussagen wir über C

2
-Lösungen y� I � R von (109)

ma
hen können.

Zunä
hst gilt �x>I y
�

�x� � g��y��x��y���x�, also folgt

�x>I y
��

�x� � 0Ô� y��x� � 0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�109�

� 0>J

.

Daher gibt es nur im Falle 0 > J eine Lösung mit y�� � 0, und für diese gilt dann

au
h y� � 0, also y � g�0�.

Besitzt hingegen y�� überhaupt keine Nullstelle, also

�x>I y
��

�x� x 0,

so folgt mit c1 �� �y
�

�

�1
�

ÇI
®

`J

� I, c2 �� y X c1� ÇI � R wie in (98), (99) na
h (109)

�t>ÇI c2�t� � g�t� (110)

und daher aus (101)

�t>ÇI g
�

�t� � t c1
�

�t�
²

x0

. (111)

Seien nun I0 ` ÇI ein Intervall mit 0 ¶ I0, x0 > c1�I0�, t0 > I0 mit c1�t0� � x0
sowie y0 �� c2�t0� � g�t0�. Dann folgt aus (111)

�t>I0 c1�t� � x0 �

t

S

t0

g��τ�

τ
dτ

und somit na
h De�nition von c2 und (110)

�x>c1�I0� y�x� � g�c1
�1
�x�� � g���t z� x0 �

t

S

t0

g��τ�

τ
dτ�SI0�

�1
�x�Ǳ. (112)

Besitzt g�SI0 keine Nullstelle, so ist umgekehrt dur
h (112) eine Lösung von

(109) gegeben.

5.5. Wir betra
hten die sog. Clairauts
he Di�erentialglei
hung

y�x� � xy��x� � g�y��x��, (113)

wobei g� J � R eine auf einem o�enen Intervall J ` R stetige Funktion ist.

(i) Ist y� I � R eine C

2
-Lösung von (95) mit y�� � 0. Dann existieren λ,µ > R

mit �x>I y�x� � λx � µ, und aus (113) folgt �x>I λx � µ � λx � g�λ�, also

insbesondere λ > J .

Umgekehrt wird für jedes λ > J dur
h

yλ� R�� R, xz� λx � g�λ�

eine Lösung von (113) de�niert.
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(ii) Sei nun zusätzli
h g eine C

2
-Funktion mit

�x>J g
��

�x� A 0.

Dann ist o�enbar �g�� J � ÇJ ein Di�eomorphismus von J auf ein o�enes

Intervall

ÇJ von R. h� ÇJ � J bezei
hne die Umkehrabbildung von �g�.

Ist y� I � R eine C

2
-Lösung von (113) mit

�x>I y
��

�x� x 0,

so folgt aus (113)

�x>I y
�

�x� � y��x� � xy���x� � g��y��x��y���x�

� y��x� � y���x�
²

x0

�x � g��y��x���,

also �x>I x � �g��y��x�� und y� � hSI . Letzteres ergibt zusammen mit (113)

für jedes x > I

y�x� � xh�x� � g�h�x�� (114)

De�niert man umgekehrt y� ÇJ � R dur
h (114), so erfüllt y o�enbar die

Di�erentialglei
hung (113).

Die Kurve M �� Graph y ist Enveloppe (Einhüllende) der Geradens
har

�Gλ �� Graph yλ Sλ > J�, d.h. per de�nitionem, daÿ die Geradens
har

�Gλ Sλ > J� genau die S
har aller Tangenten an die Kurve M ist. Für

jedes λ > J tangiert Gλ die Kurve M in genau einem Punkt (nämli
h im

Punkt �x0, y�x0��, wobei x0 � �g
�

�λ�, d.h. λ � h�x0�) und verläuft sonst

oberhalb von M .

[ Beweis hiervon: Für die Tangente Ty�x0��x� an y�x0� mit T �0� � y�x0�

gilt

Ty�x0��x� � y
�

�x0� �x � x0� � y�x0�

�114�, h���g���1


� Ty�x0��x� � h�x0�x � g�h�x0��


� Ty�x0��x� � yλ�x� mit λ � h�x0�.

Daher besitzen Graph y und Graph yλ für jedes λ > J mindestens einen

S
hnittpunkt, nämli
h für x0 � �g
�

�λ�.

Weiterhin gilt y� � h und y�λ � λ. Da h wegen

h� � ���g���1�
�

�

1

�g�� X ��g���1

g��A0
� 0

streng monoton fallend ist, gilt

�x>R x�
A

�

¡x0 
� y��x��
A

�

¡y��x0� � h��g
�

�λ�� � �λ � y�λ�x0�.

Hieraus folgt, daÿ si
h Graph y und Graph yλ nur in �x0�, y�x0�� s
hnei-

den. ℄
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Bemerkung. Aus den linearen Lösungen yλ und der ni
ht-linearen Lö-

sung y lassen si
h weitere Lösungen zusammensetzen. Es läÿt si
h zeigen,

daÿ man so alle Lösungen von (113) erhält, vgl. z.B. [5℄.

5.6. Die sog. Alemberts
he Di�erentialglei
hung

y�x� � xf�y��x�� � g�y��x��, (115)

wobei f, g� J � R zwei auf einem o�enen Intervall J ` R stetige Funktionen

sind, verallgemeinert o�enbar 5.5.

(i) Wie in 5.5 sei für jedes λ > J die Funktion yλ� R� R gegeben dur
h

yλ�x� � λx � g�λ�.

Dann ist �yλ Sλ > J mit f�λ� � λ� genau die Menge der C

2
-Lösungen

y� R� R von (115).

[ Denn aus y�x� � λx � µ folgt mit (115) f�λ� � λ sowie g�λ� � µ, und yλ
mit f�λ� � λ erfüllt o�enbar (115). ℄

(ii) Seien zusätzli
h f, g C1-Funktionen.

a) Sei y� I � R eine auf einem o�enen Intervall de�nierte C

2
-Lösung von

(115) mit

�x>I y
��

�x� x 0.

Dann folgt mit c1 �� �y
�

�

�1
�

ÇI
®

`J

� I, c2 �� y X c1� ÇI � R wie in (98),

(99) aus (115) für jedes t > ÇI

c2�t� � y X c1�t� � c1�t�f�t� � g�t�, (116)

t c1
�

�t�
�102�
� c2

�

�t� � c1
�

�t�f�t� � c1�t�f
�

�t� � g��t�,

c1
�

�t� �t � f�t�� � c1�t�f
�

�t� � g��t�. (117)

Im Falle �t>ÇI f�t� x t erfüllt c1 also die lineare inhomogene lineare

Di�erentialglei
hung

c1
�

�t� �
f ��t�

t � f�t�
c1�t� �

g��t�

t � f�t�
, (118)

die wir mittels 2.5 lösen können.

Bemerkung. Im Falle der Clairauts
he Di�erentialglei
hung gilt

stets f�t� � t und f ��t� � 1, also na
h (117) c1�t� � �g��t�. Mit

h �� c1
�1

� ��g��
�1

folgt dann aus der De�nition von c1 zunä
hst

y� � h und sodann na
h (117) au
h y�x� � xh�x� � g�h�x��, vgl. 5.5.

b) Sind

ÇI ` J ein o�enes Intervall mit �t>ÇI f�t� x t, c1�
ÇI � R eine Lösung

von (118) mit �t>ÇI c1
�

�t� x 0 und c2� ÇI � R dur
h (116) de�niert, so
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wird dur
h (100) eine C

2
-Lösung y� I � R von (115) de�niert mit

�x>I y
�

�x� � c1
�1
�x� und somit au
h �x>I y

��

�x� x 0.

[ Zum Beweis hiervon genüge c1 der Di�erentialglei
hung (118), d.h.

es gilt (117). Na
h De�nition von c2 dur
h (116) folgt dann

c2
�

�t� � c1
�

�t�f�t� � c1�t�f
�

�t� � g��t�
�117�
� t c1

�

�t�.

Hieraus und aus der De�nition von y � c2 X c1
�1

folgt weiter

y��x� � c2
�

X c1
�1
�x� �c1

�1
�

�

�x�

� c1
�

�c1
�1
�x�� c1

�1
�x�

1

c1��c1�1�x��
� c1

�1
�x�

und s
hlieÿli
h wegen y � c2 X c1
�1

sowie der Gültigkeit von (116)

y�x� � xf�y��x�� � g�y��x��,

d.h. y erfüllt (115). ℄
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6 Lineare Systeme von Di�erentialglei
hungen

De�nition 6.1 (Lineare Di�erentialglei
hungen erster Ordnung). Seien J ` R

ein ni
ht-entartetes Intervall und V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Seien A� J � End�V � und b� J � V stetige Abbildungen. Dann heiÿt

y��x� � A�x�y�x� � b�x� (119)

(in Verallgemeinerung von 2.4 und 2.5) lineare Di�erentialglei
hung erster

Ordnung (mit Werten in V ).

Im Falle V � R
n
läÿt si
h (119) au
h als folgendes lineares System von

Di�erentialglei
hungen erster Ordnung au�assen:

y�1�x� � a11�x�y1�x� � . . . � a1n�x�yn�x� � b1�x�

�

y�n�x� � an1�x�y1�x� � . . . � ann�x�yn�x� � bn�x�

(120)

(ii) Im Falle b � 0 heiÿen (119) bzw. (120) linear homogen, andernfalls heiÿen

sie linear inhomogen.

Hauptsatz 6.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz für lineare Di�erentialglei-


hungen erster Ordnung).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, J ` R ein ni
ht-ent-

artetes Intervall, A� J � End�V � und b� J � V stetige Abbildungen.

Beh.: Für jedes �x0, y0� > J � V besitzt die (V -wertige) Anfangswertaufgabe

y��x� � A�x�y�x� � b�x�, y�x0� � y0 (121)

genau eine auf ganz J de�nierte Lösung y� J � R, und alle Lösungen von (121)

sind Bes
hränkung dieser maximalen Lösung.

Beweis. O�enbar genügt es zu zeigen, daÿ gilt:

Für jedes kompakte Intervall I ` J mit x0 > I existiert genau eine Lösung

y� I � V von (121).

(Bea
hte, daÿ J Vereinigung derartiger kompakter Intervalle ist.)

Seien also I ` J ein kompaktes Intervall und f � I � V � V de�niert dur
h

f�x, y� �� A�x�y � b�x�.

Na
h dem Satz von Pi
ard-Lindelöf 3.14 bleibt ledigli
h zu zeigen, daÿ f einer

Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt.
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Beweis hiervon: Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Dann ist au
h End�V �

mit der entspre
henden Operatornorm, die wir ebenfalls mit Y . . . Y bezei
hnen,

normiert. Wegen der Kompaktheit von I und der Stetigkeit von YA�. . .�YSI exi-

stiert L > R
�

mit �x>I YA�x�Y B L. Dann folgt für alle �x, y�, �x, ỹ� > I � V

Yf�x, y� � f�x, ỹ�Y � YA�x�y �A�x� ỹY � YA�x� �y � ỹ�Y

B YA�x�Y Yy � ỹY B L Yy � ỹY.

✷

Wir untersu
hen im folgenden zunä
hst den homogenen Fall näher.

Satz 6.3.

Vor.: Seien n > N
�

, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, J ` R ein ni
ht-ent-

artetes Intervall und A� J � End�V � eine stetige Abbildung.

Beh.:

(i) Die Menge L aller auf ganz J de�nierten Lösungen y� J � V von

y��x� � A�x�y�x� (122)

ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

(ii) Für jedes x0 > J ist die Abbildung

L�� V, y z� y�x0� (123)

ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

(iii) Für alle y1, . . . , yn > L gilt

�y1, . . . , yn� Basis von L


� �x>J �y1�x�, . . . , yn�x�� Basis von V


� §x>J �y1�x�, . . . , yn�x�� Basis von V.

De�niton. Eine Basis �y1, . . . , yn� von L heiÿt ein Fundamentalsystem von

Lösungen von (122).

Beweis. Zu (i), (ii): Für alle y, ỹ > L, λ, λ̃ > R und x > J gilt

�λy � λ̃ ỹ���x� � λy��x� � λ̃ ỹ��x� � λA�x�y�x� � λ̃A�x� ỹ��x�

� A�x� �λy � λ̃ ỹ��x�,

also ist L ein R-Vektorraum. Die Abbildung (123) ist trivialerweise R-linear und

na
h 6.2 au
h bijektiv, also ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

(iii) folgt aus (ii). ✷

Satz 6.4.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, J ` R ein ni
ht-ent-

artetes Intervall und A� J � End�V � eine stetige Abbildung.

Beh.: Für jedes �x0, Y0� > J � End�V � besitzt die (End�V �-wertige) Anfangs-

wertaufgabe

Y �

�x� � A�x� X Y �x�, Y �x0� � Y0 (124)

genau eine Lösung Y � J � End�V �.
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Zusatz.

a) Seien x0 > J und Yx0 � J � End�V � die Lösung der Anfangswertaufgabe

Y �

�x� � A�x� X Y �x�, Y �x0� � idV .

Dann ist für jedes y0 > V die eindeutig bestimmte Lösung y� J � V der

Anfangswertaufgabe

y��x� � A�x�y�x�, y�x0� � y0

gegeben dur
h

�x>J y�x� �Yx0�x�y0. (125)

b) Ist B > End�V �, so ist mit Y � J � End�V � au
h

Y XB� J �� End�V �, x z� Y �x� XB

Lösung von Y �

�x� � A�x� X Y �x�.

Bemerkung. Im Spezialfall V � R
n
, n > N

�

, können wir End�V � kanonis
h mit

M�n � n,R� identi�zieren. Sind dann y1, . . . , yn� J � R
n n Lösungen von

y��x� � A�x�y�x�,

also ist yj �
�

�

�

yj1
�

yjn

�

�

�

� J � R
n
di�erenzierbar mit yj

�

�x� � A�x�yj�x� für alle

j > �1, . . . , n�, so ist

Y �� �y1 . . . yn� �
�

�

�

y11 . . . yn1
� � �

y1n . . . ynn

�

�

�

� J ��M�n � n,R�

Lösung der M�n � n,R�-wertigen Di�erentialglei
hung

Y �

�x� � A�x�Y �x�.

Beweis. Zum Zusatz: a) Sei y� J � V dur
h (125) de�niert. Dann folgt aus

der Bilinearität von End�V � � V � V, �Y,x� ( Y �x�, der Konstanz von y0 und

Analysis II für jedes x > J

y��x� �Yx0
�

�x�y0 � A�x� XYx0 y0 � A�x�y�x�

sowie

y�x0� � Yx0
±

� idV

y0.

b) Für x > J gilt

�Y XB���x� � Y �

�x� XB � A�x� X Y �x� XB � A�x� X �Y XB��x�.
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Beweis des Satzes: Wie im Beweis von 6.2 genügt es zu zeigen:

Ist I ` J ein kompaktes Teilintervall, so genügt

f � I �End�V � �� End�V �, �x,Y � z� A�x� X Y

einer Lips
hitzbedingung bzgl. Y .

Beweis hiervon: Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Dann ist au
h End�V �

mit der entspre
henden Operatornorm, die wir ebenfalls mit Y . . . Y bezei
hnen,

normiert. Wegen der Kompaktheit von I und der Stetigkeit von YA�. . .�YSI exi-

stiert L > R
�

mit �x>I YA�x�Y B L. Dann folgt für alle �x,Y �, �x, ÇY � > I�End�V �

Yf�x,Y � � f�x, ÇY �Y � YA�x� X Y �A�x� X ÇY Y � YA�x� X �Y �

ÇY �Y

B YA�x�Y YY �

ÇY Y B L YY �

ÇY Y.

✷

Satz 6.5 (Wronski-Determinante).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, J ` R ein ni
ht-entar-

tetes Intervall, A� J � End�V � eine stetige Abbildung und Y � J � End�V � eine

Lösung von

Y �

�x� � A�x� X Y �x�. (126)

Beh.: φ �� detY � J � R, die sog. Wronski-Determinante ist Lösung der Di�e-

rentialglei
hung

φ��x� � SpurA�x� φ�x�, (127)

also gilr na
h 2.4 für beliebiges x0 > J

�x>J detY �x� � detY �x0� � exp
�

�

�

x

S

x0

SpurA�t�dt
�

�

�

und daher entweder �x>J detY �x� x 0 oder �x>J detY �x� � 0.

Beweis. Sei x0 > J beliebig. Wir haben zu zeigen, daÿ gilt

φ��x0� � SpurA�x0� φ�x0�. (128)

Na
h 6.4 inkl. Zusatz a) und b) gilt

�x>J Y �x� �Yx0�x� X Y �x0�. (129)

[ Denn auf beiden Seiten von (129) stehen Lösungen von (126), die wegen

Yx0�x0� � idV an der Stelle x0 denselben Wert haben. ℄

Daher folgt

�x>J φ�x� � detY �x�
�129�
� detYx0�x� � detY �x0�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�φ�x0�

und daher au
h

φ��x0� � �detYx0�
�

�x0�φ�x0�.
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Zum Na
hweis von (128) bleibt daher zu zeigen, daÿ gilt

�detYx0�
�

�x0� � SpurA�x0�.

Beweis hiervon: Wir de�nieren h� R � R dur
h h�s� �� det �idV � sA�x0�� .

Bezei
hnet dann PA�x0� das 
harakteristis
he Polynom von A�x0�, so gilt für

alle s > R�

h�s� � det�s �A�x0� �
1

s
idV �� � s

nPA�x0���
1

s
� mit n �� dimR V

� sn ���1�n ��
1

s
�

n

� ��1�n�1 SpurA�x0� ��
1

s
�

n�1

� . . . � detA�x0��

� 1 � SpurA�x0� s � . . . � detA�x0� s
n,

also h��0� � SpurA�x0� und somit

�detYx0�
�

�x0� � �dYx0
�x0� detǱ�Yx0

�

�x0��

6.4a�
� �didV det� �A�x0� X idV � � �didV det� �A�x0��

� h��0� � SpurA�x0�.

✷

6.6 (D'Alemberts
hes Reduktionsverfahren für lineare homogene Systeme erster

Ordnung). Seien n > N
�

mit n C 2, J ` R ein ni
ht-entartetes Intervall und

A � �aij�i,j>�1,...,n�� J �M�n�n,R� eine stetige Abbildung. Wir betra
hten das

lineare homogene System von n Di�erentialglei
hungen erster Ordnung

�i>�1,...,n� yi
�

�x� �
n

Q

j�1

aij�x�yj�x�, (130)

d.h. y��x� � A�x�y�x�.

I.a. ist es ni
ht mögli
h, für die Lösungen von (130) explizite Formeln an-

zugeben. Kennt man jedo
h eine von Null vers
hiedene Lösung von (130), so

läÿt si
h das Au�nden aller Lösungen von (130) zurü
kführen auf das Lösen ei-

nes linearen homogenen Systems von �n � 1� Di�erentialglei
hungen, also einer

Di�erentialglei
hung weniger, und zwar na
h dem d'Alemberts
hen Reduktions-

verfahren, das wir im folgenden bes
hreiben:

Sei

u �

�

�

�

u1
�

un

�

�

�

� J �� R
n
eine von Null vers
hiedene Lösung von (130). (131)

Ist x0 > J beliebig, so gilt na
h 6.3 (ii) u�x0� x 0, also existiert k > �1, . . . , n�

mit uk�x0� x 0. Wir nehmen ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit an, daÿ gilt

u1�x0� x 0 (andernfalls sind die Komponenten umzunumerieren.) Aus Stetig-

keitsgründen existiert dann eine Intervall-Umgebung I ` J von x0 mit

�x>I u1�x� x 0. (132)
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Dem Reduktionsverfahren von d'Alembert liegt folgende Idee zugrunde: Su-


he weitere Lösungen y� I � R von (130) von der Gestalt

y�x� � φ�x�u�x� � z�x� mit z1 � 0,

d.h.

�

�

�

�

�

y1�x�

y2�x�

�

yn�x�

�

�

�

�

�

� φ�x�

�

�

�

�

�

u1�x�

u2�x�

�

un�x�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0

z2�x�

�

zn�x�

�

�

�

�

�

, (133)

wobei φ� I � R und zi� I � R, i > �2, . . . , n�, di�erenzierbare Funktionen sind.

y� I � R wie in (133) ist genau dann Lösung von (130), wenn gilt

φ��x�u�x� � φ�x�u��x� � z��x� � φ�x�A�x�u�x� �A�x� z�x�,

d.h. wegen (131) genau

z��x� � A�x� z�x� � φ��x�u�x�. (134)

(134) ist wegen z � 0, z� � 0 äquivalent zu

n

Q

j�2

a1j�x� zj�x� � φ
�

�x� u1�x�
²

�132�

x 0

(135)

und �i>�2,...,n� zi
�

�x� �
�

�

n

Q

j�2

aij�x� zj�x�
�

�

� φ��x�
²

�135�
� ...

ui�x�,

d.h. zu
�
�135� , �136��, wobei

�i>�2,...,n� zi
�

�x� �
n

Q

j�2

�aij�x� �
ui�x�

u1�x�
a1j�x�� zj�x� (136)

ein lineares homogenes System von �n � 1� Di�erentialglei
hungen ist.

Hat man eine von Null vers
hiedene Lösung

�

�

�

z2�x�

�

zn�x�

�

�

�

� I � R
n�1

von (136)

gefunden, so kann man dazu φ� I � R wie in (135) bestimmen, d.h.

φ�x� beliebige Stammfunktion von

1

u1�x�

n

Q

j�2

a1j�x� zj�x�, (137)

und erhält dann dur
h (133) eine weitere Lösung y� I � R von (130).

Wir zeigen darüber hinaus, daÿ man auf diese Weise prinzipiell alle Lösungen

von (130) erhalten kann:

Satz. Seien
�zk �

�

�

�

zk2
�

zkn

�

�

�

Sk > �1, . . . , n � 1�� ein Fundamentalsystem von Lö-

sungen I � R
n�1

von (136) und φk zu zk gemäÿ (137) bestimmt.
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Dann de�niert (133) für k > �1, . . . , n� 1� eine Lösung yk �
�

�

�

yk1
�

ykn

�

�

�

� I � R
n

von (130), und �uSI , y
1, . . . , yn�1� bildet ein Fundamentalsystem von Lösungen

I � R
n
von (130).

Beweis. Seien λ,λ1, . . . , λn�1 > R mit

λuSI �
n�1

Q

k�1

λkyk � 0. (138)

(138) bedeutet für die erste Komponente

λu1SI �
n�1

Q

k�1

λk yk1
®

�133�
� φk u1SI

� 0,

d.h. wegen (132)

λ �
n�1

Q

k�1

λk φk � 0, (139)

und für die weiteren Komponenten i > �2, . . . , n�

λuiSI �
n�1

Q

k�1

λk yki � 0,

d.h. na
h (133)

�λ �
n�1

Q

k�1

λk φk� uiSI �
n�1

Q

k�1

λk zki ,

also

n�1

Q

k�1

λk
�

�

�

zk2
�

zkn

�

�

�

� 0,

und

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

�

�

�

zk2
�

zkn

�

�

�

Sk > �1, . . . , n � 1�

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

bildet ein Fundamentalsystem von Lösungen

von (136). Hieraus folgt zunä
hst λk � 0 für k > �1, . . . , n � 1� und sodann aus

(139) au
h λ � 0, womit der Satz gezeigt ist. ✷

Beispiel. Wir betra
hten für x > R
�

:

y1
�

�x� �

1

x
y1�x� � y2�x�

y2
�

�x� �

1

x2
y1�x� �

2

x
y2�x�

(140)
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Es gilt also

A�x� � �
a11�x� a12�x�

a21�x� a22�x�
� � �

1~x �1

1~x2 2~x
� � R

�

��M�2 � 2,R�. (141)

O�enbar ist u�x� � �
x2

�x
� � R

�

� R
2
Lösung von (140) mit �x>R

�

u1�x� x 0.

(136) lautet dann

z2
�

�x� � �a22�x� �
u2�x�

u1�x�
a12�x�� z2�x�

�141�
�

1

x
z2�x�,

und hat als Lösung

z2�x� � x, (142)

also �x� als Fundamentalsystem. (137) lautet

φ��x� �
1

u1�x�
a12�x� z2�x�

�141�,�142�
� �

1

x
,

also können wir (wegen x > R
�

) wählen

φ�x� � � ln�x�. (143)

Die weitere Lösung y�x� � �
u1�x�

u2�x�
� von (140) gemäÿ (133) ist also glei
h

y�x� � φ�x� �
u1�x�

u2�x�
� � �

0

z2�x�
�

�141�,�142�,�143�
� � ln�x� �

x2

�x
� � �

0

x
�

� �

�x2 ln�x�

x ln�x� � x
� .

Damit ist gezeigt, daÿ ��

x2

�x
� ,�

�x2 ln�x�

x ln�x� � x
�¡ ein Fundamentalsystem

von Lösungen von (140) bildet.

6.7 (Das Lösen linearer inhomogener Systeme erster Ordnung). Seien n > N
�

,

V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, J ` R ein ni
ht-entartetes Intervall und

A� J � End�V �, b� J � V stetige Abbildungen. Wir betra
hten das lineare

inhomogene Di�erentialglei
hungssystem

y��x� � A�x�y�x� � b�x�. (144)

Das zugehörige homogene System ist

y��x� � A�x�y�x�. (145)

Zunä
hst gilt analog zu (17):

Man erhält alle global auf ganz J de�nierten Lösungen von (144), indem

man zu einer beliebigen einzelnen Lösung J � V alle Lösungen J � V

des zugehörigen homogenen Systems (145) hinzuaddiert.

(146)
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Wir haben in 6.6 diskutiert, wie man � in günstigen Fällen � alle globalen

Lösungen des homogenen �nden kann. Dies führt dann zu Y wie in (147), s.u.

Wir zeigen nun, wie man dann analog zu 2.5 eine spezielle Lösung von (144)

mittels Variation der Konstanten �nden kann.

Sei Y � J � End�V � eine Lösung der End�V �-wertigen Di�erentialglei
hung

Y �

�x� � A�x� X Y �x� (147)

(vgl. 6.2) mit §x>J detY �x� x 0, d.h. genau na
h 6.5

�x>J detY �x� x 0, also Y �x� > Aut�V �.

Dann gilt:

Alle Lösungen J � V von (145) sind dur
h

yv� J �� V, x z� Y �x�v, wobei v > V,

gegeben.

(148)

[ Zu (148): Wegen der Bilinearität von End�V � � V � V, �B,y� ( B y gilt

na
h Analysis II

�x>J yv
�

�x� � Y �

�x�v
�147�
� A�x� X Y �x�v � A�x�yv�x�,

d.h. yv ist Lösung von (145).

Ist nun �v1, . . . , vn� eine beliebige Basis von V , so ist für jedes x > J wegen

Y �x� > Aut�V � au
h �Y �x�v1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�yv1�x�

, . . . , Y �x�vn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�yvn�x�

� eine Basis von V , d.h. na
h 6.3 (ii),

daÿ �yv1 , . . . , yvn� ein Fundamentalsystem von Lösungen von (145) ist. Damit

ist (148) klar. ℄

Um eine Lösung y� V von (144) zu �nden, ma
hen wir nun den Ansatz

y�x� � Y �x�v�x�, (149)

wobei v� J � V eine no
h zu bestimmende di�erenzierbare Abbildung ist.

y� J � V wie in (149) ist Lösung von (144) genau dann, wenn für alle x > J

gilt

A�x�y�x� � b�x�
�144�
� y��x�

�149�
� Y �

�x�v�x� � Y �x�v��x�

�147�
� A�x� X Y �x�v�x� � Y �x�v��x�

�149�
� A�x�y�x� � Y �x�v��x�,

d.h. wegen Y �x� > Aut�V �, daÿ gilt v��x� � Y �x��1 b�x�, also falls x0 > J beliebig

�x>J v�x� � v�x0� �

x

S

x0

Y �t��1 b�t�dt. (150)
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Aus (149), (150) folgt:

Für x0 > J ist die Lösung y� J � R von (144) mit y�x0� � 0 gegeben

dur
h

�x>J y�x� � Y �x�

x

S

x0

Y �t��1 b�t�dt �

x

S

x0

Y �x� X Y �t��1 b�t�dt.

(151)

Bea
hte bei der letzten Glei
hheit, daÿ auf beiden Seiten Abbildungen J � V

stehen, die an der Stelle x0 vers
hwinden und auf J dieselbe Ableitung haben.

Aus (146), (148), (151) folgt s
hlieÿli
h:

Für alle �x0, y0� > J � V ist die Lösung der Anfangswertaufgabe

y��x� � A�x�y�x� � b�x�, y�x0� � y0

gegeben dur
h

�x>J y�x� � Y �x� X Y �x0�
�1 y0 � Y �x�

x

S

x0

Y �t��1 b�t�dt,

wobei Y � J � Aut�V � Lösung von Y �

�x� � A�x� X Y �x� ist.

Satz 6.8 (Die Exponentialabbildung für Endomorphismen als di�erenzierbare

Abbildung). Sei V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Dur
h

�A>End�V � exp�A� ��
ª

Q

k�0

Ak

k!

wird eine Abbildung exp� End�V � � End�V � de�niert, die sog. Exponen-

tialabbildung für End�V �.

(ii) exp� End�V �� End�V � ist di�erenzierbar und für alle A,B > End�V � gilt

a) �dA exp��B�

�

P

ª

k�1
1
k!
�Ak�1 XB �Ak�2 XB XA �Ak�3 XB XA2

� . . . �B XAk�1� ,

b) A XB � B XAÔ� �dA exp��B� � exp�A� XB � B X exp�A�,


) d0 exp � idEnd�V �.

(iii) a) �A,B>End�V �A XB � B XAÔ� exp�A �B� � exp�A� X exp�B�,

b) exp�End�V �� ` Aut�V �,


) Für alle A > End�V � ist c� R� Aut�V �, de�niert dur
h

�t>R c�t� �� exp�tA�,

ein di�erenzierbarer Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe

�R,�� in Aut�V � mit c�0� � idV und c��0� � A. Insbesondere gilt für

alle t, s > R

exp��s � t�A� � exp�sA� X exp�tA� und exp�tA��1 � exp��tA�.
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Bemerkung. Im Falle V � R
n
kann man End�V � mit M�n�n,R� identi�zieren

und erhält eine Abbildung exp� M�n � n,R� �M�n � n,R�, die sog. Exponenti-

alabbildung für Matrizen. Im Falle V � R erhält man die übli
he Exponential-

abbildung exp� R� R.

Beweis.Wir wählen eine Norm auf V , also ist End�V �mit der Operatornorm

Y . . . Y versehen, und diese ma
ht End�V � zu einem R-Bana
hraum.

(i) folgt aus [

P

ª

k�0
Ak

k!
[ B

P

ª

k�0
YAYk

k!
� exp�YAY� > R.

Zu (ii) a): Wir zeigen zunä
hst, daÿ die re
hte Seite von a) konvergiert:

℄

ª

Q

k�1

1

k!
�Ak�1 XB �Ak�2 XB XA � . . . �B XAk�1�℄

B

ª

Q

k�1

1

k!
�
YAYk�1 YBY � . . . � YBY YAYk�1� �

ª

Q

k�1

k YAYk�1

k!
YBY

�

ª

Q

k�0

YAYk

k!
YBY � exp�YAY� YBY.

Nun weisen wir na
h, daÿ für alle A,B > End�V � mit B x 0 gilt

Zexp�A �B� � exp�A� �
P

ª

k�1
1
k!
�Ak�1 XB �Ak�2 XB XA � . . . �B XAk�1�Z

YBY

B

exp�YAY � YBY� � exp�YAY�

YBY
� exp�YAY�.

(152)

[ Zu (152): Im folgenden ist es ges
hi
kt, A0 �� A und A1 �� B zu setzen. Es

gilt für jedes k > N
�

�A0 �A1�
k

� �A0 �A1� X � X �A0 �A1� � Q

�ν1,...,νk�>�0,1�
k

Aν1 X � XAνk

�

k

Q

r�0

Q

�ν1,...,νk�>�0,1�
k

ν1�...�νk�r

Aν1 X � XAνk ,

also

Z
�A0 �A1�

k
�Ak0 � �A

k�1
0 XA1 �A

k�2
0 XA1 XA0 � . . . �A1 XA

k�1
0 �Z

� ℄

k

Q

r�2

Q

�ν1,...,νk�>�0,1�
k

ν1�...�νk�r

Aν1 X � XAνk℄

B

k

Q

r�2

Q

�ν1,...,νk�>�0,1�
k

ν1�...�νk�r

YAν1Y� YAνkY

s.o.
� �YA0Y � YA1Y�

k
� YA0Y

k

�
�
YA0Y

k�1
YA1Y � YA0Y

k�2
YA1Y YA0Y � . . . � YA1Y YA0Y

k�1
�

� �YA0Y � YA1Y�
k
� YA0Y

k
� k YA0Y

k�1
YA1Y.
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Somit folgt für jedes n > N
�

n

Q

k�1

1

k!
Z
�A0 �A1�

k
�Ak0 � �A

k�1
0 XA1 �A

k�2
0 XA1 XA0 � . . . �A1 XA

k�1
0 �Z

B

n

Q

k�1

�YA0Y � YA1Y�
k

k!
�

n

Q

k�1

YA0Y
k

k!
�

n

Q

k�1

k YA0Y
k�1

YA1Y

k!
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��

P

n�1
k�0

YA0Y
k

k!
�YA1Y

,

also

℄exp�A0 �A1� � exp�A0� �

ª

Q

k�1

1

k!
�Ak�10 XA1 � . . . �A1 XA

k�1
0 �

℄

� ℄

ª

Q

k�1

1

k!
�
�A0 �A1�

k
�Ak0� �

ª

Q

k�1

1

k!
�Ak�10 XA1 � . . . �A1 XA

k�1
0 �

℄

� lim
n�ª

℄

n

Q

k�1

1

k!
��
�A0 �A1�

k
�Ak0� � �A

k�1
0 XA1 � . . . �A1 XA

k�1
0 ��

℄

B lim
n�ª

�

n

Q

k�1

�YA0Y � YA1Y�
k

k!
�

n

Q

k�1

YA0Y
k

k!
� �

n�1

Q

k�0

YA0Y
k

k!
� YA1Y�

� lim
n�ª

�

n

Q

k�0

�YA0Y � YA1Y�
k

k!
�

n

Q

k�0

YA0Y
k

k!
� �

n�1

Q

k�0

YA0Y
k

k!
� YA1Y�

� exp�YA0Y � YA1Y� � exp�YA0Y� � exp�YA0Y� YA1Y,

und hieraus ergibt si
h (152). ℄

(ii) a) folgt nun daraus, daÿ die re
hte Seite von (152) für YBY� 0 gegen

exp��YAY� � exp�YAY� � exp�YAY� � exp�YAY� � 0

konvergiert.

(ii) b) und 
) folgen sofort aus a).

Zu (iii) a): Seien A,B > End�V � mit A XB � B XA. Dann ist na
h (ii)

f � R�� End�V �, tz� exp�A � tB�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��f1�t�

X exp��1 � t�B�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��f2�t�

eine di�erenzierbare Abbildung. Aus der Bilinearität der Abbildung

End�V � �End�V � �� End�V �, �X,Y � z�X X Y

und aus �A � tB� XB � B X �A� tB� sowie �1 � t�B XB � B X �1 � t�B folgt für

jedes t > R

dtf�1� � dtf1�1� X f2�t� � f1�t� X dtf2�1�

� �dA�tB exp��B� X exp��1 � t�B�

� exp�A � tB� X �d
�1�t�tB exp��B�

(ii� b�
� exp�A � tB� XB X exp��1 � t�B�
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� exp�A � tB� X ��B� X exp��1 � t�B� � 0,

also ist f konstant vom Wert exp�A �B� � f�0� � f�1� � exp�A� X exp�B�.

Zu (iii) b): Aus (iii) a) folgt für alle A > End�V �

idV � exp�A �A� � exp�A� X exp��A�,

also 1 � det exp�A� � det exp��A� und somit

det exp�A� x 0,

d.h. es gilt exp�A� > Aut�V �.

Zu (iii) 
): Sei c wie in (iii) 
) de�niert. Dann folgt für alle s, t > R

c�s � t� � exp��s � t�A� � exp�sA � tA�

(iii�a�
� exp�sA� X exp�tA�

� c�s� X c�t�.

✷

Mithilfe der in 6.8 behandelte Exponentialabbildung können wir die Lösung

der End�V �-wertigen Di�erentialglei
hung (124) im Spezialfall �A konstant und

�x0, Y0� � �0, idV �� explizit angeben:

Hauptsatz 6.9.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �.

Beh.: Die na
h 6.4 eindeutig bestimmte Lösung Y � R � End�V � der Anfangs-

wertaufgabe

Y �

�x� � A X Y �x�, Y �0� � idV

ist gegeben dur
h

�x>R Y �x� � exp�xA�. (153)

Beweis. Y � R � End�V � wie in (153) ist di�erenzierbar als Komposition

sol
her Abbildungen. Na
h Kettenregel und 6.8 (ii) b) folgt für jedes x > R

Y �

�x� � �dxA exp��A� � A X exp�xA�
�153�
� A X Y �x�,

und es gilt Y �0� � exp�0� � idV . ✷

Aus 6.7 und 6.9 folgt sofort:

Hauptsatz 6.10.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, A > End�V �, J ` R ein

ni
ht-entartetes Intervall, b� J � V eine stetige Abbildung und �x0, y0� > J � V .

Beh.: Die na
h 6.2 eindeutig bestimmte Lösung y� R � V der Anfangswertauf-

gabe

y��x� � Ay�x� � b�x�, y�x0� � y0
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ist gegeben dur
h

�x>R y�x� � exp��x � x0�A�y0 � exp�xA�

x

S

x0

exp��tA� b�t�dt. (154)

✷

Wir wollen die Lösung eines linearen homogenen Systems mit konstanten

Koe�zienten

y��x� � Ay�x�, y�x0� � y0

no
h einmal mit anderen Methoden diskutieren, nämli
h unter Benutzung der

Eigenwerte

14

von A. Wir wissen zwar na
h (154), daÿ y�x� � exp��x�x0�A�y0
die Lösung ist, in konkreten Fällen hätte man aber gern eine �no
h explizitere�

Bes
hreibung von y�x�.

Satz 6.11.

Vor.: Seien n > N
�

, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �. Es

existiere ferner eine Basis �v1, . . . , vn� aus Eigenvektoren von A von V , d.h. A

ist diagonalisierbar. Für j > �1, . . . , n� sei vj Eigenvektor zum Eigenwert λj > R,

also Avj � λj vj .

Beh.: Ist yj � R� V für j > �1, . . . , n� de�niert dur
h

�x>R yj�x� � eλj x vj,

so bildet �y1, . . . , yn� ein Fundamentalsytem von Lösungen von

y��x� � Ay�x�. (155)

Beweis. Für j > �1, . . . , n� und jedes x > R gilt

yj
�

�x� � eλj x λj vj � eλj xAvj � A �e
λj x vj� � Ayj�x�,

also ist yj Lösung von (155).

�y1�0�, . . . , yn�0�� ist eine Basis von V , also bildet �y1, . . . , yn� na
h 6.3 (iii)

ein Fundamentalsystem von Lösungen von (155). ✷

I. a. sind Eigenwerte eines Endomorphismus A auf einem endli
h-dimensio-

nalen R-Vektorraum V ni
ht reell. Um au
h in diesem Fall Lösungen von

y��x� � Ay�x�

ähnli
h explizit angeben zu können, wie in 6.11, müssen wir die sog. Komplexi-

�zierungen VC von V und AC > EndC�VC� betra
hten.

14

Unter einem Eigenwert verstehen wir hier eine ggf. komplexe Nullstelle des 
harakteristi-

s
hen Polynomes.
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6.12 (Komplexi�zierung reeller Vektorräume und Endomorphismen).

(i) Sei V ein R-Vektorraum. Wir setzen

VC �� V � V,

also ist VC zunä
hst ebenfalls ein R-Vektorraum.

Für u � �v,w� > VC s
hreiben wir

u �� v � iw, v �� Reu, w �� Imu,

und wir identi�zieren v > V mit �v,0� � v � i 0 > VC, d.h. wir betra
hten V

als R-Untervektorraum von VC.

Es gilt:

a) Re, Im� VC � R sind R-lineare Abbildungen.

b) Dur
h die De�nition

�α,β>R�v,w>V �α � i β� �v,w� �� �αv � β w,β v � αw�

wird VC zu einem C-Vektorraum, den wir die Komplexi�zierung von

V nennen.


) Sind n �� dimV und �v1, . . . , vn� eine Basis des R-Vektorraumes V ,

so ist �v1, . . . , vn� au
h eine Basis des C-Vektorraumes VC.

(ii) Für A > End�V � de�nieren wir AC� VC � VC dur
h

�v,w>V AC�v � iw� � Av � iAw.

AC heiÿt die Komplexi�zierung von A.

Dann gilt:

a) AC� VC � VC ist C-linear, d.h. AC > EndC�VC�, und ACSV � A.

b) Sind n �� dimV und A > End�V � sowie �akl�k,l>�1,...,n� > M�n � n,R�

die Matrix von A bzgl. einer geordneten Basis �v1, . . . , vn� von V , so

ist �akl�k,l>�1,...,n� > M�n � n,C� au
h die Matrix von AC bzgl. der

geordneten Basis �v1, . . . , vn� von VC.

Insbesondere stimmt daher das 
harakteristis
he Polynom von A mit

dem 
harakteristis
hen Polynom von AC überein, und folgli
h haben

A und AC dieselben (komplexen) Eigenwerte.

(iii) Wir de�nieren für u � v � iw > VC

u �� v � iw,

also ist VC � VC, u( u eine R-lineare Abbildung.

a) Für alle u > VC und alle λ > C gilt

�u � u
� u > V � , u � u, λu � λu.
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b) Sei A > End�V �. Dann gilt für alle u > VC: AC�u� � AC�u�.

Mit λ > C ist au
h λ > C ein Eigenwert von A, d.h. von AC, und es

gilt

Eig�AC, λ� � Eig�AC, λ� �� �u Su > Eig�AC, λ��.


) Eine Abbildung z� R� VC ist genau dann Lösung von

z��x� � AC z�x�,

wenn Re z, Im z� R� V Lösungen von

y��x� � Ay�x�

sind.

Beweis als Übung. ✷

Satz 6.11 besitzt das folgende komplexe Analogon.

Satz 6.13.

Vor.: Seien n > N
�

,

ÇV ein n-dimensionaler C-Vektorraum und

ÇA > EndC�ÇV �

diagonalisierbar.

Beh.: Ist �u1, . . . , un� eine Basis von

ÇV mit

ÇAuj � λj uj mit λj > C für j > �1, . . . , n�,

so werden dur
h

zj�x� �� eλj x uj

n C-linear unabhängige Lösungen z1, . . . , zn� R� ÇV von

z��x� � ÇAz�x� (156)

de�niert, und �z1, i z1, . . . , zn, i zn� bildet ein Fundamentalsytem von Lösungen

R � ÇV von (156), wobei

ÇV bei letzterem als 2n-dimensionaler R-Vektorraum

aufgefaÿt sei.

Beweis. Für j > �1, . . . , n� gilt

zj
�

�x� � eλj x λj uj � eλj x ÇAuj � ÇA �e
λj x uj� � ÇAzj�x�.

�z1�0�, . . . , zn�0�� ist Basis des n-dimensionalen C-Vektorraumes

ÇV , also ist

o�enbar �z1�0�, i z1�0�, . . . , zn�0�, i zn�0�� Basis des 2n-dimensionalen R-Vektor-

raumes

ÇV . Hieraus folgt die Behauptung. ✷

Hauptsatz 6.14.

Vor.: Seien n > N
�

, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �

derart, daÿ AC > EndC�VC� diagonalisierbar ist.
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Beh.:

(i) Es existiert eine Basis �u1, . . . , un� des C-Vektorraumes VC bestehend aus

Eigenvektoren von AC, d.h.

AC uj � λj uj mit λj > C für j > �1, . . . , n�

mit

�λ1, . . . , λn� � �λ1, . . . , λl
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>R

, λl�1, . . . , λl�m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>C�R

, λl�1, . . . , λl�m�,

�u1, . . . , un� � �u1, . . . , ul
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>V

, ul�1, . . . , ul�m, ul�1, . . . , ul�m�.

(ii) Für jede Basis �u1, . . . , un� von VC wie in (i) gilt, falls λj � αj � iβj und

uj � vj � iwj mit αj, βj > R, vj,wj > V für j > �1, . . . , n�:

Dur
h

�j>�1,...,l� yj�x� � eλj x uj

�j>�l�1,...,m� yj�x� � Re�eλj x uj� � eαj x
�cos�βj x�vj � sin�βj x�wj�

�j>�l�m�1,...,n� yj�x� � Im�eλj x uj� � eαj x
�sin�βj x�vj � cos�βj x�wj�

wird ein Fundamentalsystem �y1, . . . , yn� von Lösungen R� V von

y��x� � Ay�x� (157)

de�niert.

Beweis. (i) ist klar, und (ii) folgt daraus, daÿ zj�x� � eλj x uj na
h 6.13 Lö-

sungen von (156) sind, 6.12 (iii) 
) und der Tatsa
he, daÿ �y1�0�, . . . , yn�0��

eine C-Basis von VC und somit au
h eine R-Basis von V bilden. ✷

I.a. läÿt si
h ein Endomorphismus

ÇA auf einem C-Vektorraum ni
ht diago-

nalisiern, sondern nur auf Jordans
he Normalform bringen. Wie man au
h in

diesem Fall ein Fundamentalsystem von Lösungen von

z��x� � ÇAz�x�

�nden kann, soll im folgenden bes
hrieben werden.

6.15 (Lineare homogene Systeme erster Ordnung mit konstanten Koe�zienten).

Seien n > N
�

,

ÇV ein C-Vektorraum und

ÇA > EndC�ÇV �. Na
h Linearer Algebra

existiert eine geordnete Basis �u1, . . . , un� des C-Vektorraumes

ÇV derart, daÿ

die Matrix B � �bpq�p,q>�1,...,n� >M�n�n,C� von ÇA bzgl. �u1, . . . , un� die Gestalt

B �

�

�

�

�

�

�

�

�

J1 0 . . . 0 0

0 J2 0 . . . 0

� � �

0 0 . . . Jk�1 0

0 0 . . . 0 Jk

�

�

�

�

�

�

�

�
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hat, wobei für j > �1, . . . , k� der Jordan-Blo
k Jj >M�rj �rj,C� eine Matrix der

Form

Jj �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

λj 1 0 0 . . . 0

0 λj 1 0 . . . 0

� � � �

0 0 . . . λj 1 0

0 0 . . . 0 λj 1

0 0 . . . 0 0 λj

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

mit λj > C ist. Es gilt also n �

P

k
j�1 rj und P ÇA�X� �L

k
j�1�λj �X�

rj
.

Ist z� R � ÇV eine di�erenzierbare Abbildung, so existieren o�enbar eindeutig

bestimmte di�erenzierbare Funktionen z1, . . . , zn� R� C mit

z�x� �
n

Q

p�1

zp�x�up,

und z ist Lösung von

z��x� � ÇAz�x� (158)

genau dann, wenn gilt

�

�

�

z�1�x�

�

z�n�x�

�

�

�

� B
�

�

�

z1�x�

�

zn�x�

�

�

�

. (159)

[ Denn (158) besagt

n

Q

p�1

z�p�x�up � z��x� � ÇAz�x� � ÇA�
n

Q

q�1

zq�x�uq�

�

n

Q

q�1

zq�x� ÇA�uq� �
n

Q

q�1

zq�x�
n

Q

p�1

bpq up

�

n

Q

p�1

�

n

Q

q�1

bpq zq�x��up,

also z�p�x� � P
n
q�1 bpq zq�x� für p > �1, . . . , n�. ℄

(159) ist äquivalent dazu, daÿ mit sj �� r1 � . . . � rj�1 (�� 0, falls j � 1) für

alle j > �1, . . . , k� gilt

�

�

�

�

z�sj�1�x�

�

z�sj�rj�x�

�

�

�

�

� Jj
�

�

�

zsj�1�x�

�

zsj�rj�x�

�

�

�

. (160)

Jede Lösung von (160) ist o�enbar C-Linearkombination der folgenden rj C-

linear unabhängigen Lösungen

�

�

�

�

�

�

�

�

eλj x

0

0

�

0

�

�

�

�

�

�

�

�

,

�

�

�

�

�

�

�

�

xeλj x

eλj x

0

�

0

�

�

�

�

�

�

�

�

, . . . ,

�

�

�

�

�

�

�

�

�xrj�1~�rj � 1�!� eλj x

�xrj�2~�rj � 2�!� eλj x

�xrj�3~�rj � 3�!� eλj x

�

eλj x

�

�

�

�

�

�

�

�

.
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Daher ist jede Lösung z� R � ÇV von (158) o�enbar C-Linearkombination der

folgenden n Lösungen R � ÇV

eλ1 x u1, e
λ1 x

�xu1 � u2�, . . . , e
λ1 x

�

xr1�1

�r1 � 1�!
u1 � . . . � xur1�1 � ur1� ,

eλ2 x ur1�1, e
λ2 x

�xur1�1 � ur1�2�, . . . , e
λ2 x

�

xr2�1

�r2 � 1�!
ur1�1 � . . . � ur1�r2� ,

� �

eλk x ur1�...�rk�1�1, . . . , e
λk x

�

�

�

xrk�1

�rk � 1�!
ur1�...�rk�1�1 � . . . � ur1�...�rk

´ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�n

�

�

�

,

(161)

die an der Stelle x � 0 der Reihe na
h die Werte u1, . . . , un annehmen.

Ist speziell

ÇV � VC, wobei V ein n-dimensionaler C-Vektorraum ist, und

ÇA � AC, wobei A > End�V �, so ist jede Lösung von

y��x� � Ay�x�

R-Linearkombination der Real- und Imaginärteile der in (161) angegebenen Lö-

sungen R� VC von (158).

6.16 (Lineare Di�erentialglei
hungen n-ter Ordnung). Sei n > N
�

. Eine lineare

Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung ist per de�nitionem eine Di�erentialglei-


hung der Form

u�n��x� � an�1�x�u
�n�1�

�x� � . . . � a1�x�u
�

�x� � a0�x�u�x� � b�x�, (162)

wobei a1, . . . , an�1, b� J � R auf einem ni
ht-entarteten Intervall J ` R stetige

Funktionen sind.

Die Di�erentialglei
hung (162) heiÿt im Falle b � 0 homogen und andernfalls

inhomogen.

Wir setzen zur Abkürzung

�Lu��x� �� u�n��x� � an�1�x�u
�n�1�

�x� � . . . � a1�x�u
�

�x� � a0�x�u�x�.

(i) Na
h 3.19 (i) gilt:

Ist u� I � R Lösung von (162), so ist

y� I �� R
n, x z� �u�x�, u��x�, . . . , u�n�1��x��

Lösung des folgenden Systems erster Ordnung

y�1�x� � y2�x�

y�2�x� � y3�x�

� (163)

y�n�1�x� � yn�x�

y�n�x� � �a0�x�y1�x� � . . . � an�1�x�yn�x� � b�x�,

und ist umgekehrt y� I � R
n
Lösung von (163), so ist u �� y1� I � R

Lösung von (162).
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(162) lautet in Matrizens
hreibweise

y��x� � A�x�y�x� �

�

�

�

�

�

0

�

0

b�x�

�

�

�

�

�

mit

A�x� ��

�

�

�

�

�

�

�

�

0 1 0 . . . 0

0 0 1 0

� � �

0 0 0 1

�a0�x� �a1�x� �a2�x� . . . �an�1�x�

�

�

�

�

�

�

�

�

.

(ii) Sind x0 > J und u0 � �u01, . . . , u0n� > R
n
, so entspri
ht einer Lösung u der

Anfangswertaufgabe

�162�, u�x0� � u0n, u
�

�x0� � u02, . . . , u
�n�1�

�x0� � u0n

eine Lösung y � �y1, . . . yn� der Anfangswertaufgabe

�163�, y�x0� � u0.

Daher folgt aus 6.2 (dort V � R
n
):

Für jedes x0 > J und u0 � �u01, . . . , u0n� > R
n
besitzt die Anfangs-

wertaufgabe

�Lu��x� � b�x�, u�x0� � u0n, u
�

�x0� � u02, . . . , u
�n�1�

�x0� � u0n

genau eine auf ganz J de�nierte Lösung u� J � R, und alle Lösungen

sind Bes
hränkungen dieser maximalen Lösung.

(iii) Aus (ii) folgt analog zu 6.3 (ii), (iii):

Die MengeM aller auf ganz J de�nierten Lösungen u� J � R der linea-

ren homogenen Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung

�Lu��x� � 0

ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und für jedes x0 > J ist

M�� R
n, uz� �u�x0�, u

�

�x0�, . . . , u
�n�1�

�x0��

ein R- Vektorraum-Isomorphismus.

De�niton. Eine Basis vonM heiÿt ein Fundamentalsystem von Lösungen

von �Lu��x� � 0.
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(iv) De�nition. Für n globale Lösungen u1, . . . , un >M von �Lu��x� � 0 heiÿt

W ��Wu1,...,un �� det

�

�

�

�

�

�

u1 . . . un
u1

� . . . un
�

� � �

u1
�n�1� . . . un

�n�1�

�

�

�

�

�

�

� J �� R

(d.i. die Wronski-Determinante der gemäÿ (i) zu u1, . . . , un korrespondie-

renden n Lösungen von (163) mit b � 0 gemäÿ der Bemerkung in 6.4) au
h

die Wronski-Determinante von u1, . . . , un.

Aus (iii) folgt:

�u1, . . . , un� ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn für ein (oder

äquivalent für alle) x0 > J gilt: W �x0� x 0.

Na
h 6.5 gilt

�x>JW
�

�x� � SpurA�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��an�1�x�

W �x�,

also für beliebiges x0 > J

�x>JW �x� �W �x0� � exp
�

�

�

�

x

S

x0

an�1�t�dt
�

�

�

.

6.17 (D'Alemberts
hes Reduktionsverfahren für lineare homogene Di�erential-

glei
hungen n-ter Ordnung). Seien n > N
�

mit n C 2, J ` R ein ni
ht-entartetes

Intervall und a0, . . . , an�1� J � R stetige Funktionen sowie an �� 1. Wir betra
h-

ten die lineare homogene Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung

u�n��x� � an�1�x�u
�n�1�

�x� � . . . � a1�x�u
�

�x� � a0�x�u�x� � 0 (164)

und setzen wieder

�Lu��x� �� u�n��x� � an�1�x�u
�n�1�

�x� � . . . � a1�x�u
�

�x� � a0�x�u�x�.

Wir werden zeigen, daÿ si
h das Lösen aller Lösungen von (6.17) mittels des

Reduktionsverfahrens von d'Alembert aus der Kenntnis einer von Null vers
hie-

dener Lösung von (164) auf das Lösen einer linearen homogenen Di�erential-

glei
hung �n � 1�-ter Ordnung zurü
kführen läÿt.

Das in 6.6 angegebene d'Alemberts
he Reduktionsverfahren für lineare ho-

mogene Systeme erster Ordnung leistet ni
ht dasselbe: Denn bei Anwendung

des Verfahrens 6.6 auf das lineare homogene System erster Ordnung, das (164)

entspri
ht, erhält man ein lineares System erster Ordnung mit einer Glei
hung

weniger, das i.a. ni
ht von der speziellen Gestalt (163) ist, also i.a. ni
ht einer

linearen homogenen Di�erentialglei
hung �n � 1�-ter Ordnung entspri
ht.

Sei

v� J �� R eine von Null vers
hiedene Lösung von (164). (165)
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Wir wählen ein Teilintervall I ` J mit

�x>I v�x� x 0. (166)

Die Idee von d'Alembert war es, weitere Lösungen u� I � R von (164) von

der Gestalt

u�x� � v�x�w�x�, (167)

wobei w� I � R eine n-mal di�erenzierbare Funktion (und damit au
h eine C

n
-

Funktion) ist, zu su
hen.

u� I � R wie in (167) ist genau dann Lösung von (164), wenn stets gilt

0 � �Lu��x� �
n

Q

j�0

aj�x�u
�j�
�x�

�167�
�

n

Q

j�0

j

Q

k�0

�

j

k
�aj�x�v

�j�k�
�x�w�k��x�

�

n

Q

k,j�0
kBj

�

j

k
�aj�x�v

�j�k�
�x�w�k��x� �

n

Q

k�0

�

n

Q

j�k

�

j

k
�aj�x�v

�j�k�
�x�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�� bk�x�

�w�k��x�,

d.h. wegen b0�x� � P
n
j�0 aj�x�v

�j�
�x�

�165�
� 0

0 �
n

Q

k�1

bk�x��w
�

�

�k�1�,

also

n�1

Q

k�0

bk�x��w
�

�

�k�
� 0. (168)

(168) ist eine lineare homogene Di�erentialglei
hung �n � 1�-ter Ordnung für

w�

� I � R.

Wir zeigen abs
hlieÿend, daÿ man aus der Kenntnis aller Lösungen von (168)

alle weiteren Lösungen von (164) gewinnen kann:

Satz. Seien �w1
�, . . . wn�1

�

� ein Fundamentalsystem von Lösungen von (168)

und wj � I � R eine beliebige Stammfunktion von wj
�

für j > �1, . . . , n � 1�.

Dann ist �vSI , v w1, . . . , v wn�1� ein Fundamentalsystem von Lösungen I � R

von (164).

Beweis. Zu zeigen bleibt nur die lineare Unabhängigkeit. Zum Na
hweis hier-

von seien λ,λ1, . . . , λn�1 > R mit

�x>I λv�x� � λ1 v�x�w1�x� � . . . � λn�1 v�x�wn�1�x� � 0,

d.h. na
h (166)

�x>I λ � λ1w1�x� � . . . � λn�1wn�1�x� � 0. (169)

Aus (169) folgt dur
h Di�erntiation λ1w1
�

� . . . �λn�1wn�1
�

� 0, also wegen der

linearen Unabhängigkeit der wj
�

: λ1 � . . . � λn�1 � 0. Aus (169) folgt dann au
h

λ � 0. ✷
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6.18 (Das Lösen linearer inhomogener Di�erentialglei
hungen n-ter Ordnung).

Seien n > N
�

mit n C 2 und a0, . . . , an�1, b� J � R auf einem ni
ht-entarteten

Intervall J ` R stetige Funktionen. Wir betra
hten die lineare inhomogene Dif-

ferentialglei
hung n-ter Ordnung

u�n��x� � an�1�x�u
�n�1�

�x� � . . . � a1�x�u
�

�x� � a0�x�u�x� � b�x� (170)

und setzen wieder

�Lu��x� �� u�n��x� � an�1�x�u
�n�1�

�x� � . . . � a1�x�u
�

�x� � a0�x�u�x�.

Die zu (170) gehörige homogene Di�erentialglei
hung lautet

�Lu��x� � 0. (171)

Es gilt o�enbar erneut:

Man erhält alle globalen Lösungen J � R von (170), indem man zu einer

beliebigen speziellen derartigen Lösung J � R alle Lösungen J � R der

zugehörigen homogenen Di�erentialglei
hung (171) hinzuaddiert.

(172)

Um eine spezielle Lösung von (170) zu �nden, verwenden wir wieder die

Methode der Variation der Konstanten.

Sei die stetige Abbildung A� J �M�n�n,R� wie in 6.16 (i) de�niert. Ferner

sei �u1, . . . , un� ein Fundamentalsystem von Lösungen J � R von (171). Dann

ist na
h 6.16 (iv) Y � J �M�n � n,R�, de�niert dur
h

�x>J Y �x� ��

�

�

�

�

�

�

u1�x� . . . un�x�

u1
�

�x� . . . un
�

�x�

� � �

u1
�n�1�

�x� . . . un
�n�1�

�x�

�

�

�

�

�

�

, (173)

Lösung der M�n � n,R�-wertigen Di�erentialglei
hung Y �

�x� � A�x�Y �x�, und

zwar mit �x>J detY �x� x 0.

Für x0 > J ist na
h 6.7 y� J � R, de�niert dur
h

�x>J y�x� �� Y �x�

x

S

x0

Y �t��1 b̃�t�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�� c�t�

dt, wobei b̃�t� �

�

�

�

�

�

0

�

0

b�t�

�

�

�

�

�

, (174)

eine Lösung von y��x� � A�x�y�x�� b̃�x�, also ist y1� J � R wiederum na
h 6.16

(i) eine Lösung von (170). Für c�t� wie in (174) gilt Y �t� c�t� � b̃�t�, also na
h

(173) und der Cramers
hen Regel (bea
hte, daÿ die Determinante der Matrix

in (173) ni
ht vers
hwindet) für jedes j > �1, . . . , n�

cj�t� �
∆j�t�

detY �t�
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mit

∆j �� det

�

�

�

�

�

�

�

�

u1 . . . uj�1 0 uj�1 . . . un
u1

� . . . uj�1
� 0 uj�1

� . . . un
�

� � � � �

u1
�n�2� . . . uj�1

�n�2� 0 uj�1
�n�2� . . . un

�n�2�

u1
�n�1� . . . uj�1

�n�1� b uj�1
�n�1� . . . un

�n�1�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

d.h.

cj�t� �
��1�n�j

Wu1,...,un�t�
b�t�Wu1,...,uj�1,uj�1,...,un�t�, (175)

wobei

Wu1,...,uj�1,uj�1,...,un �� det

�

�

�

�

�

�

u1 . . . uj�1 uj�1 . . . un
u1

� . . . uj�1
� uj�1

� . . . un
�

� � � �

u1
�n�2� . . . uj�1

�n�2� uj�1
�n�2� . . . un

�n�2�

�

�

�

�

�

�

gilt.

Aus (174), (173), (175) folgt s
hlieÿli
h:

v� J � R, de�niert dur
h

v�x� �
n

Q

j�1

uj�x� ��1�
n�j

x

S

x0

b�t�Wu1,...,uj�1,uj�1,...,un�t�

Wu1,...,un�t�
dt,

ist die allgemeine Lösung von (170).

(176)

Bemerkung. Im Spezialfall n � 2 gilt Wu1 � u1 und Wu2 , also besagt (176)

dann, daÿ gilt

v�x� � �u1�x�

x

S

x0

b�t�u2�t�

Wu1,u2�t�
dt � u2�x�

x

S

x0

b�t�u1�t�

Wu1,u2�t�
dt.

Lineare Di�erentialglei
hungen n-ter Ordnung mit konstanten Koe�zienten

lassen si
h auf lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koe�zienten

zurü
kführen. Die direkte Lösung ist jedo
h einfa
her.

Hauptsatz 6.19 (Lineare homogene Di�erentialglei
hungen n-ter Ordnung mit

konstanten Koe�zienten).

Vor.: Sei n > N
�

. Wir betra
hten die Di�erentialglei
hung

u�n��x� � an�1 u
�n�1�

�x� � . . . � a1 u
�

�x� � a0 u�x� � 0, (177)

wobei a0, . . . , an�1 > C. Seien λ1, . . . , λm > C die paarweise vers
hiedenen Null-

stellen von

P �z� �� zn � an�1 z
n�1

� . . . � a1 z � a0,

und bezei
hne rj > N�

die Ordnung der Nullstelle λj .
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Beh.:

(i) Die Funktionen

eλj x, x eλj x, . . . , xrj�1 eλj x, j > �1, . . . ,m� (178)

sind n C-linear unabhängige Lösungen R � C von (177).

(ii) Im Falle a0, . . . , an�1 > R ist mit λ > C � R au
h λ eine Nullstelle von

P �z�, und zwar von derselben Ordnung wie λ, und wir können λ1, . . . , λm
so umnumerieren, daÿ gilt

�λ1, . . . , λm� � �λ1, . . . , λp
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>R

, λp�1, . . . , λp�q
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>C�R

, λp�1, . . . , λl�q�.

Sei λs � αs � iβs mit αs, βs > R für s > �p � 1, . . . , p � q�.

Dann bildet die Menge, die genau

xk eλj x, j > �1, . . . , p�, k > �0, . . . , rj � 1�,

Re �xk eλj x� � xk eαj x cos�βj x�, j > �p � 1, . . . , p � q�, k > �0, . . . , rj � 1�,

Im �xk eλj x� � xk eαj x sin�βj x�, j > �p � 1, . . . , p � q�, k > �0, . . . , rj � 1�

(179)

als Elemente enthält, ein Fundamentalsystem von Lösungen R � R von

(177).

Wir bereiten den Beweis von 6.19 dur
h zwei Lemmata vor.

Lemma 1. Seien k,n > N mit n A 0, P �z� ��
P

n
j�0 aj z

j
> C�z� und λ > C eine

Nullstelle von P �z� von einer Ordnung C k � 1.

Dann ist xk eλx� R� C eine Lösung der Di�erentialglei
hung

n

Q

j�0

aj u
�j�
�x� � 0. (180)

Beweis. Für k � 0 ist die Behauptung wegen

Q

j�0

aj u
�j�
�x� �

Q

j�0

aj λ
j eλx � eλx P �λ� � 0

klar.

Wir nehmen daher induktiv an, daÿ die Behauptung für k > N gilt. Sei

dann λ eine Nullstelle einer Ordnung C k � 2 von P �z�. Zu zeigen ist, daÿ

u�x� �� xk�1 eλx die Di�erentialglei
hung (180) löst. Wir setzen v�x� �� xk eλx,

also gilt u�x� � xv�x�. Hieraus folgt für j > �1, . . . , n�

u�j��x� �
j

Q

l�0

�

j

l
� id�l��x�v�j�l��x� � xv�j��x� � j v�j�l��x�,

also

n

Q

j�0

aj u
�j�
�x� � x

n

Q

j�0

aj v
�j�
�x� �

n�1

Q

j�0

�j � 1�aj�1 v
�j�
�x�

� xP �v�j��x�� � P �

�v�j��x��.
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Nun ist λ eine Nullstelle der Ordnung C k�2 von P �x� und somit eine Nullstelle

der Ordnung C k � 1 von P �

�x�. Hieraus und aus der Induktionsvoraussetzung

folgt, daÿ die re
hte Seite der letzten Glei
hung vers
hwindet. ✷

Lemma 2. Seien k > N
�

und λ1, . . . , λk > C paarweise vers
hiedene komplexe

Zahlen sowie P1�z�, . . . , Pk�z� > C�z� derart, daÿ für alle x > R gilt

k

Q

j�1

Pj�x� e
λj x

� 0.

Dann folgt Pj � 0 für alle j > �1, . . . , k�.

Beweis. Der Fall k � 1 ist trivial.

Gelte daher induktiv stets

P

k�1
j�1 Pj�x� e

λj x
� 0. Wegen eλk�1 x x 0 folgt

P

k
j�1Pj�x� e

�λj�λk�1�x
� Pk�1�x� � 0. �GradPk�1 � 1�-malige Di�erentiation der

letzten Glei
hung ergibt dann o�enbar eine Glei
hung der Gestalt

k

Q

j�1

Qj�x� e
�λj�λk�1�x

� 0,

wobei Qj�z� > C�z� mit GradQj � GradPj für j > �1, . . . , k�. Na
h Induktions-

voraussetzung gilt nun Qj � 0 für j > �1, . . . , k�, d.h. GradQj � �ª. Wegen der

Glei
hheit der Grade muÿ dann au
h Pj das Nullpolynom sein. ✷

Beweis des Hauptsatzes. Zu (i): Daÿ die n Funktionen aus (178) Lösungen

von (177) sind, folgt aus Lemma 1.

Zum Na
hweis der linearen Unabhängigkeit seien bjk > C mit

m

Q

j�1

rj�1

Q

k�0

bjk x
k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��Pj�x�

eλj x � 0.

Lemma 2 ergibt, daÿ für jedes j gilt Pj � 0, also müssen au
h bjk � 0 für alle

j, k gelten.

Zu (ii): Na
h (i) ist klar, daÿ die n Funktionen in (179) Lösungen R � R

von (177) sind.

Wegen e�αj�iβj�x
� eαj x

�cos�βj x� � i sin�βj x�� sind alle n Funktionen in

(178) C-Linearkombinationen der n Funktionen in (179), also müssen au
h letz-

tere C-linear unabhängig und insbesondere R-linear unabhängig sein. ✷

6.20. Sei n > N
�

. Wir betra
hten Spezialfälle der linearen inhomogenen Di�e-

rentialglei
hung

u�n��x� � an�1 u
�n�1�

�x� � . . . � a1 u
�

�x� � a0 u�x� � b�x�, (181)

wobei a0, . . . , an�1 > R und b� R� R eine stetige Funktion ist, und setzen

P �x� �� xn � an�1 x
n�1

� . . . � a1 x � a0.

Wegen (172) und 6.19 (ii) ist (181) gelöst, wenn wir eine spezielle Lösung von

(181) �nden. Hierbei ist es, abhängig von der Gestalt der Funktion b, gelegentli
h

hilfrei
h, eine Lösung derselben Gestalt zu su
hen.
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(i) b�x� � A eC x mit A,C > R
�

.

In diesem Fall gilt

b�n��x� � an�1 b
�n�1�

�x� � . . . � a1 b
�

�x� � a0 b�x� � AP �C� e
C x,

also ist im Falle P �C� x 0 die Funktion

1
AP �C�

eC x eine spezielle Lösung

von (181).

Ist P �C� � 0, so setze man x eC x in die linke Seite von (181) ein. Man

erhält einen Ausdru
k der Form

P1�C� e
C x

mit P1�x� > R�x�,

also ist im Falle P1�C� x 0 die Funktion

1
P1�C�

eC x eine spezielle Lösung

von (181).

Ist P1�C� � 0, so setze man x2 eC x in die linke Seite von (181) ein. Erhält

man nun in analoger Verfahrensweise keine Lösung, so setze man x3 eC x

in die linke Seite von (181) ein usw.

(ii) b�x� � A cos�C x� �B sin�C x� mit A,B,C > R.

In diesem Fall setze man

ÇA cos�C x�� ÇB sin�C x� mit

ÇA, ÇB > R in die linke

Seite von (181) ein. Glei
hsetzen mit b�x� führt zu einem Glei
hungssy-

stem, das man ggf. lösen kann.

Beispiel. u���x� � 2u��x� � u�x� � sin�2x�.

Einsetzen von

ÇA cos�2x� � ÇB sin�2x� mit

ÇA, ÇB > R in die linke Seite der

Di�erentialglei
hung liefert

��3 ÇA � 4 ÇB� cos�2x� � ��4 ÇA � 3ÇB� sin�2x�,

also soll gelten �3 ÇA � 4 ÇB � 0 und �4 ÇA � 3ÇB � 1. Das Lösen dieses Glei-


hungssystemes führt zur speziellen Lösung �

4
25

cos�2x�� 3
25

sin�2x� von

u���x� � 2u��x� � u�x� � sin�2x�.

(iii) b�x� ist ein Polynom vom Grade m > N
�

.

In diesem Fall setze man Am x
m
� . . . A1 x �A0 mit A0, . . . ,Am > R in die

linke Seite von (181) ein. Glei
hsetzen mit b�x� und Koe�zientenverglei
h

führt zu einem Glei
hungssystem, das man ggf. lösen kann.

Beispiel. u���x� � 2u��x� � u�x� � x2.

Einsetzen von A2 x
2
�A1 x �A0 mit A0,A1,A2 > R in die linke Seite der

Di�erentialglei
hung liefert

A2 x
2
� �4A2 �A1�x � �2A2 � 2A1 �A0�,

d.h. es soll gelten A2 � 1, 4A2 � A1 � 0 und 2A2 � 2A1 � A0 � 0. Das

Lösen dieses Glei
hungssystemes führt zur speziellen Lösung x2 � 4x � 6

von u���x� � 2u��x� � u�x� � x2.
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6.21 (Eulers
he Di�erentialglei
hung). Seien K > �R,C� und n > N
�

. Wir su
hen

alle Lösungen y� R
�

� K der Eulers
hen Di�erentialglei
hung , d.i. die folgende

lineare homogene Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung

xn y�n��x� � an�1 x
n�1 y�n�1��x� � . . . � a1 xy

�

�x� � a0 y�x� � 0, (182)

wobei 1 �� an, an�1, . . . , a0 > K, d.h. von

y�n��x� �
an�1

x
y�n�1��x� � . . . �

a1

xn�1
y��x� �

a0

xn
y�x� � 0.

Wir setzen zur Abkürzung

�Ly��x� �� xn y�n��x� � an�1 x
n�1 y�n�1��x� � . . . � a1 xy

�

�x� � a0 y�x�.

Bemerkung. Mit allen Lösungen R
�

� K von (182) hat man au
h alle Lösun-

gen R
�

� K gefunden. Denn sind y� R
�

� K und z� R
�

� K zwei beliebige n-mal

di�erenzierbare Funktionen mit z�x� � y��x�, so gilt

�x>R
�

�Lz��x� �
n

Q

j�0

aj x
j z�j��x� �

n

Q

j�0

aj ��x�
j y�j���x� � �Ly���x�,

also ist Lz � 0 äquivalent zu Ly � 0.

Satz. Es existiert eine lineare homogene Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung

mit konstanten Koe�zienten 1 �� bn, bn�1, . . . , b0 > K

u�n��t� � bn�1 u
�n�1�

�t� � . . . � b1 u
�

�t� � b0 u�t� � 0 (183)

derart, daÿ gilt:

Sind y� R
�

� K und u� R � K beliebige n-mal di�erenzierbare Funktionen

mit y � u X ln, d.h. u � y X exp, so gilt

�t>R �Mu��t� � �Ly� �et� , (184)

wobei wir

�Mu��t� �� u�n��t� � bn�1 u
�n�1�

�t� � . . . � b1 u
�

�t� � b0 u�t�

setzen.

Folgli
h ist y genau dann Lösung von (182), wenn u Lösung von (183) ist.

Beweis. Wir zeigen zunä
hst dur
h endli
he Induktion:

Sind j > �1, . . . , n� und y� R
�

� K, u� R � K mit y � u X ln wie im

Satz, so existieren 1 �� cj,j, cj,j�1, . . . , cj,1 > K, so daÿ für alle x > R
�

gilt

xj y�j��x� �
P

j
k�1

cj,k u
�k�

X ln�x�.

(185)

[ Zu (185): Die Behauptung gilt im Falle j � 1 wegen y��x� � u��ln�x�� 1
x
.

Sei nun j > �1, . . . , n � 1�, und gelte (185) für j. Dann folgt

y�j�1��x�
�185�
�

j

Q

k�1

cj,k u
�k�1�

X ln�x�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

P

j�1

k�2
cj,k�1 u

�k�
Xln�x�

1

xj�1
�

j

Q

k�1

cj,k u
�k�

X ln�x�
�j

xj�1
,
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d.h.

xj�1 y�j�1��x� �

�� cj�1,1 >K

³¹¹¹¹·¹¹¹¹¹µ

�j cj,1 u� X ln�x� �
j

Q

k�2

�

�� cj�1,k >K

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

cj,k�1 � j cj,k �u
�k�

X ln�x�

� cj,j
°

�1� cj�1,j�1

u�j�1� X ln�x�,

also gilt (185) für j � 1. ℄

Aus (185) für j > �1, . . . , n� folgt für jedes t > R

�Ly� �et�
�182�
� a0 y �e

t
�

²

�u�t�

�

n

Q

j�1

cj,k u
�k�
�t�

� a0
®

�� b0 >K

u�t� �
n

Q

k�1

�

n

Q

j�k

aj cj,k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�� bk >K

�u�k��t� (186)

�183�
� �Mu��t�.

(Bea
hte, daÿ dann bn � an cn,n � 1 gilt.) Damit ist (184) gezeigt, und der Satz

ist bewiesen. ✷

Damit haben wir die Lösung der Eulers
hen Di�erentialglei
hung (182) auf

die Lösung der Di�erentialglei
hung (183) zurü
kgeführt. (183) läÿt si
h mittels

6.19 lösen. Dazu muÿ man das Polynom

P �z� ��
n

Q

j�0

bj z
j

kennen und dessen Nullstellen bestimmen. Die Koe�zienten von P �z� kann man

wie im Beweis von (185) und in (186) bere
hnen.

In konkreten Fällen kann man das Polynom P �z� oft mit weniger Re
hen-

aufwand aus der folgenden Formel (187) erhalten. Für jedes λ > C ist die Funk-

tion xλ � exp�λ ln�x��� R
�

� C bekanntli
h unendli
h oft di�erenzierbar mit

�xλ�
�

� λxλ�1, und es gilt

Lxλ

xλ
ist konstant vom Wert P �λ�. (187)

[ Zu (187): Setze y�x� �� xλ � eλ ln�x�
, u�t� �� y �et� � eλt. Dann gilt für alle

t > R

�Lxλ� �et� � �Ly� �et�
�184�
� �Mu��t�

Def.

�

n

Q

j�0

bj u
�j�
�t�

�

n

Q

j�0

bj λ
j u�t� �

�

�

n

Q

j�0

bj λ
j�

�

y �et� � P �λ�xλ �et� ,

also ist R � C, t( Lxλ

xλ
�et� konstant vom Wert P �λ�. ℄
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Beispiel. Betra
hte x2 y���x� � 3xy��x� � 7y�x� � 0 für x > R
�

, also

�Ly��x� � x2 y���x� � 3xy��x� � 7y�x�.

Setze y�x� �� xλ. Dann folgt y��x� � λxλ�1, y���x� � �λ � 1�λxλ�2, also

�Lxλ��x� � xλ �λ2 � 4λ � 7�. Daher ergibt (187)

P �λ� � λ2 � 4λ � 7,

und dieses Polynom hat die Nullstellen 2 � i
º

3. Na
h 6.19 (ii) ist daher

�e2 t cos �
º

3 tǱ , e2 t sin �
º

3 tǱ�

ein Fundamentalsystem von Lösungen von (183). Das entspre
hende Fundamen-

talsystem von Lösungen von (182) erhält man daher (dur
h �t � ln�x�� na
h dem

Satz) als

�x2 cos �
º

3 ln�x�Ǳ , x2 sin �
º

3 ln�x�Ǳ� .
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7 Ober- und Unterfunktionen

Lemma 7.1.

Vor.: Es seien D ` R
2
und f � D � R eine stetige Funktion. Für jede di�eren-

zierbare Funktion z� J � R, wobei J ` R ein ni
ht-entartetes Intervall sei, die

Graph�z� `D erfüllt, heiÿt die Funktion

Pz� J �� R,

die dur
h

�x>J �Pz��x� �� z
�

�x� � f�x, z�x��

de�niert ist, der Defekt von z bzgl. der Di�erentialglei
hung

y��x� � f�x, y�x��.

Beh.: Seien x0 > R und I0 ein ni
ht-entartetes Intervall mit linkem (bzw. re
h-

tem) o�enen Ende bei x0
15

und z1, z2� I0 � R zwei di�erenzierbare Funktionen

mit

Pz1 � Pz2 �bzw. Pz1 A Pz2� auf I0 (188)

und

§ε>R
�

z1 � z2 auf �x0, x0 � ε� ` I0 �bzw. �x0 � ε,x0� ` I0�. (189)

Dann folgt

z1 � z2 (auf ganz I0) (190)

Beweis. Angenommen (190) gilt ni
ht. Dann existiert aus Stetigkeitsgründen

und wegen (189) genau ein ξ > I0 mit

�x>�x0,ξ� �bzw. �ξ,x0�� z1�x� � z2�x� (191)

und

z1�ξ� � z2�ξ�. (192)

Dann folgt für n > N
�

hinrei
hend groÿ mittels (192), (191)

z�1�ξ� � lim
n�ª

z1�ξ� � z1�ξ �
1
n
�

1
n

C lim
n�ª

z2�ξ� � z2�ξ �
1
n
�

1
n

� z2�ξ�

(bzw.

z�1�ξ� � lim
n�ª

z1�ξ� � z1�ξ �
1
n
�

�

1
n

B lim
n�ª

z2�ξ� � z2�ξ �
1
n
�

�

1
n

� z2�ξ��,

also au
h na
h (192)

�Pz1��ξ� � z1�ξ�
²

Cz�
2
�ξ�

�f�ξ, z1�ξ�� C z
�

2�ξ� � f�ξ, z2�ξ�� � �Pz2��ξ�

15

Es gilt also I0 � �x0, . . . S (bzw. I0 � S . . . , x0�)
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(bzw.

�Pz1��ξ� � z1�ξ�
²

Bz�
2
�ξ�

�f�ξ, z1�ξ�� B z
�

2�ξ� � f�ξ, z2�ξ�� � �Pz2��ξ��,

im Widerspru
h zu (188). ✷

Satz 7.2.

Vor.: Seien D ` R
2
, f � D � R eine stetige Funktion und �x0, y0� > D. Wir

betra
hten die Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0. (193)

Seien I � �x0, . . . S (bzw. S . . . , x0�) ein ni
ht-entartetes Intervall mit linkem

(bzw. re
htem) E
kpunkt x0 und I0 �� I � �x0�. Eine di�erenzierbare Funktion

z� I � R, wobei I ` R ein ni
ht-entartetes Intervall sei, mit Graph�z� `D heiÿt

eine �

Oberfunktion

Unterfunktion

¡ bzgl. der Anfangswertaufgabe (193), wenn gilt:

Pz �
A

�

¡ 0 �bzw. Pz �
�

A

¡ 0� auf I und z�x0��
C

B

¡y0 (194)

oder

Pz �
A

�

¡ 0 �bzw. Pz �
�

A

¡0� auf I0 und z�x0��
A

�

¡ y0 (195)

Beh.:

(i) Ist z� I � R eine Unterfunktion bzgl. (193) und y� I � R eine Lösung von

(193), so gilt z � y auf I0.

(ii) Ist z� I � R eine Oberfunktion bzgl. (193) und y� I � R eine Lösung von

(193), so gilt z A y auf I0.

Beweis. Wir wollen 7.1 anwenden auf

z1 �� zSI0 und z2 �� ySI0 .

Die Behauptung von (i) ist gerade die Aussage (190). Zu zeigen bleibt daher

ledigli
h, daÿ (188) und (189) gelten.

Zu (188): Wegen (194) oder (195) gilt, da y Lösung von (193) ist

�x>I0 �Pz1��x��
�

A

¡ 0 � �Pz2��x�.

Zu (189): Wegen (194) oder (195) gilt z�x0� B y0 � y�x0�.

1. Fall: z�x0� � y0 � y�x0�. Dann existiert aus Stetigkeitsgründen ein ε > R
�

mit

z � y auf �x0, x0 � ε� ` I �bzw. �x0 � ε,x0� ` I�,

also mit

z1 � z2 auf �x0, x0 � ε� ` I0 �bzw. �x0 � ε,x0� ` I0).
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2. Fall: z�x0� � y0 � y�x0�. Dann folgt zunä
hst na
h De�nition der Unter-

funktion, daÿ (194) gilt, also �Pz��x0��
�

A

¡ 0, d.h.

z��x0��
�

A

¡ f�x0, z�x0�� � f�x0, y�x0�� � y
�

�x0�.

Angenommen (189) ist fals
h. Dann existiert andererseits o�enbar eine Null-

folge �hn�n>N in R
�

mit

�n>N z1�x0 �
�

�

¡hn� � z�x0 �
�

�

¡hn� C y�x0 �
�

�

¡hn� � z2�x0 �
�

�

¡hn�,

also folgt wegen

lim
n�ª

z�x0 �
�

�

¡hn� � z�x0�

�

�

�

¡hn

�

C

B

¡ lim
n�ª

y�x0 �
�

�

¡hn� � y�x0�

�

�

�

¡hn

z��x0��
C

B

¡ y��x0�, Widerspru
h!

(ii) zeigt man analog zu (i). ✷

7.3. Angenommen wir su
hen eine Lösung y� �x0, b� � R einer Anfangswertauf-

gabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0,

wobei D ` R
2
und f � D � R stetig, für die si
h keine explizite Formel angeben

läÿt. Dann können wir auf folgende Weise Informationen über den Werteverlauf

von y erhlten:

Wir verkleinern die Funktion f�x, y� zu einer stetigen Funktion f1�x, y�

und eventuell den Anfangswert y0 zu y01 und zwar so, daÿ wir für die neue

Anfangswertaufgabe

y��x� � f1�x, y�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�f�x,y�x��

, y�x0� � y01

eine Lösung v� �x0, b̃� � R explizit angeben können.

Dann ist v � solange Graph�v� in D verläuft � eine Unterfunktion bzgl.

(193), also folgt aus 7.2 (i): v � y auf dem gemeinsamen De�nitionsberei
h.

Analog läÿt si
h au
h eine explizit angebbare Funktion w mit y � w �nden.

Beispiel. Wir betra
hten die Ri

atis
he Di�erentialglei
hung

y��x� � x2 � y�x�2, y�0� � 1, (196)

also f �� x2 � y2� R2
� R.

Wir wissen, daÿ genau eine maximale Lösung y� �a, b� � R von (196) exi-

stiert, wobei a, b > ÂR mit a � 0 � b. Wir wollen yS
�0,b� approximieren und insbe-

sondere Informationen über b erhalten.

87



1.) Sei ε > �0,1� beliebig vorgegeben. Für x A 0 gilt

f1�x, y� �� y
2
� x2 � y2 � f�x, y�, y01 �� 1 � ε � 1 � y0.

Die Anfangswertaufgabe

y��x� � y2�x�, y�0� � 1 � ε

hat die Lösung

z� �0,
1

1 � ε
� �� R, x z�

1 � ε

1 � �1 � ε�x
,

also folgt aus 7.2 (i) (mit Voraussetzung (195), unterer Fall)

�x>�0,1�9�0,b�

1 � ε

1 � �1 � ε�x
� y�x�.

Dies ist für alle ε > �0,1� gezeigt, also gilt au
h (für ε� 0�)

�x>�0,1�9�0,b�

1

1 � x
²

x�1�
�� �ª

B y�x�.

Hieraus folgt o�enbar

b B 1 und �x>�0,b�

1

1 � x
B y�x�. (197)

2.) Aus (197) folgt

16

lim
x�b�

y�x� � �ª. (199)

16

Es gilt nämli
h folgende

Übungsaufgabe. Seien D ` R
2
o�en, f � D � R eine stetige Funktion und y� �a, b� � R,

wobei a, b > R mit a � b, eine Lösung der Di�erentialglei
hung

y
�

�x� � f�x, y�x��. (198)

Dann ist y genau dann ni
ht fortsetzbar zu einer Lösung ỹ� �a, b� � R der Di�erentialglei-


hung (198), wenn mindestens eine der folgenden Aussagen gilt:

(1) limx�b� y�x� � �ª,

(2) limx�b� y�x� � �ª oder

(3) ∂D � D �D x g und der Abstand von �x, y�x�� zu ∂D konvergiert für x � b� gegen 0,

d.h. genau per de�nitionem limx�b� ρ�x, y�x�� � 0, wobei ρ� D � R
�

de�niert ist dur
h

�p>D ρ�p� ��min�Yp � qY S q > ∂D�.

[ Tip zu ���: Betra
hte die Menge M `

ÂR, de�niert dur
h

M �� �Es existiert eine Folge �xn�n>N in �a, b� mit limn�ª xn � b und limn�ª y�xn� � c�,

und zeige zunä
hst, falls (1) und (2) ni
ht gelten:

M 8R ist ein ni
ht-leeres Intervall von R und �b� � �M 9R� ` ∂D. ℄
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3.) Für x > �0, b� ` �0,1� gilt

1 � y2 A x2 � y2 � f�x, y�, 1 C 1 � y0.

Die Anfangswertaufgabe

y��x� � 1 � y2�x�, y�0� � 1

hat die Lösung

z̃� �0,
π

4
��� R, x z� tan�x �

π

4
�,

also folgt aus 7.2 (ii) (mit Voraussetzung (194), oberer Fall)

�x>�0,b�9�0,π
4
�

y�x� � tan�x �
π

4
�.

Hieraus folgt o�enbar na
h (199)

b C
π

4
und �x>�0,π

4
�

y�x� B tan�x �
π

4
�. (200)

4.) In ähnli
her Weise läÿt si
h zeigen

b C
16

17
und �x>�0, 16

17
�

y�x� B
1

1 � 17
16
x
. (201)
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8 Stetige und di�erenzierbare Abhängigkeit

De�nition 8.1. Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V

o�en und f � D � V eine stetige Abbildung, die einer lokalen Lips
hitzbedingung

bzgl. y genüge. Na
h 3.17 gibt es zu beliebigem �x0, y0� > D daher eine eindeu-

tig bestimmte maximale Lösung y
�x0,y0�� I�x0, y0� � V , die auf einem o�enen

Intervall I�x0, y0� von R de�niert ist, der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0.

Wir setzen

∆ ��

�

�x0,y0�>D

I�x0, y0� � ��x0, y0�� ` R �R � V

und nennen

u� ∆�� V, �t, x0, y0�z� y
�x0,y0��t�

die allgemeine Lösung von y��x� � f�x, y�x��.

Unser erstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

Hauptsatz 8.2 (Stetige Abhängigkeit von den Anfangswerten).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V o�en und

f � D � V eine stetige Abbildung, die einer lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. y

genügt. u� ∆� V sei die allgemeine Lösung von

y��x� � f�x, y�x��.

Beh.:

(i) ∆ ist o�en in R �R � V .

(ii) u� ∆� V ist stetig.

Für den Beweis des Hauptsatzes benötigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 8.3 (von Gronwall).

Vor.: Seien I ` R ein Intervall mit linkem E
kpunkt x0 > I und ϕ� I � R eine

stetige Funktion mit

�x>I ϕ�x� B α � β

x

S

x0

ϕ�t�dt,

wobei α,β > R mit β A 0.

Beh.: �x>I ϕ�x� B α eβ �x�x0�

Beweis. O�enbar genügt es zu zeigen, daÿ zu beliebigem ε > R
�

gilt

�x>I ϕ�x� � �α � ε� e
β �x�x0�. (202)
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Zunä
hst gilt (202) für x � x0 wegen ϕ�x0�
Vor.

� α � α�ε. Angenommen (202)

ist fals
h. Dann existiert aus Stetigkeitsgründen genau ein x1 > I mit x1 A x0
und

�x>�x0,x1� ϕ�x� � �α � ε� e
β �x�x0�, (203)

ϕ�x1� � �α � ε� e
β �x1�x0�. (204)

Es folgt

ϕ�x1�
Vor.

B α � β

x1

S

x0

ϕ�t�dt
�203�
� α � β

x1

S

x0

�α � ε� eβ �t�x0� dt

� α � ��α � ε� eβ �t�x0��
x1

x0

�204�
� α � ϕ�x1� � �α � ε� � ϕ�x1� � ε

� ϕ�x1�,

Widerspru
h! ✷

Satz 8.4 (Abs
hätzung des Fehlers bei einer Näherungslösung einer Anfangs-

wertaufgabe).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum, D ` R�V

und f � D � V eine stetige Abbildung, die einer Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt,

d.h.

§L>R
�

�

�x,y�,�x,ỹ�>D Yf�x, y� � f�x, ỹ�Y B L Yy � ỹY. (205)

Ferner seien �x0, y0� > D und y� I � V eine Lösung der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0. (206)

Beh.: Ist z� I � V di�erenzierbar mit Graph z `D und existiert eine reelle Zahl

δ C 0 mit

�x>I Yz
�

�x� � f�x, z�x��Y B δ, (207)

so folgt

�x>I Yz�x� � y�x�Y B Yz�x0� � y0Y e
L Sx�x0S

�

δ

L
�eL Sx�x0S � 1Ǳ . (208)

Bemerkung. Im Falle z�x0� � y0 und δ � 0 folgt aus (208) z � y, also enthält

der Satz au
h einen Beweis der Eindeutigkeit der Lösung von (206).

Beweis. 1. Fall: x0 > I ist linker Randpunkt von I. Wir setzen zur Abkürzung

γ �� Yz�x0� � y0Y. (209)

Da y Lösung von (206) ist, gilt na
h 3.5

�x>I y�x� � y0 �

x

S

x0

f�t, y�t��dt. (210)
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Wir de�nieren r� I � V dur
h

�x>I z�x� � z�x0� �

x

S

x0

f�t, z�t��dt � r�x�. (211)

Dann ist r di�erenzierbar, und es gilt

�x>I Yr
�

�x�Y � Yz��x� � f�x, z�x��Y
�207�

B δ,

also folgt aus dem Mittelwertabs
hätzungssatz der Analysis II

�x>I Yr�x�Y
�211�
� Yr�x� � r�x0�Y B δ �x � x0�, (212)

Die stetige Funktion ψ� I � R sei de�niert dur
h

�x>I ψ�x� � Yz�x� � y�x�Y. (213)

Nun folgt für alle x > I

ψ�x�
�213�,�211�,�210�

B Yz�x0� � y0Y �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

x

S

x0

f�t, z�t�� � f�t, y�t��dt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

� Yr�x�Y

�209�,�212�
B γ �

x

S

x0

Yf�t, z�t�� � f�t, y�t��Y dt � δ �x � x0�

�205�

B γ �L

x

S

x0

Yz�t� � y�t�Y dt � δ �x � x0�

�213�
� γ �L

x

S

x0

ψ�t� �
δ

L
dt,

d.h.

�x>I ψ�x� �
δ

L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��ϕ�x�

B �γ �
δ

L
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��α

� L
®

��β >R
�

x

S

x0

ψ�t� �
δ

L
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�ϕ�t�

dt.

Aus dem Lemma von Gronwall 8.3 folgt daher

�x>I ϕ�x� B α eβ �x�x0�,

d.h.

�x>I ψ�x� B γ e
L Sx�x0S

�

δ

L
�eL Sx�x0S � 1Ǳ .

Wegen (213) und (209) gilt somit (208).

2. Fall: x0 > I ist re
hter Randpunkt von I. Die Behauptung folgt lei
ht

dur
h Anwendung des ersten Falles auf f̃�x, y� �� �f��x, y�, ỹ�x� �� y��x� und

z̃�x� �� z��x�.

3. Fall: x0 ist innerer Punkt von I. Dann folgt die Behauptung dur
h Kom-

bination der vorherigen Fälle. ✷
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Satz 8.5 (Stetige Abhängigkeit auf kompakten Intervallen de�nierter Lösungen

von den Anfangswerten und der re
hten Seite einer Anfangswertaufgabe).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum, D ` R�V

und f � D � V eine stetige Abbildung. Weiter seien �x0, y0� > D, a, b > R mit

a � b und y� �a, b� � R eine Lösung der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x��, y�x0� � y0 (214)

sowie α > R
�

derart, daÿ der α-Streifen von Graph y in D enthalten ist, d.h.

Sα �� ��x, v� > �a, b� � V S Yv � y�x�Y B α� `D. (215)

Auÿerdem genüge f auf Sα einer Lips
hitzbedingung bzgl. y, also

§L>R
�

�

�x,y�,�x,ỹ�>Sα
Yf�x, y� � f�x, ỹ�Y B L Yy � ỹY. (216)

Beh.: Zu jedem ε > R
�

existiert ein δ > R
�

derart, daÿ folgendes gilt: Sind

g� Sα �� V stetig und z0 > V mit

�

�x,y�>Sα
Yg�x, y� � f�x, y�Y � δ

und

Yz0 � y0Y � δ,

(217)

so besitzt au
h die �gegenüber (214) um hö
hstens δ gestörte� Anfangswertauf-

gabe

z��x� � g�x, z�x��, z�x0� � z0 (218)

eine auf ganz �a, b� de�nierte Lösung, und für jede sol
he Lösung z� �a, b� � V

von (218) gilt

�x>�a,b� Yz�x� � y�x�Y � ε.

Zusatz.

1.) Ist D o�en, so existiert ein α > R
�

mit (215).

2.) Genügt f einer lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. y, so gilt (216).

Bemerkung. Die Voraussetzung, daÿ y auf einem kompakten Intervall de�-

niert ist, ist notwendig! Betra
hte z.B. die Di�erentialglei
hung y��x� � y�x� auf

�0,ª�, deren allgemeine Lösung u�x,x0, y0� � y0 e
x�x0

ist. Wir verwenden die

Bezei
hnungen des Satzes mit

f�x, y� � g�x, y� � y, y�x� � u�x,0,0�, z�x� � u�x,0,1�,

wobei y und z auf �0,ª� de�niert seien. Dann gilt

Sz�x� � y�x�S � SexS
x�ª
�� ª.

93



Beweis. Zum Zusatz: 1.) Im Falle D � R � V ist ni
hts zu zeigen, und im

Falle D ú R � V leistet

α ��

1

2
d�Graph y, �R � V � �D� A 0

das Gewüns
hte. Bea
hte, daÿ Graph y `D mit �a, b� kompakt und �R�V ��D

na
h Voraussetzung von 1.) abges
hlossen ist.

17

2.) ist klar na
h Übung 6.2.

Zum Beweis des Satzes: Sei ε > R
�

beliebig vorgegeben. Ohne Bes
hränkung

der Allgemeinheit gelte ε B α. Aus Stetigkeitsgründen existiert eine Zahl C > R
�

mit

�x>I e
L Sx�x0S

�

1

L
�eL Sx�x0S � 1Ǳ B C, (219)

und wir setzen

δ ��
ε

2C
B

α

2C
.

Seien im folgenden g, z0 wie (217) gewählt. Dann gilt:

Jede Lösung z� I � V der Anfangswertaufgabe (218) (d.h. insbesondere

I ` �a, b�) erfüllt

�x>I Yz�x� � y�x�Y B
ε

2
B

α

2
.

(220)

[ Zu (220): Es gilt Yz�x0� � y0Y
�218�
� Yz0 � y0Y

�217�
� δ und

�x>I Yz
�

�x� � f�x, z�x��Y
�218�
� Yg�x, y� � f�x, y�Y

�217�
� δ,

also na
h 8.4 (angewandt auf Sα, f SSα , ySI anstelle von D,f, y)

�x>I Yz�x� � y�x�Y B δ �e
L Sx�x0S

�

1

L
�eL Sx�x0S � 1Ǳ�

�219�

B δ C
Def. δ
B

ε

2
. �

Wegen (220),

ε
2
� ε bleibt zum Na
hweis des Satzes zu zeigen, daÿ eine auf

ganz �a, b� de�nierte Lösung von (218) existiert.

Beweis hiervon: g� Sα � V läÿt si
h o�enbar zu einer stetigen Abbildung

g̃� ÈSα � V auf einer Umgebung

ÈSα von Sα in R � V forzetzen. (Wir behaupten

ni
ht

ÈSα `D!) Die Anfangswertaufgabe

z̃��x� � g̃�x, z̃�x��, z̃�x0� � z0

besitzt na
h dem globalen Existenzsatz von Peano 3.10 eine maximale Lösung

z̃� ÇI � V , wobei ÇI ` R ein o�enes Intervall ist. Da Sα kompakt ist, muÿ Graph z̃

17

Lemma. Sind �M,d� ein metris
her Raum, A eine kompakte und B eine anges
hlossene

Teilmenge von M mit A 9B � g, so gilt d�A,B� �� inf�d�a, b� Sa > A , b > B� A 0.

Beweis. Angenommen d�A,B� � 0. Dann existiert zu jedem n > N ein an > A derart, daÿ gilt

d�an,B� �� inf�d�an, b� S b > B� �

1

n�1
. Da A kompakt und damit folgenkompakt ist, können

wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ �an�n>N gegen ein Element a
�

> A

konvergiert. Es folgt d�a
�

,B� � 0. Daher existiert zu jedem n > N ein bn > B mit d�a
�

, bn� �
1

n�1
.

Somit muÿ gelten a
�

� limn�ª bn. Weil B abges
hlossen ist, folgt a
�

> B, d.h. a
�

> A 9B, im

Widerspru
h zur Voraussetzung. ✷
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na
h ebendiesem Satz na
h hinten und na
h vorne aus Sα herauslaufen. Daher

existieren o�enbar eindeutig bestimmte x1, x2 > ÇI mit x1 � x2 und x0 > �x1, x2�

sowie

�x>�x1,x2� �x, z̃�x�� >

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

X

Sα für x > �x1, x2�,

∂Sα � Sα �
X

Sα für x > �x1, x2�.

z �� z̃S
�x1,x2� ist somit ebenfalls Lösung von (218), weshalb na
h (220) insbeson-

dere gilt

�i>�1,2� Yz�xi� � y�xi�Y B
α

2
.

Wegen �x1, z̃�x1��, �x1, z̃�x1�� > ∂Sα bedeutet dies na
h De�nition von Sα, daÿ

x1, x2 Randpunkte von �a, b� sein müssen, d.h. es muÿ gelten x1 � a und x2 � b.

Damit ist gezeigt, daÿ z eine auf �a, b� de�nierte Lösung von (218) ist. ✷

Beweis von Hauptsatz 8.2. Seien also V eine endli
h-dimensionaler R-Vek-

torraum, D ` R�V o�en und f � D � V eine stetige Abbildung, die einer lokalen

Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt. u� ∆� V bezei
hne die allgemeiene Lösung

von y��x� � f�x, y�x��.

Sei �t0, x0, y0� > ∆, also �x0, y0� > D und t0 > I�x0, y0�. Da I�x0, y0� o�en

ist, existieren a, b > R mit a � b und δ1 > R�

derart, daÿ �a� δ1, b� δ1� ` I�x0, y0�

und t0, x0 > �a, b�.

Wir setzen y �� u�. . . , x0, y0�S
�a�δ1 ,b�δ1�, d.h. y ist Lösung der Anfangswert-

aufgabe y��t� � f�t, y�t��, y�x0� � y0, und wählen eine Norm Y . . . Y auf V sowie

α,L > R
�

gemäÿ des Zusatzes zu 8.5. Na
h 8.5 existiert dann ein δ2 > R�

derart,

daÿ für alle y1 > V mit Yy1 � y0Y � δ2 gilt:

Die Anfangswertaufgabe z̃��t� � f�t, z̃�t��, z̃�x0� � y1 besitzt eine auf

ganz �a � δ1, b � δ1� de�nierte Lösung z̃� �a � δ1, b � δ1� � V mit

�t>�a�δ1,b�δ1� Yz̃�t� � y�t�Y �
ε

2
.

(221)

Hieraus folgt für jedes x1 > I�x0, y0� mit Sx1 � x0S � δ1:

Die Anfangswertaufgabe z��t� � f�t, z�t��, z�x1� � y1 besitzt eine auf

ganz �a, b� de�nierte Lösung, nämli
h z�t� �� z̃�t � �x0 � x1��.
(222)

Insbesondere haben wir �t0, x0, y0� > �a, b���x0�δ1, x0�δ1��Uδ2�y0� `∆ gezeigt,

also �t0, x0, y0� >
X

∆. Wegen der Beliebigkeit von �t0, x0, y0� > ∆ folgt 8.2 (i).

Seien nun y1 > V mit Yy1 � y0Y � δ2 und z̃� �a � δ1, b � δ1� � V gemäÿ (221)

gewählt. Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist z̃ glei
hmäÿig

stetig, also existiert δ3 > R�

mit

�t,t̃>�a�δ1,b�δ1�
St � t̃S � δ3 Ô� Yz̃�t� � z̃�t̃�Y �

ε

2
. (223)

Seien weiter x1 > I�x0, y0� mit Sx1 � x0S �
1
2
min�δ1, δ3� und z� �a, b� � V zu

x1 wie in (222) gewählt. Dann gilt für jedes t > �a, b� mit St � t0S �
1
2
δ3

Yz�t� � y�t0�Y � Yz̃�t � �x0 � x1�� � y�t0�Y
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B Yz̃�t � �x0 � x1�� � z̃�t0�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�223�

�

ε
2

� Yz̃�t0� � y�t0�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�221�

�

ε
2

� ε.

Hieraus und aus z�t� � u�t, x1, y1� sowie y�t0� � u�t0, x0, y0� folgt die Stetigkeit

von u in �t0, x0, y0�, d.h. wir haben au
h 8.2 (ii) gezeigt. ✷

Korollar 8.6.

Vor.: Seien V,W endli
h-dimensionale R-Vektorräume, D ` R�V o�en, Λ `W

o�en und f � D � Λ � V, �t, y, λ� ( f�t, y, λ� eine stetige Abbildung, die einer

lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. �y,λ� genügt. Für jedes λ > Λ sei uλ� ∆λ � V

die allgemeine Lösung von

y��x� � f�x, y�x�, λ�.

Beh.:

(i)

�λ>Λ∆λ � �λ� ist o�en in R �R � V �W .

(ii) Die Abbildung

�λ>Λ∆λ � �λ� � V, �t, x, y, λ� ( uλ�t, x, y� ist stetig.

Beweis. Das Korollar folgt dur
h Anwendung von Hauptsatz 8.2 auf

�yV , yW �
�

�x� � �f�x, yV �x�, yW �x��,0� > V �W.

Die in V liegende Komponente der allgemeinen Lösung hiervon ist genau die in

(ii) genannte Abbildung. ✷

Hauptsatz 8.7 (Stetige Abhängigkeit von den Anfangswerten und Parame-

tern).

Vor.: Seien V,W endli
h-dimensionale R-Vektorräume, D ` R�V o�en, Λ `W

o�en und f � D � Λ � V, �t, y, λ� ( f�t, y, λ� eine stetige Abbildung, die einer

lokalen Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt.

18

Für jedes λ > Λ sei uλ� ∆λ � V die

allgemeine Lösung von

y��x� � f�x, y�x�, λ�,

d.h. für jedes �x0, y0, λ� >D �Λ ist

uλ�. . . , x0, y0� � y
�x0,y0,λ�� I�x0, y0, λ� �� V

die eindeutig bestimmte maximale Lösung, wel
he auf einem o�enen Intervall

I�x0, y0, λ� von R de�niert ist, der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x�, λ�, y�x0� � y0.

18

D.h. na
h Wahl einer Norm Y . . . Y auf V existiert zu jedem �x0, y0, λ0� > D � Λ eine

Umgebung U > U

X

��x0, y0, λ0�,D � Λ� mit

§L>R
�

�

�x,y,λ�,�x,ỹ,λ�>U Yf�x, y,λ� � f�x, ỹ, λ�Y B L Yy � ỹY.
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Beh.:

(i)

�λ>Λ∆λ � �λ� ist o�en in R �R � V �W .

(ii) Die Abbildung

�λ>Λ∆λ � �λ� � V, �t, x, y, λ� ( uλ�t, x, y� ist stetig.

Beweis. Wir modi�zieren den Beweis von Hauptsatz 8.2.

19

Sei �t0, x0, y0, λ0� > �λ>Λ∆λ � �λ�, also �x0, y0� > D und t0 > I�x0, y0, λ0�.

Da I�x0, y0, λ0� o�en ist, existieren a, b > R mit a � b und δ1 > R
�

derart, daÿ

�a � δ1, b � δ1� ` I�x0, y0, λ0� und t0, x0 > �a, b�.

Wir setzen y �� u�. . . , x0, y0, λ0�S
�a�δ1,b�δ1�, d.h. y ist Lösung der Anfangs-

wertaufgabe y��t� � f�t, y�t�, λ0�, y�x0� � y0, und wählen eine Norm Y . . . Y auf

V sowie α,L > R
�

gemäÿ des Zusatzes zu 8.5. Na
h 8.5 existiert dann ein δ2 > R�

derart, daÿ für alle λ > Λ mit �

�x,y�>Sα
Yf�x, y,λ� � f�x, y,λ0�Y � δ2 und y1 > V

mit Yy1 � y0Y � δ2 gilt:

Die Anfangswertaufgabe z̃�λ�t� � f�t, z̃λ�t�, λ�, z̃λ�x0� � y1 besitzt eine

auf ganz �a � δ1, b � δ1� de�nierte Lösung z̃λ� �a � δ1, b � δ1� � V mit

�t>�a�δ1,b�δ1� Yz̃λ�t� � y�t�Y �
ε

2
.

Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf W . f SSα�Λ� Sα � Λ � V ist stetig, also

existiert ein δ3 > R�

derart, daÿ für alle λ > Λ mit Yλ � λ0Y � δ3 gilt Uδ3�λ0� ` Λ

(bea
hte, daÿ Λ o�en ist) und

�

�x,y�>Sα
Yf�x, y,λ� � f�x, y,λ0�Y � δ2.

Hieraus folgt für jedes x1 > I�x0, y0� mit Sx1 � x0S � δ1:

Die Anfangswertaufgabe z�λ�t� � f�t, z�t�, λ�, zλ�x1� � y1 besitzt eine

auf ganz �a, b� de�nierte Lösung, nämli
h zλ�t� �� z̃λ�t � �x0 � x1��.

Insbesondere haben wir

�t0, x0, y0, λ0� > �a, b� � �x0 � δ1, x0 � δ1� �Uδ2�y0� �Uδ3�λ0� ` �
λ>Λ

∆λ � �λ�

gezeigt, also folgt 8.7 (i).

Der Beweis von (ii) erfolgt nun fast identis
h zu dem von 8.2 (ii). ✷

Unser nä
hstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

Hauptsatz 8.8 (Di�erenzierbare Abhängigkeit von den Anfangswerten).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, D ` R � V o�en und

f � D � V eine stetige Abbildung, die stetig partiell di�erenzierbar na
h y ist. Es

sei u� ∆ � V, �t, x, y� ( u�t, x, y� die allgemeine Lösung von

y��x� � f�x, y�x��,

19

Na
hdem der Beweis von 8.2 vorgeführt wurde, sollte der nun zu führende eigentli
h als

Übungsaufgabe gestellt werden. Dies war im WS 2009/2010 aus Zeitgründen ni
ht mögli
h.
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d.h. für jedes �t, x, y� >∆ gilt

∂u

∂t
�t, x, y� � f�t, u�t, x, y��, u�x,x, y� � y. (224)

Beh.:

(i) u ist stetig partiell di�erenzierbar na
h t.

(ii) u ist stetig partiell di�erenzierbar na
h x, d.h. ∂u
∂x
� ∆� V ist stetig, und für

jedes �x, y� > D ist

∂u
∂x
�. . . , x, y�� I�x, y� � V di�erenzierbar und Lösung

der Anfangswertaufgabe

z��t� �
∂f

∂y
�t, u�t, x, y�� z�t�, z�x� � �f�x, y�. (225)

(iii) u ist stetig partiell di�erenzierbar na
h y, d.h. per de�nitionem

�

�t0,x0,y0�>∆ u�t0, x0, . . .� ist di�erenzierbar in y0, d.h. es existiert

∂u

∂y
�t0, x0, y0� �� dy0�u�t0, x0, . . .�� > End�V �,

(bea
hte, daÿ �y > V S �t0, x0, y� > ∆� mit ∆ o�en ist) und

∂u

∂y
� ∆�� End�V �, �t0, x0, y0� z�

∂u

∂y
�t0, x0, y0�,

ist stetig.

Darüber hinaus ist

∂u
∂y
�. . . , x, y�� I�x, y� � End�V � für jedes �x, y� > D

di�erenzierbar und Lösung der End�V �-wertigen Anfangswertaufgabe

Z �

�t� �
∂f

∂y
�t, u�t, x, y�� XZ�t�, Z�x� � idV . (226)

Zusatz. Ist k > N
�

und sind f � D � V sowie

∂f
∂y
� D � End�V � k-mal stetig

di�erenzierbar, so ist u� ∆ � V �k � 1�-mal stetig (partiell) di�erenzierbar.

Wir bereiten den Beweis von 8.8 dur
h drei Lemmata vor.

Lemma 8.9. Es seien a, b > R mit a � b und V ein endli
h-dimensionaler

R-Vektorraum. Ist dann h� �a, b� � End�V � eine stetige Abbildung, so gilt

�v>V

�

�

�

b

S

a

h�t�dt
�

�

�

�v� �

b

S

a

h�t��v�dt.

Beweis. Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V .

Seien ξ > �a, b� und �hν�ν>N eine Folge in End�V � mit limν�ª hν � h�ξ�,

wobei wir End�V � mit der dur
h Y . . . Y induzierten Operatornorm betra
hten.

Dann folgt

lim
ν�ª

sup�Y�hν � h�ξ���v�Y Sv > V , YvY � 1� � 0,
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also o�enbar au
h

�v>V lim
ν�ª

�hν�v�� � h�ξ��v�. (227)

Sind daher �Zν�ν>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b� und

Ξν für jedes ν > N ein Zwis
henpunktsystem von Zν , so gilt für v > V

�

�

�

b

S

a

h�t�dt
�

�

�

�v�
�49�
� � lim

ν�ª
R�h,Zν ,Ξν�� �v�

�227�
� lim

ν�ª
R�h�. . .��v�,Zν ,Ξν�

�

b

S

a

h�t��v�dt,

womit die Behauptung bewiesen ist. ✷

Lemma 8.10. Es seien a, b > R mit a � b, V ein endli
h-dimensionaler R-Vek-

torraum, M ` V o�en und g� �a, b� �M � R eine stetige Funktion, die stetig

partiell di�erenzierbar na
h y ist.

Dann ist die Funktion

G� M �� R, y z�

b

S

a

g�t, y�dt

stetig di�erenzierbar, und es gilt für jedes y0 >M

dy0G �

b

S

a

∂g

∂y
�t, y0�dt > End�V �. (228)

Beweis. Na
h Lemma 8.9 gilt für jedes y0 >M

�v>V

�

�

�

b

S

a

∂g

∂y
�t, y0�dt

�

�

�

�v� �

b

S

a

∂g

∂y
�t, y0��v�dt. (229)

(Bea
hte, daÿ

∂g
∂y
�. . . , y0� na
h Voraussetzung eine stetige Abbildung ist.)

Daher folgt na
h Wahl einer Norm Y . . . Y auf V für y0 >M und h > V � �0�

mit y0 � h >M

G�y0 � h� �G�y0� � �
b

R

a

∂g
∂y
�t, y0�dt� �h�

YhY

�229�
�

b

S

a

g�t, y0 � h� � g�t, y0� �
∂g
∂y
�t, y0��h�

YhY
dt,

und die re
hte Seite konvergiert na
h Voraussetzung für h� 0 gegen Null. Aus

der Beliebigkeit von y0 folgt die Di�erenzierbarkeit von G und die Gültigkeit

von (228).

Daÿ G sogar stetig di�erenzierbar ist, folgt nun lei
ht aus der stetigen par-

tiellen Di�erenzierbarkeit von g na
h y. ✷
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Lemma 8.11. Es seien a, b > R mit a � b, M ` R o�en, g� �a, b� �M � R eine

stetige Funktion, die stetig partiell di�erenzierbar na
h y ist, und h1, h2� M � R

stetig di�erenzierbare Funktionen mit hi�M� ` �a, b� für i > �1,2�.

Dann ist die Funktion

G� M �� R, y z�

h2�y�

S

h1�y�

g�t, y�dt

stetig di�erenzierbar, und es gilt für jedes y >M

G�

�y� �

h2�y�

S

h1�y�

∂g

∂y
�t, y0�dt � g�h2�y�, y�h2

�

�y� � g�h1�y�, y�h1
�

�y�.

Beweis. De�niere die stetig di�erenzierbare Funktion

ÇG� �a, b�2 �M � R

dur
h

ÇG�x1, x2, y� ��

x2

S

x1

g�t, y�dt.

Dann gilt für jedes �x1, x2, y� > �a, b�
2
�M na
h Hauptsatz der Di�erential- und

Integralre
hnung

∂ ÇG

∂x1
�x1, x2, y� � �g�x1, y� ,

∂ ÇG

∂x2
�x1, x2, y� � g�x2, y�.

und na
h Lemma 8.10

∂ ÇG

∂y
�x1, x2, y� �

x2

S

x1

∂g

∂y
�t, y0�dt.

Hieraus und aus G�y� �

ÇG�h1�y�, h2�y�, y� folgt mit der Kettenregel die Be-

hauptung. ✷

Beweis von Hauptsatz 8.8. (224) beinhaltet (i) und impliziert mittels 3.5,

daÿ gilt

u�t, x, y� � y �

t

S

x

f�τ, u�τ, x, y��dτ. (230)

Zu (ii): Ist u partiell di�erenzierbar na
h x, so folgt aus (230) und Lemma

8.11

∂u

∂x
�t, x, y� � �f�x, y� �

t

S

x

∂f

∂y
�τ, u�τ, x, y��

∂u

∂x
�τ, x, y�dτ.

Ist u sogar stetig partiell di�erenzierbar na
h x, so folgt hieraus und aus 3.5,

daÿ

∂u
∂x
�. . . , x, y� di�erenzierbar ist und Glei
hung (225) löst. Wir zeigen also

nun, daÿ u stetig partiell di�erenzierbar na
h x ist.

Seien �t0, x0, y0� >∆ und δ1, δ2, δ3 > R�

mit

�

�t,x,y�>�t0�δ1,t0�δ2���x0�δ3,x0�δ3��Uδ3
�y0� �t, x, y� > ∆
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und

�x>�x0�δ3,x0�δ3� x > �t0 � δ1, t0 � δ2�.

Des weiteren existiert δ > R
�

derart, daÿ für jedes h > ��δ, δ� und jedes τ > �0,1�

gilt

�t>�t0�δ1,t0�δ2� �t, u�t, x0, y0� � τ �u�t, x0 � h, y0� � u�t, x0, y0��Ǳ >∆.

(Bea
hte, daÿ ∆ o�en ist.) Für alle h > � � δ, δ� sowie x > �x0 � δ3, x0 � δ3� und

y > Uδ3�y0� bezei
hnen wir mit Y�. . . , x, y, h�� �t0 � δ1, t0 � δ2� � End�V � die

na
h 6.4 eindeutig bestimmte Lösung von

Z �

�t� �

��A�t,x,y,h�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�

�

�

1

S

0

∂f

∂y
�t, u�t, x, y� � τ �u�t, x � h, y� � u�t, x, y��Ǳdτ

�

�

�

XZ�t�,

Z�x� � idV .

Wir behaupten:

Y� �t0�δ1, t0�δ2���x0�δ3, x0�δ3��Uδ3�y0����δ, δ� �� End�V � ist stetig. (231)

[ Zu (231): Die stetige Abbildung

�t0 � δ1, t0 � δ2� �End�V � � �x0 � δ3, x0 � δ3� �Uδ3�y0� � � � δ, δ� �� End�V �,

die �t,Z,x, y, h� auf A�t, x, y, h� X Z abbildet genügt o�enbar einer lokalen Lip-

s
hitzbedingung bzgl. Z. Dies sieht man analog zum Beweis von Satz 6.4 ein.

(231) folgt nun aus Hauptsatz 8.7. ℄

Wir de�nieren v� �t0 � δ1, t0 � δ2� � � � δ, δ� � V dur
h

v�t, h� �� u�t, x0 � h, y0� � u�t, x0, y0�,

also gilt o�enbar

∂v

∂t
�t, h� � A�t, x0, y0, h� X v�t, h�

und

v�x0, h� � u�x0, x0 � h, y0� � u�x0 � h,x0 � h, y0� � u�x0 � h,x0 � h, y0� � y0

� � �u�x0 � h,x0 � h, y0� � u�x0, x0 � h, y0��

� �h
S

1

0

∂u

∂t
�x0 � sh,x0 � h, y0�ds

� �hf�x0, y0�

�h
S

1

0
f�x0, y0� � f�x0 � sh,u�x0 � sh,x0 � h, y0��ds.

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��R�x0,y0,h�

Aus Eindeutigkeitsgründen folgt daher für jedes �t, h� > �t0 �δ1, t0 �δ2�� ��δ, δ�

mittels des Zusatzes a) zu 6.4

v�t, h� �Y�t, x0, y0, h� ��hf�x0, y0� � hR�x0, y0, h�� ,
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also

lim
h�0

v�t0, h�

h
� �Y�t0, x0, y0,0��f�x0, y0��,

und die Abbildung auf der re
hten Seite ist na
h (231) und Voraussetzung stetig

in �t0, x0, y0�.

Zu (iii): Ist u partiell di�erenzierbar na
h y, so folgt aus (230) und Lemma

8.10

∂u

∂y
�t, x, y� � idV �

t

S

x

∂f

∂y
�τ, u�τ, x, y�� X

∂u

∂y
�τ, x, y�dτ.

Ist u sogar stetig partiell di�erenzierbar na
h y, so folgt hieraus und aus 3.5,

daÿ

∂u
∂y
�. . . , x, y� di�erenzierbar ist und Glei
hung (226) löst. Wir zeigen also

nun, daÿ u stetig partiell di�erenzierbar na
h y ist.

Seien wieder �t0, x0, y0� >∆ und δ1, δ2, δ3 > R�

mit

�

�t,x,y�>�t0�δ1,t0�δ2���x0�δ3,x0�δ3��Uδ3
�y0� �t, x, y� > ∆

und

�x>�x0�δ3,x0�δ3� x > �t0 � δ1, t0 � δ2�.

Des weiteren existiert δ > R
�

derart, daÿ für jedes h > Uδ�0� und jedes τ > �0,1�

gilt

�t>�t0�δ,t0�δ� �t, u�t, x0, y0� � τ �u�t, x0, y0 � h� � u�t, x0, y0��Ǳ >∆.

(Bea
hte, daÿ ∆ o�en ist.) Für alle h > Uδ�0� sowie x > �x0 � δ3, x0 � δ3� und

y > Uδ3�y0� bezei
hnen wir mit

ÇY�. . . , x, y, h�� �t0 � δ1, t0 � δ2� � End�V � die

na
h 6.4 eindeutig bestimmte Lösung von

Z �

�t� �

��V �t,x,y,h�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�

�

�

1

S

0

∂f

∂y
�t, u�t, x, y� � τ �u�t, x, y � h� � u�t, x, y��Ǳdτ

�

�

�

XZ�t�,

Z�x� � idV .

Analog zum Na
hweis von (231) zeigt man:

ÇY� �t0�δ1, t0�δ2���x0�δ3, x0�δ3��Uδ3�y0��Uδ�0� �� End�V � ist stetig. (232)

Wir de�nieren w� �t0 � δ1, t0 � δ2� �Uδ�0� � V dur
h

w�t, h� �� u�t, x0, y0 � h� � u�t, x0, y0�,

also gilt o�enbar

∂w

∂t
�t, h� � V �t, x0, y0, h� Xw�t, h�

und

w�x0, h� � y0 � h � y0 � h.
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Aus Eindeutigkeitsgründen folgt daher für jedes �t, h� > �t0 � δ1, t0 � δ2� �Uδ�0�

mittels des Zusatzes a) zu 6.4

w�t, h� � ÇY�t, x0, y0, h��h�,

also na
h Wahl einer Norm Y . . . Y auf V au
h

Yw�t0, h� � ÇY�t0, x0, y0,0��h�Y

YhY
B Y

ÇY�t0, x0, y0, h� � ÇY�t0, x0, y0,0�Y ℄
h

YhY
℄

� Y

ÇY�t0, x0, y0, h� � ÇY�t0, x0, y0,0�Y

und somit na
h (232) limh�0
Yw�t0,h��ÇY�t0,x0,y0,0��h�Y

YhY
� 0. Damit ist gezeigt

∂u

∂y
�t0, x0, y0� � ÇY�t0, x0, y0,0�,

und die re
hte Seite ist erneut na
h (232) stetig in �t0, x0, y0�.

Zum Beweis des Zusatzes: Wir zeigen die Behauptung dur
h vollständige

Induktion na
h k > N. Denn Fall k � 0 haben wir soeben bewiesen.

Seien nun k > N
�

und f � D � V sowie

∂f
∂y
� D � End�V � k-mal stetig dif-

ferenzierbar. Daÿ dann

∂u
∂t

ebenfalls k-mal stetig di�erenzierbar ist, ist wegen

(224) klar.

Des weiteren ist

f̃ � D � V �� V � V, �x, y, ỹ� z� �f�x, y�,
∂f

∂y
�x, y� ỹ�

insbesondere eine �k � 1�-mal stetig di�erenzierbare Abbildung. Na
h Indukti-

onsvoraussetzung ist die allgemeine Lösung ũ � �ũ1, ũ2�� Ç∆ � V � V von

�y��x�, ỹ��x�� � f̃�x, y�x�, ỹ�x�� � �f�x, y�x��,
∂f

∂y
�x, y�x�� ỹ�x��

eine k-mal stetig di�erenzierbare Abbildung. Dann gilt o�enbar

�

�t,x,y�>∆ �ỹ>V ũ1�t, x, y, ỹ� � u�t, x, y�,

und wegen 3.13 (ii) und 3.17 ist ũ2�. . . , x, y, ỹ� für jedes �x, y� > D sowie ỹ > V

die eindeutig bestimmte maximale Lösung der Anfangswertaufgabe

z��t� �
∂f

∂y
�t, u�t, x, y�� z�t�, z�x� � ỹ,

also gilt na
h (ii) für alle t > I�x, y�

ũ2�t, x, y,�f�x, y�� �
∂u

∂x
�t, x, y�,

und die linke Seite ist k-mal stetig di�erenzierbar.

Auÿerdem ist für �x, y� > D

I�x, y� �� End�V �, tz� ũ2�t, x, y, . . .�
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ein di�erenzierbarer Weg in End�V �, der die Anfangswertaufgabe

Z �

�t� �
∂f

∂y
�t, u�t, x, y�� X Z�t�, Z�x� � ũ2�x,x, y, . . .� � idV

löst, und diese Lösung ist erneut wegen 3.13 (ii) und 3.17 eindeutig bestimmt.

Daher folgt aus (iii) für alle t > I�x, y�

ũ2�t, x, y, . . .� �
∂u

∂y
�t, x, y�,

und die linke Seite ist k-mal stetig di�erenzierbar.

Wir haben damit gezeigt, daÿ

∂u
∂t
, ∂u
∂x
� ∆ � V und

∂u
∂y
� ∆ � End�V � k-mal

stetig di�erenzierbar sind, also ist u� ∆ � V na
h Analysis �k � 1�-mal stetig

(partiell) di�erenzierbar. ✷

Korollar 8.12 (Di�erenzierbare Abhängigkeit von den Anfangswerten und Pa-

rametern).

Vor.: Seien V,W endli
h-dimensionale R-Vektorräume, D ` R�V o�en, Λ `W

o�en und f � D � Λ � V, �t, y, λ� ( f�t, y, λ� eine stetige Abbildung, die stetig

partiell di�erenzierbar na
h y und λ ist. Für jedes λ > Λ sei uλ� ∆λ � V die

allgemeine Lösung von

y��x� � f�x, y�x�, λ�,

d.h. für jedes �x0, y0, λ� >D �Λ ist

uλ�. . . , x0, y0� � y
�x0,y0,λ�� I�x0, y0, λ� �� V

die eindeutig bestimmte maximale Lösung, wel
he auf einem o�enen Intervall

I�x0, y0, λ� von R de�niert ist, der Anfangswertaufgabe

y��x� � f�x, y�x�, λ�, y�x0� � y0.

Beh.: Die Abbildung

ũ�
�

λ>Λ

∆λ � �λ�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��

Ç∆

�� V, �t, x, y, λ� z� uλ�t, x, y�

ist stetig partiell di�erenzierbar.

∂ũ
∂λ
�. . . , x, y, λ�� I�x, y,λ� � L�W,V � ist des

weiteren für jedes �x, y,λ� > D � Λ di�erenzierbar sowie Lösung der L�W,V �-

wertigen Anfangswertaufgabe

Z �

�t� �
∂f

∂y
�t, ũ�t, x, y, λ�, λ� XZ�t� �

∂f

∂λ
�t, ũ�t, x, y, λ�, λ�, Z�0� � 0. (233)

Zusatz. Sind k > N
�

und f � D � V , ∂f
∂y
� D � End�V � sowie ∂f

∂λ
� D � L�W,V �

k-mal stetig di�erenzierbar, so ist ũ� Ç∆ � V �k � 1�-mal stetig (partiell) di�e-

renzierbar.
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Beweis. Die stetige partielle Di�erenzierbarkeit von ũ und der Zusatz folgen

aus dem letzten Hauptsatz 8.8 inkl. Zusatz analog zum Beweis von Korollar

8.6. Daÿ

∂ũ
∂λ
�. . . , x, y, λ�� I�x, y,λ� � L�W,V � für jedes �x, y,λ� > D � Λ die

Anfangswertaufgabe (233) löst, folgt dann weiter aus

�t>I�x,y,λ�

∂ũ

∂t
�t, x, y, λ� � f�t, ũ�t, x, y, λ�, λ�,

Satz 3.5 und Lemma 8.10. ✷
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9 Flüsse von Vektorfeldern

Sei im folgenden stets k > N. Wir betra
hten in diesem Kapitel autonome Di�e-

rentialglei
hungen vom Typ

y��x� � F �y�x��, (234)

hierbei ist F � M � V ein Lips
hitz-stetiges C

k
-Vektorfeld eines endli
h-dimensio-

nalen R-Vektorraumes V auf einer o�enen Teilmenge M von V , vgl. Teil (i) der

folgenden De�nition. Wie in 2.3 nennen wir allgemein eine Di�erentalglei
hung

y��x� � f�x, y�x�� autonom, wenn die Abbildung f nur von der zweiten Variable

abhängt.

De�nition 9.1 (Vektorfeld, Integralkurve, Orbit). Seien V ein endli
h-dimen-

sionaler R-Vektorraum und M ` V o�en.

(i) Eine Abbildung F � M � V heiÿt C

k
-Vektorfeld von V auf M genau dann,

wenn F � M � V eine C

k
-Abbildung ist. Die Menge aller C

k
-Vektorfelder

von V auf M bezei
hnen wir mit Xk�M� .

Im Falle k C 1 ist jedes F > Xk�M� lokal Lips
hitz-stetig , d.h. per de�ni-

tionem, daÿ na
h Wahl einer Norm Y . . . Y auf V gilt

�p>M§U>UX�p,M�

§L>R
�

�p1,p2>U YF �p1� �F �p2�Y B L Yp1 � p2Y.

(ii) Ist F > Xk�M�, so heiÿt eine �

�

maximale

¡ Lösung c� I � V der auto-

nomen Di�erentialglei
hung (234) au
h eine �

�

maximale

¡ Integralkurve

oder Stromlinie von F .

Ist c maximale Lösung von (234), so heiÿt c�I� Bahn oder Orbit von F .

(iii) Ist F > Xk�M� lokal Lips
hitz-stetig, so ist M o�enbar na
h 3.17 die

disjunkte Vereinigung seiner Bahnen. Den zu p >M eindeutig bestimmten

Orbit, der p enthält, bezei
hnen wir dann mit Op .

Satz 9.2. Es seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, M ` V o�en,

F > Xk�M� und c� I � V eine Stromlinie von F . Dann gilt:

(i) �§t0>I F �c�t0�� � 0� Ô� c konstant,

(ii) c ni
ht konstant Ô� c glatt.

(iii) Ist c maximal, so folgt des weiteren

a) c ni
ht injektiv Ô� I � R und c periodis
h20,

b) I x R Ô� c injektiv und glatt.

20

Ein auf R de�nierter Weg c heiÿt periodis
h genau dann, wenn T > R existiert derart, daÿ

gilt �t>R c�t� � c�t � T �.
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Beweis. Zu (i): Sei t0 > I derart, daÿ c�t0� eine Nullstelle von F ist. Der

konstante Weg vom Wert c�t0� löst dann ebenfalls (234), also folgt aus dem

Satz von Pi
ard-Lindelöf 3.17, daÿ c konstant vom Wert c�t0� ist.

Zu (ii): Ist c ni
ht konstant, so folgt für jedes t > I aus (i) c��t� � F �c�t�� x 0.

Zu (iii): Sei c nun maximale Stromlinie von F . Ist c ni
ht injektiv, so exi-

stieren t1, t2 > I mit t1 x t2 sowie c�t1� � c�t2�, und für jedes k > Z ist au
h

ck � I � k �t2 � t1� ��M, tz� c�t � k �t2 � t1��

eine Stromlinie von F , also c � ck aus Eindeutigkeitsgründen. Wegen der Belie-

bigkeit von k > Z gilt dann a).

Im Falle I x R ist c na
h a) injektiv, insbesondere ni
ht konstant, also na
h

(ii) au
h glatt. ✷

De�nition 9.3 (Stationäre Punkte einer autonomen Di�erentialglei
hung). Sei-

en V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, M ` V o�en, F > Xk�M� und

p >M .

p heiÿt stationärer Punkt oder Equilibrium von (234), falls p eine Nullstelle

von F ist. Na
h 9.2 (i) gilt dann Op � �p�.

De�nition 9.4 (Fluÿ eines Vektorfeldes). Seien V ein endli
h-dimensionaler

R-Vektorraum, M ` V o�en und F > Xk�M� lokal Lips
hitz-stetig. u� ∆ � V

bezei
hne die allgemeine Lösung der autonomen Di�erentialglei
hung (234). Wir

haben in Kapitel 8 eingesehen, daÿ ∆ eine o�ene Teilmenge von R�R�V und u

eine C

k
-Abbildung ist. Zu jedem p >M sei ferner I�0, p� der De�nitionsberei
h

von u�. . . ,0, p�.

Wir nennen die C

k
-Abbildung

Φ�

��E
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�

p>M

I�0, p� � �p� �� V, �t, p� z� Φt�p� �� u�t,0, p� >M

den Fluÿ von F .

[ Bea
hte, daÿ E als Bild von ∆ unter einer Submersion � nämli
h der

Projektion auf die erste und die dritte Komponente � eine o�ene Menge ist. ℄

Für alle p >M gilt also Φ�0, p� � p und für t > I�0, p�

∂Φ

∂t
�t, p� � F �Φ�t, p��.

Ist E � R �M , so heiÿt F vollständig und Φ global .

Satz 9.5. Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, M ` V o�en und

F > Xk�M� lokal Lips
hitz-stetig. Φ� E � M bezei
hne den Fluÿ von F . Dann

gilt:

(i) Φ0 � idM .

(ii) Sind t, s > R derart, daÿ �t� �M,�s� �M,�t � s� �M ` E, so folgt

Φt�s � Φt XΦs.
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(iii) Für jedes t > R mit �t��M,��t��M ` E ist Φt� M �M ein Homöomor-

phismus und � im Falle k C 1 � ein C

k
-Di�eomorphismus.

(iv) Sei F zusätzli
h lokal-Lips
hitz stetig. Dann ist Op � Φ�I�0, p� � �p�� für

jedes p >M .

Beweis. (i) und (iv) ergeben si
h sofort aus der De�nition von Φ. (iii) folgt

aus (ii) mit s � �t und (i).

Zu (ii): Seien �t, p�, �s, p� > E derart, daÿ �t � s, p� > E. y� I�0, p� � V

bezei
hne die eindeutig bestimmte maximale Lösung von (234) mit y�0� � p, also

gilt Φt�s�p� � y�t� s� und Φs�p� � y�s�. Des weiteren sei ỹ� I�0,Φs�p�� � V die

eindeutig bestimmte maximale Lösung von (234) mit ỹ�0� � Φs�p� � y�s�. Aus

Eindeutigkeitsgründen gilt dann au
h Φt�s�p� � y�t � s� � ỹ�t� � Φt�Φs�p��. ✷

Bemerkung. Ein dynamis
hes System besteht aus einer Menge M , dem soge-

nannten Phasenraum, einer Gruppe G, einer Teilmenge E von G�M und einer

sogenannten Fluÿabbildung Φ� E �M, �g, p� ( Φg�p� derart, daÿ gilt

(1) �

�eG,p�>E Φ�eG, p� � p, wobei eG das neutrale Element von G bezei
hne.

(2) �

�g1,p�,�g2,p�>E ��g1 � g2, p� > E Ô� Φg1�g2�p� � �Φg1 XΦg2��p�� .

Im Falle E � G �M heiÿt das dynamis
he System global.

Um Lösungen der autonomen Di�erentialglei
hung (234) zu verstehen, ist

es hilfrei
h, ihr sogenanntes Phasenportrait , d.i. die Menge aller Bahnen von F ,

zu skizzieren. Ist das Vektorfeld F lokal Lips
hitz-stetig, so ist M � wie oben

bereits bemerkt � sogar die disjunkte Vereinigung aller Bahnen, und der folgende

Satz zeigt, daÿ die Gestalt des Phasenportraits in einer Umgebung eines ni
ht-

stationären Punktes zumindest im Falle k C 1 bis auf C

k
-Di�eomorphie eine

gewisse �Normalform� hat.

Hauptsatz 9.6 (Begradigungssatz).

Vor.: Seien k,n > N
�

, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, M ` V o�en und

F > Xk�M�. Φ� E �M bezei
hne den Fluÿ von F .

Beh.: Zu jedem p0 > M mit F �p0� x 0 existieren Umgebungen U > U

X

�p0,M�

und

ÇU0, ÇU > U

X

�0,Rn� mit

ÇU0 `
ÇU sowie ein C

k
-Di�eomorphismus h� U � ÇU und

eine Zahl δ0 > R
�

derart, daÿ Φ �� � δ0, δ0� � h
�1
�

ÇU0�� ` U und die Abbildung

Ψ� � � δ0, δ0� � ÇU0 �
ÇU , de�niert dur
h

Ψ�t, y� �� h�Φ�t, h�1�y���,

Bes
hränkung des Flusses von

y��x� � �1,0, . . . 0� > Rn

ist, d.h. Ψ�t, y� � y � �t,0, . . . ,0� für alle �t, y� > � � δ0, δ0� � ÇU0.

Beweis. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit können wir zunä
hst V � R
n

und sodann p0 � 0 sowie F �p0� � e1 annehmen, wobei �e1, . . . en� die kanonis
he
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Basis von R
n
bezei
hne. Wir betra
hten das euklidis
he Skalarprodukt `. . . , . . .e

auf R
n
. Für hinrei
hend kleines ε > R

�

ist dann

UHε �0� �� �p > Uε�p0� S `p,F �p0�e � 0� `M

eine o�ene Vollkugel um 0 in der Hyperebene H �� �0� �R
n�1

von R
n
und

�p>Uε�0� F �p� x 0. (235)

Weiterhin existiert δ > R
�

derart, daÿ der Zylinder Zδ �� � � δ, δ� � U
H
ε �0�

in der in R � R
n
o�enen Menge E enthalten ist. Wir zeigen nun, daÿ na
h

eventueller Verkleinerung von ε und δ gilt:

Uδ �� Φ�Zδ� > U
X

�p0,M� und ΦSZδ
� Zδ �� Uδ ist C

k
-Di�eomorphismus. (236)

[ Zu (236): Zum einen ist Φ eine C

k
-Abbildung mit

�p>UH
ε �0�

∂Φ

∂t
�0, p� � F �p�

�235�

x 0. (237)

Zum anderen gilt für jedes �0,0, p2, . . . , pn� > Zδ na
h 9.5 (i)

Φ�0,0, p2, . . . , pn� � �0, p2, . . . , pn�,

also folgt aus (237)

J

�0,0��Φ� �

�

�

�

�

�

F1�0� 0 . . . 0

F2�0� 1 0

� �

Fn�0� 0 1

�

�

�

�

�

F �0��e1
� 1n,

wobei 1n > M�n � n,R� die Einheitsmatrix bezei
hne, d.h. d
�0,p0��ΦSZδ

� ist ein

R-Vektorraum-Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz der Analysis folgt dann

die Gültigkeit von (237) für hinrei
hend kleine ε, δ > R
�

. ℄

Sei ι� R � R
n�1
� R � H � R � �0� � R

n�1
der kanonis
he R-Vektorraum-

Isomorphismus, also gilt

ι�� � δ, δ� �UR
n�1

ε �0�Ǳ � Zδ.

Wir setzen

ÇUδ �� � � δ, δ� �U
Rn�1

ε �0� > UX

�0,Rn�,

und

hδ �� �ΦSZδ
X ι��1� Uδ �� ÇUδ.

Dies ist wegen (236) und der R-Vektorraum-Isomorphie von ι ein Ck-Di�eomor-

phismus.

Die Behauptung des Satzes folgt nun mit δ0 ��
δ
2
, U �� Uδ, ÇU0 ��

ÇUδ0 ,
ÇU ��

ÇUδ
und h �� hδ:

Für jedes y � �y1, y2, . . . , yn� > ÇUδ0 bildet ΦSZδ
X ι die Bahn

Oy � ��t � y1, y2, . . . , yn� > ÇUδ S t > � � δ0, δ0��
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von

y��x� � �1,0, . . . ,0�, x > � � δ0, δ0�

mit y > Oy na
h 9.5 (ii) und der De�nition von ι auf die folgende Teilmenge der

Bahn von (234), die �Φ X ι��y� enthält,

��Φ X ι��t, �Φ X ι��y1, . . . , yn�� > Uδ S t > � � δ0, δ0��

ab. Wir haben somit h�t, h�1�y�� � y � �t,0, . . . ,0� gezeigt. ✷

Beispiel 9.7 (Ebene autonome Systeme).

(i) Seien D ` R
2
o�en und g,h� D � R stetig. Dann ist jede Lösung von

y�1�x� � �h�y1�x�, y2�x��

y�2�x� � g�y1�x�, y2�x��
(238)

eine Lösung von

g�x, y�dx � h�x, y�dx � 0. (239)

Diese Di�erentialglei
hung haben wir in Kapitel 4 studiert.

Umgekehrt existieren im Falle g2 � h2 A 0 zu jeder Lösung c� I � D von

(239) ein Intervall J von R und ein C

1
-Di�eomorphismus α� J � I, so daÿ

c X α eine Lösung von (238) ist. Beweise dies!

(ii) Seien V ein zwei-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �. Wir wol-

len das Phasenportrait von y��x� � Ay�x� bestimmen.

Seien S �� SpurA und D �� detA, also sind λ
�

�

1
2
�S �

º

S2
� 4DǱ > C

die Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynomes von A.

1. Fall: S2
A 4D, also λ

�

> R und λ
�

A λ
�

. Dann ist A diagonalisierbar,

d.h. es existiert eine geordnete Basis �v1, v2� von V bzgl. der A die Gestalt

�

λ
�

0

0 λ
�

� hat. Aus Satz 6.11 folgt, daÿ für alle p � p1 v1 � p2 v2 > V und

t > R gilt

Φ�t, p� � p1 e
λ
�

t

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

��v�
1
�t,p�

v1 � p2 e
λ
�

t

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

��v�
2
�t,p�

v2,

also gilt im Falle p1 x 0 und λ
�

x 0 für jedes t > R

t �

1
λ
�

ln �
v�
1
�t,p�

p1
Ǳ ,

v�2�t, p� � p2 �
v�
1
�t,p�

p1
Ǳ

�

λ
�

λ
�

Ǳ

.

Im Falle p1 � 0 gilt des weiteren

�t>R v
�

1�t, p� � 0 , v�2�t, p� � p2 e
λ
�

t

und im Falle λ
�

� 0

�t>R v
�

1�t, p� � p1 , v
�

2�t, p� � p2 e
λ
�

t.

Die Gestalt des Phasenportraits hängt nun wesentli
h von den Vorzei
hen

der Eigenwerte ab.
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a) λ
�

� λ
�

� 0, also D � λ
�

λ
�

A 0 und S � λ
�

� λ
�

� 0. Dann gilt

0 � λ
�

λ
�

� 1, und wir erhalten das Phasenportrait a) auf Seite 113. Hier

sind die Bahnen ��v�1�t, p�, v
�

2 �t, p�� > R
2
S t > R� für gewisse p > V ein-

gezei
hnet. Der Pfeil zeigt die Ri
htung an, in der die Bahn dur
h-

laufen wird. Der stationäre Punkt 0 dieses Phasenportraits heiÿt ein

stabiler Knotenpunkt.

b) λ
�

� λ
�

� 0, also D � λ
�

λ
�

� 0 und S � λ
�

� λ
�

� 0. Das zugehörige

Phasenportrait ist Phasenportrait b) auf Seite 113. Die stationären

Punkte auf der Ordinate nennen wir stabile Strahlenendpunkte.


) λ
�

� 0 � λ
�

, also D � λ
�

λ
�

� 0. Dann gilt

λ
�

λ
�

� 0, und wir erhalten

das Phasenportrait 
) auf Seite 113. Der stationäre Punkt 0 dieses

Phasenportraits heiÿt ein Sattelpunkt.

d) 0 � λ
�

� λ
�

, also D � λ
�

λ
�

� 0 und S � λ
�

� λ
�

A 0. Das zugehörige

Phasenportrait ist Phasenportrait d) auf Seite 113. Die stationären

Punkte auf der Abzisse nennen wir instabile Strahlenendpunkte.

e) 0 � λ
�

� λ
�

, also D � λ
�

λ
�

A 0 und S � λ
�

�λ
�

A 0. Dann gilt

λ
�

λ
�

A 1,

und wir erhalten das Phasenportrait e) auf Seite 113. Der stationäre

Punkt 0 dieses Phasenportraits heiÿt ein instabiler Knotenpunkt.

2. Fall: S2
� 4D, also λ

�

� λ
�

�� λ > R.

2.1. Fall: dimEig�A,λ� � 2. Dann ist A diagonalisierbar, d.h. es existiert

eine geordnete Basis �v1, v2� von V bzgl. der A die Gestalt �

λ 0

0 λ
� hat.

Aus Satz 6.11 folgt, daÿ für alle p � p1 v1 � p2 v2 > V und t > R gilt

Φ�t, p� � p1 e
λt

²

��v�
1
�t,p�

v1 � p2 e
λt

²

��v�
2
�t,p�

v2,

also gilt im Falle p1 x 0 und λ x 0 für jedes t > R

t �

1
λ
ln �

v�
1
�t,p�

p1
Ǳ ,

v�2�t, p� �

p2
p1
v�1�t, p�.

Im Falle p1 � 0 gilt des weiteren

�t>R v
�

1�t, p� � 0 , v�2�t, p� � p2 e
λt

und im Falle λ � 0

�t>R v
�

1�t, p� � p1 , v
�

2�t, p� � p2.

f) 0 � λ, also D � λ2 A 0 und S � 2λ � 0. Das zugehörige Phasenportrait

ist Phasenportrait f) auf Seite 113. Der stationäre Punkt 0 heiÿt

stabiler Fokuspunkt.

g) λ � 0, also A � 0, D � λ2 � 0 und S � 2λ � 0. In diesem Falle gilt

Op � �p� für alle p > V .

111



h) λ A 0, also D � λ2 A 0 und S � 2λ A 0. Das zugehörige Phasenportrait

ist Phasenportrait h) auf Seite 114. Der stationäre Punkt 0 heiÿt

instabiler Fokuspunkt.

2.2. Fall: dimEig�A,λ� � 1. Dann ist A zumindest trigonalisierbar, d.h.

es existiert eine geordnete Basis �v1, v2� von V bzgl. der A die Gestalt

�

λ 1

0 λ
� hat. Aus 6.15 folgt, daÿ für alle p � p1 v1 � p2 v2 > V und t > R

gilt

Φ�t, p� � p1 e
λt
� p2 t e

λt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��v�
1
�t,p�

v1 � p2 e
λt

²

��v�
2
�t,p�

v2,

also gilt im Falle p2 x 0 und λ x 0 für jedes t > R

t �

1
λ
ln �

v�
2
�t,p�

p2
Ǳ ,

v�1�t, p� �

p1
p2
v�2�t, p� �

1
λ
ln �

v�
2
�t,p�

p2
Ǳ v�2�t, p�.

Im Falle p2 � 0 gilt des weiteren

�t>R v
�

1�t, p� � p1 e
λt

, v�2�t, p� � 0,

und im Falle λ � 0

�t>R v
�

1�t, p� � p1 � t p2 , v
�

2�t, p� � p2.

k) λ � 0, also D � λ2 A 0 und S � 2λ � 0. Wir erhalten das Phasenpor-

trait k) auf Seite 114. Der stationäre Punkt 0 heiÿt entarteter stabiler

Knotenpunkt.

l) λ � 0, also D � λ2 � 0 und S � 2λ � 0. Wir erhalten das Phasenpor-

trait l) auf Seite 114.

m) λ A 0 alsoD � λ2 A 0 und S � 2λ A 0. Wir erhalten das Phasenportrait

m) auf Seite 114. Der stationäre Punkt 0 heiÿt entarteter instabiler

Knotenpunkt.

3. Fall: S2
� 4D, also λ

�

� λ
�

� α � iβ > C � R mit α,β > R, β A 0.

Dann existiert eine geordnete Basis �v,w� von V bzgl. der A die Gestalt

�

α β

�β α
� hat, nämli
h v � Reu, w � Imu, wobei �u� eine Basis des C-

Vektorraumes Eig�AC, λ�� sei. Aus 6.14 folgt, daÿ für alle p � p1 v�p2w >

V und t > R gilt

Φ�t, p� � eαt �p1 cos�β t� � p2 sin�β t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��v��t,p�

v�eαt ��p1 sin�β t� � p2 cos�β t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��w��t,p�

w,

also gilt

�

v��t, p�

w�

�t, p�
� � eαt �

cos�β t� sin�β t�

� sin�β t� cos�β t�
� �

p1
p2
� .
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n) α � 0, also D � α2
� β2 A 0 und S � 2α � 0. Wir erhalten das

Phasenportrait n) auf Seite 114. Der stationäre Punkt 0 heiÿt stabiles

Strudelzentrum.

o) α � 0, also D � β2 A 0 und S � 2α � 0. Wir erhalten das Phasenpor-

trait o) auf Seite 114. Der stationäre Punkt 0 heiÿt Zentrum.

p) α A 0 also D � α2
� β2 A 0 und S � 2α A 0. Wir erhalten das Pha-

senportrait p) auf Seite 114. Der stationäre Punkt 0 heiÿt instabiles

Strudelzentrum.
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Na
hdem wir bei der Charakterisierung der obigen Phasenportraits

21

den

Begri� der Stabilität bereits verwendet haben, wollen wir ihn im nä
hsten

Kapitel expressis verbis de�nieren und studieren.

21

Der Autor mö
hte an dieser Stelle anmerken, daÿ er für einen Hinweis darauf, wie die

o�ensi
htli
h per manum erstellten Phasenportraits eleganter und denno
h einfa
h erstellt

werden können, dankbar ist.
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10 Stabilitätstheorie

De�nition 10.1 ((Asymptotis
he) Stabilität). Seien V ein endli
h-dimensio-

naler normierter R-Vektorraum,D ` R�V und f � D � V eine stetige Abbildung.

φ� �0,ª� � V sei eine Lösung der Di�erentialglei
hung

y��t� � f�t, y�t��. (240)

Sei α > R
�

und es gelte

Sα �� ��t, v� > �0,ª� � V S Yv � φ�t�Y B α� `D.

φ heiÿt �

�

asymptotis
h

¡ stabil , wenn zu jedem ε > R
�

mit ε B α ein δ > R
�

mit δ B α existiert derart, daÿ gilt:

Zu jedem y0 > V mit Yy0 � φ�0�Y � δ gibt es eine Lösung y� �0,ª� � V von

(240) mit y�0� � y0 und für jedes derartige y gilt

�

�t>�0,ª�

Yy�t� � φ�t�Y � ε

�t>�0,ª�

Yy�t� � φ�t�Y � ε , limt�ª Yy�t� � φ�t�Y � 0
¡ .

φ heiÿt instabil , wenn φ ni
ht stabil ist.

Bemerkung.

1.) Da je zwei Normen auf einem endli
h-dimensionalen R-Vektorraum äqui-

valent sind, hängen die obigen Begri�e o�enbar ni
ht von der speziellen

Wahl der Norm von V ab.

2.) In der Stabilitätstheorie ist es übli
h, De�nitionen und Sätze für Lösungen

�0,ª� � V von (240) für t �ª zu formulieren. Entspre
hende De�nitio-

nen und Sätze für Lösungen � �ª,0� � V von (240) für t � �ª lassen

si
h hierauf zurü
kführen, da o�enbar gilt

φ�t�� J �� V ist Lösung von (240)


� φ��t�� �J �� V ist Lösung von z��t� � �f��t, z�t��.

Analoge Bemerkungen sind für auf �a,ª� bzw. auf � � ª, b�, a, b > R,

de�nierte Lösungen von (240) zu ma
hen.

3.) �Stabilität� bedeutet also in etwa stetige Abhängigkeit der auf unendli
h

groÿen Intervallen de�nierter Lösungen von den Anfangswerten. Die auf

kompakten Intervallen de�nierten Lösungen hängen na
h 8.5 im Falle der

Gültigkeit einer Lips
hitzbedingung bzgl. y stets stetig von den Anfangs-

werten ab.

Beispiel 10.2. Wir betra
hten hier den Fall V � R.

a) Jede Lösung �0,ª� � R der Di�erentialglei
hung

y��t� � y�t� (241)

ist instabil.
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b) Jede Lösung �0,ª� � R der Di�erentialglei
hung

y��t� � �y�t� (242)

ist asymptotis
h stabil.

[ Eine beliebige Lösung φ� �0,ª� � R von �

(241)

(242)

¡ ist von der Gestalt

φ�t� � φ�0� e�
�

�

�t
. Für jede weitere Lösung y� �0,ª� � R von �

(241)

(242)

¡, die

zusätzli
h y0 �� y�0� x φ�0� erfüllt, gilt y�t� � y0 e
�

�

�

�t
und

�tC0 Sy�t� � φ�t�S � Sy0 � φ�0�S e
�

�

�

�t t�ª
�� �

ª

0
¡ .

Hieraus folgt im oberen Fall die Intabilität von φ und im unteren Fall die Sta-

bilität (δ �� ε) und dann au
h die asymptotis
he Stabilität von φ. ℄

Bemerkung. In b) wurde praktis
h das asymptotis
he Verhalten von (241) in

a) füt t� �ª untersu
ht, vgl. Bemerkung 2.) in 10.1.

Unser erstes Ziel ist es nun, in 10.7 das asymptotis
he Verhalten der Lösun-

gen eines linearen homogenen Di�erentialglei
hungssystemes erster Ordnung mit

konstanten Koe�zienten zu studieren. Dies bereiten wir mittels der Resultate

10.3 bis 10.6 vor.

Satz 10.3.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, A > End�V � und δ > R

mit

Reλ � δ für alle Eigenwerte λ > C von A.

Beh.: lim
t�ª

exp�tA�

eδ t
� 0 > End�V �.

Beweis. Wähle α > R so, daÿ gilt

Reλ � α � δ für alle Eigenwerte λ > C von A. (243)

Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V , also sind au
h End�V � und V �

mit den

jeweiligen Operatornormen versehen. Es genügt zu zeigen, daÿ gilt

§C>R�tC0 Y e
�αt exp�tA�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��Bt

Y B C. (244)

[ Denn aus (244) ergibt si
h die Behauptung wegen α � δ
�243�
� 0 folgender-

maÿen

�tC0 Ye
�δ t exp�tA�Y � e�α�δ� t Ye�αt exp�tA�Y

t�ª
�� 0. ℄
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Sei n �� dimV . Zum Beweis von (244) wiederum genügt der Na
hweis der

folgenden Aussage:

Es existiert eine Basis �v1, . . . , vn� von V mit

�j>�1,...,n�§Cj>R
�tC0 Y e

�αt exp�tA�vj
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Bt vj

Y B Cj . (245)

[ Denn bezei
hnet �v�1 , . . . , v
�

n� die zu �v1, . . . , vn� duale Basis von V �

, so

folgt aus (245) für jedes t C 0

�w>V YBtwY �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Bt
�

�

n

Q

j�1

v�j �w�vj
�

�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Bj lin.

�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

n

Q

j�1

v�j �w�Bt vj

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

n

Q

j�1

Sv�j �w�S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BYv�
j
Y YwY

YBt vjY
�245�

B

�

�

n

Q

j�1

Yv�j YCj
�

�

YwY,

also gilt (244) mit C ��

P

n
j�1 Yv

�

j YCj > R na
h De�nition der Operatornorm. ℄

(245) ist eine triviale Folge von

�v>V �e
�αt exp�tA�v� S

�0,ª�

� �0,ª� �� V ist bes
hränkt. (246)

Na
h 6.10 sind die Abbildungen

y� R�� V, �t>R y�t� � exp�tA�v, v > V,

genau die maximalen Lösungen der Di�erentialglei
hung

y��t� � Ay�t�. (247)

Daher ist (246) äquivalent zu

e�αt y�t�S
�0,ª�

� �0,ª� �� V ist bes
hränkt, falls y� R�� V Lösung von (247).

(248)

Na
h 6.15 ist jede Lösung y� R� V von (247) Linearkombination (mit reellen

Koe�zienten) der Real- und Imaginärteile von Abbildungen der Gestalt

eλt
n�1

Q

j�0

tj ũj, wobei λ > C Eigenwert von A und ũ0, . . . , ũn�1 > VC.

Für jedes j > �1, . . . , n � 1� gilt ũj � ṽj � i w̃j mit ṽj , w̃j > V (ṽj � w̃j � 0 ist

mögli
h), also

eλt
n�1

Q

j�0

tj ũj � Re�eλt�
n�1

Q

j�0

tj ṽj � Im�eλt�
n�1

Q

j�0

tj w̃j

� i
�

�

Re�eλt�
n�1

Q

j�0

tj w̃j � Im�eλt�
n�1

Q

j�0

tj ṽj
�

�

.

117



Somit ist jede Lösung y� R � V von (247) au
h Linearkombination von Abbil-

dungen z� R� V vom Typ

z�t� � �
Re�eλt�

Im�eλt�
¡

n�1

Q

j�0

tj wj, wobei λ > C Eigenwert von A, w0, . . . ,wn�1 > V .

(249)

Daher folgt (248), wenn gezeigt ist, daÿ gilt

e�αt z�t�S
�0,ª�

� �0,ª� �� V ist bes
hränkt für jedes z� R�� V wie in (249).

(250)

Zu (250): Für jedes t C 0 gilt

W�

Re�eλt�

Im�eλt�
¡W � UeRe�λ� t

U W�

cos�Im�λ� t�

sin�Im�λ� t�
¡W B eRe�λ� t

sowie

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

n�1

Q

j�0

tj wj

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

B

n�1

Q

j�0

YwjY t
j
�� P �t�,

und P �t� ist eine ganz-rationale Funktion mit reellen Koe�zienten, also ergibt

si
h

Ze�αt z�t�Z
�249�
B

P �t�

e�α�Reλ� t
,

und die re
hte Seite hiervon konvergiert wegen α �Reλ
�243�
A 0 na
h dem Satz

von de l'Hospital für t �ª gegen Null. Hieraus folgt o�enbar (250). ✷

Lemma 10.4.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V � derart,

daÿ ein Eigenwert λ > C mit

Reλ�
A

�

¡ 0

existiert.

Beh.: Es existiert eine Lösung y� R� V der Di�erentialglei
hung

y��t� � Ay�t�, (251)

die für t�ª �

ni
ht bes
hränkt ist

ni
ht gegen 0 konvergiert

¡.

Zusatz. Sind Y . . . Y eine beliebige Norm auf V und δ > R
�

beliebig, so existiert

eine Lösung y wie in der Behauptung mit

Yy�0�Y � δ.

Beweis. Sei λ � α� iβ mit α,β > R wie in der Voraussetzung, also α�
A

�

¡0.

Dann ist λ au
h ein Eigenwert von AC, also existiert u > VC � �0�, u � v1 � iv2,

v1, v2 > V , mit AC u � λu. Na
h 6.15 sind

φ1 �� Re�eλt�, φ2 �� Im�eλt�� R� V
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Lösungen von (251), und es gilt

�t>R φ1�t� � iφ2�t� � eλt u � eαt eiβ t �v1 � iv2�.

Es existiert eine Folge �tk�k>N
�

aus R
�

mit

lim
k�ª

tk �ª , �k>N
�

eiβ tk � 1,

nämli
h z.B. tk �� k im Falle β � 0 und tk ��

2π
SβS
k im Falle β x 0, also gilt

insbesondere

�k>N
�

φ1�tk� � iφ2�tk� � eαtk v1 � i eαtk v2.

Wegen 0 x u � v1 � iv2 existiert j > �1,2� mit vj x 0, d.h. �k>N
�

φj�tk� � eαtk vj

sowie limk�ª tk �ª, also limk�ª eαtk � �

ª

1
¡ . Daher erfüllen φj und ebenso

dann au
h sφj für jedes (�no
h so kleine�) s > R
�

die Behauptung, womit Lemma

und ebenfalls der Zusatz bewiesen ist. ✷

Satz 10.5.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �.

Beh.: Es gilt genau dann für jede Lösung φ� R� V der Di�erentialglei
hung

y��t� � Ay�t� (252)

limt�ª φ�t� � 0, wenn alle Eigenwerte von A einen Realteil � 0 haben.

Beweis. ��� Existierte ein Eigenwert λ > C mit Reλ C 0, so folgte aus 10.4

sofort ein Widerspru
h.

�
� Sei φ� R� V eine Lösung von (252), also gilt na
h 6.10 mit y0 �� φ�0�

�t>R φ�t� � exp�tA�y0. (253)

Na
h 10.3 (mit δ � 0) gilt

lim
t�ª

exp�tA� � 0,

und die Einsetzungsabbildung

End�V � �� V, B z� B y0

ist als lineare Abbildung zwis
hen endli
h-dimensionalen R-Vektorräumen ste-

tig. Somit gilt au
h

lim
t�ª

exp�tA�y0 � 0y0 � 0,

womit die linke Seite wegen (253) gezeigt ist. ✷

Lemma 10.6.

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �. Wir

betra
hten die Di�erentialglei
hung

y��t� � Ay�t�. (254)
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Beh.: Es sind alle Lösungen φ� �0,ª� � V von (254) �

�

asymptotis
h

¡ stabil

genau dann, wenn die Nullösung 0� �0,ª� � V von (254) �

�

asymptotis
h

¡

stabil ist.

Beweis. ��� ist trivial.

�
� Sei φ� �0,ª� � V eine Lösung von (254). Weiterhin sei ε > R
�

. Wir

wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Na
h Voraussetzung existiert dazu eine Zahl

δ > R
�

derart, daÿ für jedes ỹ0 > V mit Yỹ0Y � δ und die eindeutig bestimmte

Lösung ỹ� �0,ª� � V von (254) mit ỹ�0� � ỹ0 gilt

�tC0 Yỹ�t�Y � ε �
�

und limt�ª Yỹ�t�Y � 0
¡ .

Dann folgt au
h (mit demselben δ) für jedes y0 > V mit Yy0 �φ�0�Y � δ, falls

ỹ0 �� y0 � φ�0� und ỹ zu ỹ0 wie oben gewählt ist:

y �� ỹ � φ� �0,ª� � V ist die eindeutig bestimmte Lösung von (254) mit

y�0� � ỹ0 � φ�0� � y0, und es gilt

�tC0 Yy�t� � φ�t�Y � Yỹ�t�Y � ε �
�

und limt�ª Yỹ�t� � φ�t�Y � 0
¡ .

Damit haben wir das Lemma bewiesen. ✷

Hauptsatz 10.7 ((In-)Stabilitätssatz für lineare homogene Systeme erster Ord-

nung mit konstanten Koe�zienten).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und A > End�V �. Wir

setzen

γ ��max�Reλ Sλ > C Eigenwert von A�.

Beh.: Jede Lösung φ� �0,ª� � V der Di�erentialglei
hung

y��t� � Ay�t� (255)

ist

� instabil, falls γ A 0,

� ni
ht asymptotis
h stabil, falls γ � 0,

� asymptotis
h stabil, insbesondere stabil, falls γ � 0.

Bemerkung. Im Falle γ � 0 kann φ � 0 sowohl stabil als au
h instabil sein, wie

die beiden folgenden Beispiele für den Fall V � R
2
zeigen.

a) A � �

0 0

0 0
�. Trivialerweise ist 0 der einzige Eigenwert von A. Jede Lö-

sung y� �0,ª� � R
2
von (255) ist konstant, also ist φ � 0 o�enbar stabil

(mit δ � ε in De�nition 10.1).
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b) A � �

0 1

0 0
�. 0 ist wieder der einzige Eigenwert von A. Für jedes (�no
h

so kleine�) δ > R
�

ist y� �0,ª� � R
2
, de�niert dur
h

y�t� ��
δ

2
�

t

1
� ,

Lösung von (255) mit y�0� � �
0
δ
2

�, die ni
ht bes
hränkt ist, also ist φ � 0

o�enbar ni
ht stabil.

Beweis. Wir wählen eine Norm Y . . . Y für V . Sei φ� �0,ª� � V eine Lösung

von (255). Wegen 10.6 dürfen wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit anneh-

men, daÿ φ � 0 gilt.

1. Fall: γ �
A

�

¡ 0. Na
h De�nition von γ existiert dann ein Eigenwert λ > C

von A mit Reλ � γ �
A

�

¡ 0. Wir werden zeigen: Zu ε > R
�

existiert kein δ > R
�

derart, daÿ für φ � 0 die De�nition der �

Stabilität

asymptotis
hen Stabilität

¡ erfüllt

ist.

Beweis hiervon: Sei δ > R
�

(�beliebig klein�). Na
h 10.4 eins
hlieÿli
h Zusatz

existiert eine Lösung y� �0,ª� � V von (255) mit Yy�0� � φ�0�
±

�0

Y � δ, die für

t�ª �

ni
ht bes
hränkt ist

ni
ht gegen 0 konvergiert

¡ und damit ni
ht die Eigens
haft

¢

¨

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¤

�tC0 Yy�t� �

�0
¬

φ�t� Y � 1 � ε

limt�ª Yy�t� � φ�t�
±

�0

Y � 0

£

¨

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¥

hat.

2. Fall: γ � 0. Sei ε > R
�

vorgegeben. Na
h 10.3 (mit δ � 0) gilt

lim
t�ª

exp�tA� � 0 > End�V �.

Daher existiert wegen der Stetigkeit von �0,ª� � End�V �, t ( exp�tA� eine

Zahl C > R
�

mit

�tC0 Y exp�tA�Y B C.

Wir setzen δ �� ε
C
> R

�

. Für jedes y0 > V mit Yy0 � φ�t�
±

�0

Y � δ ist die einzige

Lösung y� �0,ª� � V von (255) mit y�0� � y0 na
h 6.10 gegeben dur
h

�tC0 y�t� � exp�tA�y0,

und es gilt

�tC0 Yy�t� � φ�t�
±

�0

Y � Y exp�tA�y0Y B Y exp�tA�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BC

Yy0Y
±

�δ

� ε
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sowie na
h 10.5 limt�ª y�t� � 0, d.h.

lim
t�ª

Yy�t� � φ�t�
±

�0

Y � 0.

Damit ist gezeigt, daÿ φ � 0 asymptotis
h stabil ist. ✷

Wir wollen im folgenden wesentli
he Teile von 10.7 verallgemeinern, indem

wir Di�erentialglei
hungen

y��t� � Ay�t� � g�t, y�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��f�t,y�t��

mit einer Inhomogenität g betra
hten. Der lineare Anteil Ay soll dabei der

Hauptteil von f sein, d.h. im wesentli
hen: Für kleines YyY soll Yg�t, y�Y �klein�

sein vergli
hen mit YAyY.

Hauptsatz 10.8 ((In-)Stabilitätssatz für Di�erentialglei
hungen mit linearem

Hauptteil).

Vor.: Es seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum sowie

A > End�V �. Wir setzen

γ ��max�Reλ Sλ > C Eigenwert von A�.

Sei D ` R � V eine o�ene Teilmenge derart, daÿ α > R
�

existiert mit

Sα �� ��t, v� > R � V S t > �0,ª� , YvY B α� `D,

und sei g� D � V, �t, v� ( g�t, v� eine stetige Abbildung mit der Eigens
haft

lim
v�0
vx0

Yg�t, v�Y

YvY
� 0 glei
hmäÿig für t > �0,ª�,

letzteres heiÿt per de�nitionem

�ρ>R
�

§µ>R
�

,µBα�v>V ��0�,YvYBµ�t>�0,ª�

Yg�t, v�Y

YvY
B ρ. (256)

(Die Bedingung (256) ist o�enbar unabhängig von der speziellen Wahl der Norm

auf V .)

Aus (256) folgt insbesondere

22

�t>�0,ª�

g�t,0� � 0,

also ist φ � 0� �0,ª� � V Lösung der Di�erentialglei
hung

y��t� � Ay�t� � g�t, y�t��. (257)

22

Sei �vn�n>N eine beliebige Folge aus V ��0� mit limn�ª vn � 0 und YvnY B α für alle n > N.

Dann folgt aus der Stetigkeit von g und (256)

�t>�0,ª�

�n>N Yg�t, vn�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª

�� Yg�t,0�Y

�

Yg�t, vn�Y

YvnY
YvnY

n�ª
�� 0,

also g�t,0� � 0 für alle t > �0,ª�.
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Beh.:

(i) Im Falle γ � 0 ist die triviale Lösung φ � 0 von (257) asymptotis
h stabil,

insbesondere stabil.

(ii) Im Falle γ A 0 ist die triviale Lösung φ � 0 von (257) instabil.

Beweis. Zu (i): Sei also γ � 0. Wähle

β > R
�

mit γ � �β � 0. (258)

Na
h 10.3 folgt wegen Reλ B γ
�258�
� �β für alle Eigenwerte λ > C von A

lim
t�ª

exp�tA�

e�β t
� 0,

also existiert o�enbar aus Stetigkeitsgründen

C > R
�

,C C 1, mit �tC0 Y exp�tA�Y B C e�β t. (259)

Na
h (256) existiert zu ρ �� β
2C

> R
�

ein

µ > R
�

, µ B α, mit �v>V,YvYBµ�t>�0,ª�

Yg�t, v�Y B
β

2C
YvY. (260)

Sei nun ε > R
�

mit ε B α beliebig vorgegeben vorgegeben, wobei wir ohne

Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen können, daÿ gilt

ε �min�µ,α�. (261)

Wir müssen (na
h De�nition 10.1) ein δ > R
�

mit δ B α �nden derart, daÿ gilt:

Zu jedem y0 > V mit YyY � δ gibt es eine Lösung y� �0,ª� �� V von

(257) mit y�0� � y0 und für jedes derartige y gilt

�t>�0,ª�

Yy�t�Y � ε , lim
t�ª

Yy�t�Y � 0.

(262)

Wir setzen

δ ��min�µ,
ε

C
  > R

�

, also δ B
ε

C

�259�
B ε

�261�
� α, (263)

und werden zeigen, daÿ dann (262) gilt.

Sei also y0 > V mit

Yy0Y � δ �
�263�
� µ�. (264)

Na
h dem globalen Existenzsatz von Peano 3.10 (i) existiert eine maximale

Lösung ỹ� �a, b� � V von (257) mit ỹ�0� � y0, wobei �ª B a � 0 � b B ª,

also ỹS
�0,b�� �0, b� � V na
h re
hts maximale Lösung. Sei nun y � �0, b� � V mit

b > R
�

8 �ª� eine beliebige derartige na
h re
hts maximale Lösung von (257)

mit y�0� � y0. Dann folgt:

�t1>�0,b� ��t>�0,t1� Yy�t�Y B µÔ� �t>�0,t1� Yy�t�Y B ε e�
β

2
t

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

�258�

B ε
�261�

� min�µ,α�

�. (265)
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[ Zu (265): Sei also t > �0, b� mit

�t>�0,t1�`�0,b� Yy�t�Y B µ�
�260�
� α�. (266)

Die stetige Abbildung h� �0, t1� � V sei de�niert dur
h

h�t� �� g�t, y�t��.

Aus

�t>�0,t1� y
�

�t� � Ay�t� � h�t�, y�0� � y0

folgt na
h 6.10

�t>�0,t1� y�t� � exp�tA�y0 � exp�tA�

t

S

0

exp��sA�h�s�ds

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

S

t

0
exp�tA� exp��sA�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

6.8�iii�c�
� exp��t � s�A�

h�s�
±

� g�s, y�s��

ds

,

also wegen (51) und Yy�s�Y
�266�

B µ

�t>�0,t1� Yy�t�Y B

�259�

B C e�β t

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

Y exp�

C 0
©

t A�Y

�264�
� δ

�263�

B

ε

C
¬

Yy0Y

�

S

t

0
Y exp��t � s�A�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�259�

B C e�β �t�s�

Yg�s, y�s��Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�260�

B

β

2C
Yy�s�Y

ds,

also au
h

�t>�0,t1� e
β t
Yy�t�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��ϕ�t�

B ε �
β

2
S

t

0
eβ s Yy�s�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�ϕ�s�

ds,

also ist ϕ� �0, t1�� V stetig.

Na
h dem Lemma von Gronwall 9.3 folgt hieraus

�t>�0,t1� e
β t
Yy�t�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� ϕ�t�

B ε e
β

2
t,

d.h.

�t>�0,t1� Yy�t�Y B ε e
β

2
t.

Damit ist (265) bewiesen. ℄

Aus (265) folgt

�t>�0,b� Yy�t�Y � µ. (267)
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[ Zu (267): Es gilt Yy�0�Y � Yy0Y
�264�
� µ. Angenommen (267) ist fals
h. Dann

existiert aus Stetigkeitsgründen ein t1 > �0, b� mit Yy�t�Y � µ für alle t > �0, t1�

mit

�t>�0,t1� Yy�t�Y � µ und Yy�t1�Y � µ.

Dann folgt weiter aus (265)

Yy�t1�Y B ε e
�β

2
t1
� ε

�261�
� µ,

also Yy�t1�Y � µ, im Widerspru
h zu zu Yy�t1�Y � µ. ℄

Aus (267), (265) folgt

�t>�0,b� Yy�t�Y � ε e
�

β

2
t
�261�
� α, insbes. �t, y�t��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��Graph y��t�

> Sα `D
o�en

` R � V. (268)

Na
h 3.10 (iii) läuft Graph y füt t� b� aus jeder kompakten Teilmenge von

D heraus, also folgt aus (268) o�enbar zunä
hst

23

b �ª

und sodann (wegen Yy�0�Y � Yy0Y
�264�
� δ

�263�

B ε, also Yy�0�Y � ε)

�t>�0,ª�

Yy�t�Y � ε und lim
t�ª

Yy�t�Y � 0.

Damit ist (262) bewiesen.

Zu (ii): Seien jetzt γ A 0 und n �� dimR V . Zunä
hst skizzieren wir die

Vorgehensweise des Na
hweises von (ii):

1.) Übergang zu der �komplexi�zierten� VC-wertigen Di�erentialglei
hung

ỹ��t� � AC ỹ�t� � g̃�t, ỹ�t��. (269)

2.) Wahl eines geeigneten C-Vektorraum-Isomorphismus C
n
� VC, wel
her

die Di�erentialglei
hung in eine äquivalente �einfa
here� C
n
-wertigen Dif-

ferentialglei
hung

z��x� � B z�t� � h�t, z�t�� (270)

überführt. Hierbei gehen die Voraussetzung γ A 0 und der Satz der Linea-

ren Algebra über die Jordans
he Normalform ein.

3.) Beweis, daÿ die triviale Lösung z � 0 von (270) instabil ist.

4.) Folgerung, daÿ die Lösung y � 0 von (257) instabil ist.

Nun wollen wir die o.g. S
hritte konkret darstellen. Dem Leser wird emp-

fohlen, si
h zum Verständnis einiger der folgenden Begründungen erneut 6.12

über die Komplexi�zierung reeller Vektorräume und Abbildungen zu Gemüte

zu führen.

23

Denn im Falle b > R
�

wäre ��t, v� > R � V S t > �0, b� , YvY B α� ` Sα ` D kompakt.
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Zu 1.) Es gilt γ A 0. Wir notieren im folgenden mit

ÇV �� VC den n-dimensionalen C-Vektorraum ÇV � V � iV

und die C-lineare Abbildung

ÇA �� AC, für die u.a. gilt �v>V ÇAv � Av.

ÇA hat dieselben Eigenwerte wie A, also gilt au
h

γ �max�Reλ Sλ > C Eigenwert von

ÇA� A 0.

ÇV ist als 2n-dimensionaler R-Vektorraum normiert dur
h

�v,w>V Yv � iwY �� YvY � YwY.

ÇD �� ��t, v � iw� > R �

ÇV Sv,w > V , �t, v�, �t,w� > D� ist o�ene Teilmenge

von R �

ÇV , und es gilt

ÇSα �� ��t, v � iw� > R �

ÇV S t > �0,ª� , v,w > V , Yv � iwY B α� ` ÇD.

g̃� ÇD � ÇV , de�niert dur
h

�

�t,v�iw�> ÇD,v,w>V g̃�t, v � iw� � g�t, v� � ig�t,w�,

ist stetig und hat die Eigens
haft

�ρ>R
�

§µ>R
�

,µBα�v�iw>ÇV ��0�, v,w>V, Yv�iwYBµ
�t>�0,ª�

Yg̃�t, v � iw�Y

Yv � iwY
B ρ. (271)

[ Zu (271): Sei ρ > R
�

und sei hierzu µ > R
�

mit µ B α gemäÿ (256) gewählt.

Dann folgt für alle v � iw >

ÇV � �0�, v,w > V , Yv � iwY B µ und alle t > �0,ª�,

daÿ gilt YvY B µ und YwY B µ und daher

Yg̃�t, v � iw�Y � Yg�t, v�Y � Yg�t,w�Y
�256�

B ρ �YvY � YwY� � ρ Yv � iwY,

womit (271) gezeigt ist. ℄

Für jedes t C 0 gilt

g̃�t,

0�i 0>ÇV
©

0 � � g�t,0� � ig�t,0�
siehe Vor.

� 0,

also ist φ � 0� �0,ª� � ÇV Lösung der Di�erentialglei
hung (269), d.h. Lösung

von

ỹ��t� � ÇA ỹ�t� � g̃�t, ỹ�t��.

Sei ỹ� �0, b� �� ÇV mit b > R
�

8 �ª�. Für jedes t > �0, b� s
hreiben wir

ỹ�t� � x�t� � iy�t�, wobei x, y� �0, b� �� V seien. Dann folgt

ỹ�t� ist Lösung von �269�


� x�t� � Re ỹ�t� und y�t� � Im ỹ�t� sind Lösungen von (257).

(272)
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[ Zu (272): Die linke Seite besagt genau

�t>�0,b� ỹ��t�
±

�x��t��iy��t�

�

ÇAỹ��t�
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Ax�t��iAy�t�

� g̃�t, ỹ�t��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�g�t,y�t���i g�t,y�t��

also genau die re
hte Seite. ℄

Zu 2.) Seien �λ1, . . . , λp, λp�1, . . . , λn� die Eigenwerte von A � also von

ÇA �,

wel
he lexikographis
h geordnet

24

seien. Hierbei sei jeder Eigenwert so oft aufge-

führt, wie es seiner algebrais
hen Vielfa
hheit entspri
ht derart, daÿ gilt

�j>�1,...,p� Reλj A 0, es gilt übrigens p C 1, da γ A 0,

�j>�p�1,...,n� Reλj B 0.
(273)

Na
h dem Satz von der Jordans
hen Normalform existiert jetzt eine ge-

ordnete Basis �ũ1, . . . , ũn� des C-Vektorraumes

ÇV derart, daÿ die die Matrix

ÇB �
�b̃rs�r,s>�1,...,n� von

ÇA bzgl. �ũ1, . . . , ũn� vom Typus der anfangs in 6.15 be-

s
hriebenen Art ist. Es gilt also

ÇB �

�

�

�

�

�

λ1 � 0

λ2 �

� �

0 λn

�

�

�

�

�

, wobei auf der Diago-

nalen oberhalb der Hauptdiagonalen jeweils nur entweder Null oder Eins stehen

kann.

Wir setzen für jedes r > �1, . . . , n� die Zahl δr �� 1, falls die r-te Zeile von ÇB

ni
ht die letzte Zeile eines Jordan-Kastens Jj wie in 6.15 ist, andernfalls setzen

wir δr �� 0. Ferner seien

I1 �� �r > �1, . . . , n� S δr � 1� und I2 �� �r > �1, . . . , n� S δr � 0�.

Dann gilt o�enbar

�r,s>�1,...,n� b̃rs �

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

λr, r � s,

δr, s � r � 1 B n,

0, sonst

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

, I1 < I2 � �1, . . . , n�, p, n > I2. (274)

Na
h (273) können wir

η > R
�

mit �j>�1,...,p�Reλj A 6η (275)

wählen und setzen

�r>�1,...,n� ur �� η
r ũr. (276)

Dann ist au
h �u1, . . . , un� eine Basis des C-Vektorraumes

ÇV . Sei �u�1 , . . . , u
�

n�

die zu �u1, . . . , un� duale Basis des C-Vektorraumes V �

� LC�VC,C�. Man hat

dann einen

C-Vektorraum-Isomorphismus

u�� ÇV �� C
n, u z� u��u� �� �u�1�u�, . . . , u

�

n�u��,

dessen Umkehrabbildung �u���1� Cn �� ÇV gegeben ist dur
h

�a��a1,...,an�>Cn �u���1�a1, . . . , an� �
n

Q

i�1

ar ur.

(277)

24

das bedeutet per de�nitionem, daÿ die Eigenwerte mit absteigendem Realteil und bei

demselben sol
hen mit abnehmendem Imaginärteil angeordnet sind
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Der stetigen Abbildung g̃� ÇD � ÇV , die auf der in R�

ÇV o�enen Teilmenge

ÇD

de�niert ist, korrespondiert unter der Isomorphie (277) die stetige Abbildung

h � �h1, . . . , hn��
Ç

ÇD �� C
n, h�t, a� �� u� �g̃�t, �u��

�1
�a��Ǳ ,

ÇV
u� ✲ C

n

ÇD
®

` R �

ÇV

g̃

✻

idR � u
�

✲ Ç

ÇD
®

` R �C
n

h

✻

wobei

Ç

ÇD als Bild von

ÇD unter dem R-Vektorraum-Isomorphismus

idR � u
�

� R �

ÇV �� R �C
n

o�en in R �C
n
ist.

Wir betra
hten C
n
als R-Vektorraum mit der euklidis
hen Norm, d.h.

�a��a1,...,an�>Cn YaY �
»

Sa1S2 �� � SanS2 �
º

a1 a1 �� � an an.

Dann folgt o�enbar aus den entspre
henden Aussagen über

ÇD und g̃ vor (271)

sowie (271) zum einen die Existenz einer Zahl β > R
�

mit

��t, a� > R �C S t > �0,ª� , YaY B β� `
Ç

ÇD,

und zum anderen zu η > R
�

wie in (275) die Existenz einer Zahl ξ > R
�

derart,

daÿ gilt

ξ > �0, b� und �a>Cn
��0�, YaYBξ�t>�0,ª�

Yh�t, a�Y

YaY
B η. (278)

Seien b > R
�

8 �ª�, ỹ� �0, b� �� ÇV und z� � �0, b� �� C
n
de�niert dur
h

z�t�
±

��z1�t�,...,zn�t��

�� u��ỹ�t��.

Dann folgt

ỹ�t� ist Lösung von �269�
� z�t� ist Lösung von �270�,

(279)

wobei (270) si
h jetzt folgendermaÿen s
hreibt

�r>�1,...,n� z
�

r�t� � λr zr�t� � η δr zr�1�t� � hr�t, z�t��, (280)

d.h. z��r� � B z�t� � h�t, z�t��, wobei B > M�n � n,C� diejenige Matrix ist, die

man aus

ÇB erhält, wenn man in der Diagonalen oberhalb der Hauptdiagonalen

jede Eins dur
h η ersetzt.
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[ Zu (279): Es gilt

ỹ�t� � �u��
�1
�z�t��

�277�
�

n

Q

r�1

zr�t�ur und somit ỹ��t� �
n

Q

r�1

z�r�t�ur,

also ist ỹ Lösung von (269) genau dann, wenn folgendes gilt:

n

Q

r�1

z�r�t�ur �
ÇA �

n

Q

s�1

zs�t�us� �
n

Q

r�1

u�r�g̃�t,

� �u���1�z�t��
¬

ỹ�t� �
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Def. von h
� hr�t, z�t��

ur.

Auÿerdem wissen wir

ÇA �

n

Q

s�1

zs�t�us�
�276�
�

n

Q

s�1

zs�t�η
s

�

n

Q

r�1

b̃rs ũr

¬

ÇAũs

�276�
�

n

Q

r�1

�

n

Q

s�1

ηn�r b̃rs zs�t�� ur,

und na
h (274) ist

P

n
s�1 η

n�r b̃rs zs�t� glei
h λr zr�t�� η δr zr�1�t�. Damit ist die

behauptete Äquivalenz gezeigt. ℄

Zu 3.) Wir wollen zeigen, daÿ die konstante Lösung 0 von (270) instabil ist.

Angenommen dies ist fals
h. Dann existiert zu

ε �� ξ > R
�

wie in �278�

eine Zahl δ > R
�

derart, daÿ die De�nition der Stabilität in 10.1 erfüllt ist. Zu

z0 �� �
δ

2
,0, . . . ,0� > Cn

existiert daher wegen Yz0Y � δ eine Lösung z � �z1, . . . , zn�� �0,ª� � C
n
von

(270)

25

mit

z�0� � �
δ

2
,0, . . . ,0� (281)

und

�t>�0,ª�

Yz�t�Y � ξ. (282)

Wir de�nieren di�erenzierbare Funktionen

φ,ψ� �0,ª� �� R

dur
h

φ�t� ��

C1

©

p

Q

j�1

Szj�t�S
2
�

p

Q

j�1

zj�t� zj�t�, ψ�t� ��
n

Q

k�p�1

Szk�t�S
2
�

n

Q

k�p�1

zk�t� zk�t�,

25

Bea
hte, daÿ die re
hte Intervallgrenze ª ist.

129



also

φ � ψ � YzY2.

Na
h (281) gilt

φ�0� �
δ2

4
A 0 � ψ�0�, also �φ �ψ��0� A 0.

Wir behaupten:

Ist t1 > R�

und gilt �t>�0,t1� �φ � ψ��t� A 0, so folgt

�t>�0,t1� �φ � ψ��t� C �φ � ψ��0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

e2η t

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

streng monoton wa
hsend

.
(283)

[ Zu (283): Wir bezei
hnen im folgenden mit `. . . , . . .e das euklidis
he Ska-

larprodukt im R
p
und nutzen die Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung (C.S.) aus.

Für jedes t > �0,ª� gilt (bea
hte bei der ersten Glei
hheit, daÿ das Produkt

C �C� C eine R-lineare Abbildung ist)

1

2
φ��t� �

p

Q

j�1

1

2
�z�j�t� zj�t� �

�z�
j
�t� zj�t�

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

zj�t� zj
�

�t� � �
p

Q

j�1

Re �z�j�t� zj�t��

�280�
�

p

Q

j�1

Re��λj zj�t� � η δj zj�1�t� � hj�t, z�t��� zj�t��

�

p

Q

j�1

Re�λj zj�t� zj�t�� � η
p

Q

j�1

δj Re�zj�1�t� zj�t��

�

p

Q

j�1

Re�hj�t, z�t�� zj�t��.

Hieraus folgt wegen

Re�λj

>R

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

zj�t� zj�t� � � Re�λj� Szj�t�S
2
�275�

C 6η Szj�t�S
2,

p

Q

j�1

Re�λj zj�t� zj�t�� C 6η φ�t�,

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

p

Q

j�1

δj Re�zj�1�t� zj�t��

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B

p

Q

j�1

�δj Szj�1�t�S� Szj�t�S

δp
�274�
� 0
� `�δ1 Sz2�t�S, . . . , δp�1 Szp�t�S,0� , �Sz1�t�S, . . . , Szp�t�S�e
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(C.S.)

B

¿

Á

Á

Á
À

p�1

Q

j�1

δ2j Szj�1�t�S
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B

¼

P

p�1
j�1

Szj�1�t�S2B
»

φ�t�

»

φ�t� B φ�t�

und

S

p

Q

j�1

Re�hj�t, z�t�� zj�t��S B
p

Q

j�1

Shj�t, z�t��S Szj�t�S
C.S.

B Yh�t, z�t��Y Yz�t�Y

�282�,�278�
B η Yz�t�Y2 � η �φ�t� � ψ�t��

Vor. in (283)

B 2η φ�t�,

daÿ gilt

1
2
φ��t� C 6η φ�t� � η φ�t� � 2η φ�t� � 3η φ�t�, also

φ� C 6η φ. (284)

Wie oben zeigt man (diesmal für ψ anstelle von φ)

1

2
ψ��t� �

n

Q

k�p�1

Re�λk� Szk�t�S
2
� η

n

Q

k�p�1

δk Re�zk�1�t� zk�t��

�

n

Q

k�p�1

Re�hk�t, z�t�� zk�t��,

und hieraus folgt wegen

n

Q

k�p�1

�273�

B 0
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

Re�λk� Szk�t�S
2
B 0,

n

Q

k�p�1

δkRe�zk�1�t� zk�t��
analog zu oben, δn

�274�
� 0 ausnutzen

B ψ�t�,

n

Q

k�p�1

Re�hk�t, z�t�� zk�t��
wie oben

B 2η φ�t�,

daÿ gilt

ψ� B 2η ψ � 4η φ. (285)

Nun erhalten wir

�φ � ψ�� � φ� �ψ�
�284�,�284�

C 6η φ � 2η ψ � 4η ψ � 2η

A0
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�φ �ψ�,

also au
h �ln�φ � ψ��
�

�

�φ�ψ��

φ�ψ
C 2η. Für jedes t > �0, t1� folgt daher

ln�φ � ψ��t�

ln�φ �ψ��0�
� ln�φ � ψ��t� � ln�φ � ψ��0� �

t

S

0

�ln�φ �ψ��
�

�s�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C2η

ds C 2η t,

womit (283) gezeigt ist. ℄
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Aus (283) folgt o�enbar zunä
hst

�t>�0,ª�

�φ � ψ��t� A 0

und sodann au
h

�t>�0,ª�

φ�t� C φ�t� � ψ�t�
±

C0

ψ�0��0
C φ�0�

±

A0

e2η t
t�ª
�� ª,

im Widerspru
h zu (282).

Damit ist gezeigt, daÿ die konstante Lösung vom Wert 0 von (270) instabil

ist.

Zu 4.) Aus 3.) folgt sofort, daÿ au
h die Lösung ỹ � 0 von (269) instabil ist.

Dann muÿ au
h die Lösung y � 0 von (257) instabil sein.

Denn angenommen dies ist ni
ht der Fall, so sei ε > R
�

beliebig vorgegeben.

Zu

ε
2
> R

�

existiert dann ein δ > R
�

derart, daÿ die De�nition der Stabilität für

die Lösung y � 0 von (257) erfüllt ist (mit

ε
2
anstelle von ε). Dann ist o�enbar

wegen (272) für dasselbe δ die De�nition der Stabilität für die Lösung ỹ � 0 von

(269), im Widerspru
h zu oben.

Damit haben wir au
h (ii) vollständig bewiesen. ✷
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11 Randwertaufgaben

11.1. Wir betra
hten in diesem Kapitel lineare Di�erentialglei
hungen zweiter

Ordnung

u���x� � a1�x�u
�

�x� � a0�x� � h�x�, (286)

wobei a0, a1, h� J �� �a, b� � R stetige Funktionen mit a, b > R, a � b, sind. Wir

wissen bereits na
h 6.16 (ii), daÿ der Raum aller maximalen Lösungen ein zwei-

dimensionaler a�ner Unterraum von C

2
�J,R� ist. Gesu
ht werden nun Lösungen

u > C2�J,R� von (286), die einer Randbedingung

u�a� � η1 > R, u�b� � η2 > R

oder

u��a� � η1 > R, u��b� � η2 > R

bzw. allgemeiner einer sogenannten Sturms
hen Randbedingung

λ1 u�a� � λ2 u
�

�a� � η1, µ1 u�b� � µ2 u
�

�b� � η2, (287)

wobei λ1, λ2, µ1, µ2, η1, η2 > R seien, genügen.

Bemerkung. Eine Randwertaufgabe (286), (287) ist im Gegensatz zu der An-

fangswertaufgabe

�286�, u�x0� � η1 > R, u��x0� � η2 > R, wobei x0 > J ,

i.a. ni
ht eindeutig lösbar.

Der Leser zeige als einfa
he Übung, daÿ die Randwertaufgabe

u���x� � π2 u�x� � 0, u�0� � u�1� � 0

unendli
h viele C

2
-Lösungen u� �0,1� � R besitzt; und andererseits existiert

keine C

2
-Lösung u� �0,1� � R der Randwertaufgabe

u���x� � π2 u�x� � �π2, u�0� � u�1� � 0.

[ Tip: Die erste Di�erentialglei
hung wird dur
h uk�x� �� k sin�π x�, k > Z,

gelöst. Für die zweite Aussage verwende man zunä
hst 6.19 und führe dann

einen Widerspru
h zur Randbedingung her. ℄.

11.2.

1.) Es hat si
h als vorteilhaft erwiesen, die Randwertaufgabe wie folgt umzu-

s
hreiben:

Generalvoraussetzung. Es seien a, b > R, a � b, J �� �a, b�, p > C1�J,R�

mit p A 0 und q > C0�J,R� sowie

�u>C2�J,R� Lu �� �pu
�

�

�

� q u � pu�� � p� u� � q u.
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Weiter seien α1, α2, β1, β2 > R mit α1
2
�α2

2
A 0, β1

2
� β2

2
A 0 und

�u>C1�J,R� R1u �� α1 u�a� �α2 p�a�u
�

�a�, R2u �� β1 u�b� � β2 p�b�u
�

�b�

O�enbar sind dann L� C2�J,R� � C

0
�J,R� sowie R1,R2� C

1
�J,R� � R

R-lineare Abbildungen.

Des weiteren seien g > C0�J,R� und η1, η2 > R.

Gesu
ht sind Lösungen u > C2�J,R� der Sturms
hen Randwertaufgabe

Lu � g, R1u � η1, R2u � η2. (288)

Die zugehörige homogene Sturms
he Randwertaufgabe lautet

Lu � 0, R1u � R2u � 0. (289)

2.) Wir überlegen, daÿ si
h jede Randwertaufgabe (288) in der Form (286),

(287) s
hreiben läÿt und umgekehrt. Dies folgt aus

Lu � g 
� �pu��� � q u � g 
� pu�� � p� u� � q u � g


� u�� �
p�

p
¯

�� a1

u� �
q

p
®

�� a0

u �
g

p
®

�� h

und

u�� � a1 u
�

� a0 u � h
p�x���eR a1�x�dx


� pu�� � pa1
°

� p�

u�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� �pu���

� pa0
°

�� q

u � ph
¯

�� g

.

Damit ist klar, daÿ die Menge L �� �u > C

2
�J,R� SLu � 0� ein zwei-

dimensionaler Untervektorraum von C

2
�J,R� ist. Des weiteren ist die Men-

ge Lg �� �u > C

2
�J,R� SLu � g� ein zwei-dimensionaler a�ner Unterraum

von C

2
�J,R� mit Ri
htungsraum L. Letzteres bedeutet per de�nitionem

�v>Lg Lg � �v� �L.

3.) Die Menge aller Lösungen von (289) ist ein evtl. null-dimensionaler Un-

tervektorraum von L. Die Di�erenz zweier Lösungen von (288) ist Lösung

von (289). Die Summe einer Lösung von (288) und einer Lösung von (289)

ist wieder eine Lösung von (288).

[ Dies folgt alles aus der Linearität von L, R1 und R2. ℄

Man erhält alle Lösungen von (288), indem man zu einer speziellen Lösung

von (288) alle Lösungen von (289) hinzuaddiert.
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Lemma 11.3. Für alle u, v > C2�J,R� gilt:

(i) (Lagrange-Identität)

v Lu � uLv � �p�u� v � v� u��
�

.

(ii)
�
�j>�1,2�Rj�u� � Rj�v� � 0�Ô�

b

R

a

�v Lu � uLv� �x�dx � 0.

Zusatz. (i) und (ii) bleiben ri
htig, wenn man anstelle von

p > C1�J,R� und u, v > C2�J,R�

nur voraussetzt, daÿ

p > C0�J,R�, u, v > C1�J,R�, p u�, p v� > C1�J,R�

und L in der allgemeineren Situation dur
h dieselbe Formel de�niert wird.

Beweis. Wir führen den Beweis unter der s
hwä
heren Voraussetzung des

Zusatzes.

(i) gilt wegen

v Lu � uLv � v ��pu��� � q u� � u ��pv��� � q v�

�
�
�pu��v�

�

� �pu��v� � ��pv��u�
�

� �pv��u�

�
�p�u� v � v� u��

�

.

Zu (ii): Es gilt

u��a�v�a� � v��a�u�a� � 0. (290)

[ Zu (290): 1. Fall: α2 � 0. Dann folgt zunä
hst aus α1
2α2

2
A 0, daÿ α1 x 0

gilt. Sodann ergibt R1�u� � R1�v� � 0, daÿ u�a� � v�a� � 0 und die Gültigkeit

von (290).

2. Fall: α2 x 0. Dann folgt aus R1�u� � R1�v� � 0

u��a� �
�α1

α2 p�a�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��λ

u�a�, v��a� � λv�a�,

also

u��a�v�a� � v��a�u�a� � λu�a�v�a� � λv�a�u�a� � 0,

d.h. es gilt au
h in diesem Falle (290). ℄

Analog zu (290) zeigt man

u��b�v�b� � v��b�u�b� � 0. (291)

Nun ergibt si
h aus (i), (291) und (290)

b

S

a

�v Lu � uLv� �x�dx

� p�b� �u��b�v�b� � v��b�u�b�� � p�a� �u��a�v�a� � v��a�u�a�� � 0.

✷
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Bemerkung. Dur
h

�ϕ,ψ>C0�J,R� `ϕ,ψe �

b

S

a

ϕ�x�ψ�x�dx

wird ein Skalarprodukt auf C

0
�J,R� de�niert. (ii) besagt dann gerade, daÿ für

alle u, v > C2�J,R� mit �j>�1,2�Rj�u� � Rj�v� � 0 gilt

`Lu, ve � `u,Lve.

Satz 11.4. Seien u,u1, u2 > C

2
�J,R� derart, daÿ �u1, u2� ein Fundamental-

system von Lösungen von Lu � 0 ist. Dann sind die folgenden drei Aussagen

paarweise äquivalent:

(1) Die inhomogene Sturms
he Randwertaufgabe (288) ist eindeutig lösbar.

(2) Die homogene Sturms
he Randwertaufgabe (289) besitzt u � 0 als einzige

Lösung.

(3) det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� x 0.

Beweis. Na
h 11.2 2.) wissen wir bereits, daÿ eine Lösung v0 > C
2
�J,R� von

Lu � g existiert.

�(1) � (2)� Angenommen (2) ist fals
h, d.h. es existiert eine Lösung u x 0

von (289). Zu zeigen ist, daÿ dann au
h (1) fals
h ist, also daÿ (288) keine oder

mindestens zwei vers
hiedene Lösungen besitzt.

Beweis hiervon: Falls (288) keine Lösung besitzt, so ist ni
hts zu zeigen. Falls

(288) eine Lösung v besitzt, so ist v � u x v eine weitere Lösung von (288), da

L�v � u� � Lv �Lu � g � 0 � g,

Rj�v � u� � Rjv �Rju � ηj � 0 � ηj

für j > �1,2� gilt.

�(2) � (3)� Angenommen (3) gilt ni
ht, d.h. det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� � 0. Dann

existiert �

λ1
λ2

� > R
2
� �0� mit

�

R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� �

λ1
λ2

� � �

0

0
� , (292)

also folgt für u �� λ1 u1 � λ2 u2 x 0

Lu � λ1

�0
¬

Lu1 �

�0
¬

Lu2 � 0,

Rju � λ1Rju1 � λ2Rju2
�292�
� 0

für j > �1,2�, im Widerspru
h zu (2).
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�(3) � (1)� Na
h 11.2 3.) dur
hläuft

v � v0 � µ1 u1 � µ2 u2

alle Lösungen von Lv � g, wenn �
µ1
µ2

� ganz R
2
dur
hläuft.

v ist genau dann Lösung von (288), wenn zusätzli
h für j > �1,2�

ηj � Rjv � Rjv0 � µ1Rju1 � µ2Rju2

gilt, d.h.

�

R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� �

µ1
µ2

� � �

η1 �R1v0
η2 �R2v0

� .

(3) besagt det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� x 0, also ist �

µ1
µ2

� mit dieser Eigens
haft

eindeutig bestimmt, womit (1) gezeigt ist. ✷

Beispiel 11.5.

1.) Sei J �� �0, π�, also a � 0 und b � π. Wir untersu
hen

Lu �� u�� � u � g, R1u �� u�0� � u
�

�0� � η1, R2u �� u�π� � η2.

Na
h 11.4 �(3) � (1)� ist die Randwertaufgabe für beliebige η1, η2 > R

eindeutig lösbar, da für das Fundamentalsystem �u1 �� cos, u2 �� sin� von

Lu � 0 gilt

det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� � det�
1 1

�1 0
� � 1.

2.) Wir betra
hten nun speziell

u�� � u � 1, R1u � R2u � 0.

Da die konstante Funktion vom Wert 1 spezielle Lösung von Lu � 1 ist,

so gilt für die gesu
hte Lösung v hier betra
hteten der Sturms
hen Rand-

wertaufgabe

v � 1 � µ1 cos�µ2 sin .

Aus

0 � R1v � R1�1� � µ1R1�cos� � µ2R1�sin� � 1 � µ1 � µ2,

0 � R2v � R2�1� � µ1R2�cos� � µ2R2�sin� � 1 � µ1

folgt

µ1 � 1, µ2 � �2,

also v � 1 � cos�2 sin.
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3.) Ändert man jedo
h in 1.) die Glei
hungen derart ab, daÿ man die Sturm-

s
he Randwertaufgabe

u�� � u � 0, R1u �� u�0� � 0, R2u �� u�π� � 0

erhält, so gilt det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� � det�
1 0

�1 0
� � 0, und die Rand-

wertaufgabe besitzt unendli
h viele Lösungen, nämli
h die Funktionen

u � C sin, wobei C > R beliebig.

11.6 (Grundlösung).

1.) Seien Q �� J2
� �a, b�2, ÇQ �� ��x, ξ� > Q Sx C ξ� und

Ç

ÇQ �� ��x, ξ� > Q Sx B ξ�.

De�niton. Eine Abbildung γ� Q� R, �x, ξ� ( γ�x, ξ� heiÿt Grundlösung

von Lu � 0 genau dann, wenn sie die folgenden vier Eigens
haften hat:

(a) γ� Q � R ist stetig.

(b) γ̃ �� γS
ÇQ
und

˜̃γ �� γS
Ç

ÇQ
sind zwei-mal stetig partiell di�erenzierbar

na
h x, d.h.

�ξ>�a,b� γ̃�. . . , ξ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�γ�...,ξ�S
�ξ,b�

, ˜̃γ�. . . , ξ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�γ�...,ξ�S
�a,ξ�

sind C

2
-Funktionen.

(
) �ξ>�a,b� γ̃�. . . , ξ�� �ξ, b� � R, ˜̃γ�. . . , ξ�� �a, ξ� � R sind Lösungen von

Lu � 0.26

(d) �ξ>�a,b�

∂γ̃

∂x
�ξ, ξ� �

∂ ˜̃γ

∂x
�ξ, ξ� �

1

p�ξ�
.

27

2.) Eine Grundlösung von Lu � 0 existiert stets. Hierzu zeigen wir den folgen-

den Satz:

Satz. Für jedes ξ > �a, b� sei u�. . . , ξ�� �a, b� � R die Lösung der Anfangs-

wertaufgabe

Lv � 0, v�ξ� � 0, v��ξ� �
1

p�ξ�
.

Dann wird dur
h

�

�x,ξ�>Q γ�x, ξ� � �
γ̃�x, ξ� �� u�x, ξ�, x C ξ,
˜̃γ�x, ξ� �� 0, x B ξ,

¡

eine Grundlösung γ� Q� R von Lu � 0 de�niert.

26

Hier sei Lu für u > C

2
��ξ, b�,R� und u > C

2
��a, ξ�,R� dur
h dieselbe Formel wie oben

de�niert.

27

Das bedeutet, daÿ die erste partielle Ableitung auf der Diagonalen x � ξ einen Sprung der

Gröÿe

1

p
ma
ht.
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Beweis. γ ist wohlde�niert, da u�ξ, ξ� � 0 für alle ξ > �a, b� gilt.

Zu (a): Sei �u1, u2� ein Fundamentalsystem von Lösungen von Lu � 0. Für

jedes ξ > �a, b� existieren eindeutig bestimmte c1�ξ�, c2�ξ� > R mit

u�. . . , ξ� � c1�ξ�u1 � c2�ξ�u2.

Dann folgt für alle ξ > �a, b�

c1�ξ�u1�ξ� � c2�ξ�u2�ξ� � u�. . . , ξ��ξ� � 0,

c1�ξ�u1
�

�ξ� � c2�ξ�u2
�

�ξ� � u�. . . , ξ���ξ� �
1

p�ξ�
,

d.h.

�

u1 u2
u1

� u2
�

� �

c1
c2
� � �

0
1
p

� .

Na
h 6.16 (iv) hat det�
u1 u2
u1

� u2
�

� keine Nullstelle. Z.B. aus der Cramer-

s
hen Regel folgt hieraus die Stetigkeit � sogar die C

1
-Di�erenzierbarkeit

� von c1 und c2. Wegen

�

�x,ξ�>Q u�x, ξ� � c1�ξ�u1�x� � c2�ξ�u2�x�

ist daher u� Q � R stetig. Damit sind γ̃ � γS
ÇQ � uS

ÇQ und

˜̃γ � γS
Ç

ÇQ
� 0

stetig und Q �

ÇQ 8

Ç

ÇQ ist disjunkte Vereinigung zweier abges
hlossener

Teilmengen von Q, also ist au
h γ� Q� R stetig.

(b) und (
) sind trivial.

Zu (d): Für jedes ξ > �a, b� gilt

γ̃�. . . , ξ���ξ� � ˜̃γ�. . . , ξ���ξ� � u�. . . , ξ���ξ� � 0 �
1

p�ξ�
.

Damit haben wir alle Eigens
haften einer Grundlösung bewiesen. ✷

3.) Auÿer der in 2.) angegebenen gibt es viele weitere Grundlösungen, denn

es gilt:

Satz. Sind γ�x, ξ� eine Grundlösung von Lu � 0, v > C2�J,R� beliebig mit

Lv � 0 und h > C

0
�J,R� beliebig, so ist au
h

Q�� R, �x, ξ� z� γ�x, ξ� � h�ξ�v�x�,

eine Grundlösung von Lu � 0.

Beweis als Übung. ✷

Der folgende Satz zeigt, wie man mittels einer Grundlösung von Lu � 0 eine

Lösung von Lu � g dur
h Integration bestimmen kann.
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Satz 11.7. Sei γ eine Grundlösung von Lu � 0. Dann ist die na
h Eigens
haft

(a) von γ wohlde�nierte Funktion

v� J �� R, xz�

b

S

a

γ�x, ξ� g�ξ�dξ

eine Lösung von Lv � g, insbesondere v > C2�J,R�.

Beweis. Zunä
hst gilt für jedes x > J

v�x� �
S

x

a
γ̃�x, ξ�dξ �

b

S

x

˜̃γ�x, ξ� g�ξ�dξ,

wobei die Integranden auf der re
hten Seite na
h Eigens
haft (b) stetig und

stetig partiell di�erenzierbar na
h x sind. Aus Lemma 8.11 folgt dann für jedes

x > J

v��x� �

x

S

a

∂γ̃

∂x
�x, ξ� g�ξ�dξ �

�γ�x,x�
³¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ

γ̃�x,x� g�x�

�

b

S

x

∂ ˜̃γ

∂x
�x, ξ� g�ξ�dξ � ˜̃γ�x,x�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�γ�x,x�

g�x�

�

x

S

a

∂γ̃

∂x
�x, ξ� g�ξ�dξ �

b

S

x

∂ ˜̃γ

∂x
�x, ξ� g�ξ�dξ

Die Integranden auf der re
hten Seite sind erneut na
h Eigens
haft (b) stetig

und stetig partiell di�erenzierbar na
h x, also folgt analog weiter für alle x > J

v���x� �

x

S

a

∂2γ̃

∂x2
�x, ξ� g�ξ�dξ �

∂γ̃

∂x
�x,x� g�x�

�

b

S

x

∂2 ˜̃γ

∂x2
�x, ξ� g�ξ�dξ �

∂ ˜̃γ

∂x
�x,x� g�x�

�d�
�

x

S

a

∂2γ̃

∂x2
�x, ξ� g�ξ�dξ �

b

S

x

∂2 ˜̃γ

∂x2
�x, ξ� g�ξ�dξ �

g�x�

p�x�
.

Aus obigen Formeln erhält man mittels Lv � pv�� � p� v� � q v für jedes x > J

�Lv��x� � g�x� �

x

S

a

�

�Lγ̃�...,ξ�
�c�
� 0

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

p�x�
∂2γ̃

∂x2
�x, ξ� � p��x�

∂γ̃

∂x
�x, ξ� � q�x� γ̃�x, ξ� � g�ξ�dξ

�

b

S

x

�p�x�
∂2 ˜̃γ

∂x2
�x, ξ� � p��x�

∂ ˜̃γ

∂x
�x, ξ� � q�x� ˜̃γ�x, ξ�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�L˜̃γ�...,ξ�
�c�
� 0

� g�ξ�dξ
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� g�x�,

womit der Satz bewiesen ist. ✷

Beispiel 11.8.

1.) Wir betra
hten Lu �� u���u auf J � �a, b�, also p � 1, und u�x� �� sin�x�ξ�

ist die Lösung von

Lu � 0, u�ξ� � 0, u��ξ� �
1

p�ξ�
.

Na
h 11.6 2.) wird daher dur
h

�x>Q γ�x, ξ� �� �
sin�x � ξ�, x C ξ,

0, x B ξ,
¡

eine Grundlösung γ� Q� R von Lu � 0 de�niert.

Na
h 11.7 ist dann

�x>�a,b� v�x� �

x

S

a

sin�x � ξ� g�ξ�dξ

eine Lösung von

v�� � v � g.

2.) Setzt man in 1.) speziell

a � 0 und g�x� �� cos�x�,

so folgt

v�x� �

x

S

0

sin�x � ξ� cos�ξ�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

1

2
�sin�x�2 ξ��sin�x��

dξ

�

1

4
cos�x � 2 ξ�V

ξ�x

ξ�0
�

1

2
x sin�x� �

1

2
x sin�x�.

Man re
hnet lei
ht na
h, daÿ v�x� �

1
2
x sin�x� sogar auf ganz R eine

Lösung von

v���x� � v�x� �
1

2
cos�x�

ist.

De�nition 11.9 (Greens
he Funktion). Eine Greens
he Funktion der homoge-

nen Sturms
hen Randwertaufgabe (289) ist per de�nitionem eine Grundlösung

28

Γ� Q �� R, �x, ξ� z� Γ�x, ξ�

von Lu � 0 mit der zusätzli
hen Eigens
haft

28

d.h. es gelten 11.6 (a) - (d)
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(e) �ξ>�a,b� R1Γ�. . . , ξ� �� R1
Ç

ÇΓ�. . . , ξ� � R2
ÇΓ�. . . , ξ� �� R2Γ�. . . , ξ� � 0, d.h.

α1
Ç

ÇΓ�a, ξ� � α2 p�a�
Ç

ÇΓ�. . . , ξ���a� � β1 ÇΓ�b, ξ� � β2 p�b�ÇΓ�. . . , ξ�
�

�b� � 0.

Hauptsatz 11.10 (über die Greens
he Funktion). Wir setzen zusätzli
h voraus,

daÿ die äquivalenten Aussagen von 11.4 gelten. Dann gilt:

(i) Es existiert genau eine Greens
he Funktion Γ�x, ξ� von (289), wel
he wie

folgt bere
hnet werden kann:

Seien u1 x 0 und u2 x 0 Lösungen von Lu � 0 mit Riui � 0 für i > �1,2�.

(Derartige u1, u2 existieren stets.)

Dann sind u1, u2 R-linear unabhängig, der na
h 11.3 (i) konstante Wert

c von p �u1 u2
�

� u1
� u2� ist unglei
h null und es gilt

�

�x,ξ�>Q Γ�x, ξ� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1
c
u1�ξ�u2�x�, x C ξ,

1
c
u1�x�u2�ξ�, x B ξ.

(ii) Γ ist symmetris
h, d.h. �

�x,ξ�>QΓ�x, ξ� � Γ�ξ, x�.

(iii) Die na
h 11.4 (1) eindeutig bestimmte Lösung v der �halbhomogenen�

Randwertaufgabe

Lu � g, R1u � R2u � 0

ist gegeben dur
h

�x>J v�x� �

b

S

a

Γ�x, ξ� g�ξ�dξ.

Beweis. 1.) Wir zeigen zunä
hst die Existenz von u1, u2 wie in (i). Wähle

�λ1, λ2� > R
2
� �0� mit α1 λ1 � α2 λ2 � 0 und sei u1 > C

2
�J,R� die eindeutig

bestimmte Lösung der Anfangswertaufgabe

Lu1 � 0, u1�a� � λ1, p�a�u1
�

�a� � λ2.

Dann folgt u1 x 0 und R1u1 � αu1�a� � α2 p�a�u1
�

�a� � 0.

Damit ist die Existenz von u1 x 0 mit Lu1 � 0, R1u1 � 0 gezeigt, und völlig

analog folgt die Existenz von u2 x 0 mit Lu2 � 0, R2u2 � 0. Derartige u1, u2 sind

stets linear unabhängig:

Denn wäre z.B. u1 � λu2 mit λ > R, so folgte

R2u1 � λR2u2 � 0,

also wäre u1 eine Lösung von (289) mit u1 x 0, im Widerspru
h zu 11.4 (2).

2.) Wir zeigen, daÿ Γ wie in (i) eine Greens
he Funktion ist: Wegen der

linearen Unabhängigkeit von u1, u2 ist na
h 6.16 (iv) die Wronski-Determinante

det�
u1 u2
u1

� u2
�

� � u1 u2
�

� u1
� u2
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stets unglei
h null, also gilt c x 0 für den konstanten Wert c von p �u1 u2
�

�u1
� u2�,

bea
hte p A 0.

O�enbar ist Γ wohlde�niert als Abbildung Q � R. (Denn für x � ξ erhält

man im oberen und unteren Fall denselben Wert.) Wir zeigen nun, daÿ Γ eine

Grundlösung von Lu � 0 ist, d.h. die Eigens
haften (a) - (d) in 11.6 hat.

Zu (a): Mit u1 und u2 sind trivialerweise ΓS
ÇQ und ΓS

Ç

ÇQ
stetig, also ist au
h Γ

stetig.

(b) und (
) sind wegen

�ξ>J
ÇΓ�. . . , ξ� � Γ�. . . , ξ�S

�ξ,b� �
u1�ξ�

c
u2S

�ξ,b�

�ξ>J
Ç

ÇΓ�. . . , ξ� � Γ�. . . , ξ�S
�a,ξ� �

u2�ξ�

c
u1S

�a,ξ�

(293)

klar.

Zu (d): Für jedes ξ > �a, b� gilt

ÇΓ�. . . , ξ���ξ� �
Ç

ÇΓ�. . . , ξ���ξ�

�293�
�

1

c
�u1�ξ�u2

�

�ξ� � u1
�

�ξ�u2�ξ��
Def. c
�

1

c

c

p�ξ�
�

1

p�ξ�
.

S
hlieÿli
h ist Γ sogar eine Greens
he Funktion, d.h. Γ erfüllt die Eigens
haft

(e) in 11.9. Es gilt nämli
h für jedes ξ > �a, b�

R1
Ç

ÇΓ
s.o.

� R1 �
u2�ξ�

c
u1� �

u2�ξ�

c

�0
­

R1u1 � 0,

R2
ÇΓ

s.o.

� R2 �
u1�ξ�

c
u2� �

u1�ξ�

c
R2u2
²

�0

� 0.

Mit 1.) und 2.) ist (i) bis auf den Na
hweis der Eindeutigkeit der Greens
hen

Funktion gezeigt.

3.) Sei Γ eine beliebige Greens
he Funktion von (289). Wir de�nieren dann

v� J � R dur
h

�x>J v�x� �

b

S

a

Γ�x, ξ� g�ξ�dξ
�

�

�

�

x

S

a

ÇΓ�x, ξ� g�ξ�dξ �

b

S

x

Ç

ÇΓ�x, ξ� g�ξ�dξ
�

�

�

.

Na
h 11.7 gilt dann v > C2�J,R� sowie Lv � g, und na
h dem Beweis von 11.7

gilt zusätzli
h

�x>J v
�

�x� �
S

x

a

∂ÇΓ

∂x
�x, ξ� g�ξ�dξ �

S

b

x

∂
Ç

ÇΓ

∂x
�x, ξ� g�ξ�dξ.

Hieraus folgt

R2v � β1 v�b� � β2 p�b�v
�

�b�

�

b

S

a

�β1 ÇΓ�b, ξ� � β2 p�b�v
�

�b�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� R2
ÇΓ�. . . , ξ�

(e)

� 0

� g�ξ�dξ � 0
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und analog

R1v � 0,

also ist v die eindeutige Lösung der Randwertaufgabe Lu � g, R1u � R2u � 0.

4.) Seien Γ1, Γ2 zwei beliebige Greens
he Funktionen von (289) und seien

g1, g2 > C
0
�J,R� beliebig. Wir de�nieren dann v1, v2 de�niert dur
h

�x>J v1�x� ��

b

S

a

Γ1�x, ξ� g1�ξ�dξ,

�x>J v2�x� ��

b

S

a

Γ2�x, ξ� g2�ξ�dξ.

Dann gilt na
h 3.)

Lv1 � g1, R1v1 � R2v1 � 0,

Lv2 � g1, R1v2 � R2v2 � 0.

Hieraus folgt na
h 11.3 (ii)

b

S

a

�v1Lv2 � v2Lv1� �x�dx � 0,

d.h.

0 �

b

S

a

�

�

�

b

S

a

Γ1�x, ξ� g1�ξ�dξ
�

�

�

g2�x�dx �

b

S

a

�

�

�

b

S

a

Γ2�x, ξ� g2�ξ�dξ
�

�

�

g1�x�dx.

Hieraus folgt wegen

b

S

a

�

�

�

b

S

a

Γ2�x, ξ� g2�ξ�dξ
�

�

�

g1�x�dx �

b

S

a

b

S

a

Γ2�x, ξ� g2�ξ� g1�x�dξ dx

�

b

S

a

b

S

a

Γ2�x, ξ� g2�ξ� g1�x�dxdξ

�

b

S

a

b

S

a

Γ2�ξ, x� g2�x� g1�ξ�dξ dx,

daÿ gilt

S

Q

�Γ1�x, ξ� �Γ2�ξ, x�� g1�ξ� g2�x�dxdξ � 0.

Da die letzte Glei
hung für beliebige g1, g2 > C
0
�J,R� gezeigt ist, muÿ na
h

Analysis o�enbar gelten

�

�x,ξ�>Q Γ1�x, ξ� � Γ2�ξ, x�,

wel
hes wiederum für beliebige Greens
he Funktionen Γ1 und Γ2 von (289) ge-

zeigt ist. Hieraus folgt zunä
hst (ii) und sodann Γ � Γ1 � Γ2.

Mit 3.) und 4.) sind die Eindeutigkeitsaussage in (i) und auÿerdem (ii) und

(iii) bewiesen. ✷
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Beispiel 11.11 (zur Bere
hnung der Greens
hen Funktion). Wir betra
hten

Lu �� u�� auf �0,1� mit

u�� � 0, R1u �� u�0� � 0, R2u �� u�1� � 0.

Seien weiter ũ1 �� 1, ũ2�x� �� x. Dann ist �ũ1, ũ2� ein Fundamentalsystem

von Lösungen von Lu � 0 mit

det�
R1ũ1 R1ũ2
R2ũ1 R2ũ2

� � det�
1 0

1 1
� � 1 x 0,

also gelten die äquivalenten Aussagen von 11.4.

Wir �nden die Greens
he Funktion Γ von (289) na
h 11.10 (i):

u1�x� �� x erfüllt Lu1 � 0, R1u1 � 0,

u2�x� �� x � 1 erfüllt Lu2 � 0, R2u2 � 0.

u1, u2 sind linear unabhängig und

p�x�
±

�1

�u1�x�u2
�

�x� � u1
�

�x�u2�x� � x � �x � 1� � 1,

also c � 1. Na
h 11.10 (i) gilt dann

�

�x,ξ�>�0,1� Γ�x, ξ� � �
ξ �x � 1�, x C ξ

x �ξ � 1�, x B ξ
¡ B 0.

Hauptsatz 11.12 (Lösung der Sturms
hen Randwertaufgabe mittels Green-

s
her Funktion).

Vor.: Es mögen die äquivalenten Aussagen von Satz 11.4 gelten. Γ sei die Green-

s
he Funktion von (289), vgl. 11.10 (i). Des weiteren sei φ > C

2
�J,R� mit

29

R1φ � η1 und R2φ � η2

und sei v > C2�J,R� die z.B. na
h 11.10 (iii) zu bere
hnende eindeutig bestimmte

Lösung der �halbhomogenen� Randwertaufgabe

Lv � g � φ, R1v � R2v � 0.

Beh.: u �� φ � v ist die eindeutig bestimmte Lösung der von (288).

29

Derartige Funktionen φ sind lei
ht zu �nden. Bestimme zunä
hst α̃1, α̃2, β̃1, β̃2 > R mit

`�α1, α2 p�a��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x0

, �α̃1, α̃2�e � α1 α̃1 � α2 p�a� α̃2 � η1

sowie

`�β1, β2 p�b��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x0

, �β̃1, β̃2�e � β1 β̃1 � β2 p�b� β̃2 � η2

und sodann φ > C

2
�J,R� mit

φ�a� � α̃1, φ
�

�a� � α̃2 und φ�b� � β̃1, φ
�

�b� � β̃2.
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Beweis. Es gilt

Lu � Lφ �Lv � Lφ � g �Lφ � g

und

Rju � Rjφ �Rjv � ηj � 0 � ηj

für j > �1,2�. ✷

Satz 11.13.

Vor.: Es mögen die äquivalenten Aussagen von Satz 11.4 gelten. Γ sei die Green-

s
he Funktion von (289), vgl. 11.10 (i). Ferner seien D ` R
2
und f � D � R eine

stetige Funktion.

Beh.: u ist genau dann Lösung der Randwertaufgabe

Lu � f�x,u�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d.h. �x>J �x,u�x��>D, �Lu��x��f�x,u�x��

, R1u � R2u � 0,

(insbesondere u > C2�J,R�), wenn u > C0�J,R� Lösung der Integralglei
hung

�x>J u�x� �

b

S

a

Γ�x, ξ�f�ξ, u�ξ��dξ

ist.

Beweis. Ist u > C

0
�J,R� und g̃ > C0�J,R�, de�niert dur
h

�x>J g̃�x� � f�x,u�x��,

so gilt die Behauptung na
h 11.10 (iii) mit g̃ anstelle von g. ✷

Hauptsatz 11.14 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz).

Vor.: Seien D �� �0,1� � R und f � D � R eine stetige Funktion, die einer

Lips
hitzbedingung bzgl. der zweiten Variablen

�

�x,y�,�x,z�>D Sf�x, y� � f�x, z�S B L Sy � zS

mit einer Lips
hitz-Konstanten L � π2 genügt.

Beh.: Die Randwertaufgabe

u���x� � f�x,u�x��, u�0� � u�1� � 0 (294)

besitzt genau eine Lösung.

Bemerkung. Die Bemerkung auf Seite 133 zeigt, daÿ im Falle L � π2 unendli
h

viele oder gar keine Lösungen existieren können.

Beweis. 1.) Zunä
hst zeige man als Übungsaufgabe, daÿ �V
�

, Y . . . Y
�

�, wobei

V
�

��
�u > C

0
��0,1�,R� S YuY

�

�ª
� ,

�u>C0��0,1�,R� YuY� �� sup�
u�x�

sin�π x�
W x > �0,1�¡

ein Bana
hraum ist.
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[ Tip: V
�

ist ein Untervektorraum von C

0
��0,1�,R� und Y . . . Y

�

eine Norm

für V
�

.

Sei nun �un�n>N eine Cau
hyfolge in V
�

bzgl. Y . . . Y
�

. Dann ist �un�n>N au
h

eine Cau
hyfolge in C

0
��0,1�,R� bzgl. Y . . . Y

ª

. Bekanntli
h existiert daher ein

Element u > C

0
��0,1�,R� mit limn�ª Yun � uYª � 0. S
hlieÿli
h gilt u > V

�

und

limn�ª Yun � uY� � 0. ℄

2.) Sei Γ� �0,1�2 � R die Greens
he Funktion von

Lu �� u�� � 0, R1u �� u�0� � 0, R2u �� u�1� � 0,

also na
h 11.11

�

�x,ξ�>�0,1� Γ�x, ξ� � �
ξ �x � 1�, x C ξ

x �ξ � 1�, x B ξ
¡ B 0. (295)

Wir de�nieren für u > V
�

` C

0
��0,1�,R� eine Funktion Tu > C

0
��0,1�,R�

dur
h

�x>�0,1� �Tu��x� ��

1

R

0

Γ�x, ξ�f�ξ, u�ξ��dξ

�295�
�

x

R

0

ξ �x � 1�f�ξ, u�ξ��dξ �
1

R

x

x �ξ � 1�f�ξ, u�ξ��dξ

� �x � 1�
x

R

0

ξ f�ξ, u�ξ��dξ � x
1

R

x

�ξ � 1�f�ξ, u�ξ��dξ.

(296)

Aus (296) folgt sofort

Tu > C1��0,1�,R� und �Tu��0� � �Tu��1� � 0.

Hieraus und aus der Regel von de L'Hospital folgt wegen limx�0� sin�π x� � 0,

limx�0� sin�π x�
�

� π x 0, limx�1� sin�π x� � 0, limx�1� sin�π x�
�

� �π x 0 die

Existenz von

lim
x�0�

�Tu��x�

sin�π x�
> R und lim

x�1�

�Tu��x�

sin�π x�
> R,

und hieraus wiederum folgt o�enbar Tu > V
�

.

Damit haben wir einen Operator

T � V
�

�� V
�

de�niert.

3.) Wir wollen zeigen, daÿ T kontrahierend ist, genauer

�u,v>V
�

YTu � TvY
�

B

L

π2
°

>�0,1�

Yu � vY
�

.

Beweis hiervon: Für jedes ξ > �0,1� gilt

Sf�ξ, u�ξ�� � f�ξ, v�ξ��S
Vor.

B L Su�ξ� � v�ξ�S � L S

>V
�

³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�u � v��ξ�S

B L Yu � vY
�

sin�π ξ�,

wobei si
h die letzte Abs
hätzung aus der De�nition von Y . . . Y
�

ergibt.
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Es folgt weiter für jedes x > �0,1�

S�Tu � Tv��x�S
�296�

B

1

S

0

�295�
� �Γ�x,ξ�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

SΓ�x, ξ�S Sf�ξ, u�ξ�� � f�ξ, v�ξ��Sdξ

B L Yu � vY
�

�

�

�

�

1

S

0

Γ�x, ξ� sin�π ξ�dξ
�

�

�

.

Na
h 11.10 (iii) ist

1

R

0

Γ�x, ξ� sin�π ξ�dξ die eindeutig bestimmte Lösung der

�halbhomogenen� Randwertaufgabe

Lũ � ũ�� � sin�π x�, R1ũ � ũ�0� � R2ũ � ũ�1� � 0,

also gilt

1

S

0

Γ�x, ξ� sin�π ξ�dξ � �
1

π2
sin�π x�,

und es folgt

�x>�0,1�

S�Tu � Tv��x�S

sin�π x�
B

L

π2
Yu � vY

�

,

damit ist YTu � TvY
�

B

L
π2 Yu � vY� gezeigt.

4.) Aus 1.) bis 3.) und dem Bana
hs
hen Fixpunktsatz 3.11 folgt die Existenz

eines eindeutig bestimmten Elementes u > V
�

mit u � Tu. Ferner gilt

u � Tu
�296�

� �x>�0,1� u�x� �

1

S

0

Γ�x, ξ�f�ξ, u�ξ���dξ

11.13

� u�� � f�x,u�, u�0� � u�1� � 0


� u ist Lösung von (294).

5.) Wegen 4.) bleibt nur no
h zu zeigen, daÿ jede Lösung u von (294) ein

Element von V
�

ist.

Beweis hiervon: Es gilt u > C

1
��0,1�,R� (und sogar u > C

2
��0,1�,R�) und

u�0� � u�1� � 0, und hieraus folgt mit der Regel von de L'Hospital wie in 2.),

daÿ gilt u > V
�

. ✷

11.15 (Sturm-Liouvilles
hes Eigenwertproblem). Wir erweitern jetzt die Gene-

ralvoraussetzung aus 11.2 1.) wie folgt:

Generalvoraussetzung. Zusätzli
h zu oben sei r > C0�J,R� mit r A 0.

Die von einem Parameter λ > R abhängige Randwertaufgabe

Lu � λr u � 0, R1u � R2u � 0 (297)

heiÿt Sturm-Liouvilles
hes Eigenwertproblem, kurz (SLE).

Für jedes feste λ > R ist (297) eine homogene Sturms
he Randwertaufgabe

vom Typ (289) (mit q � λr anstelle von q).
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De�niton. λ > R heiÿt Eigenwert von (SLE), wenn die homogene Sturms
he

Randwertaufgabe (297) eine ni
ht-triviale Lösung u x 0 besitzt, d.h. wenn

(297) ni
ht die in 11.4 genannten Eigens
haften hat, also genau dann, wenn

gilt dimEλ A 0, wobei Eλ der R-Untervektorraum des zwei-dimensionalen R-

Vektorraumes �u > C

2
�J,R� SLu � λr u � 0�, wel
her dur
h

Eλ �� �u > C2�J,R� SLu � λr u � 0, R1u � R2u � 0�

gegeben ist.

u > Eλ � �0� heiÿt Eigenfunktion zum Eigenwert λ.

λ > R heiÿt k-fa
her Eigenwert von (SLE), falls dimEλ � k > �1,2�.

Beispiel 11.16. Seien J � �0, π�, Lu � u��, r � 1 sowie R1u �� u�0�, R2u �� u�π�.

Wir betra
hten somit

u�� � λu � 0, u�0� � u�π� � 0. (298)

1.) (Eigenwerte und Eigenfunktionen)

Alle Eigenwerte sind λn �� �n � 1�2, wobei n > N. Diese sind

sämtli
h einfa
h und un �� sin ��n � 1�x� ist Eigenfunktion

zum Wert λn.

un hat in �0, π� genau n Nullstellen

j π

n � 1
, j > �1, . . . , n�.

Zwis
hen je zwei Nullstellen von un�1 in �0, π� liegt genau eine

Nullstelle von un.

(299)

[ Zu (299): Fall a): λ � 0. u�� � 0 besitzt �u1 �� 1, u2 �� x� als Fundamen-

talsystem von Lösungen. Wegen

det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� � det�
1 0

1 π
� � π A 0

gilt 11.4 (3), also ist λ � 0 kein Eigenwert.

Fall b): λ � �µ2 mit µ > R
�

. u�� � µ2 u � 0 besitzt das Fundamentalsystem

von Lösungen �u1 �� sinh�µx�, u2 �� cosh�µx��. Wegen

det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� � det�
0 1

sinh�µπ� cosh�µπ�
� � � sinh�µπ

°

A0

� � 0

ist λ � �µ2 kein Eigenwert.

Fall 
): λ � µ2 mit µ > R
�

. u�� � µ2 u � 0 besitzt das Fundamentalsystem

von Lösungen �u1 �� sin�µx�, u2 �� cos�µx��. Wegen

det�
R1u1 R1u2
R2u1 R2u2

� � det�
0 1

sin�µπ� cos�µπ�
� � � sin�µπ� � 0


� µ > N
�
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ist λ � µ2 genau dann, wenn gilt µ > N
�

.

Damit ist die 1. Aussage von (299) gezeigt.

Für n > N
�

ist jede Lösung von u�� � n2 u � 0 von der Gestalt

u�x� � A sin�nx� �B cos�nx�, A,B > R,

und es gilt

R1u � R2u � 0 
� 0 � A cos�0� �B sin�0� � A

und 0 � A cos�nπ� �B sin�nπ� � ��1�nA


� A � 0


� u�x� � B sin�nx�.

Hieraus folgen lei
ht die restli
hen Aussagen von (299). ℄

2.) (Entwi
klung na
h Eigenfunktionen)

Für n > N setzen wir vn�x� ��

¾

2

π
sin ��n � 1�x�. Es gilt

�n,m>N

π

R

0

vn�x�vm�x�dx � δnm �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, n �m,

0, n xm.

Ferner gilt für jedes φ > C

1
��0, π�,R� mit φ�0� � φ�π� � 0

φ�x� �
P

ª

n�0 bnvn mit bn �
π

R

0

φ�x�vn�x�dx.

(300)

[ Zu (300): Die erste Aussage folgt dur
h einfa
he Re
hnung unter Benut-

zung von

sin�α� sin�β� �
1

2
�cos�α � β� � cos�α � β�� .

Die zweite Aussage folgt daraus, daÿ zu

φ > C

1
�J,R� mit φ�0� � φ�π�

o�enbar genau eine 2π-periodis
he ungerade30 Funktion

φ̃� R�� R mit φ̃S
�0,π� � φ

existiert. Und diese Funktion φ̃ ist stü
kweise stetig di�erenzierbar, läÿt

si
h also na
h der Theorie der Fourier-Reihen der Analysis in eine reine

Sinus-Reihe entwi
keln. Damit ist die Behauptung klar. ℄

Die in dem sehr speziellen Fall (298) hergeleiteten Aussagen (299) und (300)

lassen si
h überras
henderweise auf den allgemeineren Fall (297) verallgemei-

nern. Es gelten nämli
h die folgenden Hauptsätze:

30

Eine Funktion f � R� R heiÿ genau dann ungerade,wenn �x>R f��x� � �f�x� gilt.

150



Hauptsatz 11.17 (Existenzsatz von Eigenwerten und -funktionen von (SLE)).

Wir betra
hten (SLE), vgl. 11.15. Dann existiert genau eine Folge �λn�n>N re-

eller Zahlen mit

�n>N λn � λn�1 , lim
n�ª

λn �ª,

die die Menge aller Eigenwerte von (SLE) dur
hläuft.

Für jedes n > N ist λn einfa
her Eigenwert und �die� Eigenfunktion un zum

Eigenwert λn hat im o�enen Intervall �a, b� genau n Nullstellen. Zwis
hen je

zwei Nullstellen �der� Eigenfunktion un zum Eigenwert λn in �a, b� liegt eine

Nullstelle von un�1.

Hauptsatz 11.18 (Entwi
klungssatz na
h Eigenfunktionen von (SLE)). Wir

verwenden dieselben Bezei
hnungen wie in 11.17. Dur
h

�φ,ψ>C0�J,R� `φ,ψe ��

b

S

a

r�x�φ�x�ψ�x�dx

wird ein Skalarprodukt auf C

0
�J,R� de�niert.

Für jedes n > N sei vn �die� Eigenfunktion zum Eigenwert λn mit

`vn, vne � 1,

also ist vn bis auf das Vorzei
hen eindeutig bestimmt. Dann folgt:

(i) �vn Sn > N� ist ein Orthonormalsystem bzgl. `. . . , . . .e, d.h.

�n,m>N `vn, vme � δnm �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, n �m,

0, n xm.

(ii) Für jedes φ > C

1
�J,R� mit R1φ � R2φ � 0 konvergiert

ª

Q

n�0

`φ, vnevn (301)

auf J glei
hmäÿig und absolut gegen φ.

(301) heiÿt Fourier-Reihe von φ bzgl. �vn Sn > N�.

Wir bereiten im folgenden den Beweis von 11.17 vor. Tatsä
hli
h zeigen

wir in 11.27 eine s
härfere Version. Zunä
hst beweisen wir einen Spezialfall des

Monodromiesatzes der Überlagerungstheorie.

Satz 11.19. Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, M eine kom-

pakte sternförmige Teilmenge von V und f �M � S1
eine stetige Abbildung.

(i) Es existiert eine stetige Funktion φ� M � R mit �p>M f�p� � eiφ�p�.

R

M
f ✲

φ

✲

S1

eix

❄
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Sind φ, φ̃ zwei derartige Funktionen, so ist φ̃�φ konstant von einem Wert

aus 2πZ.

(ii) Sind speziell V � R
n
, n > N

�

, M ein kompakter Quader und ist zusätzli
h

f � M � R
2
eine C

r
-Abbildung, r > N 8 �ª�, so ist au
h φ� M � R eine

C

r
-Abbildung.

Beweisskizze. Zu (i): Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit sei 0 > V Stern-

punkt von M . Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf V . Dann existiert zunä
hst

δ > R
�

mit Sf�p��f�q�S � 2, d.h.
f�q�

f�p�
> S1

���1�, für alle p, q >M mit Yq�pY � δ

und sodann N > N
�

mit Y

1
N
pY � δ für alle p >M . Wähle φ0 > R mit f�0� � eiφ0 .

ψ� S1
� ��1� � � � π,π� bezei
hne die stetige Umkehrabbildung von eixS

��π,π�.

Wir de�nieren dann φ� M � R dur
h

�p>M φ�p� � φ0 �
N

Q

k�1

ψ
�

�

f� k
N
p�

f�k�1
N
p�

�

�

.

Zu (ii): ψ ist Bes
hränkung der C

ª

-Abbildung

arg� R2
� �� �ª,0� �R� �� � � π,π�.

✷

11.20 (Die Prüfer-Transformation).

1.) Sei u > C2�J,R� � �0� eine ni
ht-triviale Lösung von

Lu � �pu��� � q u � 0. (302)

Wir de�nieren ξ, η > C1�J,R� dur
h

ξ �� pu� und η �� u. (303)

Wegen u x 0 existiert kein x0 > J mit u�x0� � u
�

�x0� � 0, d.h. genau mit

ξ�x0� � η�x0� � 0. Daher ist

�ξ, η�� J �� R
2
� �0�

eine C

1
-Abbildung. Dann ist au
h

ρ �� S�ξ, η�S �
»

ξ2 � η2 A 0

eine C

1
-Abbildung, und ebenso

1

ρ
�ξ, η�� J �� R

2,

wobei letztere Werte in S1
hat. Na
h 11.19 existiert dann o�enbar genau

eine C

1
-Funktion φ� J � R mit

1

ρ
�ξ, η� � eiφ und � π � φ�a� B π,
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wel
he natürli
h von u abhängig ist und die Argumentfunktion von u heiÿt.

Es gilt somit

ρ,φ > C

1
�J,R�, ρ A 0, � π � φ�a� B π, ξ � ρ cos�φ�, η � ρ sin�φ�. (304)

Aus (304) folgt zunä
hst

ξ� � ρ� cos�φ� � ρφ� sin�φ�,

η� � ρ� sin�φ� � ρφ� cos�φ�

und sodann

�ξ� sin�φ� � η� cos�φ� � ρφ�, (305)

ξ� cos�φ� � η� sin�φ� � ρ�. (306)

Andererseits folgt aus (302) bis (304)

ξ�
�303�
� �pu���

�302�
� �q u

�303�
� �q η

�304�
� �q ρ sin�φ�, (307)

η�
�303�
� u�

�303�
�

1

p
ξ
�304�
�

1

p
ρ cos�φ�. (308)

S
hlieÿli
h ergibt si
h

φ�
�305�
� �

1

ρ
ξ� sin�φ� �

1

ρ
η� cos�φ�,

also mittels (307), (308)

φ� �
1

p
cos2�φ� � q sin2�φ� �

1

p
� �q �

1

p
� sin2�φ�, (309)

wel
hes eine Di�erentialglei
hung erster Ordnung für φ ist, und

ρ�
�306�
� ξ� cos�φ� � η� sin�φ�,

also wegen (307), (308)

ρ� � �
1

p
� q� cos�φ� sin�φ�ρ, (310)

wel
hes eine lineare Di�erentialglei
hung erster Ordnung für ρ ist, die

dur
h einfa
he Integration zu lösen ist, falls φ mittels (309) bestimmt wur-

de. Hierin liegt die Bedeutung der auf H. Prüfer zurü
kgehenden Trans-

formation.

2.) Die Argumentfunktion φ von u hat o�enbar die folgende Eigens
haft:

�x>J �u�x� � 0
�303�,�304�

� φ�x� > Zπ� , �u��x� � 0
� φ�x� >

π

2
�Zπ� .
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Beispiel 11.21. Seien ω > R
�

und u�x� �� sin�ω x� die Lösung von

Lu �� u�� � ω2 u � 0,

also p � 1, q � ω2
. Ferner sei J � �0, b�. Dann gilt

�x>J ρ�x�
±

A0

�cos�φ�x��, sin�φ�x��� � �u��x�, u�x�� � �ω cos�ω x�, sin�ω x��,

wobei die re
hte Seite eine Ellipse mit Halba
hsen ω,1 linksherum dur
hläuft.

Des weiteren ist die re
hte Seite für x � 0 vom Wert �ω,0�, also gilt φ�0� � 0.

Es folgt: Die Funktionen φ,ω x� J � R sind beide streng monoton wa
hsend

und haben dieselben Werte für alle x > J mit ω x > N
π
2
, d.h. für alle x > N

π
2ω

.

Daher gilt o�enbar insbesondere

�x>J Sφ�x� � ω xS �
π

2
.

Skizze für ω A 1:

Im Falle ω � 1 gilt φ� � 1, also φ � x.

154



Wir benötigen im folgenden eine Vers
härfung von 7.1 der (in Anwendun-

gen häu�gig erfüllten) zusätzli
hen Voraussetzung der Existenz einer lokalen

Lips
hitz-Bedingung.

Satz 11.22.

Vor.: Es seien D ` R
2
und f � D � R, �x, y� ( f�x, y�, eine stetige Funktion,

die einer lokalen Lips
hitz-Bedingung bzgl. y genügt. Wir betra
hten wieder die

Di�erentialglei
hung

y��x� � f�x, y�x��.

Für eine di�erenzierbare Funktion z� J � R, wobei J ` R ein ni
ht-entartetes

Intervall sei, die Graph�z� `D erfüllt, sei wieder

Pz� J �� R

de�niert dur
h

�x>J �Pz��x� �� z
�

�x� � f�x, z�x��.

Beh.: Seien x0 > R und I0 ein ni
ht-entartetes Intervall mit linkem (bzw. re
h-

tem) o�enen Ende bei x0
31

und z1, z2� I0 � R zwei di�erenzierbare Funktionen

mit

Pz1 B Pz2 �bzw. Pz1 C Pz2� auf I0 (311)

und

§ε>R
�

z1 B z2 auf I0. (312)

Dann folgt:

(i) z1 B z2 (auf ganz I0)

(ii) Entweder gilt z1 � z2 (auf ganz I0) oder

§c>I0�x>I0

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

z1�x� � z2�x�, falls x B c �bzw. x C c�,

z1�x� � z2�x�, falls x A c �bzw. x � c�.

Bemerkung. (ii) vers
härft (i).

Beweis. Wir führen den Beweis nur für den Fall des �B�-Zei
hens in (311).

Der andere Fall wird analog bewiesen.

Zu (i): Angenommen (i) ist fals
h, d.h. für die in I0 ` R o�ene Menge gilt

M �� z1 � z2
1
�R

�

� x g.

Sei I eine Zusammenhangskomponente vonM . Dann ist I ` I0 ein ni
htleeres

Intervall von R, das in in I0 o�en ist und den Punkt x0 ni
ht enthält (wegen

(312)). Hieraus folgt witer:

I0 ist ein links o�enes Intervall vom Typ �α, . . . S mit α C x0, also α > I0 und

aus Stetigkeitsgründen gilt

z1�α� � z2�α� (313)

31

Es gilt also I0 � �x0, . . . S (bzw. I0 � S . . . , x0�)
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Na
h Voraussetzung existiert eine Umgebung U von �α, z1�α�
²

�z2�α�

� in D, auf

der f einer Lips
hitzbedingung bzgl. y mit einer Lips
hitzkonstanten L
�

genügt.

Wegen der Stetigkeit von Graph z1 und Graph z2 in α können wir β > I, β A α,

so nahe bei α wählen, daÿ

Graph z1��α,β�� ` U , Graph z2��α,β�� ` U.

Dann gilt also �α,β� ` I `M , also

�s>�α,β� z1�x� A z2�x�. (314)

Wir setzen die di�erenzierbare Funktion v �� �z1�z2�S
�α,β�, die für jedes x > �α,β�

erfüllt

v��x� � z�1�x� � z
�

2�x�

� �Pz1��x� � �Pz2��x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�303�

B 0

�f�x, z1�x�� � f�z, z2�x��

B Sf�x, z1�x�� � f�z, z2�x��S B L� Sz1�x� � z2�x�S

�313�,�314�
� L

�

v�x�,

also au
h

�v�x� e�L� x�
�

� ��v� x� �L
�

v�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B0

� e�L� x B 0.

Wegen (313) gilt v�α� e�L� α � 0, also folgt daher

�x>�α,β� v�x� e
�L

�

x
B 0 d.h. v�x� B 0,

im Widerspru
h zu (314).

Zu (ii): Da na
h (i) z1 B z2 gilt, genügt es o�enbar zum Na
hweis von (ii) zu

zeigen, daÿ gilt

�α>I0 �z1�α� � z2�α�Ô� �x>I0,xAα z1�x� � z2�x�� . (315)

Angenommen (315) ist fals
h. Dann folgt o�enbar die Existenz eines Teilin-

tervalles I � �α,β� ` I0, α � β, mit

�
�x>�α,β� z1�x� � z2�x�� , �z1�β� � z2�β�� . (316)

Na
h Voraussetzung existiert eine Umgebung U von �α, z1�α�
²

�z2�α�

� in D, auf der

f einer Lips
hitzbedingung bzgl. y mit einer Lips
hitzkonstanten L
�

genügt. Wir

können dann α̃ > �α,β� so nahe bei β wählen derart, daÿ wieder gilt

Graph z1��α̃, β�� ` U , Graph z2��α̃, β�� ` U.

Nun folgt für w �� �z2 � z1�S
�α̃,β� und jedes x > �α̃, β� ` �α,β�

w�

�x� � z�2�x� � z
�

1�x�
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� �Pz2��x� � �Pz1��x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�311�

C 0

�f�x, z2�x�� � f�z, z1�x��

C f�x, z2�x�� � f�z, z1�x�� C � Sf�x, z2�x�� � f�z, z1�x��S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BL
�

Sz2�x��z1�x�S

�316�

C �L
�

�z2�x� � z1�x�� � �L�w�x�,

also au
h

�w�x� eL� x�
�

� ��w� x� �L
�

w�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

� eL� x C 0.

Wegen (316) gilt w�β� eL� β � 0, also folgt daher

�x>�α̃,β�w�x� e
L
�

x
B 0 d.h. w�x� B 0,

im Widerspru
h zu (316). ✷

Lemma 11.23. Seien I ` R ein ni
ht-entartetes Intervall, a0, a1� I � R stetige

Funktionen und y x 0 eine ni
ht-triviale Lösung von

y�� � a1 y
�

� a0 y � 0.

Dann hat y nur hö
hstens abzählbar viele Nullstellen, und die Nullstellen

sind isoliert. Letzteres heiÿt per de�nitionem, daÿ die Menge der Nullstellen

keinen Häufungspunkt besitzt.

Beweis als Übung. ✷

Satz 11.24.

Vor.: Seien j > �1,2� und pj, qj ,Lj wie in der Generalvoraussetzung 11.2 1.) �

dort ohne den Index j. Seien uj x 0 eine ni
ht-triviale Lösung von Ljuj � 0 und

φj die Argumentfunktion von uj , vgl. 11.20. Ferner gelte

p1 C p2, (317)

q1 B q2, (318)

φ1�a� B φ2�a�. (319)

Beh.: Es gelten

(i) φ1 B φ2.

(ii) Entweder gilt φ1 � φ2 oder

§!c>�a,b� φ1S�a,c� � φ2S�a,c� , φ1S�c,b� � φ2S�c,b�.

Im Falle φ1�a� � φ2�b� gilt also stets φ1 � φ2.

(iii) q1 � q2Ô� φ1S
�a,b� � φ2S�a,b�.

(iv) φ1 � φ2 Ô� §λ>R
�

u2 � λu1.
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Bemerkung. (ii) vers
härft (i).

Beweis. Na
h (309) gilt mit der stetigen Funktion

f �

��D
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�a, b� �R�� R, �x, y� z�
1

p2�x�
cos2�y� � q2�x� sin

2
�y�,

die einer lokale Lips
hitzbedingung bzgl. y genügt (da sie stetig partiell di�e-

renzierbar na
h y ist,)

φ�2 � f�x,φ2�x��.

Wir setzen wieder für eine di�erenzierbare Funktion z mit Graph z `D

�Pz��x� �� z��x� � f�x, z�x��.

Dann gilt also Pφ2 � 0.

Analog gilt

φ�1�x� �
1

p1�x�
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�317�

B

1

p2�x�

cos2�φ1�x�� � q1�x�
²

�318�

B q2�x�

sin2�φ1�x��,

also wissen wir, daÿ

Pφ1 B Pφ2 � 0. (320)

Aus (320), (319) und 11.22 folgen die Behauptungen (i) und (ii).

Zu (iii), (iv): Wir nehmen an, daÿ φ1 � φ2 ni
ht gilt und daÿ für c wie in (ii)

gilt

c > �a, b�.

Dann ist also �a, c� ein ni
ht-entartetes Intervall.

Zum Na
hweis von (iii) ist zu zeigen, daÿ dies im Falle q1 � q2 ni
ht mögli
h

ist, und zum Na
hweis von (iv) ist zu zeigen, daÿ im Falle c � b eine Zahl λ > R
�

mit u2 � λu1 existiert.

Aus φ1S
�a,c�

�ii�
� φ2S

�a,c� folgt für jedes x > �a, c�

0 � φ�2�x� � φ
�

1�x�

�309�
�

1

p2�x�
cos2�φ2�x�� � q2�x� sin

2
�φ2�x��

�

1

p1�x�
cos2�φ1�x�

²

�φ2�x�

� � q1�x� sin
2
�φ1�x�
²

�φ1�x�

�

� �

1

p2�x�
�

1

p1�x�
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�317�

C0

cos2�φ2�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

� �q2�x� � q1�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�318�

C0

sin2�φ1�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

,

also

�

1

p2
�

1

p1
� cos2�φ2� S

�a,c�, (321)
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�q2 � q1� sin
2
�φ2� S

�a,c�. (322)

Es gilt

�x>�a,c� �sin
2
�φ2�x�� � 0
� φ2�x� > Zπ

11.201.�

� u2�x� � 0� ,

und u2S
�a,c� hat na
h Lemma 11.23 nur isolierte Nullstellen. Deshalb folgt aus

(322) o�enbar

q1S
�a,c� � q2S�a,c�, (323)

womit (s.o.) die Behauptung von (iii) gezeigt ist. Im folgenden nehmen wir daher

an, daÿ c � b gilt, also na
h (323)

q1 � q2 (324)

und aufgrund von (321)

1

p1
cos�φ2� �

1

p2
cos�φ2�. (325)

[ Bea
hte, daÿ (325) an der Stelle x im Falle cos�φ2�x�� � 0 trivialerweise

und im Falle cos�φ2�x�� x 0 na
h (321) gilt. ℄

Für j > �1,2� sei ρj � �a, b� � R
�

die zu uj gehörige �Radiusfunktion� gemäÿ

11.20, also gilt na
h (310)

ρ�j � �

1

pj
� qj� cos�φj� sin�φj�ρj

�324�
� �

1

pj
� q2� cos�φ2� sin�φ2�ρj

�325�
� �

1

p2
� q2� cos�φ2� sin�φ2�ρj .

Wegen ρ1�a�, ρ2�a� > R�

existiert λ > R
�

mit ρ2�a� � λρ1�a�. Dann sind ρ2 und

λρ1 Lösungen derselben linearen Anfangswertaufgabe

y� � �
1

p2
� q2� cos�φ2� sin�φ2�y, y�a� � ρ2�a�,

folgli
h gilt

ρ2 � λρ1. (326)

Mit den Bezei
hnungen wie in 11.20 folgt aus (324), (326)

u2 � η2 � ρ2 sin�φ2�
�324�,�326�

� λρ1 sin�φ1� � λu1,

womit (s.o.) au
h (iv) gezeigt ist. ✷

11.25. Sei α > �0, π� fest vorgegeben. Für jedes λ > R sei uλ > C

2
��a, b�,R� die

eindeutig bestimmte Lösung der Anfangswertaufgabe

Lv � λr v � 0, v�a� � sin�α�, v��a� �
cos�α�

p�a�
. (327)
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Aufgrund der Anfangsbedingung ist klar, daÿ u�λ x 0 gilt.

Mittels Korollar 8.12 läÿt si
h lei
ht zeigen, daÿ sowohl

u� �a, b� �R�� R, �x,λ� z� uλ�x�

als au
h

u� ��
∂u

∂x
� �a, b� �R�� R

stetige Funktionen sind.

[ Zunä
hst ist nämli
h (327) äquivalent zu einem System von Di�erential-

glei
hungen erster Ordnung auf �a, b��R2
�R , wel
hes si
h stetig auf R�R

2
�R

fortsetzen läÿt. Auf diese wende man dann Korollar 8.12 an und folgere die

Behauptung. ℄

Für jedes λ > R seien ξλ, ηλ, ρλ, φλ > C

1
��a, b�,R� wie in 11.20 erklärt. Wir

de�nieren

ξ, η, ρ,φ� �a, b� �R�� R

dur
h

ξ�x,λ� �� ξλ�x�, η�x,λ� �� ηλ�x�, ρ�x,λ� �� ρλ�x�, φ�x,λ� �� φλ�x�.

Es ist klar, daÿ dann au
h

�ξ, η�� �a, b� �R�� R
2
� �0�

stetig ist, und mittels 11.19 (i) folgt lei
ht, daÿ au
h ρ und φ stetig sind.

Für alle λ > R gilt na
h (327) und 11.20

ρλ�a� cos�φλ�a�� � ξλ�a� � p�a�u
�

λ�a� � cos�α��,

ρλ�a� sin�φλ�a�� � ηλ�a� � uλ�a� � sin�α��,

d.h.

ρλ�a� � ρ�a,λ� � 1 und � � π,π�
�304�
? φλ�a� � φ�a,λ� � α > �0, π�. (328)

Ferner gilt na
h (309) stets

φ�λ�x� �
1

p�x�
cos2�φλ�x�� � �q�x� � λr�x�� sin

2
�φλ�x��.

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�fλ�x,φλ�x�� mit fλ� �a,b��R��R, �x,y�z� 1

p�x�
cos2�y���q�x��λr�x�� sin2�y�

(329)

Wir behaupten, daÿ φ die folgenden Eigens
haften hat:

(a) Für jedes x > �a, b� ist φ�x, . . .�� R �� R streng monoton wa
hsend und

φ�a, . . .�
�328�
� α.

(b) limλ��ª φ�b, λ� � 0,

(
) §C,D,λ
�

>R
�

�λ>R,λCλ
�

C
º

λ B φ�b, λ� BD
º

λ,
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(d) �

�x0,λ0�>�a,b��R ��k > Z , φλ0�x0� � k π� �� φ�λ0�x0� A 0�.

M.a.W.: Graphφλ0 s
hneidet jede Gerade y � k π mit k > Z nur hö
hstens

einmal, und zwar �von unten na
h oben.� Da dies au
h für k � 0 gilt und

φλ0�a�
�328�
� α C 0, folgt aus der Stetigkeit von φλ0 , daÿ

φS
�a,b��R A 0.

Beweis. Zu (d): Aus φλ0�x0� � k π folgt sin2�φλ0�x0�� � 0, cos2�φλ0�x0�� � 1,

also na
h (329) φ�λ0�x0� �
1

p�x0�
A 0.

Zu (a): Seien λ1, λ2 > R mit λ1 � λ2. Zu zeigen ist

�x>�a,b φ�x,λ1� � φ�x,λ2�,

d.h. genau

φλ1 S�a,b� � φλ2 S�a,b�. (330)

(330) folgt aus 11.24 (iii), angewandt auf folgendes Lexikon:

p1 � p2 � p,

q1 � q � λ1 r, q2 � q � λ2 r, also q1 � q2,

φ1 � φλ1 , φ2 � φλ2 , also φ1�a� � φ2�a�
�328�
� α.

Zu (b): Sei ε > R
�

beliebig vorgegeben. Ohne Bes
hränkung der Allgemein-

heit gelte

ε � π � α und ε B
π

2
. (331)

Da wir (d) bereits gezeigt haben, gilt φ�b, λ� A 0, und es ist zu zeigen

§λ0>R�λ>R,λBλ0 φ�b, λ� � ε. (332)

[ Zum Beweis von (332) wenden wir Satz 7.2 (ii) über Oberfunktionen an.

Sei

z� �a, b� �� R die lineare Funktion mit z�a� � π � ε, z�b� � ε
�331�

B π � ε,

also z� � �
π � 2ε

b � a
(333)

und �x>�a,b� sin�z�x�� C sin�ε� A 0.

Na
h Satz vom Maximum bzw. Minimum existieren p0, q0, r0 > R mit

�x>�a,b� p�x� C p0 A 0, q�x� � q0, r�x� C r0 A 0.

Dann folgt für jedes λ > R
�

mit q0 � λr0 B 0, d.h. λ B �

q0
r0
, und jedes x > �a, b�

fλ�x, z�x��
�329�
�

1

p�x�
²

B

1

p0

cos2�z�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B1

� �q�x� � λr�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Bλr0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Bq0�λr0

sin2�z�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�333�

C sin2�ε�

B

1

p0
� �q0 � λr0� sin

2
�ε�

λ��ª
�� �ª.

Daher existiert λ0 > R�

mit
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�λ>R
�

,λBλ0 �x>�a,b� fλ�x, z�x�� � �
π � 2ε

b � a

�333�
� z��x�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d.h. �Pλz��x���z��x��fλ�x,z�x��A0

. (334)

Ferner gilt

z�a�
�333�
� π � ε

�331�
A α. (335)

Sei im folgenden λ B λ0 beliebig. z ist wegen (334), (335) eine Oberfunktion

der Anfangswertaufgabe

y� � fλ�x, y�, y�a� � α, (336)

und φλ�x� ist wegen (329), (328) Lösung von (336). Aus Satz 7.2 folgt daher

zS
�a,b� A φλS�a,b�,

insbesondere ε
�333�
� z�b� A φλ�b� � φ�b, λ�, womit (332) gezeigt ist. ℄

Zu (
): Na
h Satz vom Maximum bzw. Minimum existieren pj, qj , rj > R für

j > �1,2� mit

�x>�a,b� p1�x� C p�x� C p2 A 0, q1 B q�x� � q2, 0 � r1 B r�x� B r2. (337)

Sei im folgenden λ > R
�

so groÿ, daÿ

�j>�1,2� qj � λrj A 0;

bea
hte rj
�337�
A 0. Wir setzen dann für jedes derartige λ und j > �1,2�

ωj,λ ��

¿

Á

Á
À

qj � λrj

pj
A 0. (338)

Dann wird o�enbar dur
h

uj,λ�x� �� sin�ωj,λ�x � a�� (339)

eine ni
ht-triviale Lösung uj,λ� �a, b� � R der Anfangswertaufgabe

Ljv � λrj v � 0, v�a� � 0, v��a� � ωj,λ A 0, wobei

Ljv �� �pj v�
�

� qj v � pj v
��

� qj v,
(340)

de�niert.

Sei φj,λ zu uj,λ wie in 11.20 erklärt. Dann gilt na
h (329) (angewandt auf

(340) anstelle von (302)

φ�1,λ�x� �

1

p1�x�
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

B

1

p�x�

cos2�φ1,λ�x�� � �q1�x� � λr1�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�337�,λA0
B q�x��λr�x�

sin2�φ
1,λ�x��

B fλ�x,φ1,λ�x��
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bzw.

��φ2,λ�π�
�

�x�

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

φ�2,λ�x� �

1

p2�x�
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

C

1

p�x�

cos2�φ2,λ�x�� � �q2�x� � λr2�x��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�337�,λA0
C q�x��λr�x�

sin2�φ
2,λ�x��

C fλ�x,φ2,λ�x�� � fλ�x,φ2,λ�x� � π�,

also mit Pλ wie in (334)

Pλφ1,λ B Pλφλ
²

�329�
� 0

B Pλ�φ2,λ � π�. (341)

Wegen �pj u
�

j,λ�a�, uj,λ�a�� > R�

� �0� gilt na
h 11.20 wegen α > �0, π�

0 � φ1,λ�a� B φλ�a�
²

�328�
� α

B φ2,λ � π � π, (342)

und aus (341), (342) sowie 11.22 (i) folgt

φ1,λ B φλ B φ2,λ � π. (343)

Wir de�nieren Funktionen cj,λ� �a, b� � R dur
h

cj,λ�x� �� φj,λ�x� � ωj,λ
°

>R
�

�x � a�. (344)

Dann gilt

Scj,λ�b�S �
π

2
. (345)

[ Zu (345): Mit den Bezei
hnungen wie in 11.20 argumentieren wir analog

zu 11.21 für jedes x > �a, b�:

�ξj,λ, ηj,λ��x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��ρj,λ
±

A0

�cos�φj,λ�,sin�φj,λ����x�

� �pj u
�

j,λ�x�, uj,λ�x��

�339�
� �pj ωj,λ

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

>R
�

cos�ωj,λ �x � a��, sin�ωj,λ �x � a���,

wobei die re
hte Seite eine Ellipse mit Halba
hsen pj ωj,λ,1 dur
hläuft,

φj,λ�a�
�342�
� 0 � �ωj,λ�x � a���a�.

Dann folgt wie in 11.21, daÿ

Scj,λ�x�S
�344�
� Sφj,λ�x� � ωj,λ �x � a�S �

π

2

und daÿ folgli
h insbesondere (345) gilt. ℄
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Nunmehr folgt

0
�345�
� lim

λ�ª

cj,λ�b�
º

λ

�344�
� lim

λ�ª
�

φj,λ�b�
º

λ
�

ωj,λ�b�
º

λ
�b � a�� ,

also wegen

ωj,λ
º

λ

�338�
�

¾

qj

λpj
�

rj

pj

λ�ª
��

¾

rj

pj

au
h

lim
λ�ª

φj,λ�b�
º

λ
�

¾

rj

pj
�b � a� �� γj A 0. (346)

Aus (343) und (346) folgt

φ1,λ�b�
º

λ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

λ�ª
�� γ1

B

φλ�b�
º

λ
B

φ2,λ�b�
º

λ
�

π
º

λ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

λ�ª
�� γ2

,

und hieraus folgt o�enbar die Existenz einer Zahl λ
�

> R mit

�λ>R,λCλ
�

C ��

γ1

2
�

φλ�b�
º

λ
� 2γ2 ��D,

d.h. �λ>R,λCλ
�

C
º

λ � φ�b, λ� �D
º

λ, womit au
h (
) gezeigt ist. ✷

Satz 11.26 (von Sturm-Pi
one).

Vor.: Seien pj, qj ,Lj für j > �1,2� wie in der Generalvoraussetzung 11.2 (dort

ohne Index j) und gelte

p1 C p2, (347)

q1 B q2. (348)

Ferner sei uj für j > �1,2� eine ni
ht-triviale Lösung von Ljuj � 0 derart, daÿ

u1, u2 linear unabhängig sind.

Beh.: Zwis
hen je zwei Nullstellen von u1 liegt eine Nullstelle von u2, d.h.

�α,β>�a,b�,α�β �u1�α� � u1�β� � 0Ô� §γ>�a,b� u2�γ� � 0� .

Beweis. Da die Nullstellen von u1 na
h Lemma 11.23 isoliert liegen, dürfen

wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ

α � a, β � b und �x>�a,b� u1�x� x 0.

Dann gilt u1S
�a,b� A 0 oder u1S

�a,b� � 0, und wir dürfen na
h eventuellem Übergang

von u1 zu �u1 ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ

u1S
�a,b� A 0. (349)

Wegen u1 x 0, u1�a� � 0 gilt u�1�a� x 0, also wegen (349) o�enbar

u�1�a� A 0. (350)
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Sei φj für j > �1,2� die Argumentfunktion der Lösung uj x 0 von Ljuj � 0.

Na
h 11.20 1.) gilt wegen u1�a� � u1�b� � 0

φ1�a�, φ2�b� > Zπ;

und zwar genauer

φ1�a� � 0 sowie φ1�b� � π. (351)

[ Zu (5): Wegen �p1�a�u
�

1�a�, u1�a��
u.a. �350�

> R
�

��0� gilt ��π,π� ? φ1�a� � 0.

Hieraus folgt o�enbar φ1�b� � π, da na
h (309) und 11.20 1.)

φ�1�a� �
1

p1�a�
A 0, �x>�a,b� φ1�x� ¶ πZ, φ1�b� > πZ, φ

�

�b� �
1

p1�b�
A 0

gilt. ℄

1. Fall: u2�a� x 0. Na
h eventuellem Übergang von u2 zu �u2 können wir

ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ u2�a� A 0. Aus �p2�a�u
�

2�a�, u2�a�� > R�R�

folgt � � π,π� ? φ2�a� > �0, π�, also

0
�351�
� φ1�a� � φ2�b� � π. (352)

Aus (347), (348), (352) und 11.24 (ii) folgt φ1 � φ2, insbesondere

π
�351�
� φ1�b� � φ2�b�. (353)

Da na
h (352), (353) gilt φ2�a� � π � φ2�b�, so folgt aus der Stetigkeit von

φ2 sowie dem Zwis
henwertsatz die Existenz einer Zahl γ > �a, b� mit φ2�γ� � π,

also na
h 11.20 1.) mit u2�γ� � 0.

2. Fall: u2�a� � 0. Wegen u2 x 0 gilt u�2�a� x 0, also ohne Eins
hränkung

u�2�a� A 0. Wegen �p2�a�u
�

2�a�, u2�a�� > R�

� �0� gilt

φ1�a�
�351�
� 0 � φ2�a�. (354)

Aus (347), (348), (354) und 11.24 (ii) folgt die Existenz einer Zahl c > �a, b�

mit

φ1S
�a,c� � φ2S�a,c� und φ1S

�c,b� � φ2S�c,b�. (355)

Es gilt c x b, denn andernfalls folgte mittels (355), daÿ φ1 � φ2, also wären

u1, u2 na
h 11.24 (iv) linear abhängig, imWiderspru
h zur Voraussetzung. Daher

folgt na
h (355)

π
�351�
� φ1�b� � φ2�b�. (356)

Da na
h (354), (356) gilt φ2�a� � 0 � π � φ2�b�, so folgt wie im 1. Fall die

Existenz einer Zahl γ > �a, b� mit φ2�γ� � π, also mit u2�γ� � 0. ✷

Wir beweisen jetzt Hauptsatz 11.17 in der folgenden vers
härften Version:

Hauptsatz 11.27. Wir betra
hten das Eigenwertproblem (SLE), vgl. 11.15.
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(i) Es existiert genau eine Folge �λn�n>N reeller Zahlen mit

�n>N λn � λn�1 , lim
n�ª

λn �ª,

die die Menge aller Eigenwerte von (SLE) dur
hläuft. Des weiteren gilt

§n0>N §A,B>R��n>N,nCn0
An2 B λn B Bn

2, (357)

d.h. ��λn�n>N konvergiert genauso s
hnell gegen ª wie �n2�n>N.�

(ii) Für jedes n > N ist λn einfa
her Eigenwert von (SLE) und �die� Eigen-

funktion un zum Eigenwert λn hat im o�enen Intervall �a, b� genau n

Nullstellen, die wir mit xn,1, xn,2, . . . , xn,n bezei
hnen. Es gilt weiterhin

xn,1 � xn,2 � . . . � xn,n.

(iii) Für jedes n > N liegt zwis
hen je zwei Nullstellen von un in �a, b� minde-

stens eine Nullstelle von un�1. Auÿerdem liegt zwis
hen a und xn,1 min-

destens eine Nullstelle von un�1.

Zumindest im Falle β2 � 0, d.h. R2u � β1 u�b�, liegt au
h zwis
hen xn,n
und b mindestens eine Nullstelle von un�1; in diesem Falle liegt also wegen

(ii) zwis
hen je zwei bena
hbarten Nullstellen von un in �a, b� genau eine

Nullstelle von un�1.

Beweis. Seien also �a, b�, p, q, r,R1 ,R2,L wie in 11.2 und 11.15.

Zu (i): Es gilt R1u � α1 u�a� � α2 p�a�u
�

�a� � 0 sowie α1
2
� α2

2
A 0, also

existiert genau ein

α > �0, π� mit α1 sin�α� � α2 cos�α� � 0;

bea
hte

α1 sin�α� �α2 cos�α� � 0
� �cos�α�, sin�α�� > �R �α2, α1��
Ù,

und die re
hte Seite gilt für genau zwei α > �0,2π�, wovon eines in �0, π� liegt.

Ebenso folgt aus R2u � β1 u�b��β2 p�b�u
�

�b� � 0 sowie β1
2
�β2

2
A 0 die Existenz

genau eines

β > �0, π� mit β1 sin�β� � β2 cos�β� � 0,

da

β1 sin�β� � β2 cos�β� � 0
� �cos�β�, sin�β�� > �R �β2, β1��
Ù,

und die re
hte Seite gilt für genau zwei β > �0,2π�, wovon eines in �0, π� liegt.

Wir verwenden im folgenden die Bezei
hnungen von 11.25. Für jedes λ > R

seien also uλ > C

2
��a, b�,R� die eindeutig bestimmte Lösung der Anfangswert-

aufgabe

Lv � λr v � 0, �p�a�v��a�, v�a�� � �cos�α�, sin�α�� (358)

und φλ die Argumentfunktion von uλ. Dann gilt na
h 11.25

φλ�a� � α, (359)
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und φ�x,λ� �� φλ�x� hat die Eigens
haften (a) - (d) in 11.25. Ferner folgt aus

(358), (359) sowie der Wahl von α

R1�uλ� � α1 uλ�a� �α2 p�a�u
�

λ�a� � α1 sin�α� � α2 cos�α� � 0,

also

�u > C

2
��a, b�,R� SLu � λr u � 0 , R1u � 0� � Ruλ,

denn die linke Seite ist ein eindimensionaler Untervektorraum des zweidimen-

sionalen R-Vektorraumes

Vλ �� �u > C

2
��a, b�,R� SLu � λr u � 0�,

da R1SVλ> Vλ
�

� �0�.32 Daher folgt

�λ>R λ Eigenwert von (SLE) 
� φ�b, λ� � φλ�b� > β �Zπ, (360)

�λ>R λ Eigenwert von (SLE) Ô� Eλ � Ruλ, (361)

wobei

Def.

� �u > C

2
�J,R� SLu � λr u � 0, R1u � R2u � 0�.

[ Zu (360): Für jedes λ > R gilt

l.S.

Def.


� Eλ x �0�


� R2uλ � 0


� β1 uλ�b� � β2 p�b�u
�

λ�b� � 0


� β1 ηλ�b� � β2 ξλ�b� � 0


� β1 ρλ�b�
²

A0

sin�φλ�b�� � β2 ρλ�b�
²

A0

cos�φλ�b�� � 0


� β1 sin�φλ�b�� � β2 cos�φλ�b�� � 0


� �cos�φλ�b��, sin�φλ�b��� > �R �β2, β1��
Ù

s.o.

? �cos�β�, sin�β��


� r.S.

Mit (360) ist (361) klar. ℄

Na
h 11.25 (a) - (
) ist

φ�b, . . .�� R
�

�� R bijektiv und streng monoton wa
hsend.

h� R�� R
�

bezei
hne die Umkehrfunktion von φ�b, . . .�.
(362)

Wir de�nieren

�n>N λn �� h�β � nπ�, d.h. φ�b, λn� � β � nπ. (363)

Dann folgt aus (360), (362)

�n>N λn � λn�1

und

�λn Sn > N� ist die Menge aller Eigenwerte von (SLE).

32

Ist V ein R-Vektorraum, so bezei
hnen wir mit V �

den Dualraum von V .
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Na
h 11.25 (
) existieren C,D,λ
�

> R mit

�λ>R,λCλ
�

C
º

λ B φ�b, λ� BD
º

λ.

Wir wählen n0 > N derart, daÿ φ�b, λn0
�

�363�
� β � n0 π C φ�b, λ

�

�. Dann folgt

na
h (362), daÿ λn0
C λ

�

, also für jedes n C n0, d.h. λn C λn0
C λ

�

,

C2 λn B φ�b, λn�
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�362�
� �β�nπ�2

BD2 λn,

also

�

β

n
� π�

2 1

D2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� �

π

D
�

2

B

λn

n2
B �

β

n
� π�

2 1

C2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� �

π

C
�

2

,

woraus o�enbar (357) folgt.

Zu (ii): Sei n > N. Na
h (361) ist der Eigenwert λn von (SLE) einfa
h und

un �� uλn ist die Eigenfunktion zum Eigenwert λn. 11.20 2.) besagt u.a.

�x>�a,b� �un�x� � 0
� φλn�x� > Zπ� ,

ferner gilt

φλn�a�
�359�
� α > �0, π� sowie φλn�b�

�363�
� β

®

>�0,π�

�nπ > �nπ, �n � 1�π�.

Na
h 11.25 (d) und dem Zwis
henwertsatz existiert zu jedem k > �1, . . . , n�

genau ein

xn,k > �a, b� mit φλn�xn,k� � k π. (364)

Es gilt

a � xn,1 � xn,2 � . . . � xn,n � b

sowie

φλn ��a, b� � �xn,1, . . . , xn,n�� 9Zπ � g.

Damit ist (ii) klar.

Zu (iii): Sei n > N.

1.) Es seien γ, δ mit γ � δ zwei Nullstellen un. (Hierbei ist γ � a oder δ � b

mögli
h.)

Wir wenden den Satz von Sturm-Pi
one 11.26 mit folgendem Lexikon an:

L1u � �p1 u
�

�

�

� q1 u mit p1 �� p und q1 �� q � λn r,

L2u � �p2 u
�

�

�

� q2 u mit p2 �� p und q2 �� q � λn�1 r,

also p1 � p2 und q1 � q2. Es gilt un x 0, L1un � 0, un�1 x 0, L2un�1 � 0 und

un, un�1 sind z.B. na
h (ii) linear unabhängig. Na
h 11.26 besitzt daher un�1
genau eine Nullstelle in �γ, δ�. Damit ist die erste Aussage von (iii) bewiesen.
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2.) xn,1 ist die kleinste Nullstelle, die gröÿer als a ist, von un. Wegen

φλn�1�a�
�359�
� α � π

und

φλn�1�xn,1�
11.25�a�

A φλn�xn,1�
�364�
� π

existiert na
h dem Zwis
henwertsatz ein x > �a,xn,1� mit φλn�1�x� � π, also na
h

11.20 2.) mit un�1�x� � 0.

3.) Im Falle β2 � 0 gilt β1 x 0 sowie 0 � R2un � β1 un�b�, also un�b� � 0.

Dann folgt aus 1.), daÿ zwis
hen xn,n, der gröÿten Nullstelle von un, die kleiner

als b ist, und b eine Nullstelle von un�1 liegt. Die restli
he Behauptung von (iii)

folgt nunmehr sofort aus (ii). ✷

Der Beweis des Entwi
klungssatzes na
h Eigenfunktionen von (SLE) 11.18

benötigt funktonalanalytis
he Kenntnisse über kompakte selbstadjungierte Ope-

ratoren auf Hilberträumen. In einer späteren Version dieses Skriptums wird der

Autor den (umfangrei
hen) Beweis evtl. hinzufügen � zunä
hst sei auf [6℄ ver-

wiesen.

169



A Das Lemma von Zorn

De�nition A.1. Sei X eine Menge.

(i) Eine Ordnung von X ist eine zweistellige Relation B (d.h. eine Teilmenge

von X �X, wobei wir x B y für �x, y� > B s
hreiben) derart, daÿ für alle

x, y, z > X gilt:

x B x (Re�exivität)

x B y , y B xÔ� x � y (Antisymmetrie)

x B y , y B zÔ� x B z (Transitivität)

x, y > X heiÿen miteinander verglei
hbar, wenn gilt x B y oder y B x.

Eine Ordnung heiÿt Totalordnung , wenn je zwei Elemente miteinander

verglei
hbar sind.

(ii) Ist B eine Ordnung von X, so de�nieren wir für alle x, y > X

x C y �
� y B x,

x � y �
� �x B y , x x y�,

x A y �
� y � x.

(iii) Seien B eine Ordnung von X und a >X.

a heiÿt gröÿtes Element von X �
� �x>X a C x.

Insbesondere ist ein gröÿtes Element mit allen x >X verglei
hbar.

a heiÿt maximales Element von X �
� �x>X �x C a� x � a�,

d.h. ein maximales Element ist C allen Elementen, mit denen es verglei
h-

bar ist.

Es gilt:

a gröÿtes Element von X Ô� a maximales Element von X.

Die Umkehrung ist i.a. fals
h.

Es existiert hö
hstens ein gröÿtes Element von X. Dagegen können viele

maximale Elemente von X existieren, s.u. Beispiele.

Analog de�niert man die Begri�e kleinstes Element von X und minimales

Element von X.

(iv) Seien B eine Ordnung von X , M eine ni
ht-leere Teilmenge von X und

a > X .

a heiÿt obere S
hranke von M (in X), wenn gilt: �x>M a C x.

a heiÿt kleinste obere S
hranke von M (in X), wenn a obere S
hranke

von M ist und für jede obere S
hranke b > X von M gilt a B b, d.h. a

ist kleinstes � ni
ht nur minimales !! � Element der Menge aller oberen

S
hranken von M .

Es gilt:

Es existiert hö
hstens eine kleinste obere S
hranke vonM , die wir im Falle

ihrer Existenz mit supM bezei
hnen.

170



Analog de�niert man die Begri�e untere S
hranke, gröÿte untere S
hranke

und das Symbol infM .

Beispiel.

1.) Auf X �� N
�

wird dur
h

�m,n>N
�

m B

�

n �
�mSn

eine Ordnung de�niert, die keine Totalordnung ist, da z.B. weder 5S7 no
h

7S5 gilt.

1 ist kleinstes Element von N
�

bzgl B

�

.

2.) N
�

��1� ist dur
h B

�

ebenfalls geordnet und N
�

��1� besitzt kein kleinstes

Element.

Die Menge der minimalen Elemente ist die Menge aller Primzahlen.

3.) Die übli
he Ordnung B von R ist eine Totalordnung.

Hauptsatz A.2 (Lemma von Zorn). Sei X x g eine bzgl. B geordnete Menge

mit der Eigens
haft, daÿ jede bzgl. B totalgeordnete ni
ht-leere Teilmenge von

X eine obere S
hranke in X besitzt.

Dann existiert (mindestens) ein maximales Element von X.

Die folgende Formulierung ist zum Lemma von Zorn äquivalent: Ist X x g

eine geordnete Menge ohne maximales Element, so existiert eine totalgeordnete

Teilmenge M x g von X, die keine obere S
hranke besitzt.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes dur
h das folgende Lemma vor:

Lemma. Sei X x g eine bzgl. B geordnete Menge mit der Eigens
haft, daÿ jede

bzgl. B totalgeordnete ni
ht-leere Teilmenge von X eine kleinste obere S
hranke

in X besitzt. Ferner sei f � X �X eine Abbildung mit �x>X x B f�x�.

Dann existiert x
�

>X mit f�x
�

� � x
�

.

Beweis des Lemmas. Na
h Voraussetzung existiert a > X. Wir setzen

Y �� �y > X Sy C a�. Dann gilt a > Y , also Y x g, und a ist kleinstes Element

von Y . Daher folgt �y>Y a B y B f�y� und somit f�Y � ` Y .

Wir nennen eine Teilmenge A von Y zulässig, wenn gilt

a) a > A,

b) f�A� ` A,


) g x B ` A und B totalgeordnet bzgl. B Ô� supB > A,

bea
hte, daÿ supB na
h Voraussetzung in X existiert,

und setzen M ��

�A`Y,A zulässig

A. Wir werden zeigen:

M ist zulässig, (365)

M ist totalgeordnet. (366)
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Aus (366) und der Voraussetzung des Lemmas folgt dann die Existenz einer

kleinsten oberen S
hranke y
�

�� supM von M in X, wel
he na
h (365) ein

Element von M ist, d.h. y
�

>M . Dann gilt für alle y >M

y B f�y�
±

�365�

> M

B y
�

und somit (wegen y
�

>M) f�y
�

� � y
�

.

Zu zeigen bleiben (365) und (366).

Zu (365): a) Y ist zulässig, und jede zulässige Menge enthält a, also gilt

a >M .

b) Sei y > M , also folgt aus der De�nition von M , daÿ �A`Y,A zulässig

y > A

gilt. Wegen der Eigens
haft b) in der De�nition der Zulässigkeit gilt dann au
h

�A`Y,A zulässig

f�y� > A, d.h. f�y� >M . Damit ist gezeigt f�M� `M .


) Sei B x g eine totalgeordnete Teilmenge von M �

�A`Y,A zulässig

A. Dann

gilt �A`Y,A zulässig

B ` A, also na
h Eigens
haft 
) in der De�nition der Zu-

lässigkeit �A`Y,A zulässig

supB > A, und somit folgt aus der De�nition von M :

supB > A.

Damit ist (365) gezeigt.

Zu (366): Wir nennen ein Element e >M extremales Element, wenn

�y>M y � eÔ� f�y� B e

gilt und setzen für jedes extremale Element e >M

Me �� �y >M Sy B e - f�e� B y�.

Dann folgen na
heinander

e >M extremal Ô�Me �M, (367)

�y>M y extremal. (368)

[ Zu (367): Sei e >M extremal. Wir zeigen, daÿ Me zulässig ist.

a) a ist kleinstes Element von Y , und na
h (365) gilt a > M ` Y . Hieraus

folgt a B e, a >Me.

b) Sei y >Me, also y B e oder f�e� B y.

Im Falle y � e folgt aus der Extremmalität von e, daÿ gilt f�y� B e, also

f�y� >Me.

Im Falle y � e gilt trivialerweise f�y� � f�e�, also f�e� B f�y� und somit

f�y� >Me.

Im Falle f�e� B y gilt wegen der Voraussetzung an f

f�e� B y B f�y�,

also wieder f�y� >Me.

Damit ist gezeigt f�Me� `Me.


) Sei B x g eine totalgeordnete Teilmenge von Me.

Im Falle �b>B b B e folgt supB B e (denn in diesem Fall ist e eine obere

S
hranke von B und supB ist die kleinste sol
he) und somit supB >Me.

172



Existiert andernfalls b0 > B `Me mit b0 A e, so folgt aus der De�ntion von

Me, daÿ gilt f�e� B b0 B supB, also supB >Me.

Nun ist M der S
hnitt aller zulässigen Mengen, also M ` Me, daher folgt

M �Me.

Zu (368): Setze E �� �e > M S e extremal�. Wir zeigen, daÿ E zulässig ist.

Dann folgt wieder E �M �

�A`Y,A zulässig

A.

a) a ist das kleinste Element von Y aM , d.h. die Prämisse der Aussage

y >M , y � aÔ� f�y� B a

ist immer fals
h, d.h. die Aussage ist wahr. Hieraus folgt a > E.

b) Es sei e > E. Wir wollen na
hweisen, daÿ dann au
h f�e� > E gilt, d.h.

�y>M y � f�e� � f�y� B f�e�. Sei also y > M mit y � f�e�. Na
h (367) gilt

y > Me, d.h. entweder y � e oder y � e oder f�e� B y, und letzteres kann ni
ht

eintreten, da y � f�e�.

Ist y � e, so folgt aus der Extremaleigens
haft von e und der Voraussetzung

an f , daÿ gilt f�y� B e B f�e�.

Ist y � e, so gilt trivialerweise f�y� � f�e�.


) Sei B x g eine totalgeordnete Teilmenge von E. Zu zeigen ist supB > E,

d.h.

�y>M y � supB Ô� f�y� B supB.

Sei also y >M mit y � supB.

Im Falle �b>B f�b� B y gälte au
h �b>B b B f�b� B y, d.h. y wäre eine obere

S
hranke von B. Daher folgte (weil supB kleinste obere S
hranke von B ist)

supB B y, im Widerspru
h zu y � supB.

Daher existiert b0 > B ` E mit f�b0� A y. Na
h (367) gilt M � Mb0 , d.h.

y >Mb0 , also y B b0 - f�b0� B y. Daher muÿ y B b0 gelten.

Entweder gilt nun y � b0 und (da b0 extremal) somit f�y� B b0 B supB, oder

es gilt y � b0, also f�y� � f�b0�. Aus B ` E `M und (365) folgt dann

supB >M
�367�
� Mb0 ,

und somit gilt na
h De�nition von Mb0 wegen b0 � y � supB

f�y� � f�b0� B supB.

Damit ist au
h (368) gezeigt. ℄

Aus (367), (368) folgt jetzt, daÿ M totalgeordnet ist:

Seien nämli
h y1, y2 > M . Na
h (368) ist y1 extremal, also folgt aus (367)

y2 >My1 , d.h.

y2 B y1 oder f�y1� B y2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�y1 Bf�y1�By2

.

Damit ist au
h (366) bewiesen, und hierauf hatten wir das Lemma zurü
k-

geführt. ✷
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Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: Jede ni
ht-leere totalgeordnete Teilmenge

von X hat eine kleinste obere S
hranke in X. Wir nehmen dann an, daÿ X kein

maximales Element besitzt. Dann gilt

�x>XXAx �� �y > X Sy A x� x g.

Aus dem Auswahlaxiom folgt daher

�x>XXAx x g, d.h. es existiert eine Abbil-

dung f � X �X mit �x>X f�x� >XAx. Es gilt also

�x>X f�x� A x. (369)

Aus (369) und dem Lemma folgt die Existenz von x
�

> X mit f�x
�

� � x
�

, im

Widerspru
h zu (369).

2. Fall: Jede ni
ht-leere totalgeordnete Teilmenge von X hat eine obere

S
hranke in X. (D.i. ist die Voraussetzung des Hauptsatzes.) Sei dann

ÇX �� �A >P�X� � �g� SA totalgeordnet bzgl. B� .

Dur
h

�A,B> ÇX A j B �
� A ` B

wird eine Ordnung auf

ÇX de�niert, und jede ni
ht-leere bzgl. j totalgeordnete

Teilmenge von

ÇX besitzt eine kleinste obere S
hranke in

ÇX.

[ Denn ist �Ai�i>I eine ni
ht-leere bzgl. j totalgeordnete Teilmenge von

ÇX ,

so ist

�i>I Ai bzgl. B totalgeordnet

33

und o�enbar (bzgl. j) die kleinste obere

S
hranke von �Ai�i>I in ÇX . ℄

Aus dem bereits bewiesenen 1. Fall folgt nun die Existenz eines (bzgl. j)

maximalen Elementes

ÇX0 von

ÇX. Insbesondere gilt

ÇX0 x g, und

ÇX0 ist eine

bzgl. B totalgeordnete Teilmenge von X. Na
h Voraussetzung des Hauptsatzes

besitzt

ÇX0 eine obere S
hranke a > X. Dann ist a maximales Element von X

bzgl B:

Sei nämli
h x > X mit x C a. Dann ist

ÇX0 8 �x� totalgeordnet bzgl. B mit

ÇX0 j
ÇX0 8 �x�. Wegen der Maximalität von

ÇX0 bzgl. j gilt dann

ÇX0 �
ÇX0 8 �x�,

d.h. x >

ÇX0. Nun ist a obere S
hranke von

ÇX0, also folgt a C x. Na
h Wahl von

x gilt aber au
h x C a, also folgt a � x.

Damit ist das Lemma von Zorn vollständig bewiesen. ✷

Wir haben das Zorns
he Lemma unter Verwendung des Auswahlaxiomes

bewiesen. Tatsä
hli
h ist es zum Auswahlaxiom äquivalent.

33

Seien x, y >
�i>I Ai. Dann existieren i0, i1 > I mit x > Ai0 und y > Ai1 . Da �Ai�i>I totalge-

ordnet bzgl. j ist, gilt ohne Eins
hränkung Ai0 ` Ai1 , also x, y > Ai1 . Nun ist aber Ai1 >

ÇX ,

also totalgeordnet bzgl. B, d.h. x B y oder y B x.
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