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Vorwort

Die Vorlesung Gewdhnliche Differentialgleichungen habe ich im WS 2009/2010
an der Universitdt Erlangen-Niirnberg gelesen. Das Skriptum soll zum einen den
Inhalt der Vorlesung wiedergeben und zum anderen die Teile enthalten, die ich
aus Zeitgriinden nicht besprechen konnte.

Gewohnliche Differentialgleichungen sind von fundamentaler Bedeutung fiir
viele Gebiete der Reinen und Angewandten Mathematik, aber auch der Phy-
sik, der iibrigen Naturwissenschaften und der Wirtschaftswissenschaften. Die
Vorlesung gehort daher zu den Standard-Vorlesungen des Baccalaureus- und
Lehramtsstudienganges.

Als Literatur empfehle ich das sehr hdufig zu einer einfithrenden Vorlesung
iiber Differntialgleichungen als Grundlage dienende Buch [6] von W. Walter. Ich
habe mich bei der Ausarbeitung dieser Vorlesung in den Kapiteln 1 -4, 6, 7, 10
und 11 sowie des ersten Teiles von Kapitel 8 — bis zum Beweis des Hauptsatzes
8.2 (ii) — héufig (aber nicht durchgehend) wortlich an einer entsprechenden mei-
nes Diplomvaters W. Henke [1] orientiert. Eine perfekte Vorlesung kann ich nicht
mehr verbessern! Ich mochte mich bei ihm bedanken, daf ich die vorliegende
Theorie bei ihm nachlesen durfte.

Ein gutes Nachschlagewerk zur Losung einer reichhaltigen Menge von Dif-
ferentialgleichungen ist das Buch [4] von E. Kamke. Leser, die sich mit den
funktionalanalytischen Resultaten, die in der Theorie dieser Vorlesung benotigt
werden, ndher vertraut machen mochten, sei das Buch [3| von F. Hirzebruch
und W. Scharlau nahegelegt.

Fiir Hinweise auf Fehler, Kritik oder Lob bin ich dankbar. Kontakten konnen
Sie mich per E-Mail an bock at mi.uni-erlangen.de.

Ich sollte an dieser Stelle anmerken, dafs das vorliegende Skriptum nicht ge-
gengelesen wurde. Ich kann nicht ausschliefen, dafs sich Fehler eingeschlichen
haben. Ich entdecke bei jeder Durchsicht kleinere Ungenauigkeiten — sprich Feh-
ler. Aber auch dies sollte fiir den Leser lehrend sein: Nicht sdmtliche Resultate,
die in der Literatur — egal, ob Skriptum oder Buch — angegeben sind, sind wahr.
Der Leser sollte sich von jedem Beweis selbst iiberzeugen.

Erlangen, im Februar 2010 0%7%4% bt
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1 Einfiihrung

Definition 1.1 (Gewohnliche Differentialgleichung, Anfangswertaufgabe). Sei
neN,.

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung
der Gestalt

F(w,y(w),y'(w),,y(”)(w)) =0, (1)

wobei M c R"2 und F: M — R stetig (und F von der letzten Variablen
tatsichlich abhéngt). Fiir (1) schreibt man auch F(z,y,y/',...,4™) =0.

Eine n-mal differenzierbare Funktion y: I — R, wobei I ¢ R ein nicht-
entartetes (aber nicht notwendigerweise offenes) Intervall! sei, heift Lo-
sung von (1), wenn fiir jedes z € I gilt

(@ y@)y @),y (@) e M) A (Fla,y(a), ' @), ,y™ (@) =0).

Die Differentialgleichung (1) heift ezplizit, wenn sie von der speziellen
Gestalt

y™ = f@y(2).y' (@), "D () (2)
ist, wobei D ¢ R™! und f: D - R stetig.
Eine Losung von (2) ist automatisch n-mal stetig differenzierbar.

Sei (zo, Y, - - - ,yén 1)) e R™!. Eine Lésung der sog. Anfangswertaufgabe

F(z,y(x),y'(z),. y(")( )) =0, .
y(@o) = vo. ' (20) = -,y (o) ="V

ist per definitionem eine Losung y: I — R von (1) derart, daf gilt
_ -1
y(0) = 0.y (20) =iy D (o) = 5",

Bemerkung. In vielen wichtigen Féllen ist die Anfangswertaufgabe (3) 16s-
bar und je zwei Losungen stimmen in der Nahe von zq iiberein. Es kann aber
auch Vorkommen daf eine Differentialgleichung iiberhaupt keine Losung besitzt
(z.B. (y')? +2%+1 =0) oder daR eine Anfangswertaufgabe sogar unendlich viele
Losungen besitzt (z.B. y' = \/7,y (z9) =0, s.u.)

Beispiel 1.2. Die logistische Differentialgleichung von Verhulst (1838) lautet

y = y(M-y), \,MeR,. (4)

Interpretation: y(t) ist die Anzahl der Mitglieder einer Population zur Zeit
t. Es soll gelten 0 < y(t) < M, d.h. y(¢) kann die Maximalzahl M nicht {iber-
schreiten (z.B. weil der Platz oder das Nahrungsangebot beschrinkt ist.) Die

!Ein Intervall heiRt nicht-entartet, wenn es mehr als einen Punkt enthilt



Wachstumsrate y’(t) ist proportional zum Produkt aus der Population und dem
maximal moglichen Zuwachs M —y(t).

y =0 und y = M sind triviale konstante Losungen von (4). Wie sehen die
anderen Losungen mit 0 < y(t) < M,y(0) = yo aus?

B y/ :i y_/ y/
W = ryary M(y+M—y)
__y_/_ y/ = (In _ - n r n M—y !
=AM ==L 1 -y)) - () = (i ()

M -y(t)
y(t)

y(0)=yg y
oM _14eCeAMt" L0 0 M _q
y(t) Y0

< doer Vier hl( )=C—/\Mt

~

M t—o0
> |Viry(t) = — M

L (M- ) ernre

Definition 1.3 (Stystem gewohnlicher Differentialgleichungen n-ter Ordnung).
Wenn wir in (1), (2) und (3) y und F bzw. f als R™, m € Ny, m > 2, oder et-
was allgemeiner als V-wertig, wobei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum,
betrachten, erhalten wir ein sog. System von Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung.

Im Falle V =R"™ y=(y1,...,Ym), F' = (F1,..., Fp) bzw. f = (f1,..., fm)
lauten dann die Formeln etwas ausfiihrlicher

Viertoom) (@1 (@), ym (@), 01 (@), oy (@), oy (@), oyl ()
:07

Vie{l,...mv,} yz(n) (l‘) = fi(l‘,yl(m), s >ym(x)>y{ (l‘), s ,y;n(l'), SRR
@), (@),

bzw.

-1 -1
Vie{l,...,m} yi(xO) = inayg(wO) = y(,)p s ’yi(n )(xo) = yé? )

Bemerkung 1.4. In dieser Vorlesung behandeln wir nur , gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen, das sind Differentialgleichungen fiir eine Funktion y(z) in
einer reellen Verdnderlichen x. Dagegen ist z.B.

Py Py . Ay
Py 921070 + Sm(xl)ﬁ—mg -3=0

eine Differentialgleichung fiir eine Funktion y(x1,z2,23) in drei reellen Veran-
derlichen, bei der partielle Ableitungen auftreten, eine sog. partielle Differenti-
algleichung.



2 Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung

2.1. Wir betrachten in diesem Kapitel Differentialgleichungen vom Typ

y'(2) = fz,y(x)), (5)

wobei f: D — R eine auf D c R? stetige Funktion ist.
f 1akt sich deuten als ein Linienelementefeld £ auf D: Jedem (z,y) € D ist
ein Linienelement zugeordnet, ndmlich die eindeutig bestimmte Gerade

L(z,y) = (z,y) +R(L, f(z,y)) c R?

des R? durch (z,y), welche Steigung f(z,y) besitzt.?

y: I - R ist offenbar eine Losung von (5), wenn fiir jedes = € I gilt
y'(z) = f(z,y(z)). Dann ist die Tangente an den Graphen {(z,y(z))|x € I} von
y(x) im Punkte (x,y(x)) gleiche dem dort sitzenden Linienelement L(x,y(x)).

Das Losen einer Differentialgleichung vom Typ (5) ist also eigentlich ein
»geometrisches Problem®.

2.2. Der einfachste Fall einer expliziten Differentialgleichung ist

wobei f: J — R eine auf einem Intervall J c R stetige Funktion ist.
Sei zg € J. Dann ist y: J -» R, definiert durch

y@) = [ rar

eine Losung der obigen Differentialgleichung und alle Losungen (bis auf Be-
schrinkungen) sind von der Gestalt y(x) + C' mit einer beliebigen Konstanten
C. Daher gilt:

Ist (zo,y0) € J xR, so ist ,die* Losung der Anfangswertaufgabe

/

y' =f(z), y(zo)=yo
gegeben durch
y(@) = [ 10ty

Theoretisch ist die Differentialgleichung also sehr einfach l6sbar, dennoch ist
das Integral iiber f i.a. nicht durch elementare Funktionen ausdriickbar.

2.3. Wir betrachten nun den allgemeineren Fall der Differentialgleichung mit
getrennten Variablen.

y'(x) = f(z) g(y(z)), (6)

2 Also gilt f(z,y) =tan(a(z,y)), wobei ae ] - 5> 5[ der Steigungswinkel von L(z,y) sei.




wobei f: J; > R, g: Jo - R auf Intervallen Ji, Jy c R stetige Funktionen sind.
Sei (zo,y0) € J1 x Jo. Wir suchen Losungen y(z) mit

y(zo) = yo- (7)

1. Fall: g(yo) # 0.
a) Wir nehmen zunéchst an, wir hitten bereits eine Losung y: I - R der
Anfangswertaufgabe (6), (7), d.h.

Vaer (@, y(x)) € J1 x Jo A y'(x) = f(x) g(y(2)),

also insbesondere I c J; und y(I) c Jo. Wegen der Stetigkeit von g und g(yp) # 0
existiert dann ein

groftes Teilintervall Jo von Jo mit yo € Jo c gH(R ~ {0}), (8)

und Jo ist Umgebung von yo in Jp. Wegen der Stetigkeit von y: I — J und
y(:no) 0 € Jg existiert weiterhin ein groftes Teilintervall T von I derart, daf
zoelcy (Jg) gilt, also ist T Umgebung von zp in /. Dann folgt fiir alle x € T

9(y(z)) =0,
A f)

und daher auch

yf(m)E Sust. j ZAONPPS j f(t)dt
JoaGs) S gw®) ’

N—— —_——
=H(y(z)) =k (@)
wobei gilt
H Stammfunktion von §|j«2 mit H(yg) =0 (9)
und
F' Stammfunktion von f mit F(zg) = 0. (10)

Wegen H'(s) = ﬁ fiir alle s € J, besitzt H eine stetig differenzierbare Um-
kehrfunktion, also f)olgt
yl[ = ]ih_l ° 1?|f3

insbesondere ist y(z) in einer Umgebung von xg in I die eindeutig bestimmte
Losung, (ndmlich solange g o y(x) keine Nullstelle hat.)

b) Wir zeigen nun, daft durch die obigen Formeln tatséchlich eine Losung
der Anfangswertaufgabe (6), (7) definiert wird. Seien Jo, H und F wie in (8),
(9), (10) definiert. Wir definieren

yi=H1oF: Fl(H(:fvg)) =T —R.
—_——
0(8)é(9)
N——

(10)
Tro €

4



Dann sieht man unmittelbar, wenn man die Formeln in a) in umgekehrter Rei-
henfolge betrachtet:

y ist Losung der Anfangswertaufgabe

und fiir alle z € T gilt g(y(x)) # 0 sowie
y(z)

[%:jf(t)dt.

Yo

2. Fall: g(yo) = 0. Dann ist die konstante Funktion y: J; - R vom Wert y
trivialerweise eine Losung der Anfangswertaufgabe (6), (7).

Bemerkung.

a) Moglicherweise existieren im 2. Fall g(yg) = 0 weitere Losungen der An-
fangswertaufgabe, die in keiner Umgebung von xg in Ji mit der trivialen
Losung y = yo ilibereinstimmen, d.h. es treten ,Verzweigungen“ auf.

Beispiel. |y' = /|y, |also f(z) =1, g(y) = \/m 0 ist die einzige Nullstelle
von g. In jedem Punkt (x¢,0), o € R beliebig, gibt es Verzweigungen von
der konstanten Losung y =0 ,nach rechts oben und links unten®, z.B. hat
man folgende Losungen:

0 r<x
y1:R— R, z+— 1’ 9 0
(@ —20)%, x 220,

und im Falle 1 < xg

1 2
—q(x—21)%, <@,
y2r R— R, 2+ 10, x1 <z < xp,

(x-x0)%, a2

=

b) La. existieren keine auf ganz J; definierten Losungen.

Beispiel. |y’ =1 +12. | Alle maximalen (d.h. nicht fortsetzbaren) Losun-
gen sind

tan(x—C):]C—g,C+g[—>R

mit C' € R. Es existiert also keine Ldsung mit einem Definitionsintervall
einer Lange > 7.

Definiton. Eine Differentialgleichung der Form |y'(z) = g(y(x)) | heit auto-
nom. (Das ist der Spezialfall f =1 von (6).)




2.4. Im Spezialfall g: R - R, y ~ y erhilt man aus 2.3 die sog. lineare homogene
Differentialgleichung erster Ordnung

y'(z) = f(z)y(z), (11)

wobei f: J — R eine auf einem Intervall J c R stetige Funktion ist.
Es ist leicht zu erraten, daf gilt:

Ist F: J — R eine Stammfunktion von f, so ist y: J — R, definiert durch

y(z) = Cef®) O e R beliebige Konstante, eine Losung von (11). (12)
Wir zeigen:
(12) ist die allgemeine Losung von (11), d.h. jede Losung von (11) ist (13)

Beschréankung der in (12) angegebenen Funktionen.

| Zu (13): Sei also y: I — R eine beliebige Losung. Wir definieren ¢: I - R
durch
p(a) =y(z)e '@,

Dann folgt fiir jedes x € I
P'(x)= y(2) D wy(@)e ™ (-F(x) =0,
—— N—_——
=f(z) y(z) =f(z)
also existiert C' € R mit () = C, d.h. y(z) = Cef' @) |
Wegen (12), (13) haben wir gezeigt:
Die Gesamtheit aller maximalen — d.h. auf ganz J definierten — Losungen

von (11) bildet einen eindimensionalen Untervektorraum des unendlich-
dimensionalen R-Vektorraumes C'(.J,R) aller C*-Funktionen J — R.

Wir betrachten nun die entsprechende Anfangswertaufgabe.

Sei (zg,90) € J xR. Ist F die Stammfunktion von f mit F'(z¢) =0, so ist
y: J — R, x> ypel®
die maximale Losung von

y'(z) = f(@)y(x), y(xo) = yo.

Sie ist (auf ganz J definiert und) eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Wir haben insbesondere gezeigt, dafs bei der homogenen linea-
ren Differentialgleichung erster Ordnung keine Verzweigungen auftreten, obwohl
g(y) =y eine Nullstelle besitzt.

2.5. Wir verallgemeinern 2.4 und betrachten nun die sog. lineare (inhomogene)
Differentialgleichung erster Ordnung

y'(z) = f(x) y(z) + h(x), (14)

wobei f,h: J - R auf einem Intervall J c R stetige Funktionen sind.




Sei F:J — R eine Stammfunktion von f. In 2.4 haben wir gezeigt, daf
Yhom: J = R,z = Cef'® O ¢ R, die allgemeine Losung der ,zugehorigen® li-
nearen homogenen Differentialgleichung y'(x) = f(z)y(x) ist. Um eine Losung
yo: J = R von (14) zu finden, macht man den Ansatz der ,Variation der Kon-
stanten”, d.h. man macht den Ansatz

yo(x) = C(x) eF'®) mit einer differenzierbaren Funktion C: J — R.  (15)

yo: J = R wie in (15) ist Losung von (14) genau dann, wenn fiir jedes x € J gilt

yo(z)  =C'(2)e" ™ +O(2) ") F'(x),
N——
=f(@)yo(z)+h(z) =f(z) yo(z)

dh. C'(x) = h(z)e ™) | also genau dann, wenn gilt:
C: J — R ist Stammfunktion von he ¥

Damit haben wir die Existenz einer Losung yo: J — R von (14) gezeigt und
das Auffinden auf die Bildung zweier Stammfunktionen reduziert.

Bemerkung. Man kann zeigen, siche [2, S. 142ff], daf im Falle f = fop e R
die folgenden Lésungsansitze — in Abhéngigkeit der Funktion h — stets zum
Auffinden einer speziellen Losung der Differentialgleichung

y'(x) = foy(z) + h(x) (16)

fihren: Sei m e N,.

o h(x) =Y biz', wobei by, ... by € R, by #0.
Setze y(z) = ¥ A; x°, wobei Ay, ..., Ay, € R, falls fo #0.

o h(z)= (X" biz") e, wobei by, ...,bm,a €R, by, #0.

Ist fo # a setze y(z) = (X1 A;i %) e®® und sonst y(z) =z (X1 A; ) e,
wobel Ag, ..., Am € R.

o h(z) = (X7 biz') cos(bz) + (X7 b 2°) sin(bx), wobei by,...,by,b € R
mit b # 0.
Setze y(z) = (X7 A; 2%) cos(bx) + (X7, Bi x') sin(bx), wobei Ag, ..., Ay,
und By, ... By, reelle Zahlen sind.

o h(x) = (X biz')e® cos(bx)+ (XM b; ') e?® sin(bx) mit reellen Zahlen
a,b,bg, ..., by € R, wobei b # 0 sei.
Setze y(z) = (X7 A; 2%) % cos(bx) + (X7 Biz') e*® sin(bx) mit reellen
Zahlen Ag,..., A, Bo,... Bn.

Die Koeffizienten A;, B;, i € {0,...,m}, lassen sich bestimmen, indem man die
im Ansatz genannte Funktion in (16) einsetzt und einen Koeffizientenvergleich
durchfiithrt. In [2] wird dies (allgemeiner) gezeigt.



Wir behaupten nun:

Man erhilt alle global auf ganz J definierten Losungen y der linearen
(inhomogenen) Differentialgleichung (14), indem man zu einer beliebi-
gen einzelnen Losung yo: J — R alle Losungen ypom: J — R der zu- (17)
gehorigen linearen homogenen Differentialgleichung v'(z) = f(x)y(z)
hinzuaddiert.
[ Beweis von (17): Sei yo: J - R Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (14).
1.) Ist Ypom: J = R Losung der homogenen Differentialgleichung (11), so
erfillt v :== yo + Yhom: J = R
v'(@) = w@)  + Yhom(z) = f(2)y(z) + M),
S—— S—
=f(@)yo(z)+h(z)  =f(2) Ynom (z)
ist also Losung der inhomogenen Differentialgleichung (14).
2.) Ist y: J - R Losung der inhomogenen Differentialgleichung (14), so erfiillt
y=y-yo: J >R

=f(@)y(z)+h(z) =f(z)yo(z)+h(z)

ist also Losung der homogenen Differentialgleichung (11). |
Wegen (17) haben wir gezeigt:

Die Gesamtheit aller maximalen Losungen von (14) ist ein eindimensionaler
affiner Unterrraum von C'(J,R).

Wir betrachten nun die entsprechende Anfangswertaufgabe.

Sei (0,10) € J x R. Ist F die Stammfunktion von f mit F(zo) =0 und C
die Stammfunktion von he ™ mit C(z) = yo, so ist

y: J —R, x> C(z)el'®

Losung von
y'(z) = f(2) y(2) + h(x), y(w0) = 0.

Sie ist (bis auf Beschrénkung) eindeutig bestimmt.

[ Denn ist g: I — R eine Losung von (14) mit g(zg) = yo, so folgt § = y|:
Wegen

Vaer (y —9) () = f(2) y(z) + h(z) - f(2) §(2) - h(z) = f(2) (y - 9) (2)

ist ndmlich y|; —§: I — R Losung der zugehorigen linearen homogenen Differen-
tialgleichung (11) mit (y —g)(xo) =0, also nach 2.4: y -3 =0. |

2.6.

y'(z) = flaz +by(z) + o), (18)

wobei a,b,c € R und f: J - R eine auf einem Intervall J c R stetige Funktion
ist.




Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir b # 0 annehmen, denn
andernfalls ist (18) gemédf 2.2 zu losen. Wir fithren die folgende naheliegende
Substitution durch:

u(z) =ax +by(z) +c

Ist y(x) Losung von (18), so folgt
W(z) =a+by'(z) =a+bf(u(z)) = g(u(z)),
wobei ¢g: J - R stetig mit Vs g(t) = a+b f(t), d.h.
u ist Losung der autonomen Differentialgleichung u'(x) = g(u(x)). (19)

(19) kann man geméf 2.3 16sen.
Aus einer Losung u(z) wie in (19) erhélt man umgekehrt

y(z) = % (u(z) —ax - c) ist Losung von (18). (20)

[ Denn es gilt y'(x) = % (u'(z) —a) (2 fu(z)) Del-u flax+by(z) +c). |
Wir haben also gezeigt, daf man gemafs (19), (20) sdmtliche Losungen von
(18) erhalt.

2.7. Wir betrachten die sog. homogene Differentialgleichung:

J(2) = f (M) (21)

X

wobei f: J - R eine auf einem Intervall J c R stetige Funktion ist.
Die rechte Seite von (21) ist fiir z = 0 nicht definiert, also sind alle Lésungen
auf einem Teilintervall von R \ {0} definiert. Wir substituieren

u(x) := M

X

)

also zu(x) = y(z).
Ist y(z) Losung von (21), so gilt

u(e) + o (2) = o/ (2) = f (—) - Flu(a)).

also

wobei ¢: J — R stetig mit Vs g(t) = f(¢) — ¢, d.h.
u ist Losung der Differentialgleichung u'(x) = %g(u(m)) (22)

(22) kann man gemif 2.3 losen.
Aus einer Losung u(z) wie in (22) erhélt man umgekehrt

y(x) == zu(x) ist Losung von (21). (23)

[ Denn es gilt y'(x) = u(z) + zu'(x) (22) (u(z)) Defu f (M) I

xT

Wir haben also gezeigt, daf man geméf (22), (23) sdmtliche Losungen von
(21) erhlt.



2.8. Wir studieren nun die sog. Ahnlichkeits-Differentialgleichung, welche 2.6
und 2.7 verallgemeinert:

, ar+by(x)+c
)= g (L), 21

wobei a, b, c,a, 8,7 € R mit («, 3,7) # Ogs und f: J - R eine auf einem Intervall
J c R stetige Funktion ist.

1. Fall: det( a b )=0.
a f

1.1. Fall: (o, 8) = Og2. Dann ist y'(z) = f(%er %y(x) + 5) gemif 2.6 zu
16sen.

1.2. Fall: (o, 8) # Og2. Dann existiert wegen der linearen Abhéngigkeit von
(a,b) und («, B) genau eine Zahl X € R mit (a,b) = X («, 5).

Im Falle 5 = 0 folgt daher b=0, und y'(z) = f (%) ist geméfs 2.2 zu losen.

Sei also im folgenden £ # 0. Wir substituieren

w(z) =ax+By(z) +7,
also ergibt (24)
W) =as (e =g (AN

wobei g: J N {0} - R stetig mit Vicjg(t) =a+ 8 f (M), und die autonome
Differentialgleichung (25) ist geméf 2.3 zu l16sen.
Es gilt:

)=du@ﬂ7 (25)

u(z) Losung von (25) = y(z) := % (u(x) = ax —~) Losung von (24).

/() = 5 () - o) =1 (B = (ainss)

2. Fall: det ( z Z # 0. Nach linearer Algebra existiert dann eine eindeutig
bestimmte Losung (x1,y1) € R? des linearen Gleichungssystemes
ar; + byr + ¢ =0
azry + By + v = 0 (26)

Wie substituieren ¢ := x —z; und u(t) :=y (t + 1) —y1. Dann geniigt u(¢) der
Differentialgleichung

e

v =9(*42). @

wobei g: J N\ {0} - R stetig mit Veyg(s) = f ( a+bs )

a+fBs

| Denn es gilt

=u(t)+y1
r——
t+x1) +by(t+mz)+c
(¢ _ (4 _ a( 1
wi(t) y(t+a) =1 a(t+z)+ L y(t+x1)+y
——

=u(t)+y1
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@) fat+but)) L fa+b 2\ (u()
) f(at+ﬁu(t))_f(a+5@)_g(7)']

(27) ist gemé&f 2.7 zu losen, und es gilt:
u(t) Losung von (27) = y(z) := u(x — x1) + y1 Losung von (24).
| Denn es gilt

y'(x)

u(z—x1)
a+f =

a+ b e

=y(z)-y1
r——

s a(x—m1)+bu(r-m1) (26) (aac+by(:n)+c).]

a(r-z1)+ P u(x-x1) ax+By(x) +y
=y(z)-z1

Wir untersuchen im folgenden Verallgemeinerungen der linearen Differenti-
algleichung 2.5.

2.9. Die Differentialgleichung

y'(z) +g(x) y(a) + h(z)y* () =0, (28)

wobei « € R\{0,1} und g, h: J - R auf einem Intervall J c R stetige Funktionen
sind, heifst Bernoullische Differentialgleichung. (Beachte, daf man fiir v € {0,1}
eine lineare Differentialgleichung erhielte.)

Wir werden zeigen, daf sich alle Losungen von (28) aus Losungen der linea-
ren Differentialgleichung

)+ (1-a)g(x)z(z) + (1 -a)h(z) =0 (29)

gewinnen lassen.
Mit D c J xR bezeichnen wir die Menge auf der die Funktion, die durch

f(z,y) =g(x)y + h(x) y*

gegeben ist, (definiert und) stetig ist. Beachte, daf y* = e n(v) i a. nur fiir y > 0
definiert ist.

1.) Fiir beliebiges a € R~ {0,1} gilt J x Ry ¢ D. Wir bestimmen daher
zundchst alle Losungen von (28), deren Graphen in J x R, verlaufen.

Sei y: I = R, eine differenzierbare Funktion. Dann gilt

y Losung von (28)
= Ve y'(z) +g(z)y(z) + h(z) y*(z) =0 |- (1-a) y

—— ——
#0 >0

= Voer (1-0)y™(2)y'(2) +(1 - ) g(2) y' ™ (2) + (1= a) h(z) =0

=(y'~)' (=)
< z:=y'"% Lésung von (29),

-

also auch

11



2 [ — R, Losung von (29) = y := 27a: [ —> R, Lésung von (28).

Damit haben wir gezeigt:

cJ
.

Durchlauft z: I — R, alle positiv-wertigen Losungen der linearen Dif-
ferentialgleichung (29), (welche nach 2.5 Beschrinkungen auf ganz J (30)
definierter Losungen Z: J — R, die i.a. auch Werte < 0 haben, sind), so

durchlduft y := 2Ta: I - R, alle positiv-wertigen Losungen von (28).
Insbesondere ergibt (30):
Die Anfangswertaufgabe (28), y(zo) = yo € Ry ist (lokal) eindeutig losbar.

2.) Im Spezialfall a > 0 von 1.) ist zusétzlich auch J x {0} ¢ D, d.h. es gilt
J x[0,00[ ¢ D. Denn dann ist y® definiert und stetig fiir y > 0, wobei 0% := 0 fiir
a>0.

Es gilt:

Die konstante Funktion y = 0: J — R ist Losung von (28). (31)

Ob Losungen nach (links oder rechts) oben von der konstanten Losung
= 0 abzweigen, héngt von g,h und a ab. Z.B. ist y' = \/y fiir y > 0, also
y'(x) —y'?(x) = 0 fiir y > 0, eine Bernoullische Differentialgleichung, von der
wir bereits wissen, daft Verzweigungen nach rechts oben auftreten, vgl. 2.3.

3.) Im Spezialfall « € Z ist zusétzlich auch JxR_ c D, also Jx (R~ {0}) c D.

(0%
Denn dann gilt y® = {Hz‘1=1 v a2l
T, &< 0.

Wir bestimmen im folgenden alle Lésungen von (28), deren Graphen in JxR_
verlaufen. Dabei miissen wir eine Fallunterscheidung machen.

1. Fall: « € Z ungerade. Sei y: I - R_ eine differenzierbare Funktion. Dann
gilt offenbar (wegen (-1)* = -1):

y: I — R_ Losung von (28)
<= -y: [ — R, Losung von (28)
30
((=)> -y = zﬁ, wobei z: I — R, Losung von (29).

Damit ist gezeigt:

cJ
.

Durchléuft z: I — R, alle positiv-wertigen Losungen der linearen Dif-
ferentialgleichung (29), (welche nach 2.5 Beschrinkungen auf ganz J (32)
definierter Losungen Z: J - R, die i.a. auch Werte < 0 haben, sind), so

durchlduft y := —2Ta: [ - R_ alle negativ-wertigen Losungen von (28).

2. Fall: av € Z gerade. Sei y: I - R_ eine differenzierbare Funktion. Dann gilt
(wegen (-1)® =1):

12



y: I — R_ Losung von (28)

<~ -y: I — R, Losung von

§'(x) + g(x)§(x) - h(z) g (x) =0 (33)
— Zi=-yl"=(-y)'"* I — R, Losung von
#(z)+(1-a)g(x)Z(z) - (1-a)h(z) =0 (34)

— z=-2=y"%=(—y)I": I — R_ Lésung von (29).

Y
Beachte, dal man (33) und (34) aus (28) und (29) erhélt, indem man h durch
—h ersetzt.
Damit ist gezeigt:
cJ

—~
Durchléuft z: I — R_ alle negativ-wertigen Losungen der linearen Dif-

ferentialgleichung (29), (welche nach 2.5 Beschréinkungen auf ganz J

definierter Losungen Z: J — R, die i.a. auch Werte > 0 haben, sind), so (35)
durchlduft y := —(—z)ﬁ: I - R_ alle negativ-wertigen L&sungen von
(28).

Wir haben insbesondere fiir alle « € Z gezeigt:
Die Anfangswertaufgabe (28), y(zo) = yo € R_ ist (lokal) eindeutig losbar.

Insgesamt haben wir gezeigt:

Durch (30), (31), (32) und (35) sind alle positiv-, null- bzw. negativwertigen
Lésungen beschrieben. Diese lassen sich eventuell zu ,groferen” Losungen
zusammensetzen.

2.10. Die Riccatische Differentialgleichung verallgemeinert die Bernoullische
Differentialgleichung im Falle o = 2:

y'(2) + g(@) y(x) + h(z) y* (2) = k(z), (36)

wobei g, h, k: J - R auf einem Intervall J c R stetige Funktionen sind.
Aus dem Existenz- und Findeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f 3.17, den wir
im néchsten Kapitel beweisen werden, folgt sofort:

Die Anfangswertaufgabe (36), y(xo) = yo besitzt eine eindeutig bestimmte
Losung mit maximalem Definitionsbereich; es treten also keine Verzwei-
gungen auf.

Allerdings lassen sich die Lésungen i.a. nicht in , geschlossener Form*“, d.h. durch
explizite Formeln angeben. Kennt man jedoch eine einzige Losung yo: Iy = R,
Iy c J, von (36) (z.B. durch ,Raten®), so lassen sich alle Losungen y: I — R von
(36) mit I c Iy explizit angeben:

Sei also yo: Iy - R eine fest gewidhlte Losung von (36). Ist dann y: I - R
eine beliebige differenzierbare Funktion mit I c Iy und definiert man u =y —yo,
so folgt

13



y Losung von (36)
= Veer (v —y0) () +9(2) (y = o) (2) +h(z) (v -5 )(z) =0,

—— —— ——
=u’ =u =(y-y0)(y+y0)
=u(u+2yo)

d.h. u geniigt der Bernoullischen Differentialgleichung
u' () + (9(2) + 2y0(2) h(2)) u(z) + h(z) u?(z) = 0. (37)

Nach 2.9 gewinnt man alle Losungen von (37) aus Losungen der linearen Diffe-
rentialgleichung

() = (9() +2y0(2) h(x)) 2(x) - h(x) = 0. (38)
Genauer gilt nach (30), (35) und (31):

clp

—~—

Durchlduft z: I — R~ {0} alle iiberall von Null verschiedenen Losungen
von (38), so durchliuft u := 1: I - R\ {0} alle iiberall von Null verschie-
denen Losungen von (37). Ferner ist u = 0 eine Losung von (37).

Damit folgt schliefslich:

Durchlduft z: I — R~ {0} alle Losungen von (38), die keine Nullstellen
besitzen, so durchlduft yo + %: I - R alle Losungen von (36), die auf einem
Teilintervall I von Iy definiert sind und nicht Beschriankung von yq sind.
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3 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Existenz- und Eindeutigkeitssitze lassen sich besonders elegant unter Verwen-
dung funktionalanalytischer Methoden gewinnen. Wir beweisen daher in diesem
Kapitel auch Ergebnisse der Funktionalanalysis - z.B. den Satz von Arzela-
Ascoli, welchen wir nun vorbereiten.

Definition 3.1 (Gleichgradige Stetigkeit). Seien M, N metrische Raume und
F eine Familie von Abbildungen M — N.
F heifst gleichgradig stetig in p € M genau dann, wenn gilt

VEER+EI5€R+ er]—“ f(U(S(p)) c Us(f(p))

F heilst gleichgradig stetig genau dann, wenn F in jedem p € M gleichgradig
stetig ist.

Eine Folge (f)nen von Abbildungen f,: M — N heifst gleichgradig stetig (in
p € M) genau dann, wenn F := {f,, |n € N} gleichgradig stetig (in p € M) ist.

Beispiel. Seien V, W normierte R-Vektorrdume, D c V und F eine Familie von
Abbildungen D — W die einer Lipschitzbedingung

VierVpqen 1f(p) = f(@) < Llp—dql

mit einer einheitlichen Lipschitzkonstanten L € R, geniigen.
Dann ist F gleichgradig stetig. | Setze 0 := 7. |

Obwohl wir den Satz von Arzela-Ascoli spéter nur fiir den Fall K = [a,b]
mit a,b € R, a < b, bendtigen werden, beweisen wir ihn fiir beliebige kompakte
metrische Raume, da der Beweis im wesentlichen derselbe ist, abgesehen von
dem folgenden benétigten Lemma, welches im Falle K = [a,b] trivial ist.

Lemma 3.2. Sei K ein kompakter® metrischer Raum.
Dann existiert eine hochstens abzihlbare dichte* Teilmenge A von K.
Beweis. Fiir jedes n € N, ist (Ul (p)) K eine offene Uberdeckung von K,
n PE

folglich existiert eine endliche Teilmenge A, von K mit
K= UL(p). (39)
peA, "

A = Upen, 4An ist daher eine héchstens abzdhlbare Teilmenge von K, und
wir zeigen, daf gilt A=K, dh. A> K:
Sei pg € K beliebig. Zu zeigen ist

VaeR+ EIpEA po € U (p), (40>
—————
<pelUc(po)

denn nach Analysis gilt A= {pe K| Voarpr)yUnA+a}.”
Beweis von (40): Sei € € Ry beliebig und wéhle n € N, mit % < . Wegen

po € K = Upea, U (p) existiert dann pe A, ¢ A mit pg € Ui (p) cU(p). O

3Eine Teilmenge K eines topologischer Raumes X heift kompakt genau dann, wenn jede
Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

*Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heiRt dicht genau dann, wenn fiir ihre
abgeschlossene Hiille A gilt A= X.
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Satz 3.3 (von Arzela-Ascoli).
Vor.: Seien K ein kompakter metrischer Raum und V' ein endlich-dimensiona-

ler normierter R-Vektorraum (mit Norm ||...|), also ist V ein R-Banachraum?®.

Dann ist nach Ubung 3.2 auch der R-Vektorraum C(K,V) aller stetigen Abbil-
dungen K —V, versehen mit der Norm

Vyec(x,v) 19]leo := max{[g(p) | |p € K},

ein R-Banachraum.

Beh.: Jede gleichgradig stetige, beschrankte Folge (fn)nen in C(K,V') besitzt
eine Teilfolge, die in dem R-Banachraum C(K,V') konvergiert, (d.h. genau, ,die
auf K gleichmafig gegen eine Abbildung f € C(K,V') konvergiert.)

Beweis. Nach 3.2 existiert eine Folge (pp)neny in K, die in K dicht liegt, d.h.
mit {p, |n € N} = K. Nach Voraussetzung existiert C' € Ry mit Vyen || frlloo < C.
Wegen || fr(po)|| € | frnlleo € Cist (frn(po))nen eine beschréankte Folge in V', besitzt
also nach Bolzano-Weierstrafl eine in V' konvergente Teilfolge. Daher existiert
eine Teilfolge (fon)nen von (fn)ney derart, dak gilt

(fon(Po))nen konvergiert in V.

Weiterhin existiert (wegen der Beschranktheit der Folge (fon(p1))ney in V') eine
Teilfolge (f1n)neny von (fon)nen derart, dak gilt

(fin(p1))nen konvergiert in V|
sodann ebenso eine Teilfolge (fan)nen von (fin)new derart, dak gilt

(fan(p2))nen konvergiert in V|

U.S.W.
Wir haben auf diese Weise eine Doppelfolge in F := {f,, ||n € N} definiert:

foo, foi, fo2, ... konvergiert an der Stelle pg
fi0, fi1, fie, ... konvergiert an den Stellen pg, p1

foo, fo1, fo2, ... konvergiert an den Stellen pg, p1, p2

Jede Zeile ist Teilfolge der vorhergehenden Zeile und von der Ausgangsfolge
(fn)nen, und es gilt

Vien (fin(p;))nen konvergiert in V fiir j € {0,...,4}.
Wir betrachten nun die Diagonalfolge (fn)nen. Es folgt:
Vien (fan(Pj))nen konvergiert in V.

[ Denn f;;(p;), fi+1,j+1(0), fij+2,5+2(p;j), ... ist offenbar Teilfolge der Folge
1ii®5)s fi.5+1(05), fij+2(pj), - - -, die in V konvergiert. |

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem folgenden Lemmma, ange-
wandt auf A := {p;|j € N} und gy, = fun:

®Ein K-Banachraum ist ein normierter K-Vektorraum, der als metrischer Raum vollstindig
ist, wobei K € {R,C}.
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Lemma.
Vor.: Seien K,V wie in der Voraussetzung des Satzes. Ferner seien A eine
dichte Teilmenge von K und (gn)nen eine gleichgradig stetige Folge in C(K,V)
mit

VaeA (gn)nen konvergiert in V.

Beh.: (gn)nen konvergiert in C(K, V'), (d.h. konvergiert auf K gleichmafig ge-
gen eine stetige Abbildung f: K - V.)

Beweis des Lemmas. Es geniigt zu zeigen, dal (g, )neny eine Cauchy-Folge in
C(K,V) ist.

Sei € € R,. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Folge (gn)nen existiert
zu jedem ¢ € K ein J, € R, mit

VneN, gn(U5q (Q)) c U% (gn(Q))a (41)

und wegen der Kompaktheit von K existieren endlich viele p1,...pr € K mit

k
K =UUs, () (42)

Fiir jedes i € {1,...,k} folgt aus p; € K = A die Existenz eines

a; € An U(;Pi (pi). (43)
(9n(a;))nen ist nach Voraussetzung konvergent, also Cauchy-Folge in V' fir
ie{l,...,k}, folglich existiert ein (gemeinsames) ny € N mit
€
Vnmzno lgn(ai) = gm(ai)ll < ¢ (44)

Wir zeigen, daf dann gilt
Vinmzno [9n = gmles <€
Zu beliebigem p € K existiert nach (42) ein i € {1,...,k} mit
peUs, (pi), (45)
und es folgt fiir alle n,m > ng

”gn (p) - gm(p) ”
< Ngn () = gn (@)l + lgn (pi) = gn(ai) | + lgn(ai) = gm(ai)|

(45)’(4<1)7q=pi% (43)’(4<1)7q=pi% (4<4)§
+ ”gm (az) - gm(pi)” + ”gm(pi) - gm(p)”
(43)7(4<1)¢12P7;§ (45)’(4<1)7q=pi§
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3.4 (Das Riemann-Integral fiir Abbildung f: [a,b] = V, V endlich-dimensionaler
R-Vektorraum). Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und a,b € R
mit a < b.

(1)

Eine Abbildung f: [a,b] - V heikt Riemann-integrierbar iber [a,b] genau
dann, wenn gilt

Vieve—g(vr) lof:[a,b] — R ist beschrinkt und Riemann-integrierbar
i.S.d. Analysis L.

b
Ist dies der Fall, so existiert genau ein [ f(z)dx|eV, das sog. Riemann-
a

Integral von f iber [a,b], mit

b b
vMﬂz([f@ym)/Xfo@dm (46)

a

[ Denn die Funktion
b
meRszmﬂmm
ist offenbar R-linear, also gilt A € (V*)*. Nach linearer Algebra ist

= (7 2 )

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, also existiert genau ein Element
b

v=[ f(x)ydz eV wie in (46). |
a

Im Spezialfall V. =R", f = (f1,..., fn) ist (46) dquivalent zu

/bf(ac)dx=(ffl(m)dm,...,jfn(m)dm). (47)

Offenbar ist jede stetige Abbildung f: [a,b] — V Riemann-integrierbar.

Seien f: [a,b] = V eine Abbildung, 3: a =ag < ... < ax = b eine Zerlegung
von [a,b] und E = {&1,...,&} ein Zwischenpunktsystem von 3, d.h. per
definitionem a;_1 < &; < a; furie {1,...,k}.

Wir definieren die Riemannsche Summe von f bzgl. 3 und = als
k
R(f,3,2) =) (ai—ai1) f(&) e V. (48)
i=1
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(iii) Seien f:[a,b] - V eine Riemann-integrierbare Abbildung, (3,),y eine
ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b], (d.h. eine solche, deren
maximale Intervallinge gegen Null konvergiert) und =, fiir jedes v € N ein
Zwischenpunktsystem von 3,. Dann gilt

b

[ $@)de = lim R(£,3,.5,). (49)

a

| Denn fiir jedes [ € V* gilt

b

b
z([ f(x)dx) =2 [(lof)(x)dx AL lim R(1o £,3,,2,)

a

(48),l:linear lim l(%(f,5V7EV)),

V—>00

und dies ist gleichbedeutend mit (49). |

(iv) a) Sind fi, f2: [a,b] - V zwei Riemann-integrierbare Abbildungen in
V und A, Ae € R, so ist auch A\ f1 + Ao foi [a,b] — V Riemann-
integrierbar, und es gilt

b

b b
/(>\1f1+/\2f2)(:U)dx=>\1[fl(az)d:n+>\2[f2(x)dx.

a

b) Die konstante Abbildung f: [a,b] — V vom Wert v ist Riemann-
integrierbar, und es gilt

jf(:n)d:n = (b-a)v.
c) Ist f:[a,b] - V eine C'-Abbildung, so gilt
fbf’(w)dw=f(b) - f(a). (50)
d) Ist g: [a,b] - V stetig und ist f: [a,b] - V definiert durch
fx) = ff(t)dt,

so ist f eine C'-Abbildung, und es gilt
v:(,‘e[a,b] f,(m) = g(m)

(Dies gilt auch fiir ein beliebiges Intervall. Man definiert wie in der

Analysis fcf(w) dw := —fdf(w) dz und fcf(w) dz:=0.)
d c c
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[ Zu a): Fiir alle [ € V* sind 1 o f1,l 0 fo: [a,b] — R nach Voraussetzung
Riemann-integrierbar, also auch Ai(l o f1) + A2(l o f2): [a,b] = R (nach
Analysis). Hieraus folgt, dak Ay fi + A2 fo: [a,b] = V Riemann-integrierbar
ist, denn die Linearitét von [ liefert Ay (lo f1)+Aa(lo fo) =lo (A1 f1+A2f2).

Des weiteren gilt fiir jedes [ € V*

b b
z( / (>\1f1+>\2f2)($)d$) © [ o) +ralto 1)) (@) dx

a a

b b

Analysis )\1[(lofl)(x)dx+>\2[(lofz)(w)dm

a a

b b
(46) All(fxl(w)dw) +A21(f fg(x)dx)

a

b b
lliréear l(/\ljf1($)d$+>\2[f2($)d$),

also folgt a).

Zu b): Fiir jedes [ € V* ist [ o f: [a,b] — R konstant, also nach Analysis
Riemann-integrierbar. Ferner gilt

b b
l(f f(x>d“) @[ e n@ @ p-a)i()

N———

=l(v)
lliréear l((b _ a)v) :

also folgt b).

Zu c): f’ist nach Voraussetzung stetig, also nach (i) Riemann-integrierbar.
Des weiteren gilt fiir jedes [ € V* und x € [a, ]

(Lo f) () =du(lo £)(1) = dymyl o de f(1) ""E¥ Lo d, f(1) = Lo ¢/ (2),

also auch

z(fbf'(x)dx) (1) fb(lof’)(x)dx:f(lof)'(x)dw

Ana=IYSis (l o f)(b) _ (l o f)(a) Ulinear l(f(b) —f(a))

Hieraus folgt c).

Zu d): Seien z € [a,b] und (z,)ney eine beliebige Folge aus [a,b] \ {} mit
lim;,— 00 5, = x. Dann folgt fiir alle [ € V'*

U(F @) =1 () z( |/ g(t)dt) —z( |/ g(t)dt)
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also

z(l(f(xn))—l(f(x)))zx ! (7(509)(t)dt—j(log)(t)dt),

Ty — T -

a a

und nach Analysis konvergiert die rechte Seite fiir n gegen oo gegen
(leg)(z)=1(g(x)). Es ergibt sich

n-oo T, -
Damit ist d) klar. |
(v) Seien ||...| eine beliebige Norm auf V und f: [a,b] — V stetig, also ist

auch | f: [a,b] = R stetig.

ff(x)dx

[ Denn seien (3,),y eine Folge ausgezeichneter Zerlegungen von [a,b] und
=, fiir jedes v € N ein Zwischenpunktsystem von 3,. Dann folgt

f f(z)dz

a

Dann gilt

b
< [ @) da. (51)

49 . —
D im |R(£,3,,5,)]

v—>00
(48) _
< 9:{(”f”73u7~:u)

_ b
M @l

Der folgende Satz zeigt, dafs das Losen eines Anfangswertproblemes gleich-
bedeutend mit dem Auffinden eines Fixpunktes eines gewissen Operators ist.

Satz 3.5.

Vor.: Es seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' und
f: D =V stetig. Ferner seien I c R ein nicht-entartetes Intervall und y: [ -V
eine Abbildung mit Graphy c D, d.h. Ver (z,y(z)) € D.

Beh.: y ist genau dann Losung der Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(x)), y(xo) = vo,

wenn y stetig st und
Very() =go+ [ Fty(0)at (52)
Zo
gilt.
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Beweis. ;=" y ist differenzierbar, also stetig. Die Abbildung
I—V, t— f(t,y(t))

ist stetig als Komposition stetiger Abbildungen. Die rechte Seite von (52) ist
daher nach 3.4 eine differenzierbare Abbildung z: I - V mit

Voer 2'(2) = f(2,y(2)) =9/ (), 2(x0) = w0,

weshalb nach Analysis gilt y = 2.
,<" ist klar nach 3.4 (iv) d). O

Satz 3.6 (Fortsetzbarkeit von Losungen einer Differentialgleichung).
Vor.: Es seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' und
f: D =V stetig.
Beh.: Seien a,b € R mit a < b, y: [a,b] > R eine Losung der Differentialglei-
chung
y'(z) = f(z,y(2))

und es existiere eine kompakte Teilmenge K von D mit Graphy c K.

Dann lafit sich y fortsetzen zu einer Lésung y: [a,b] =V obiger Differenti-
algleichunyg.

Beweis. Sei || ... || eine Norm auf V. Dann ist die stetige Funktion ||f|: D - R
auf dem Kompaktum K beschrankt, d.h.
doer | fllx < C. (53)
Nach 3.5 ,,= gilt
Veetas(9(@) =0+ [ F(ty®)at, (54)
o
und es folgt
Vo gefanl 1V(2) = y(2)| < Cla - 2. (55)

[ Zu (55): Denn fiir 2,7 € [a,b[ gilt

ly(z) - y(@)] &

[ reym)ar

51)
(S <Clz -7,

[y a
z eK

(5<3)C

beachte, dafs die Betragsstriche nach der ersten Abschitzung notwendig sind,
da Z >z moglich ist. |
Es gilt:

y ist fortsetzbar zu einer stetigen Abbildung ¢: [a,b] - V derart, daf

gilt Graphy c K. (56)
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[ Zum Beweis von (56) sei (,,)nen eine Folge in [a,b] mit lim, e zy = b.
Dann ist (2, y(2n))ney eine Folge in der kompakten und damit folgenkompak-
ten Menge K, besitzt also eine in K konvergente Teilfolge. Ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf (y(z,))neny gegen ein Element y,
mit (b,y.) € K ¢ D konvergiert.

Wir definieren : [a,b] — V' durch §j,p[ := ¥ und §(b) = y.. Zu zeigen ist
die Stetigkeit von ¢ in b.

Beweis hiervon: Sei ¢ € R, und § := 5. Dann gilt nach (55)

~ ~ 3
Ve sefast b7 ] <6 = (@) - y(@)] < 5.

Fiir hinreichend grofses k € N ist
b-d<ap<b und Jy(an) - pl <3,
also folgt fiir alle x € [a,b[ mit |[x —b|<d, d.h. b-d <z <bund |z —xE|<d

I ZL(Q— g(o) | < lly(z) —y(z) |+ ly(2e) =y« <&,
=y(z)  =Y» <

<

wlo
(NI

d.h. g ist stetig in b. |
Wegen (54) gilt fiir alle = € [a,b[ (beachte g, 51 = ¥)

i@) =+ [ (t5(1)) dt,  (57)
—— (S —
stetig in b (nach (56)) o [a,b] = K c D stetig (nach (56))

[a,b] » K c D stetig

stetig in b (nach 3.4 (iv) d))

also gilt (57) sogar fiir alle x € [a,b] und g ist nach (56) stetig. Daher folgt aus
3.5 ,<* dak § Losung von y'(z) = f(x,y(z)) ist. O

Satz 3.7 (Existenzsatz von Peano fiir Streifen).

Vor.: Seien V ein endlich-dimenstonaler normierter R-Vektorraum, xo € R,
a€Ry, J:=[xo,z0+a], D:=JxV und yo € V. f: D - V sei stetig und
beschrankt, d.h. es existiert C e Ry mit || f|| < C.

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(2)), y(x0)=wvo

besitzt mindestens eine auf ganz J definierte Lisung.

Zusatz. Der Satz gilt auch fir Intervalle der Form a) J = [xg — a,x¢], a € Ry,
oder b) J =[xg — a1,z + az], aj,as € R,.

Beweis. Der Zusatz folgt im Falle a) durch Anwendung des Satzes auf

flz,y) =-f(-z,y): [-zo,~x0 +a] xV — V.
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Man erhélt eine Losung g und setze dann y(z) := g(-z): [xo + a,z0] = V.

Im Falle b) ergibt sich der Zusatz durch Zusammensetzen der Losungen
y1: [w0 = a1,20] = V und yo: [w0, 70 + az] - V mit y1(z0) = yo = y2(w0), welche
nach a) und dem Satz existieren.

Zum Beweis des Satzes: Nach 3.5 miissen wir eine stetige Losung y: J -V
der Integralgleichung

Veery(@) =0+ [ F(ty()dt (58)

finden.
Definiere fiir jedes n € N, eine stetige Abbildung z,,: | — oo, zo+a] - V durch

an]—oo,:co] = Yo,
xT

a
Vke{L...,n}Vm[xw%a,xwga] Zn () 1= yo + [ f (t Zn (t - 5)) dt

1

o

und setze

(;5” = anj € C(J,V)
Wir zeigen mittels Arzela-Ascoli:

Es existiert eine Teilfolge (¢;, Jnen von (én)nen, die in C(J, V') konver-
gent ist, d.h. gleichméRig auf J gegen eine stetige Abbildung y: J -V (59)
konvergiert.

Hieraus folgt dann nach Definition von z;,

T

Voo i =wo+ [ £tz (t-2)) a (60)
—— I Zn
(o) ’

Sodann werden wir zeigen:

(f (t, zi,, (t - %)))nem konvergiert gleichméafig fiir ¢ € J gegen f(¢,y(t)).

(61)
Aus (60), (61) folgt sofort (58) und der Satz ist bewiesen.
Zu (59) und (61): Fiir alle n € Ny gilt
Vael-oo,zo+a] | 2n (21) = 2n(22) || < C'lay - |- (62)

[ Zu (62): Ohne Einschrinkung sei xa < 7.
1. Fall: z1 < zp. Dann gilt ||z, (z1) — zn(z2)| = |yo — yo|| = 0.

2. Fall: 9 < xg < x1. Dann gilt
T
Sl
xo

[ ()

o

|20 (71) = 2 (22) |

)
in

IA
Q" —

IN

C(z1-x0) <C (21 —x2).
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3. Fall: zg < x2. Dann folgt erneut wegen ||f| < C

Tl
a
1 (1) = 20 (22)] = ff(t,zin (t— 7)) dt| <C (21 -22). ]
To n
Aus (62) folgt fiir n e Ny
,nioiﬂ :Zn(x())
=0 t— % < Xy,

VteJ:[mo,xo+a] ” Zn (t - %) - % ” (63)

<Ca, t- % > X0
und |z, (t) = yoll < C a.

Aus der Definition von ¢,, (62) und (63) folgt fiir jedes n € N,

V:B1,.’E2€J ||¢TL($1) - ¢n($2)” <C ||£L'1 —.1'2”

und
Vaes |on ()] < [on(x) = yoll + [yoll < Ca+ |yol = Ch,

d.h. |¢nllee € Ci. Daher ist die Folge (¢n)nen, aus C(J, V) nach 3.1 Beispiel
gleichgradig stetig und beschriankt. (59) folgt nun aus den Satz von Arzela-
Ascoli 3.3.

Zu zeigen bleibt (61): Wegen

<

Ziy, (t - g) -y(t)

in

+[| zi, () ~y(t)]
——
=¢in (1)

(62) | noseo
—

<CHx
n

VteJ

0

a

und wegen (59) konvergiert auch (zin (t - E)) N gleichmékig fiir ¢ € J gegen
y(t). Ferner gilt nach (63)

Vies (t,zin (t— ﬁ)) € Jx{veV||v-yo| <C}= K kompakt,
i

n

( ) 2, ( )) konvergiert fiir t € J gleichméabig gegen (¢,y(t)), also auch
( in ) ) neN,

,y(t)) € K, und f|g: K — V ist als stetige Abbildung auf dem Kompaktum
c (RxV)® bekanntlich gleichmiRig stetig. Hieraus folgt (61) folgendermafen:
Sei € € R, beliebig. Dann existiert zunéchst ein § € R, derart, daf

V(1 1), (t2,02)ei 1(E1,01) = (B2, v2)[| < 6 == || f(t1,v1) = f(ta,v2)] <&

und sodann ein ng € N, derart, daf

Zip (75— g) —y(t)H <0,

In

VnZno vteJ

®normierter R-Vektorraum mit ||(¢,v)| = max{|¢|, |v||}
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also

a
VnZnovteJ f (t>zin (t - _)) _f (tay(t)) <ée.
in N e’
S—— eK
eK
Auf (59) und (61) hatten wir den Satz zuriickgefiihrt, welcher damit voll-
stdndig bewiesen ist. O

Satz 3.8 (Existenzsatz von Peano fiir Rechtecke).

Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, J c R ein
nicht-entartetes kompaktes Intervall, xo € J, und D = J x {v e V|||v — yo| < b}
mityo eV, beRy. f: D >V sei stetig und beschrinkt, d.h. es existiert C' e Ry
mit || f|| < C.

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(x)), y(xo) =yo

besitzt mindestens eine Losung y: J N [xg — %,wo + %] ->V.

=1

Beweis. Wir definieren eine stetige Fortsetzung f: JxV -V auf den Streifen
JxV von f mit | f| £ C durch

f(z,y), ly —yol| <b, d.h. (z,y) € D,
V(Ly)eJxV f(x,y) = f(.Z', Yo — bﬁ ), ”y —y()” > b.
S———

=y fiir |y-yo|=b

Nach 3.7 inkl. Zusatz existiert eine Losung g: J — V der Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(x,y(x)), y(xo) = yo. Daher gilt nach 3.5
Vaeer J(x) = yo + [ f(t,5(t))de.

Hieraus folgt zunéchst

<C
1f(t,5(t))

X
gj £)] dt
zo

Vaer |5(z) = yoll

[ Fegw)ar

Clz—x0|<b
——
<

IA

=la

und sodann nach Definition von f
Ver 5 =g+ [ F(85()
o

Somit ist y := g|; nach 3.5 eine Losung von y'(z) = f(z,y(x)), y(xo) =yo. O
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Satz 3.9 (Lokaler Existenzsatz von Peano).

Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' offen,
(z0,y0) € D und f: D -V stetig.

Beh.: Es existieren ¢ € Ry und mindestens eine Losung y: [zg —€,x9 +€] >V
der Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(x)), y(xo) = vo.

Beweis. Wir wéhlen eine Norm ||...| auf V. Wegen der Offenheit von D
existiert b € R, mit

Dy = [z =b,zo +b] x {v e V|| —yol| < b} ¢ D

und wegen der Kompaktheit von Dy sowie der Stetigkeit von f existiert C' e R,
mit | f|||p, < C. Die Behauptung folgt nun aus 3.8 mit ¢ := min{b, %} 0

Wir wollen nun unter den Voraussetzungen des letzten Satzes auch die Exi-
stenz maximaler (d.h. nicht mehr forsetzbarer) Losungen beweisen. Hierbei wer-
den wir das Zornsche Lemma verwenden, vgl. Anhang A.

Hauptsatz 3.10 (Globaler Existenzsatz von Peano).

Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' offen und
f: D =V eine stetige Abbildung.

Bebh.:

(1) Zu jedem (xo,y0) € D existiert mindestens eine maximale (d.h. nicht mehr
fortsetzbare) Losung der Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(2)), y(@o) =0

Des weiteren lqfst sich jede Lisung der Differentialgleichung
y'(z) = f(z,y(2)) (64)
zu einer mazimalen fortsetzen.
(ii) Isty: I -V eine mazimale Losung von (64), so ist I ein offenes Intervall.

(iii) Ist y: I -V eine mazimale Lésung von (64), so lauft Graphy in D von
Rand zu Rand. Letzteres soll folgendes bedeuten:

Zu jedem Kompaktum K c D existieren x—,x+ € I derart, dafS gilt

{150 = e en K (5

Bemerkung. (65) besagt, daf der Graph von y nach hinten und nach vorn
schliefslich aus jeder kompakten Menge herauslduft.
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Beweis. Zu (i): Wegen des lokalen Existenzsatzes von Peano 3.9 geniigt es,
die zweite Aussage zu beweisen. Sei also y.: I, - V eine Losung von (64). Wir
setzen

X :={y: I, » V Losung von (64) mit I, c I, und y

I. = Z/+}

sowie
Vi mex Y1 Syo = Iy c Iy, Ay =1o|n

< Graph y1c Graph yo eéPB(RxV)

Es gilt y. € X, also X # @, und X ist durch < geordnete Menge. Wir haben
zu zeigen, dak X ein maximales Element besitzt. Hierfiir geniigt es wegen des
Zornschen Lemmas A.2 zu zeigen, dafs gilt:

Ist M # @ eine totalgeordnete Teilmenge von X, so besitzt M in X eine
obere Schranke.

Beweis hiervon: T := Uyens Iy 2 1, # @ ist offenbar ein Intervall. Definiere
Vxefg(x) :=y(x), falls y € M mit z € 1,,.

Beachte, dafs die rechte Seite in dieser Definition unabhingig von der speziellen
Wahl von y ist, da aus y1,y2 € M mit x € I, n I, folgt — da M totalgeordnet —
y1 < yo2 oder yo < y1 und daher yy(z) = yo(x).

Offenbar gilt ¥ € X und Vyeps § > v, also ist § obere Schranke von M in X.

Zu (ii): Sei y: I — V eine maximale Losung von (64). Beséfe I ein Maximum
xo € R, so existierten nach 3.9 £ € R, und eine Losung y;: [z9,x0 + €] = V von
(64) mit y1(zo) = y(zp). Dann wire auch yo: I U [z, 29 + €] — V, definiert
durch yo|r =y und yol(zg,ze+c] = Y1 eine Losung von (64), im Widerspruch zur
Maximalitdt von y.

Analog sieht man ein, daf I kein Minimum besitzt.

Zu (iii): Sei also K eine kompakte Teilmenge von D. Angenommen es exi-
stiert kein x, € I mit (65). Dann gibt es eine Folge

(zn)nen In I mit limy, 00 2, =supl € RU+oo und Vyen (20, y(zn)) € K. (66)

Wegen der Kompaktheit von K besitzt (z,,y(2n))neny eine in K konvergente
Teilfolge, also diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf

lim (z,,,y(z,)) =(§,n) e K cDcRxV, also auch supl =& <+o00.  (67)

n—oo \ ;
(44)
¢ 1

Wir werden zeigen:

cR Intervall
——

g Tu{€} -V, definiert durch §|; :=y und §(€) = 1 ist ebenfalls eine (68)
Lésung von (64).

Letzteres widerspricht der Maximalitdt von y und die Existenz von x, wie in
(iii) ist bewiesen. Die Existenz von z_ folgt analog.
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Zu (68): Wir wéhlen eine Norm auf V. Wegen der Offenheit von D in RxV
67
und (£,7n) (E) D existieren a,b € R, mit

Ki=[¢{-a,6+a]x{veV||v-n||<2b}cD. (69)
Da Kj ¢ D kompakt und f: D — V stetig ist, existiert C € R, mit

1|, I < C. (70)
Wegen (66), (67) existiert ferner k € N, mit
(69)

(g, y(zr)) € 1€ —ar, €[ x{v e V||v-n| <b} < K, (71)
wobei a1 := min{a, %} eR,.

Dann gilt (s.u.)

[(7C1) (z,y(x)) € Ky c K1, also Graphy|[xk,5[ c Kj. (72)

xe[‘rkvf ]f—a,£+a[

Aus (72) und der Kompaktheit von K c D folgt nach 3.6, dak sich y|[,, ¢ zu
einer auf [z, ¢] definierten Losung von (64) fortsetzen lafst. Diese Fortsetzung
hat nach (67) an der Stelle £ den Wert 7. Hieraus folgt sofort (68).

Zu zeigen bleibt (72): Angenommen (72) wére falsch. Dann existierte of-
fenbar nach (71), (69) aus Stetigkeitsgriinden ein kleinstes & € [z, &[ ¢ I mit
ly(Z) =nll =2b, also ¥ ,e[a, z1cr (7, y(7)) € K1, und es folgt wegen

_ 3.5
ly@ -yl 2| [ reyend<| [ 17yl
T 71,
(70)
< C |Z — x|
———
<ay, da §—a1<zp<T<€
(71)
< Ca; < b
daf gilt
2b = |ly(z) =0l < |ly(@) —y(@)ll +ly(zk) -0l <20,
<b <b
Widerspruch! O

Satz 3.11 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien (M,d) ein vollstindiger” metri-
scher Raum, A c M eine nicht-leere abgeschlosssene Teilmenge und T: A — M
eine Abbildung mit folgenden Figenschaften:

T ist kontrahierend, d.h. per definitionem

Iceo1[Vpaead (T(p), T(q)) < Cd(p,q) (73)

und
T(A)c A. (74)

Dann gilt:

"Ein metrischer Raum heift vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.
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(i) Es existiert genau ein p. € A mit T(ps) = ps.

(ii) Ist pg € A beliebig gewdhlt und ist die Folge (pp)nen rekursiv definiert durch
Voen P+t = T'(pn), so gilt limy, 0 pr, = ps und dariber hinaus

n

Vinen d(pn,ps) < T— ¢ d(po,p1)- (75)
Beweis. Wir zeigen zunachst:
(Pn)nen ist Cauchy-Folge. (76)
| Es gilt fiir alle n e N,
W) = AT(pi).T@0) 'S Cdlpaoropn)

(73) 2 n
< C d(pn—Qapn—l)g"'SO d(p(]vpl)v

also auch fiir m e N,

m—1 cn
d(pnapn+m) < Z d(pn+i,pn+i+1) < m d(p07p1)7 (77>
=] N ——
SCTH—i d(pO 7p1) 7L4>000

und hieraus folgt (76). |
Da M vollstandig ist, folgt aus (76) die Existenz von p. € M mit

lim Pn = D+,

n—>oo

und weil (pp)ney nach (74) eine Folge in der abgeschlossenen Menge A ist,
gilt sogar p, € A. Die Giiltigkeit von (75) folgt aus (77) durch Bildung des
Grenzwertes fiir m — oco. Zum Nachweis des Satzes bleibt daher zu zeigen, dafs
p« die in (i) genannte Eigenschaft hat:
Aus (73) folgt, dak T: A - M stetig ist, also gilt
Px = gi_{goprwl = 7}1_{&, T(pn) =T (p+).
Sei p € A beliebig mit T'(p) = p. Dann ergibt (73)
d(ps;p) =d(T(p+), T(p)) < C d(ps;p),
€]0,1[

und dies ist nur im Falle d(p.,p) =0, d.h. p = p., moglich. O

Definition 3.12 ((Lokale) Lipschitzbedingung bzgl. y). Seien V,W endlich-
dimensionale (normierte) R-Vektorraume, D c RxV und f: D - W eine Ab-
bildung.

(i) Wir sagen, daf f einer (globalen) Lipschitzbedingung bzgl. y gendigt, wenn
eine Lipschitzkonstante L € R, existiert mit

V(@) (zy2)eD | (@,91) = f(2,92) | < Ly1 =y,
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(ii) Wir sagen, daf f einer lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt, wenn zu
jedem (xo,y0) € D eine Umgebung U € U%((xo,y0), D) existiert, derart,
daf f|y: U — W einer Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt.

Bemerkung. Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum
sind bekanntlich dquivalent. Ob f einer (lokalen) Lipschitzbedingung bzgl. y ge-
niigt oder nicht, hiingt von den Normen von V und W offenbar nur bis auf Aqui-
valenz ab und ist deshalb unabhéingig von den gewidhlten Normen. Allerdings
dndert sich beim Ubergang zu anderen Normen i.a. ,die“ Lipschitzkonstante.

Satz 3.13.
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, D c R xV
und f: D -V stetig. Zusdtzlich setzen wir voraus, doff zu jedem xg € R

Ugy ={y €V |(x0,y)eD}cV

eine offene Teilmenge und dafs f stetig partiell differenzierbar nach y ist. Letz-
teres heifit per definitionem

Y (zo,y0)eD f (%0, - - .) ist differenzierbar in yo, d.h. es ewistiert

0
5L ) = (o)) € Ba(v),
(78)
und of of
——D— EDd(V), (x()vy()) — _(l'(),y(]),
dy dy
15t stetig.
Beh.:
(1) Ist C € R mit ||g—£|| <C auf D, wobei ||...| die Operatornorm auf End(V')

bezeichne, und ist Uy, fir jedes o € R konvez, so gilt
V(@) @ye)en 1f (2,91) = f(z,92) [ < Cllyr = vz

(ii) f geniigt einer lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y.

Bemerkung. Im Falle V =R", f =(f1,..., fn) mit fi D >R firie{1,...,n}
ist (78) aquivalent dazu, dab fiir alle 4,7 € {1,...,n} gilt

ofi
Yj

fi ist partiell differenzierbar nach y; (auf D) und : D — R ist stetig.

Beweis als Ubunyg. O
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Satz 3.14 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof fiir Streifen).
Vor.: Es seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, zo € R, a € R,
J = [zxg,x0+a], D:=JxV und yo € V. f: D -V sei stetig und geniige einer
Lipschitzbedingung bzgl. y.®

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(x)), y(xo) =yo

besitzt genau eine auf ganz J definierte Lésung.

Zusatz. Der Satz gilt auch fir Intervalle der Form a) J = [zg — a,x0], a € Ry,
oder b) J = [(EO —a1,xo +a2], ai,ag € R+.

¢) Jede auf einem Teilintervall I ¢ J mit xo € I definierte Losung obiger
Anfangswertaufgabe ist Beschrinkung der auf ganz J definierten Lisung.

Beweis. Wir wihlen eine Norm | ... | auf V. Dann gilt nach Voraussetzung

3LeR+V(x,y1),(x,y2)eD If (2, y1) = f(z,92) | < Ly1 = 2.
Sei X :=C(J,V). Nach 3.5 ist zu zeigen, dak

T X — X, y'—>(wH yo+/f(t,y(t))dt )

stetig in z, sogar stetig differenzierbar

genau einen Fixpunkt besitzt. Dies soll mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
3.11 geschehen.
=1)(z)

—_——

Durch Vyex |yll+ = max{e P |y(z)| |z € J}, wobei 8 € Ry mit 3> L, wird
eine Norm auf X definiert (Beweis als Ubung), die dquivalent zu | ... e ist.
(Es gilt ndmlich A|...[looc < |.- |+ € .-, falls ®(J) = [, u]; beachte,
dafs die Teilmenge J von R ein kompaktes Intervall ist.) Mit (X, | ... ) (siche
Ubung 3.2) ist daher auch (X, |...[+) ein R-Banachraum. Es geniigt nun wegen
L €10,1[ zu zeigen, dak gilt

Yyrueex [T (y1) =T (y2) |+ < E||yl—y2||

Beweis hiervon: Seien yi,y2 € X und z € J = [z, o + a]. Dann gilt

T

j (f (s (0) - F(Epa(8)) dt

I(T (y1) = T(y2)) ()l

IN

j||f (Lyi(1)) - F(t.ya(0)]

"< Ly ()-y2(t)]

®Beim Existenzsatz von Peano 3.7 hatten wir stattdessen die wesentlich andere Vorausset-
zung ,, f beschrankt“. Weder folgt aus der Giiltigkeit einer Lipschitzbedingung die Beschrénkt-
heit noch umgekehrt.

32



IN

L[ e (1) - ya(0)]
ts) e

Def. | |
< ly1-y21

xT
Ly = yo« / eftdt
zo

IN

L
Bx
< Z ey -yl
g
also Yaes e P (T (1) =T (12))(z)] < % ly1 = y2)«, und d.h. nach Definition von
[...]l+ genau

L
I7Cn) =T ()]« < 5 v = w2l

Zu zeigen bleibt der Zusatz: a) folgt durch Anwendung des Satzes auf

f(@y) ==f(-2,y): =T xV — V.

Man erhélt eine Losung 3. Setze dann y(z) :=g(-x): J > V.
b) ergibt sich durch Zusammensetzen der Losungen aus a) und dem Satz.
c) folgt im Falle I kompakt aus dem Satz sowie Zusatz a) oder b), angewandt
auf Do := I x V und fy == f|p,. Ist I nicht kompakt, so gilt I c I, und die
Behauptung gilt fiir I, also ebenfalls fiir I. O

Satz 3.15 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof fiir Recht-
ecke).

Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, J c R ein
nicht-entartetes kompaktes Intervall, zg € J, und D = J x {v e V||v - yo| < b}
mityo €V, beRy. f: D -V sei stetig und beschrankt, d.h. es existiert C e R,
mit | f|| € C. Ferner geniige f einer Lipschitzbedingung bzgl. y.

Beh.: Die Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(x)), y(xo) = o

besitzt genau eine auf J N[z - %,xo + %] definierte Losung, und jede auf einem

=:IcR kompaktes Intervall
Teilintervall von I definierte Losung der Anfangswertaufgabe ist eine Beschrin-

kung hiervon.

Beweis. Modifiziere den Beweis von 3.14 wie folgt

A = {veVlllv-yol <b},
X = C(,A).

Definiere T: X - X analog zu oben durch

Vyex Vet (TW)(@) =90+ [ Flty(t))at
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Dann gilt T'(y)(I) c A fir y € X, da

xel
<Clxg—z| < b,

[ reym)ar

o

1T (y)(z) = yol =

und die Behauptung folgt wie in 3.14. O

Satz 3.16 (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f).
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D < R x V' offen,
(z0,v0) € D und f: D -V stetig. Es existiere eine Umgebung U € U((z0,Y0), D)
derart, daf§ fly: U — W einer Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt.

Beh.: Fir hinreichend kleines € € R, besitzt die Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(x)), y(xo) =yo

genau eine Losung y: [xo—e,z9 +€] = V.
Beweis. Wir wihlen eine Norm ||... | auf V. Es existiert b € R, mit
Dy :=[zg-b,xog+b] x{veV||lv-yol b} cUcD.

Wir setzen fo:= f|p,. Wegen der Stetigkeit von f und der Kompaktheit von Dy
existiert C' € Ry mit || fo|| < C. Wegen Dy c U geniigt fy einer Lipschitzbedingung
bzgl. y. Nach dem letzten Satz 3.15 besitzt die obige Anfangswertaufgabe genau
eine auf [z — €, 20 + £] definierte Losung, falls € € R, mit & < min{b, % : O

Hauptsatz 3.17 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lin-
delof).

Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' offen und
f: D = V eine stetige Abbildung, die einer lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y
genigt.

Beh.: Zu jeden (x9,y0) € D besitzt die Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(2)), y(xo) =0 (79)

genau eine mazrimale Losung.

Zusatz. Jede Losung von (79) ist Beschrankung der mazimalen Lésung. Die
mazimale Losung ist auf einem offenen Intervall von R definiert, und ihr Graph
lauft in D von Rand zu Rand.

Beweis. Der Zusatz folgt aus dem Hauptsatz aufgrund von 3.10. Ebenso
ergibt 3.10 die Existenz mindestens einer Losung.

Seien yi: IT » V und y9: I3 - V zwei maximale Losungen von (79), also sind
Iy, I5 nach 3.10 offene Intervalle. Dann ist I := I; n I5 ein offenes Intervall von
R mit g € I. Wir behaupten

yilr = yalr. (80)
[ Zu (80): Wir setzen

A={zel|yi(x)=y2(x)} und B:={zel|yi(z)*y2(x)},
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also AUB =1, AnB = @ und 29 € A (wegen y1(z0) = yo = y2(x0).) Aus
Stetigkeitsgriinden ist B offen in I. Wegen des Zusammenhanges von I bleibt
zum Nachweis von (80), d.h. von A = I, nur zu zeigen:

A ist offen in 1.

Beweis hiervon: Sei € € A, also y1(£) = y2(&) =:n. Nach 3.16 existiert ¢ € R,
mit [§ —¢,§ +e] © I und VYoeecerey1(z) = y2(x). Insbesondere gilt daher
[€—e,&+e[c A |

Mit I, I ist wegen zg € I = I; nls auch T:= I, U I5 ein offenes Intervall von
R, und wegen (80) ist auch y: T — V, definiert durch Y1, = Y1, YI, = Y2 eine
Losung von (79), die eine Fortsetzung sowohl von y; als auch von ys ist. Wegen
der Maximalitiit von y; und yo folgt schlieflich I; =T und I, = T, d.h. I; = I,

y1 =y und y2 =y, also y1 = y2. O

Wir fassen die wichtigen Resulate 3.10 und 3.17 sowie 3.13, formuliert fiir
den Spezialfall V' = R" noch einmal zusammen:

Hauptsatz 3.18.

Vor.: Seien n € Ny, D c R™™ offen, f = (fi,...,fa): D = R" eine stetige
Abbildung und (xo,Y01,---,Yon) € D.

Beh.:

(i) Die Anfangswertaufgabe (des Systems von Differentialgleichungen)

<
iy
—~~
8
~—
I

fl(%yl(w)z 5 Yn()) Y1 (_wo) you

(@), (@) \ (o) Yon

<
3
S
A
1l

besitzt eine maximale Losung.
Jede Lésung lafit sich zu einer mazimalen Liosung fortsetzen.

Jede mazimale Lisung ist auf einem offenen Intervall definiert, und ihr
Graph liuft in D von Rand zu Rand.

(i) Geniigt dariber hinaus f einer lokalen Lipschitzbedingung — dies ist z.B.

der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen gg? ,i,7€{1,...,n}, auf ganz D
J

definiert und dort stetig sind, insbesondere also, wenn f eine C*-Abbildung
st —, so exmistiert genau eine mazrimale Losung, und jede Lésung ist Be-
schrdnkung dieser mazimalen Lésung. O

3.19 (Die Aquivalenz zwischen Differentialgleichungen hoherer Ordnung und
Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung). Sei n € N mit n > 2.

(i) Seien D c R™! und f: D — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die
explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung

y ™ = f(@y(2),y (2), "D (@) (81)
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1.) Ist y: I - R Losung von (81), also insbesondere y n-mal differenzierbar,
so ist die differenzierbare Abbildung z: I — R"”, definiert durch

Voer 2(2) = (y(2),y/ (2),...,y" D (),

Losung des folgenden Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung

z(z) = ()
z(z) = z3(x)
: (82)
zp1(2) = zn ()
Z;L(l') = f(ac,zl(ac),. ,Zn(l')),

d.h. 2'(z) = F(z,2(x)), wobei F: D — R" stetig, definiert durch

Fi(z, 21 2p) = il ie{l,...,n-1},
i\ <1, y AN f(w,zl,...,zn)7 7 =n.

2.) Ist umgekehrt z: I - R™ Losung von (82), so folgt

also ist z1: I - R Losung von (81).

3.) Seien xg € R und yo = (yo1,---,Y0n) € R™ mit (zg,y0) € D. Dann
entspricht eine Losung der Anfangswertaufgabe

(81), y(zo) =vo1, ¥'(x0) =Yoo, -, ¥ (20) = yon

umkehrbar eindeutig einer Losung z = (21, ..., 2, ) der Anfangswertaufga-
be

[(82), z(x0) = yo.]

(ii) Allgemeiner lassen sich z.B. auch Systeme von Differentialgleichungen n-
ter Ordnung zu Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung um-
formen, indem man die Ableitungen der Ordnung < n als neue Funktionen
einfiihrt.

Beispiel. Ein Massepunkt (der Masse 1) bewege sich im Raum unter dem
Einfluf eines zeitabhingigen Kraftfeldes

k= (f>g>h): D _>R3‘
iy
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Seine Bahn ¢(t) = (z(t),y(t),z(t)) erfiille die Bewegungsgleichung ¢ = ¢,

d.h.:
i‘ = f(t7x7y7z)
y=g(t7x7y7z)
Z=h(t,x,y,z)

Dieses System von drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist dqui-
valent zum folgenden System von sechs Differentialgleichungen erster Ord-

nung:
T =1u, ﬂ:f(ﬂ%%z)
y=v, v=g(t2y,2)
Z=w, w=h(t,x,vy,z)

Aus 3.18, 3.19 folgen leicht Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Anfangs-
wertaufgaben bei Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Hauptsatz 3.20.

Vor.: Seien n € N mit n > 2, D c R*™ offen, f(x,y1,...,yn): D = R eine
stetige Funktion und (o,%01,---,Y0n) € D.

Beh.:

(i) Die Anfangswertaufgabe

y™M(2) = f(z,y(2),y' (2),...,y" D (2)),
y(z0) = yo1, ¥'(%0) = Yoz - -, ¥V (20) = yon

besitzt eine maximale Losung.
Jede Lésung lafit sich zu einer mazximalen Lisung fortsetzen, und jede

mazimale Losung ist auf einem offenen Intervall definiert.

(i) Geniigt dariber hinaus f einer lokalen Lipschitzbedingung — dies ist z.B.

der Fall, wenn die partiellen Ableitungen g_zfl’ e (%; auf ganz D definiert

und dort stetig sind, insbesondere also, wenn f eine C'-Abbildung ist —, so
existiert genau eine mazimale Losung, und jede Lésung ist Beschrinkung
dieser mazimalen Lésung.

Beweis. Wegen 3.18 und 3.19 ist nur zu zeigen:

Ist U c D offen und geniigt f|y: U - R einer Lipschitzbedingung, so ist
letzteres auch fir F|y: U — R™, F wie in 3.19 (i), der Fall.

Beweis hiervon: Wir verwenden auf R” die Maximumsnorm ||... |, die ge-
geben isr durch

v(al,...,an)ER” ”(alv s >an)||°° = max {lall |Z € {17 s ,’I’L}} :

Existiere also L € R, mit

V(:c,y),(x,g)eU |f($7y) - f(mag)l <L ||y _g”w'
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Dann folgt fiir alle (z,v), (z,7) € U auch

Viet,..n-13 | Fi(z,9) = Fi(2,9) | < |y = Flloo>
—_— —
=Yi+1 =Fi+1

|Fn($7y) —Fn(az,gj) | <L ||y _g”oo,
—_—— — —
=f(z,y) =f(z,9)

also |F(z,y) = F(2,5)]e0 <max{L,1} [ly - o

38



4 Gleichungen von Differentialformen und exakte
Differentialgleichungen

4.1 (Gleichungen von Differentialformen).

a) Wir betrachten in diesem Kapitel Differentialgleichungen (im wahrsten
Sinne des Wortes) der Form

l9(z,y) dz + h(z,y) dy = 0,

(83)

wobei D c R? ein Gebiet® und g,h: D - R stetige Funktionen sind, also
ist w = g(x,y) dz + h(x,y) dy eine stetige 1-Form auf D.

Definiton. Ein auf einem Intervall I von R definierter glatter'® C'-Weg
c¢=(c1,¢2): I - D heifst Losung von (83) genau dann, wenn gilt

Vier weqy (€' (1)) = 0. (84)
Bemerkung. (84) ist sowohl dquivalent zu
gle(t)) e (t) + h(c(t)) e2'(t) = 0

als auch zu
{c'(t), (g, 1) (c(t))) =0,

wobei (...,...) das kanonische Skalarprodukt auf R? bezeichne.

Letzteres bedeutet im Falle (g2 + h?)(c(t)) >0

c(t) eR (=h,g)(c(t)),

N— ———
#0
also
c(t) +RC ()  =c(t) +R(=h(c(t)), g(c(t))).
N————
Tangente an c zur Zeit ¢
Es gilt:

Sind e I — D eine Losung von (83) und ¢:J — I ein C!-
Diffeomorphismus, so ist auch co ¢: J — D eine Losung von  (85)
(83).

[ Denn fiir alle s € J gilt (co)'(s) = ¢'(s)
Weop(s) ((€09) (5)) = ©'(8) We(p(s)) (¢ (0(5)))

=0

d(¢(s)) # 0 und weierhin

e

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heift Gebiet, wenn sie offen und zusammen-
hingend ist.
YEin differenzierbarer Weg mit nirgends verschwindender Ableitung heifit glatt.
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Ferner gilt trivialerweise

Ist M: D — R eine stetige Funktion mit ¥, ,)ep M (x,y) # 0, so
besitzt die Differentialgleichung

M(z,y) g(z,y)dz + M (z,y) h(z,y) dy =0 (86)

dieselben Losungen wie (83).

Wir setzen im weiteren Verlauf von 4.1 zusétzlich voraus, dals auf D gilt
g +h%:>0.

Man hat dann wieder (dhnlich wie in 2.1) ein Linienelementefeld: Jedem
Punkt p € D ist genau eine Gerade

L(p) =p+R (-h(p),g(p)) c R?

—
#0

zugeordnet, und ein glatter C'-Weg ¢ in D ist genau dann Losung von

(83), wenn fiir alle ¢ die Tangente an c¢ zur Zeit t gleich dem in c¢(t)

sitzenden Lienienelement £(c(t)) ist, vgl. die obige Definition. Dabei sind

jetzt im Unterschied zu 2.1 auch Linienelemente parallel zur y-Achse (,mit

unendlicher Steigung®) zugelassen, (L£(p) =p+R(0,1), falls h(p) =0.)

Aus (83) erhilt formal durch ,Division durch dz bzw. dy“ die Differenti-
algleichungen

oe,y) +h(ey) =0, b glay(@) +hy(@)y () =0,| (87

und

9(z,y) 3—5 +h(z,y) =0, dh. g(z(y),y)y (x) +h(z(y),y) =0.| (88)

Das Linienelementefeld von (87) bzw. (88) ist dasselbe wie von (83) mit
folgenden Ausnahmen: In den Punkten p € D mit h(p) = 0 ist L£(p) kein
Linienelement von (87), in den Punkten p € D mit g(p) =0 ist L£(p) kein
Linienelement von (88).

Beispiel. D = R%\{0}, g(x,y) =z, h(z,y) = y. Dann sind (83), (87), (88)
gleich

rzdz +ydy =0,
z+y(z)y'(z) =0,
z(y)a'(y) +y = 0.

Die Losungen von (83) sind alle glatten C'-Wege ¢ = (c1,c2) in R? mit

12+ % eR, konstant, z.B.

cR— R~ {0}, t+—> (r cos(t),r sin(t))

mit r € R,.
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Die maximalen Losungen von (87) sind
y(z): ] -rr[ — R, x+— xVr2-22,

wobei r € R,, deren Graphen ] —r,7[ - R\ {0}, z = (z,+V72 - 22)
spezielle Losungen von (83) sind.

Die maximalen Losungen von (88) sind

l'(y):]—’f',’l"[—>R, y'—>:|:\/7"2—y2,

wobei 7 € Ry, deren ,Graphen® ] —r,r[ = R~ {0}, y = (/72 —y2,7)
spezielle Losungen von (83) sind.
Allgemein gilt:
Satz.
(i) Seien c=(c1,c2): I > D Lésung von (85) und tj € I mit ci(t)(t;) #0
fiir § € {1,2}.1! Ferner sei I; eine Intervall-Umgebung von t; € I mit

Vier, ¢;(t) # 0, also (nach Analysis) cj: I —> J; Cl-Diffeomorphismus
auf ein Intervall J; von R. Dann ist

®:J; — R, z+—>cooc; M (x), im Fallej=1,
U: Jo — R, yr——ciocy ' (y), im Fallej=2,

. (87) .
Losung von { (88) [ und es gilt

e (2,2(z))
——
- ( Graph® ) o]y
57 (,Graph“¥)ocyls, |’

N— —

y=((y)w)
d.h. c|r, ist Ct-Umparametrisierung des Graphen einer Losun
R p I ,Graphen g

(87)
von (88) .

(ii) Ist umgekehrt CI) }: J = R eine Lésung von { (87) }, so folgt, daf

T (88)

c:= }: J = D eine Losung von (83) ist, also ist nach

Graph ¥
,Graph“®
(85) auch jede C*-Umparametrisierung hiervon Lésung von (83).

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir den Fall j = 2; den Fall j = 1 zeigt man
analog.

“'Wegen ¢ (t) # 0 kann jedes t € T als ¢; oder 2 genommen werden.
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Zu (i): Dann gilt fiir jedes y € J,

gC ¥(y) . oy ) Y@ +h( V(y) . oy )
—— —~— —— —— ——
=croca 1 (y) =cgoc2 (YY)  _ cjlocyl(y) =cjoca~1(y) =cgoc2 1 (y)

c2’oc2’1(y)
t:=02_1_(y)612 1
2! (1)

(g(c(t)) er’(t) + h(e(t)) e’ (1) =0

=0, da ¢ Losung von (83)

und fiir alle t € Iy

(,Graph“ W) oca(t) =( U (co(t)),ca(t)) = c(t).

——

=cjocy™1

Zu (ii): Fir t e J gilt

we(wy (€' (1) = wqw(e),p (V'(1), 1) = g(L(t), £) W' (t) + h(L(t),t) =0,

da ¥ Losung von (88) ist. O

Fazit: Die Losungen von (83) sind genau diejenigen C'-Wege in D, die
lokal C'-Umparametrisierungen von Graphen von Losungen von (87) bzw.
von ,Graphen“ von Losungen von (88) sind.

c) Bemerkung. Unter den Losungen von (83) kénnen Verzweigungen auf-
treten, siche z.B. \/|y|dz — dy = 0 auf R?, vgl. 2.3.

4.2 (Exakte Differentialgleichungen). Seien D c R? ein Gebiet und g, h: D - R
stetige Funktionen.

Definiton. Die Differentialgleichung
9(z,y)dz +h(z,y)dy =0 (89)

heifst ezakt, wenn die stetige 1-Form w := g(x,y) dz + h(x,y) dy exakt ist, d.h.

wenn eine C'-Funktion F: D — R existiert mit dF = w, also
——

= or OF
=5, da+ oy dy

oF _ OF _

— = h.
ox gn y

F mit dieser Eigenschaft heifft Potential oder Stammfunktion von w und
ist — falls existent — bis auf eine addidtive Konstante eindeutig bestimmt, vgl.
Analysis.

Satz. Seien (89) exakt und F' ein Potential von w. Dann gilt:
(i) Ist c: I - R ein glatter C'-Weg, so folgt

c ist Losung von (89) <= F o c ist konstant.
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(i) Gilt auf D g? + h? > 0, so verliuft durch jeden Punkt von D bis auf C'-
Umparametrisierung genau eine (lokale) Losungskurve, es gibt also keine
Verzweigungen.

Beweis. Zu (i): Wegen Vier we(ry = der) F' gilt
c ist Losung von (89) <= Vierweq)(c'(t)) =0
> Vs (Foc)(t)=0
<= Focist konstant.
Zu (ii): Gelte g+ h? > 0 und sei (0, yo) € D sowie C := F(xq,y0). Dann gilt

oF

oF
— (w0, %0) = 9(%0,y0) #0 v — (20, %0) = h(w0,¥0) # 0.
Oz y

Wegen der C!-Eigenschaft von F existieren Intervall-Umgebungen .J; von 2y und
Jy von yo mit Jy x Jy ¢ D und

oF oF
V(2 y)edixJo a(%y) #0 V Yo y)esixs a_y(way) #0.

Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen existiert daher eine C!-
Funktion to: Jo - J; mit

T ({C}) = {(a(t), 1) |t € Jo}

oder eine C'-Funktion ¢: J; — Jo mit

F'({C)) = {(ton(®) ]t e i),
Damit ist (ii) klar. O
Bemerkung.

1.) Falls (89) exakt ist und man ein Potential F' von w kennt, so ist die Diffe-
rentialgleichung ,im wesentlichen® gelost. Nach (i) muf man die Gleichung
F(c(t)) = C € R lediglich nach c(t) auflésen, welches nach (ii) im Falle
g% + h% > 0 lokal bis auf C'-Umparametrisierung eindeutig moglich ist.

2.) Die Differentialgleichung /|y|dz—dy = 0 auf R? kann nach (ii) nicht exakt
sein, da bei ihr Verzweigungen auftreten, vgl. 4.1 c).

Wie priift man Exaktheit? Und wie findet man im Falle der Exaktheit ein
Potential? Hier gilt nach Analysis der folgende Satz.

Satz 4.3.

Vor.: Seien D c R? ein Gebiet und w:= gdx + hdy eine stetige 1-Form auf D.
Beh.:

(i) w ist genaw dann exakt, wenn fiir je zwei stickweise C1-Wege c,é in D mit
gleichem Anfangs- und gleichem Endpunkt gilt

)
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(ii) Ist w exakt und po € D beliebig, so ist F: D - R, definiert durch

Vpoep F(p):= [w, wobei ¢, ein beliebiger stickweise C'-Weg in D
Cp

von pg nach p ist,
ein Potential von w. O
Beispiel. D :=R? w:=zdz +ydy.
Fiir jeden stiickweise C!-Weg ¢ [, 8] — R? gilt

Vie[a,8] We(r) (¢ (1)) = c1(t) er” (1) + ca(t) 2" (t) = %(Cl2 +c2?)' (1),

also

8
A 1 1 .
[w ) fwc(t)(c (£)dt = S(er* (1) + 2*(B))]a = 5 (2 w00,

[

und die rechte Seite hingt nur von ¢(«) und ¢(8) ab. Daher ist w nach (i) exakt.
Mit pg := (0,0) erhdlt man daher F(z,y) := %(x2+y2) nach (ii) als Potential.
Alle Losungen der Differentialgleichung w = 0 erhélt man nach Bemerkung
1.) in 4.2 durch Auflésen von F(c1,co) = C € R, d.h. von ¢1? + ¢ = C.

Ebenfalls aus der Analysis bekannt ist der folgende Satz fiir stetig differen-
zierbare (anstelle von stetigen) 1-Formen.

Satz 4.4.
Vor.: Seien D c R? ein Gebiet und w := gdx + hdy eine stetig differenzierbare
1-Form auf D.
Bebh.:
dg Oh
) w ist ezakt = — = — .12
(i) w ist exa 9y~ oz
dg Oh
(ii) D ist sternformig und 99 % & ist exakt, O
Oy Ox

Bemerkung.

1.) Man kann leicht zeigen, daf (ii) richtig bleibt, wenn man die Vorausset-
zung , D ist sternformig® ersetzt durch , D ist C'-diffeomorph zu einem
sternformigen Gebiet®.

2.) In der Funktionentheorie beweist man, dafs (ii) richtig bleibt, wenn man
die Voraussetzung ,, D ist sternférmig” ersetzt durch eine der folgenden
paarweise zueinander dquivalenten Voraussetzungen:

(1) D ist einfach-zusammenhéngend.

. h
2Dje rechte Seite besagt genau dw = dg Adz + dh Ady = (—? + g—) dx Ady =0.
Y x
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(2) D ist C*-diffeomorph zu R?.
(3) D ist homdomorph zu R2.

(4) T\ D ist zusammenhiingende Teilmenge von C.

Beispiel. Die Exaktheit von xdx +ydy auf der sternférmigen Menge R? sieht
: Ox oy

man auch mittels — =0 A ==
dy Oz

4.5 (Eulerscher Multiplikator).

=0 und (ii) ein.

a) Seien D c R? ein Gebiet und g,h: D — R stetige Funktionen. La. ist die
Differentialgleichung

9(z,y)dx + h(z,y)dy =0 (90)

nicht exakt. Man kann dann eine stetige Funktion M: D — R~ {0} suchen,
derart, dals die Differentialgleichung

M(z,y) g(z,y)dz + M(z,y) h(z,y)dy =0 (91)

exakt ist und sich zunutze machen, daf (90) und (91) nach (86) dieselben
Losungen haben.

Definiton. Eine stetige Funktion M: D — R\ {0} heift Eulerscher Mul-
tiplikator (oder integrierender Faktor) von (90), wenn die Differentialglei-
chung (91) exakt ist.

b) Wir betrachten im folgenden den Fall

D c R? sternformig (oder eine der dquivalenten Aussagen (1) -
(4) wie in Bemerkung 2.) zu 4.4) und g,h C'-Funktionen sowie  (92)
M: D - R~ {0} eine gegebene C'-Funktion.

Dann gilt nach 4.4

M Mh
M Eulerscher Multiplikator von (90) <= 0Mg) _ 9(MP)

oy Oz
oM oM dg Oh
h-—g=Mm(E -2 93
ox oy g (0y (%n) (93)
oln(|M]) oln(|M]) dg Oh
h - = - — 94
ox oy g 0y Ox (94)

(93) ist eine partielle Differentialgleichung.

c) In Spezialfillen l&ft sich (93) explizit l6sen. Wir wollen untersuchen, wann
genau im Falle h? > 0 bzw. 92 > 0 ein Eulerscher Multiplikator existiert,
der nur von x bzw. y abhingt und wie man diesen dann berechnen kann.
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Sei also M (x,y) = { " } auf D, wobei wJyi=2(D) >R eine C'-

v(y) v Jyi=y(D) >R
Funktion ist. (z(D) und y(D) sind offene Intervalle von R, da D offen
und zusammenhéngend ist.) Dann besagt (94)

99 _oh
(In(ju]))’ (z) = 22 (2,y), falls h2>0
(29" on
In(|v])) (y =(ay—8”” z,y), falls ¢>>0
g

Damit ist klar, daf gilt:

1. Fall: A2 > 0 und es existiere eine (stetige'®) Funktion fi: J; — R mit

99 _ oh

0 oz
V(9[:,y)eD fl(w) == h (x7y)

Sei Fy: Ji = R eine Stammfunktion von fi. Dann ist

M(z,y) =) D — R,

= u(z)

ein Eulerscher Multiplikator von (90).

2. Fall: g2 >0 und es existiere eine (stetige) Funktion fy: Jo - R mit

Sei Fy: Jo — R eine Stammfunktion von fy. Dann ist

M(z,y)=e"): D —R,
=v(y)

ein Eulerscher Multiplikator von (90).

3Die Stetigkeit folgt aus der Gleichung fiir fi(z).
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5 Implizite Differentialgleichungen erster Ordnung

5.1. Wir betrachten in diesem Kapitel Differentialgleichungen vom Typ

F(z,y(x),y'(x)) =0, (95)

wobei F: M — R eine auf einer offenen Menge M c R? stetige Funktion ist.
Ahnlich wie in 2.1 liRt sich (95) als eine Menge £ von Linienelementen
deuten: Die Elemente von £ sind genau die Geraden

L(z,y,2) = (x,y) +R(1,2) c R?

mit (z,y,2) € M und F(z,y,z) =0.

y: I - R ist genau dann Losung von (95), wenn fiir jedes x € I die Tangente
an den Graphen {(z,y(x))|x € I} von y im Punkte (x,y(x)) ein Element von
L ist.

Im Unterschied zu 2.1 kann ein Punkt (z,y) jetzt ,Tréger* mehrerer Lini-
enelemente sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Gleichung F(z,y,z) =0
mehrere Losungen z € R mit (z,y,z) € M besitzt.

Definiton.

(i) Sei (zo,yo0,20) € M.
Dann heift £(zg,yo,20) € £ ein requlires Linienelement von L, wenn Um-
gebungen U € U°((x0,v0,20), M) und D € U°((xq,0),R?) sowie eine ste-
tige Funktion f: D — R existieren, derart, dal gilt

V(r,y,Z)eU F(:E,y,z) =0==z= f(x,y) (96>

Der Existenzsatz von Peano impliziert, dafs es dann mindestens eine Lo-
sung y: I - R von y'(z) = f(x,y(z)), y(xo) = yo gibt. Jede Beschrinkung

=y'(z0)=20
ylz von y auf ein Intervall Tc I mit V. 7(z,y(x),y (x)) e U ist dann eine
Losung von (95).

(ii) Nicht-reguldre Linienelemente heiflen singuldr.

(iii) Eine Losung y: I - R von (95) heifit reguldr bzw. singuldr, wenn fiir jedes
x € I das Linienelement L£(z,y(z),y’(z)) regulir bzw. singulir ist.

(iv) Ein Punkt (zo,v0) € R? heifit singuldrer Punkt der Differentialgleichung
(95), wenn es ein z € R mit (x,y0,2) € M gibt, derart, dals L(zo, 0, 2)
ein singuldres Linienelement ist.

Beispiel. |y/(2)? =422, | also F(z,y,2) = 2> -42% R > R.
Es gilt F(z,y,2) =0< 2z=2x v z=-2x, also gilt

L={(z,y) +R(1,+2z)|x,y e R}.
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Die regulédren Linienelmente von £ sind diejenigen mit = # 0. Die singuldren
Linienelmente von £ sind von der Form

(0,y) +R(1,0), yeR.
[ Fiir (z,y,2) € (Ry xRxR,) U (R.xRxR_) gilt
F(z,y,z) =0 <= z=2x,
und fiir (z,y,2) € (Ry x RxR_)u(R- xR xR, ) gilt
F(z,y,z) =0 <= z=-2z.

Auferdem ist fiir y € R eine Umformung wie in (96) in keiner Umgebung von
(0,,0) in R3 moglich. ]

Die singuldren Punkte der Differentialgleichung sind (0,y) mit y € R.

Die maximalen Losungen der Differentialgleichung sind durch z ~ 22 + C,
x> -22+C, x> 2’+C, 220 und = — —e*+0, 220 egeben

’ -22+C, <0 22+C, x<0 8°8 ’

wobei C' € R ist.

Reguldre Losungen sind nur auf Teilmengen von R, oder nur auf Teilmengen
von R_ definiert.

Anfangswertaufgaben sind in diesem Beispiel nie lokal eindeutig l6sbar.

Bemerkung.

a) Ist F'in (95) in (xo,y0,20) € M stetig differenzierbar und gilt

OF
F(z0,90,20) =0 A 5(9607%,20) # 0,

so folgt aus dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, da £(zo,yo, 20)
ein reguléres Linienelement ist.

b) Ist F in (95) auf ganz M stetig differenzierbar, also insbesondere M offen,
so folgt aus der Singularitét eines Linienelementes £(xg, yo,z20), dak gilt
OF
F(20,90,20) =0 A E(ﬂ%ymz(}) =0. (97)
Umgekehrt muk ein Linienelement £(zo, o, 20) mit (97) aber nicht singu-
lar sein.

Beispiel. Secien f: R? - R stetig und F: R3 - R definiert durch

F(wayaz) = (Z _f(x7y))2'

Dann ist offenbar jedes Linienelement reguldr. Andererseits gilt fiir alle
(0,90, 20) € R® mit F(z0,0,20) = 0

OF

—— (20,90, 20) =2 (20 = f(20,%0)) = 0.

825 —_—
=0
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5.2 (Notwendige Bedingungen fiir die Existenz von C2-Losungen der Differen-
tialgleichung F'(z,y,y’) = 0 mit nirgends verschwindender zweiter Ableitung).
Seien F: M — R auf einer offenen Menge M c R? stetig und 3: I - R eine
C?-Losung von F(z,y(z),y'(z)) = 0, y(z0) = vo, to == 3 (x0), wobei zq € I,
(.Io,yo,t(]) € J\f7 mit

Vel y"(w) +0.

(i) Dann ist y' ein C'-Diffeomorphismus von I auf ein Intervall T ¢ R und
besitzt daher einen C!'-Diffeomorphismus

cr= ()T — 1, (a(t) =) (98)
als Umkehrfunktion. Sei

co=yoc: I —R, (e2(to) = o), (99)
also ist ¢o eine C'-Funktion mit

y=cypocr (100)
Viere2 (t) =y (cr(t)) er(t) =t ed' (). (101)

Auferdem gilt wegen (99), (98)

Ve Fci(t), ea(t),1) = 0. (102)

(ii) Ist F sogar differenzierbar, so gilt fiir jedes ¢ € I:

(g_i(cl(t),@(t),t) +taa_§(01(t)762(t)>t)) cr'(t)
= -2 (1), ea (). ), (103)
-t %(cl(t),cQ(t),t)-

[ (103) folgt durch Differenzieren von (102) und anschliefender Ausnut-
zung von (101). |

Bemerkung. (103) ist ein System von Differentialgleichungen fiir zwei gesuchte
Funktionen c;,cs. Kann man dieses 16sen, so erhélt man eine Parametrisierung
(c1,c2) eines Losungsgraphen von F(z,y(z),y’(x)) = 0. Falls ¢; zusétzlich ein
glatter Weg ist, so liefert (100) eine explizite Darstellung einer Losung.

Diese Methode zum Auffinden einer Losung heifst Integration durch Diffe-
rentiation. Man beachte, daft man dadurch i.a. nicht sdmtliche Losungen erhélt.
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Beispiel. |y(z) =22y (z) + e/ ®) | ergibt gemik (102)

ca(t) =2¢ci(t)t +e. (104)
Hieraus folgt mit (101), daf gilt tc1’(t) = 2¢1/(t) t +2¢1(t) + e, also
te)'(t) = =2¢1(t) - €. (105)

Eine Losung von (105) auf einem Intervall, das 0 nicht enthélt, erhdlt man
wie folgt: Die Differentialgleichung

2 et
a'(t) = —37 ci(t) - n

kann geméf 2.5 gelost werden. Aus (104) erhélt man dann die zweite Kompo-
nente einer Parametrisierung.

5.3.

z =g(y'(z)), (106)

wobei ¢g: J - R eine auf einem Intervall J c R stetige Funktion ist.

Zunéchst ist klar, dafs jede Losung y: I - R auf einem Intervall I c g(J)
definiert sein mufs. Zusatzlich muf y’: I — R injektiv sein.

Sei nun y: I - R eine Losung von (106). Dann ist y’ zwar i.a. unstetig, aber
dennoch folgt aus dem Darbouxschen Zwischenwertsatz fiir die Ableitung (siehe
Ubung 8.1), daf T := /() c J ebenfalls ein Intervall ist. Weiterhin ist

gl T— R injektiv. (107)

[ Zu (107): Sind t1,to € T mit g(t1) = g(t2), so existieren 1,25 € I mit
y'(x1) = t1,y" (x2) = t2, d.h. nach (106)

x1 =9y (21)) = 9(y' (22)) = x2,

und somit gilt auch ¢; =ts. |
Ist umgekehrt I c J ein Intervall mit (107), so folgt aus der Stetigkeit von g,

dak I := g(I) ebenfalls ein Intervall von R ist sowie die Existenz einer stetigen
Umkehrfunktion (g|~1~)_1: I 1T von glz- Dann wird fiir (xo,y0) € xR durch

xT

Vaery(z) = yo + / (gl7) " (t) at (108)

o

eine stetig differenzierbare Losung von (106), y(xg) = yo definiert.
Wir haben damit gezeigt, daf durch (108) sdmtliche Losungen von (106)
gegeben sind.

5.4.

y(@) = g(y (), (109)

wobei g: J = R eine auf einem Intervall J c R stetig differenzierbare Funktion
ist.

20



Wir untersuchen, welche Aussagen wir iiber C?-Losungen y: I — R von (109)
machen konnen.
Zunéchst gilt Voery'(z) = ¢' (v (z)) v (x), also folgt

Veer ' () =0 = y'(x) =0.
——

(1=0:?) OeJ

Daher gibt es nur im Falle 0 € J eine Losung mit ¢y = 0, und fiir diese gilt dann
auch y’ =0, also y = g(0).
Besitzt hingegen 3"’ iiberhaupt keine Nullstelle, also

VxE[ y"(w) * O,

so folgt mit ¢; == (y')™": T - I,co:==yoc;: T — R wie in (98), (99) nach (109)

cJ
Y,rea(t) = (1) (110)
und daher aus (101)
V79’ (t) =t ci'(t) . (111)
0
+

Seien nun Iy c I ein Intervall mit 0 ¢ Iy, z¢ € c1(1y), to € Iy mit ¢1(tg) = o
sowie yo = c2(to) = g(to). Dann folgt aus (111)

Fg(7)
Yierp c1(t) = xo + [ dr

T

to
und somit nach Definition von ¢ und (110)

g'(7)

1

Vaeer(t) ¥(@) = 9™ (@) =g(((t — w0+ [ £ anly) " (@) (112)

Besitzt ¢|7, keine Nullstelle, so ist umgekehrt durch (112) eine Losung von
(109) gegeben.

5.5. Wir betrachten die sog. Clairautsche Differentialgleichung

y(z) =zy'(2) +9(y'(2)), (113)

wobei ¢g: J - R eine auf einem offenen Intervall J c R stetige Funktion ist.

(i) Ist y: I » R eine C%-Losung von (95) mit y” = 0. Dann existieren A, € R
mit Vyery(z) = Az + p, und aus (113) folgt Vyer Az + p = Ax + g(A), also
insbesondere A € J.

Umgekehrt wird fiir jedes A € J durch
yvR— R, z+— Az +g(\)

eine Losung von (113) definiert.
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(ii) Sei nun zusitzlich g eine C?-Funktion mit
Vees g (z) > 0.

Dann ist offenbar —¢": J — J ein Diffeomorphismus von J auf ein offenes
Intervall J von R. h: J — J bezeichne die Umkehrabbildung von —g’.

Ist y: I - R eine C%-Losung von (113) mit
Vaer y”(x) # 0,

so folgt aus (113)

1l
@\
—

S
S~

Vaer ' (z) y'(x) + 4 (¥ (2)) y" (z)
)

"(x) (z+9' (¥ (2))),

——
#0

1]
@\
—~

S
N
ST

also Vyerz = —¢'(v'(x)) und 3 = h|;. Letzteres ergibt zusammen mit (113)
fiir jedes x € I

y(z) =z h(x) +g(h(z)) (114)
Definiert man umgekehrt y: J - R durch (114), so erfiillt y offenbar die
Differentialgleichung (113).

Die Kurve M := Graphy ist Enveloppe (Einhiillende) der Geradenschar
{Gy := Graphyy |\ € J}, d.h. per definitionem, daf die Geradenschar
{Gx|\ € J} genau die Schar aller Tangenten an die Kurve M ist. Fiir
jedes \ € J tangiert G die Kurve M in genau einem Punkt (ndmlich im
Punkt (zg,y(z0)), wobei o = —g’(A), d.h. X\ = h(x)) und verlduft sonst
oberhalb von M.

| Beweis hiervon: Fiir die Tangente T)(,,)(%) an y(zo) mit 7'(0) = y(xo)
gilt
Ty(wo)(®) =4 (w0) (2 - x0) + y(x0)

(114), h=(=¢') "
=" Ty (@) = h(zo) @ + g(h(0))
- Ty(ao) (%) = ya(w) mit A = h(wp).

Daher besitzen Graphy und Graphy, fiir jedes A € J mindestens einen
Schnittpunkt, namlich fiir xg = -g’()\).

Weiterhin gilt y" = h und y} = A\. Da h wegen

1 g">0

W= (") = T <O

streng monoton fallend ist, gilt
> ’ > ’ _ ’ _ o
vre{ 7 foo sy @] ] bt =neg 00) = 2= i)

Hieraus folgt, daf sich Graphy und Graphy, nur in (x¢),y(zo)) schnei-
den. |
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Bemerkung. Aus den linearen Losungen y, und der nicht-linearen Lo-
sung y lassen sich weitere Losungen zusammensetzen. Es 145t sich zeigen,
dal man so alle Losungen von (113) erhilt, vgl. z.B. [5].

5.6. Die sog. Alembertsche Differentialgleichung

y(@) == f(y () + 9(y/'(z)), (115)

wobei f,g: J — R zwei auf einem offenen Intervall J c R stetige Funktionen
sind, verallgemeinert offenbar 5.5.

(i) Wie in 5.5 sei fiir jedes A € J die Funktion yx: R - R gegeben durch

ya(z) = Az + g(N).
Dann ist {yx|\ € J mit f(\) = A} genau die Menge der C*-Losungen
y: R - R von (115).
[ Denn aus y(z) = Az + p folgt mit (115) f(X) = A sowie g(A) = p, und yy
mit f(\) = A erfiillt offenbar (115). |
(ii) Seien zusitzlich f,g C'-Funktionen.

a) Seiy: I - R eine auf einem offenen Intervall definierte C2-Losung von
(115) mit
V:pe[ y"(:ﬂ) 0.
Dann folgt mit ¢; := (y')™: T - I,cy :=yocy: I - R wie in (98),
——
cJ
(99) aus (115) fiir jedes t € T

co(t) =yocr(t) =cr(t) f() +g(t), (116)

ter (8) "2 oo’ (8) = e (8) (1) + e () £ (¢
e/ (8) (- F() = cr(t) F(t) + g (¢

) +4' (1),
)- (117)

Im Falle V, 7 f(t) # t erfiillt ¢; also die lineare inhomogene lineare
Differentialgleichung

"
t—f(t)

die wir mittels 2.5 16sen konnen.

c'(t) = (118)

Bemerkung. Im Falle der Clairautsche Differentialgleichung gilt
stets f(t) = t und f'(t) = 1, also nach (117) ¢1(t) = —¢'(t). Mit
h:=c;7' = (—¢')" folgt dann aus der Definition von ¢; zunichst
y" = h und sodann nach (117) auch y(x) =z h(z) + g(h(x)), vgl. 5.5.

b) Sind T c J ein offenes Intervall mit V. 7 f(t) #t, c1: T - R eine Losung
von (118) mit V, y¢1"(t) # 0 und cp: T - R durch (116) definiert, so
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wird durch (100) eine C%-Losung y: I - R von (115) definiert mit
Veer v () = ¢y~ () und somit auch Ve y” () # 0.

| Zum Beweis hiervon geniige ¢; der Differentialgleichung (118), d.h.
es gilt (117). Nach Definition von ¢o durch (116) folgt dann

117
e/ (1) = ed' (1) £ (1) + 1 (8) £(1) + g/ (8) 27 ter (1),
Hieraus und aus der Definition von y = ¢y o et folgt weiter
y(2) = o'eer™ (@) (") ()

= a'(a™(2)a(z)

-
e T@y - @

und schlielich wegen g = ¢z 0 ¢; ! sowie der Giiltigkeit von (116)

y(x) =z f(y'(x)) + g(v' (),
d.h. y erfiillt (115). |
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6 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Definition 6.1 (Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung). Seien J c R
ein nicht-entartetes Intervall und V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Seien A: J —End(V') und b: J - V stetige Abbildungen. Dann heift

Y (x) = A(z) y(x) + b(x) (119)

(in Verallgemeinerung von 2.4 und 2.5) lineare Differentialgleichung erster
Ordnung (mit Werten in V).

Im Falle V' = R" laft sich (119) auch als folgendes lineares System von
Differentialgleichungen erster Ordnung auffassen:

yi(z) an(x)y(z) + ... + awm(@)yn(z) + bi(x)

(120)

yn(2) = am(@)yi(z) + o+ amn(@)yn(z) + bn()

(ii) Im Falle b =0 heifen (119) bzw. (120) linear homogen, andernfalls heifsen
sie linear inhomogen.

Hauptsatz 6.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialglei-
chungen erster Ordnung).

Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, J c R ein nicht-ent-
artetes Intervall, A: J - End(V') und b: J -V stetige Abbildungen.

Beh.: Fir jedes (xo,y0) € J x V besitzt die (V-wertige) Anfangswertaufgabe

y'(x) = A(@) y(z) +b(x), (o) =0 (121)

genau eine auf ganz J definierte Losung y: J — R, und alle Losungen von (121)
sind Beschrinkung dieser mazimalen Losung.

Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen, daf gilt:

Fiir jedes kompakte Intervall I c J mit zg € I existiert genau eine Losung
y: I -V von (121).

(Beachte, dak J Vereinigung derartiger kompakter Intervalle ist.)
Seien also I c J ein kompaktes Intervall und f: I x V — V definiert durch

f(z,y) = A(z)y + b(z).

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f 3.14 bleibt lediglich zu zeigen, dafs f einer
Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt.
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Beweis hiervon: Wir wihlen eine Norm ||... || auf V. Dann ist auch End(V')
mit der entsprechenden Operatornorm, die wir ebenfalls mit [|... | bezeichnen,
normiert. Wegen der Kompaktheit von I und der Stetigkeit von [[A(...)|||r exi-
stiert L € Ry mit Vger |A(2)| < L. Dann folgt fiir alle (z,y), (z,g) e I xV

1f (e y) = (@ 9) = [A@)y - A(z) gl = A=) (y - 9)
< [A@)[ Ty -9l < Ly -3l

Wir untersuchen im folgenden zunéchst den homogenen Fall naher.

Satz 6.3.

Vor.: Seiten n e N, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, J c R ein nicht-ent-
artetes Intervall und A: J — End(V') eine stetige Abbildung.

Beh.:

(i) Die Menge L aller auf ganz J definierten Losungen y: J -V won
y'(z) = A(z) y(x) (122)
st ein n-dimensionaler R-Vektorraum.
(ii) Fiir jedes xq € J ist die Abbildung
L—V, y—y(xo) (123)
ein R-Vektorraum-Isomorphismus.
(iii) Fir alle y1,...,yn € L gilt
{y1,...,yn} Basis von L
> Veeg{yi(x),...,yn(z)} Basis von V
<~ Jpeg{ni(x),...,yn(z)} Basis von V.
Definiton. Eine Basis {y1,...,yn} von L heift ein Fundamentalsystem von
Lésungen von (122).
Beweis. Zu (i), (ii): Fiir alle y,7 € £, \,A € R und z € J gilt
Ay +A9)'(z) = Ay (2) + A7 (2) = A A(2) y(2) + X A(2) §' ()
Az) Ay + A7) (@),

also ist £ ein R-Vektorraum. Die Abbildung (123) ist trivialerweise R-linear und
nach 6.2 auch bijektiv, also ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

(iii) folgt aus (ii). O
Satz 6.4.
Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, J c R ein nicht-ent-
artetes Intervall und A: J — End(V') eine stetige Abbildung.
Beh.: Fir jedes (xo,Yp) € J x End(V') besitzt die (End(V')-wertige) Anfangs-
wertaufgabe

Y'(2) = A) o Y (2), Y (20) = Yo (124)

genau eine Losung Y: J - End(V).
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Zusatz.

a) Seien xg € J und Ygz,: J - End(V') die Losung der Anfangswertaufgabe
Y'(z) = A(z) o Y (z), Y(x0) =idy.

Dann ist fiir jedes yo € V die eindeutig bestimmte Lésung y: J - V der
Anfangswertaufgabe

gegeben durch
Vaes y(x) = Q.j:co (x) Yo- (125)

b) Ist BeEnd(V), so ist mit Y: J - End(V) auch
YoB:J—End(V), z+—Y(z)oB
Liosung von Y'(z) = A(x) o Y (x).

Bemerkung. Im Spezialfall V =R", n € N, kénnen wir End (V') kanonisch mit
M(n x n,R) identifizieren. Sind dann y1,...,y,: J = R" n Losungen von

Yj1

also ist y; = ( ): J — R" differenzierbar mit y;’(z) = A(z)y;(z) fiir alle
yjn

je{l,...,n}, so ist

Yyir - Ynl
Yi=(y1...yn) = : : :J — M(n xn,R)
Yin -+ Ynn

Losung der M(n x n, R)-wertigen Differentialgleichung
Y'(z) = A(z) Y ().

Beweis. Zum Zusatz: a) Sei y: J - V durch (125) definiert. Dann folgt aus
der Bilinearitét von End(V) xV -V, (Y,z) » Y (x), der Konstanz von yo und
Analysis II fiir jedes x € J

y,(w) = gjxo,(x)yo = A(w) OQ.):(:O Yo = A(w) y(x)
sowie
y(l’o) = i'Dro Yo-

——
=idy

b) Fiir x € J gilt

(YoB)(z)=Y'(z)oB=A(z)oY(x)oB=A(x) o (Y o B)(z).
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Beweis des Satzes: Wie im Beweis von 6.2 geniigt es zu zeigen:

Ist I c J ein kompaktes Teilintervall, so geniigt
fiIxEnd(V) — End(V), (2,Y)r— A(z)oY

einer Lipschitzbedingung bzgl. Y.

Beweis hiervon: Wir wéhlen eine Norm ||... || auf V. Dann ist auch End(V')
mit der entsprechenden Operatornorm, die wir ebenfalls mit [|... | bezeichnen,
normiert. Wegen der Kompaktheit von I und der Stetigkeit von [[A(...)|||r exi-

stiert L € Ry mit Vger |A(2)| < L. Dann folgt fiir alle (z,Y), (z,Y) € IxEnd(V)
If(2,Y) = f(2,7)| |A(z) oY = A(z) o V|| = | A(z) o (Y - V)]

JA@)IY =Y < LY -Y].

IN

Satz 6.5 (Wronski-Determinante).
Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, J c R ein nichi-entar-
tetes Intervall, A: J — End (V') eine stetige Abbildung und Y: J - End(V') eine
Losung von

Y'(z) = A(z) o Y (). (126)

Beh.: ¢ :==detY: J - R, die sog. Wronski-Determinante ist Losung der Diffe-
rentialgleichung

¢'(x) = Spur A(z) ¢(z), (127)
also gilr nach 2.4 fir beliebiges xg € J

Zo

Vyes det Y (x) = det Y (xg) - exp (f Spur A(t) dt)

und daher entweder ¥ ey detY () #0 oder V ey detY (z) = 0.

Beweis. Sei xg € J beliebig. Wir haben zu zeigen, daf gilt

¢'(0) = Spur A(zo) ¢(z0). (128)
Nach 6.4 inkl. Zusatz a) und b) gilt
Vaes Y (2) = Dy () 0 ¥ (0). (129)

| Denn auf beiden Seiten von (129) stehen Losungen von (126), die wegen
Do (x0) =idy an der Stelle ¢ denselben Wert haben. |
Daher folgt

Vaes d(z) = det Y () "2 det 9., () - det Y (o)
————
=¢(z0)

und daher auch

¢'(x0) = (det Yay) (o) ¢(0)-
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Zum Nachweis von (128) bleibt daher zu zeigen, dafs gilt

(det ., ) (z0) = Spur A(zp).

Beweis hiervon: Wir definieren h: R — R durch h(s) := det (idy + s A(zp)) .
Bezeichnet dann Py,,) das charakteristische Polynom von A(wzg), so gilt fiir
alle s e R*

h(s) det (s (A(wo) + é idv)) =s" PA(IO)(_%) mit n :=dimg V'
s ((-1)" (-%)n + (=1)" Spur A(z0) (-%)n_1 £+ det A(xo))

1+ Spur A(zg) s + ... +det A(xg) s",

also h'(0) = Spur A(zp) und somit

(detDy,) (7o) = (d%(m)det)(%o'(xo))
L (dia, det) (A(zo) oidy) = (diq, det) (A(xo))
= Rh'(0) = Spur A(zp).
O

6.6 (D’Alembertsches Reduktionsverfahren fiir lineare homogene Systeme erster
Ordnung). Seien n € Ny mit n > 2, J c R ein nicht-entartetes Intervall und
A = (aij)ijeqr,...ny J = M(nxn,R) eine stetige Abbildung. Wir betrachten das
lineare homogene System von n Differentialgleichungen erster Ordnung

Viet,.ny ¥i () = D" agi(x) y; (2), (130)
il

d.h. y'(z) = A(z) y(z).

L.a. ist es nicht moglich, fiir die Losungen von (130) explizite Formeln an-
zugeben. Kennt man jedoch eine von Null verschiedene Losung von (130), so
laft sich das Auffinden aller Losungen von (130) zuriickfithren auf das Losen ei-
nes linearen homogenen Systems von (n — 1) Differentialgleichungen, also einer
Differentialgleichung weniger, und zwar nach dem d’Alembertschen Reduktions-
verfahren, das wir im folgenden beschreiben:

Sei

U1
u = ( : ): J — R" eine von Null verschiedene Losung von (130).  (131)
Unp,

Ist zg € J beliebig, so gilt nach 6.3 (ii) u(zo) # 0, also existiert k € {1,...,n}
mit ug () # 0. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, daf gilt
ui(xo) # 0 (andernfalls sind die Komponenten umzunumerieren.) Aus Stetig-
keitsgriinden existiert dann eine Intervall-Umgebung I c J von zo mit

Vaerui(z) #0. (132)
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Dem Reduktionsverfahren von d’Alembert liegt folgende Idee zugrunde: Su-
che weitere Losungen y: I - R von (130) von der Gestalt

y(z) = d(x) u(x) + z(x) mit z; =0,

d.h.

y1(x) u ()

ve(o) |y | ) || 2 (133)
wobei ¢: [ - R und z;: I > R, i€ {2,...,n}, differenzierbare Funktionen sind.

y: T > R wie in (133) ist genau dann Lésung von (130), wenn gilt
¢'(z) u(z) + ¢(z) u'(z) +2'(x) = ¢(2) A(x) u(z) + A(z) 2(2),
d.h. wegen (131) genau
Z'(2) = A(@) 2(x) - ¢'(z) u(2). (134)

(134) ist wegen z =0, 2z’ = 0 dquivalent zu

Zn:zalj(fﬂ)zj(x) =¢'(z) wi () (135)
J: \
(132)
£0

und Viepo ny 2 (7) = (Z;&z’j(x)zj(f)) - ¢'(x) wi(z),
j= N——
0

d.h. zu ((135) A (136)), wobei

Viegmp () = 2(() _ wl) au(x)) (@) (136)

ein lineares homogenes System von (n — 1) Differentialgleichungen ist.
z2(x)
Hat man eine von Null verschiedene Losung : I - R von (136)
zn ()
gefunden, so kann man dazu ¢: I - R wie in (135) bestimmen, d.h.

1 n
¢(z) beliebige Stammfunktion von —— Y ay;(z) zj(z), (137)
u(z) j=2

und erhélt dann durch (133) eine weitere Losung y: I — R von (130).
Wir zeigen dariiber hinaus, daft man auf diese Weise prinzipiell alle Lésungen
von (130) erhalten kann:
2
Satz. Seien {2" = ( : ) |k e{1,...,n—1}} ein Fundamentalsystem von Li-
ZTL
sungen I — R yon (136) und ¢* zu 2% gemdf (137) bestimmt.
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k

Y1
Dann definiert (133) fir ke {1,...,n -1} eine Losungy*=| : |: I ->R"
Yn
von (180), und {u|r,y",...,y" '} bildet ein Fundamentalsystem von Lésungen
I - R"™ von (150).
Beweis. Seien A\, A', ..., A"! € R mit
n-1
Aulr+ Y AfyF = 0. (138)
k=1
(138) bedeutet fiir die erste Komponente
n-1
/\U1|[+Z/\k ylf =0,
k=1 et
(123)¢k ullr
d.h. wegen (132)
n-1
A+ Y AR gF =0, (139)
k=1
und fiir die weiteren Komponenten i € {2,...,n}
n-1
Aug|r + Z )xkyf =0,
k=1

d.h. nach (133)
n-1 n-1
(A+ > /\qubk) wilr+ Y A2
k=1 k=1

also N
Z2

I
=

n—1
s
= k

k
2
und t | |ke{l,...,n-1}} bildet ein Fundamentalsystem von Losungen
2

3

von (136). Hieraus folgt zunichst A¥ = 0 fiir k € {1,...,n - 1} und sodann aus
(139) auch A =0, womit der Satz gezeigt ist. O

Beispiel. Wir betrachten fiir x € R,:

v'(z) = yi(zr) - ya(x)
(140)

R = = onl) ¢ o e
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Es gilt also
_[ an(z) an(z) \_( Yz -1 ., 9
A= () ) )= (e o ) veem o

(L’2

Offenbar ist u(z) = (
(136) lautet dann

) : Ry — R? Losung von (140) mit Vg, up(x) # 0.

(141) 1
=" =z

z(x) = (a22($) _ tal) a12($)) 22 () 2(z),

und hat als Losung

z9(7) = =, (142)
also {z} als Fundamentalsystem. (137) lautet
1 141),(142) 1
0 (@) = —— an(@) (@) "L =
uy () T

also kénnen wir (wegen = € R, ) wihlen
¢(x) = -1In(z). (143)

Die weitere Losung y(x) = ( Zl Eg ) von (140) gemaf (133) ist also gleich
2

o [32)-( )02 ().
—22 In(x)
- ( xIn(x) +x )

2
Damit ist gezeigt, daf {( g_nx ),(

y(x)

~2? In(z)

2 In(z) + )} ein Fundamentalsystem

von Losungen von (140) bildet.

6.7 (Das Losen linearer inhomogener Systeme erster Ordnung). Seien n € N,
V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, J c R ein nicht-entartetes Intervall und
A:J - End(V), b: J - V stetige Abbildungen. Wir betrachten das lineare
inhomogene Differentialgleichungssystem

Y/ (2) = A(2) y(@) + b(a). (144)
Das zugehorige homogene System ist

y'(z) = A(z) y (). (145)

Zunichst gilt analog zu (17):

Man erhélt alle global auf ganz J definierten Losungen von (144), indem
man zu einer beliebigen einzelnen Losung J — V alle Losungen J — V' (146)
des zugehorigen homogenen Systems (145) hinzuaddiert.
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Wir haben in 6.6 diskutiert, wie man — in giinstigen Fillen — alle globalen
Losungen des homogenen finden kann. Dies fithrt dann zu Y wie in (147), s.u.
Wir zeigen nun, wie man dann analog zu 2.5 eine spezielle Losung von (144)
mittels Variation der Konstanten finden kann.

Sei Y: J - End(V') eine Losung der End(V')-wertigen Differentialgleichung

Y'(z) = A(z) o Y (2) (147)
(vgl. 6.2) mit J4es detY () # 0, d.h. genau nach 6.5
Vayes detY(x) #0, also Y(z) € Aut(V).
Dann gilt:
Alle Losungen J — V von (145) sind durch
Yp: J —V, x+—Y(x)v, wobeiveV, (148)
gegeben.

[ Zu (148): Wegen der Bilinearitat von End(V) xV - V, (B,y) —» By gilt
nach Analysis II

Vees v’ (2) = Y'(2) 0 "2 A(2) 0 Y (2) v = A(2) yo (),

d.h. y, ist Losung von (145).
Ist nun {vy,...,v,} eine beliebige Basis von V', so ist fiir jedes x € J wegen
Y (z) € Aut(V) auch {Y (z)v1,...,Y (z)v,} eine Basis von V, d.h. nach 6.3 (ii),
—_—— ———
=yvy (2) =Yon (2)
dal {yuys- .-, Y, } ein Fundamentalsystem von Losungen von (145) ist. Damit
ist (148) klar. |
Um eine Losung y: V von (144) zu finden, machen wir nun den Ansatz

y(z) =Y (x) v(z), (149)

wobei v: J - V eine noch zu bestimmende differenzierbare Abbildung ist.
y: J =V wie in (149) ist Losung von (144) genau dann, wenn fiir alle x € J
gilt

A@)y(@) +b(z) 2 (@) "DV (@) o) + V(@) v (2)
U A(@) o Y (2)0(2) + Y (2) o' (z)
(1i9)

A(x)y(x) + Y (2) o' (2),

d.h. wegen Y (x) € Aut(V'), dak gilt v'(z) = Y (x) ! b(x), also falls x¢ € .J beliebig

T

Ve (@) = v(zo) + / Y (£)~b(t) dt. (150)

o
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Aus (149), (150) folgt:
Fiir zg € J ist die Losung y: J - R von (144) mit y(xg) = 0 gegeben
durch
(151)

Vxejy(w):Y(w)fY(t)‘lb(t)dt:fY(gc)oY(t)‘lb(t)dt.

Beachte bei der letzten Gleichheit, dafs auf beiden Seiten Abbildungen J — V
stehen, die an der Stelle x¢ verschwinden und auf J dieselbe Ableitung haben.
Aus (146), (148), (151) folgt schlieflich:

Fiir alle (xg,y0) € J x V ist die Losung der Anfangswertaufgabe
y' () = A(@)y(z) +b(z), y(wo) =yo
gegeben durch

Vaery(@) =Y (2) oY (20) " yo 4+ Y () [ Y (5) o) dt,

o

wobei Y: J - Aut(V') Losung von Y'(z) = A(z) o Y (x) ist.

Satz 6.8 (Die Exponentialabbildung fiir Endomorphismen als differenzierbare
Abbildung). Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Durch

V geEnd(v) eXp(A) = ), ——

wird eine Abbildung exp: End(V') - End(V') definiert, die sog. Exponen-
tialabbildung fiir End(V').

(i7) exp: End(V') - End(V') ist differenzierbar und fiir alle A, B € End(V') gilt

a) (daexp)(B)
=Y 1 (Ak_lOB+Ak_2OBOA+Ak_30BOA2+...+BoAk_1),

k!
b) Ao B=Bo A= (dsexp)(B) =exp(A)oB=Boexp(A),
¢) doexp =idgna(v)-
(%) a) ¥ 4 Beena(v)y Ao B=BoA=exp(A+ B)=exp(A)oexp(B),
b) exp(End(V)) c Aut(V),
¢) Fir alle A e End(V) ist e: R > Aut(V'), definiert durch
View (1) i= exp(t A),
ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe
(R, +) in Aut(V') mit ¢(0) =idy und ¢'(0) = A. Insbesondere gilt fir
alle t,s e R

exp((s+1t) A) =exp(s A) oexp(t A) und exp(tA)~ = exp(~t A).
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Bemerkung. Im Falle V = R"” kann man End (V) mit M(n xn,R) identifizieren
und erhélt eine Abbildung exp: M(n x n,R) - M(n x n,R), die sog. Ezponenti-
alabbildung fiir Matrizen. Im Falle V' = R erhidlt man die iibliche Exponential-
abbildung exp: R - R.

Beweis. Wir wihlen eine Norm auf V', also ist End (V') mit der Operatornorm
|...]|| versehen, und diese macht End(V) zu einem R-Banachraum.

. oo AF A
(i) folgt aus T30 4r | < £izo 4 = exp(l4l) € R.
Zu (ii) a): Wir zeigen zunéchst, dafé die rechte Seite von a) konvergiert:

ik’ (AkIOB+AkzoBoA+ +BoAk_1)

k=1
- 1 . Sy kAR

< Zg (lA= 1B+ + 1Bl A = 3 o 1Bl
k=1 k=1 :

L I
> 2L 18] = exp(41) 1B
k=0

Nun weisen wir nach, daf fiir alle A, B € End(V') mit B # 0 gilt

”eXp(A+ B) —exp(A) - Yo % (Ak_l oB+A*20BoA+...+B oAk—l)”
1Bl (152)

exp(|AL +BD) - exp(AD)
< o p(lA]).

[ Zu (152): Im folgenden ist es geschickt, Ap:= A und A; := B zu setzen. Es
gilt fiir jedes k € N,

(Ag+ AP = (Ag+A)oo(Ag+A))= 3 Ay 00 A,
(Vl,---,Vk)e{(]’l}k

k
Z Z Ay 00 Ay,

=0 (1., ){0,1}*
vi+...+VEp=r

also

(4o +Ap)* - Af - (Alg_l oAi +AfTP o Ajo Ag+... + Ay oAg_l)H
k

Z Z Ay 004,

=2 (vy,...,u)e{0,1}"
vi+...+vE=r

k
< 2 1A, -+ [ Aw

=2 (v1,...,u)e{0,1}"
vi+...+vE=r

= (Aol + 1AL - |40
= (140l * Al + Ao [ Axl Aol + .. + [ Ax ] Ao )
= (Aol + 141" = Aol* = k[ Ao[*~* [ AL
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Somit folgt fiir jedes n € N,

iki (Ao + A1) - AE — (AEVo Ay + AE 0 Ay o Ag +... + Ay o AETL))|

< i (140l + 1411)* — & [Aof* i kAol * ! As ]

- (=7 M8 ) 1y

also

exp(Ag + A1) —exp(4g) - zkl (Af ' oAr+...+Ajo AFTY)

= ];k_((AO‘f'Al - ) Zk_( 10A1+...+A10AI§—1)

< i [ (o 4 - ) - (457 et e )|
k=1
2o()A A Anll* n=1 |1 A II*

< 1£(Zw Z” ol (Z” ;fv” )||A1||)
k=1 k! =0 |

. 2 (]| Ao + || A Anlle (=1 [ AqlE
_ Jﬂ(zw le ol (Z” ko‘u )||A1||)
k=0 k=0 k=0 !

exp([| o]l + 141]]) = exp([| Aoll) —exp(IIAoll) 1A,

und hieraus ergibt sich (152). |
(ii) a) folgt nun daraus, daf die rechte Seite von (152) fiir |B]| — 0 gegen

exp’(|A]]) - exp(]|All) = exp(|A[} - exp([|A]}) =

konvergiert.
(ii) b) und c) folgen sofort aus a).
Zu (iii) a): Seien A, B e End(V) mit Ao B = Bo A. Dann ist nach (ii)

fiR— End(V), t—exp(A+tB)oexp((l-t)B)

= f1(1) = fa(t)
eine differenzierbare Abbildung. Aus der Bilinearitdt der Abbildung
End(V) x End(V) — End(V), (X,Y)+— XoY

und aus (A+tB)oB=Bo(A+tB) sowie (1-t) BoB = Bo(1-t)B folgt fiir
jedes t e R

def(1)

defi1(1) o fo(t) + f1(t) o defa(1)
= (daqtpexp)(B)oexp((1-t)B)
+exp(A +tB) o (d(1_y: g exp)(B)

" exp(A+tB)oBoexp((l-t)B)

66



+exp(A+tB)o(-B)oexp((1-t)B) =0,

also ist f konstant vom Wert exp(A + B) = f(0) = f(1) = exp(A) o exp(B).
Zu (iii) b): Aus (iii) a) folgt fiir alle A € End(V')

idy =exp(A - A) =exp(A) oexp(-A4),
also 1 = detexp(A) - detexp(—A) und somit
detexp(A) #0,

d.h. es gilt exp(A) € Aut(V).
Zu (iii) c): Sei ¢ wie in (iii) c) definiert. Dann folgt fiir alle s,t e R

c(s+t) = exp((s+t)A) =exp(sA+tA)
(##i)a) exp(s A) oexp(t A)
= c(s)oc(t).

a

Mithilfe der in 6.8 behandelte Exponentialabbildung kénnen wir die Losung
der End(V')-wertigen Differentialgleichung (124) im Spezialfall ,, A konstant und
(z0,Y0) = (0,idy )* explizit angeben:

Hauptsatz 6.9.

Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V).
Beh.: Die nach 6.4 eindeutig bestimmte Losung Y: R — End(V') der Anfangs-
wertaufgabe

Y'(z) = AoY(z), Y(0)=idy

ist gegeben durch

‘ Veer Y (2) = exp(z A). ‘ (153)

Beweis. Y: R - End(V') wie in (153) ist differenzierbar als Komposition
solcher Abbildungen. Nach Kettenregel und 6.8 (ii) b) folgt fiir jedes x e R

Y'(2) = (dy s exp)(A) = Aoexp(z 4) "2 A0y (2),

und es gilt Y(0) = exp(0) =idy. O

Aus 6.7 und 6.9 folgt sofort:

Hauptsatz 6.10.

Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, A € End(V'), J c R ein
nicht-entartetes Intervall, b: J -V eine stetige Abbildung und (zo,yo) € J x V.
Beh.: Die nach 6.2 eindeutig bestimmte Lésung y: R -V der Anfangswertauf-
gabe

y'(z) = Ay(z) +b(x), y(x0) =10
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ist gegeben durch

T

Veer y(z) = exp((x —zg) A) yo + exp(z A) f exp(-t A) b(t) dt. (154)

z0

a

Wir wollen die Losung eines linearen homogenen Systems mit konstanten
Koeffizienten

y'(x) = Ay(x), y(xo) = yo

noch einmal mit anderen Methoden diskutieren, ndmlich unter Benutzung der
Eigenwerte' von A. Wir wissen zwar nach (154), daR y(x) = exp((z - 20) 4) yo
die Losung ist, in konkreten Fillen hitte man aber gern eine ,noch explizitere®
Beschreibung von y(x).

Satz 6.11.

Vor.: Seien n € Ny, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und A e End(V'). Es
existiere ferner eine Basis {v1,...,v,} aus Eigenvektoren von A von V, d.h. A
ist diagonalisierbar. Fur j € {1,...,n} sei v; Eigenvektor zum Eigenwert \; € R,

also Avj = )‘j Vj.
Beh.: Ist yi: R =V fir je{l,...,n} definiert durch

Vaer yj () = e vy,

so bildet {y1,...,yn} ein Fundamentalsytem von Lisungen von

y'(x) = Ay(a). (155)

Beweis. Fir j e {1,...,n} und jedes x € R gilt
yj'(x) = e/\jx)\j vj = eijAvj = A(e)‘fxvj) = Ay;(x),

also ist y; Losung von (155).
{y1(0),...,yn(0)} ist eine Basis von V, also bildet {y1,...,y,} nach 6.3 (iii)
ein Fundamentalsystem von Losungen von (155). O

I. a. sind Eigenwerte eines Endomorphismus A auf einem endlich-dimensio-
nalen R-Vektorraum V nicht reell. Um auch in diesem Fall Losungen von

y'(z) = Ay(x)

dhnlich explizit angeben zu konnen, wie in 6.11, miissen wir die sog. Komplexi-
fizierungen Vg von V und Ac € Endc(Ve) betrachten.

Y Unter einem Eigenwert verstehen wir hier eine ggf. komplexe Nullstelle des charakteristi-
schen Polynomes.
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6.12 (Komplexifizierung reeller Vektorrdume und Endomorphismen).

(i) Sei V ein R-Vektorraum. Wir setzen

also ist V¢ zunéchst ebenfalls ein R-Vektorraum.

Fiir u = (v,w) € V¢ schreiben wir

‘u::v+iw, ‘v::Reu, ‘w::Imu,

und wir identifizieren v € V mit (v,0) =v +10 € V¢, d.h. wir betrachten V'
als R-Untervektorraum von V.

Es gilt:

a) Re,Im: V¢ — R sind R-lineare Abbildungen.
b) Durch die Definition

Va,8eRVvwev (@ +1 ) (v,w) := (av - Bw,Bv+aw)

wird V¢ zu einem C-Vektorraum, den wir die Komplexifizierung von

V nennen.
¢) Sind n :=dimV und {vy,...,v,} eine Basis des R-Vektorraumes V/,
so ist {v1,...,v,} auch eine Basis des C-Vektorraumes V.

(ii) Fiir AeEnd(V) definieren wir durch

Vowev Ac(v+iw) = Av+iAw.
Ac heiftt die Komplezifizierung von A.
Dann gilt:

a) Ac: Vo — Ve ist C-linear, d.h. Ac € End(c(V(C), und A(clv = A.
b) Sind n :=dimV und A € End(V') sowie (axi)g ef1,...ny € M(n x n,R)

die Matrix von A bzgl. einer geordneten Basis (v1,...,v,) von V, so
ist (ak1)kief1,..n} € M(n xn,C) auch die Matrix von Ac bzgl. der
geordneten Basis (v1,...,v,) von V.

Insbesondere stimmt daher das charakteristische Polynom von A mit
dem charakteristischen Polynom von Ac {iberein, und folglich haben
A und Ac dieselben (komplexen) Eigenwerte.

(iii) Wir definieren fiir u =v +iw e V¢
also ist Vo = Vi, u — u eine R-lineare Abbildung.

a) Fiir alle u € V¢ und alle A € C gilt



b) Sei A € End(V'). Dann gilt fiir alle u € Vi: Ac(u) = Ac(u).
Mit A € C ist auch X € C ein Eigenwert von A, d.h. von Ac, und es
gilt

Eig(Ac,\) = Eig(Ac, A) = {u|u € Eig(Ac, \)}.
c) Eine Abbildung z: R - V¢ ist genau dann Lésung von
' (x) = Ac 2(),
wenn Rez, Imz: R - V Losungen von

y'(z) = Ay(z)
sind.

Beweis als Ubunyg. O

Satz 6.11 besitzt das folgende komplexe Analogon.

Satz 6.13.

Vor.: Seien n € N,, V ein n-dimensionaler C-Vektorraum und A € Endc(V)
diagonalisierbar.

Beh.: Ist {uy,... ,u,} eine Basis von V mit

Zuj:)\j’u,j mit )\jE(CfﬁTjE{la---7n}7

so werden durch
.Y
zj(z) =e

Uy
n C-linear unabhdngige Ldsungen z1,...,2,: R > V von
2 (x) = Az(x) (156)
definiert, und {z1,121,...,2n,12,} bildet ein Fundamentalsytem von Losungen

R - V won (156), wobei V bei letzterem als 2n-dimensionaler R-Vektorraum
aufgefafit sei.

Beweis. Fur je{1,...,n} gilt
2! (x) =N T Njuy =N T Auy = A (M) = Azj(x).

{21(0),...,2,(0)} ist Basis des n-dimensionalen C-Vektorraumes V, also ist
offenbar {z1(0),121(0),...,2,(0),i2,(0)} Basis des 2n-dimensionalen R-Vektor-
raumes V. Hieraus folgt die Behauptung. O

Hauptsatz 6.14.
Vor.: Seien n € Ny, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V)
derart, daff Ac € Endc (Vi) diagonalisierbar ist.
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Beh.:

(i) Es existiert eine Basis {u1,...,u,} des C-Vektorraumes V¢ bestehend aus
Eigenvektoren von Ac, d.h.

A@uj=/\juj mit )\jECﬂi’f’jE{l,...,’l’L}
mit

(/\17"'7/\1’L) = (/\17"'7/\l7/\l+17"'7/\l+m7m7"'7/\l+m)7

eR eC\R
(’LLl, '7un) = (Ul,...,Ul,U1+1,...,Ul+m,u1+1,...,Ul+m).
———
eV

(it) Fir jede Basis {ui,...,un} von Vg wie in (i) gilt, falls \j = a; +1; und
uj =v; +iw; mit aj, B € R, vj,wj eV fir je{l,... ,n}:
Durch

A
Vieqr,.3¥i(®) = eV %uy

Vjeqier,..my Yi (@) = Re(eu;) = e (cos(B;x) v - sin(B; x) wy)

Vje(i+m+1,..n} Y5 () Im (e * ;) = e * (sin(B; @) vj + cos(B; x) w;)

wird ein Fundamentalsystem {y1,...,yn} von Lésungen R -V wvon

y'(x) = Ay(a) (157)

definiert.

Beweis. (i) ist klar, und (ii) folgt daraus, daf z;(x) = e % u; nach 6.13 Lé-
sungen von (156) sind, 6.12 (iii) ¢) und der Tatsache, dafs {y1(0),...,yn(0)}
eine C-Basis von V¢ und somit auch eine R-Basis von V bilden. O

La. likt sich ein Endomorphismus A auf einem C-Vektorraum nicht diago-
nalisiern, sondern nur auf Jordansche Normalform bringen. Wie man auch in
diesem Fall ein Fundamentalsystem von Lésungen von

2 (z) = Az(x)
finden kann, soll im folgenden beschrieben werden.

6.15 (Lineare homogene Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten).
Seien n € N,, V ein C-Vektorraum und A € Endg (V). Nach Linearer Algebra
existiert eine geordnete Basis (uq,...,u,) des C-Vektorraumes V derart, daf
die Matrix B = (bpg)p,qe(1,...n} € M(nxn,C) von Abzgl. (u1,...,u,) die Gestalt

Ji 0 ... 0 0
0 J 0 ... 0
B = : - .
0 0 Jg-1 0
0 0 0 Ji
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hat, wobei fiir j € {1,...,k} der Jordan-Block J; € M(r; x7;,C) eine Matrix der
Form

A 1000 0
0 A 1 0 0
il o o 100
0 0 ... 0 A 1
0 0 ... 0 0 X

mit A\; € C ist. Es gilt also n = Z?‘::l rj und Px(X) = H?:l()‘j -X)7.
Ist z: R — V eine differenzierbare Abbildung, so existieren offenbar eindeutig
bestimmte differenzierbare Funktionen z1,...,z,: R - C mit

2@) = 3 o)y,

p=

—_

und z ist Losung von

2 (x) = Az(x) (158)

o))
: |=B 2 (159)
2 (2) 2 ()

z;(w)up = z'(w):Az(w):Av(Zn:zq(w)uq)

genau dann, wenn gilt

[ Denn (158) besagt

1

p=1 o=t
= Zn:zq(x)g(uq) = anzq(iﬂ) Zn:bpqup
g=1 =1 p=1
= Zn:(zn:bpqzq(x))ul”
p=1 ¢=1

also 2, () = o2y bpg 2¢(x) fiir pe {1,...,n}. |
(159) ist dquivalent dazu, daf mit s;:=7r1 +... +r;—1 (:=0, falls j = 1) fiir
alle j e {1,... ,k} gilt
Z;j+1 (':L') ZS]'+1 (':L')
: =J; : . (160)

z;j+7“j (ZL') Zsj‘”"j (fL')

Jede Losung von (160) ist offenbar C-Linearkombination der folgenden r; C-
linear unabhingigen Losungen

ehi® zeN® (277 (rj = 1)) M@
0 M (2772 (r; = 2)) eMi @
0o 1, 0 cees| @3 (= 3)) N ®
6 0 e)‘;“"
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Daher ist jede Losung z: R - V von (158) offenbar C-Linearkombination der
folgenden n Losungen R - V

eM Ty, eAlx(wul +Uu2), ..y M ((

7'u1+...+xurl_1+url s
T — 1).

ro—1

Ao x Ao x Ao x z

e Up 11, €27 (T Upy 41 + Upy42)5 .- 5 € Wur1+1+---+ur1+r2 ;
2_ H

)\k:v )\k(E
€ u?“1+...+7”k,1+17 cet € (T‘ 1)' u?“1+...+7”k,1+1 +...0F u?”1+...+7”k )
k — .

N——
=n

(161)

die an der Stelle z = 0 der Reihe nach die Werte uq,...,u, annehmen.
Ist speziell V' = V¢, wobei V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum ist, und
A = Ac, wobei A € End(V), so ist jede Losung von

y'(z) = Ay(x)

R-Linearkombination der Real- und Imaginérteile der in (161) angegebenen Lo-
sungen R — V¢ von (158).

6.16 (Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung). Sei n € N,. Eine lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung ist per definitionem eine Differentialglei-
chung der Form

u™ () + ap_g () u (@) + ..+ ay (z) W (2) + ao(z) u(z) = b(z),| (162)

wobei a1,...,an-1,b: J = R auf einem nicht-entarteten Intervall J c R stetige
Funktionen sind.

Die Differentialgleichung (162) heifst im Falle b = 0 homogen und andernfalls
inhomogen.

Wir setzen zur Abkiirzung

(Lu) (2) = ul (@) + an_1 (2) w™ (@) +... + ar (2) 0 (2) + ao (z) u(z).
(i) Nach 3.19 (i) gilt:
Ist u: I - R Lésung von (162), so ist
y: I — R, z— (u(z),u (z),...,u" ()
Losung des folgenden Systems erster Ordnung

yi(z) = ya(x)

ya(z) = y3(z)

(163)
Y-1() = yn(x)
Yn(r) = =ao(x)yi(z) ... = an-1(x) yu(x) + b(z),

und ist umgekehrt y: I — R™ Losung von (163), so ist u := y;: I - R
Losung von (162).
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(162) lautet in Matrizenschreibweise

mit
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
—ap(z) -ai(z) =-az(x) ... —ap-1(x)
(ii) Sind zp € J und ug = (up1, ..., upn) € R™, so entspricht einer Losung u der
Anfangswertaufgabe
(162), wu(wo) = uon, v’ (z0) = u2, - - -, u(”_l)(xo) = Ugn

eine Losung y = (y1, ... yn) der Anfangswertaufgabe
(163), y(zo) =uo-

Daher folgt aus 6.2 (dort V' =R"):

Fiir jedes xg € J und g = (uo1,--.,uon) € R™ besitzt die Anfangs-
wertaufgabe
(Lu)(x) =b(x), u(xo) =uon, u'(xg) = vz, ..., u(”_l)(xo) = Uon,

genau eine auf ganz J definierte Losung u: J - R, und alle Losungen
sind Beschridnkungen dieser maximalen Losung.

(iii) Aus (ii) folgt analog zu 6.3 (ii), (iii):

Die Menge M aller auf ganz J definierten Losungen u: J — R der linea-
ren homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung

(Lu)(xz) =0
ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und fiir jedes xg € J ist
M —R", wr—s (u(zo),u' (20),-..,u" (z0))
ein R- Vektorraum-Isomorphismus.

Definiton. Eine Basis von M heifst ein Fundamentalsystem von Lisungen
von (Lu)(z) = 0.
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(iv) Definition. Fiir n globale Losungen uy, ..., u, € M von (Lu)(z) =0 heift

ul ces Un
/ /
W= Wy owy=det|] "0 " L LR
w7, (D
(d.i. die Wronski-Determinante der geméfs (i) zu uy,...,u, korrespondie-
renden n Losungen von (163) mit b = 0 gemifk der Bemerkung in 6.4) auch
die Wronski-Determinante von uy,...,U,.
Aus (iii) folgt:
{uq,...,uy} ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn fiir ein (oder

dquivalent fiir alle) zg € J gilt: W(x) #0.

Nach 6.5 gilt
Vees W' () = Spur A(z) W(z),

———
=—an-1(x)

also fiir beliebiges xq € J

T

Vaes W(z) = W (o) - exp —[an_l(t)dt

zo

6.17 (D’Alembertsches Reduktionsverfahren fiir lineare homogene Differential-
gleichungen n-ter Ordnung). Seien n € Ny mit n > 2, J c R ein nicht-entartetes
Intervall und ag,...,a,-1: J = R stetige Funktionen sowie a,, := 1. Wir betrach-
ten die lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung

u™ (2) + an_1 () u" D (@) + ..+ ar (2) W (2) + ap(z) u(z) =0 (164)

und setzen wieder
(Lu)(z) = u'™ (2) + an_1 (@) u" V(@) + ... + a1 (z) v/ (z) + ao(z) u(z).

Wir werden zeigen, daf sich das Losen aller Losungen von (6.17) mittels des
Reduktionsverfahrens von d’Alembert aus der Kenntnis einer von Null verschie-
dener Losung von (164) auf das Losen einer linearen homogenen Differential-
gleichung (n - 1)-ter Ordnung zuriickfithren 14ft.

Das in 6.6 angegebene d’Alembertsche Reduktionsverfahren fiir lineare ho-
mogene Systeme erster Ordnung leistet nicht dasselbe: Denn bei Anwendung
des Verfahrens 6.6 auf das lineare homogene System erster Ordnung, das (164)
entspricht, erhdlt man ein lineares System erster Ordnung mit einer Gleichung
weniger, das i.a. nicht von der speziellen Gestalt (163) ist, also i.a. nicht einer
linearen homogenen Differentialgleichung (n — 1)-ter Ordnung entspricht.

Sei

v: J —> R eine von Null verschiedene Losung von (164). (165)
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Wir wihlen ein Teilintervall I ¢ J mit
Vaeerv(x) #0. (166)

Die Idee von d’Alembert war es, weitere Losungen w: I — R von (164) von
der Gestalt
u(z) = o) w(z), (167)

wobei w: I - R eine n-mal differenzierbare Funktion (und damit auch eine C"-
Funktion) ist, zu suchen.
uw: I - R wie in (167) ist genau dann Losung von (164), wenn stets gilt

0 = (Lu)(@) = ¥ ay(a) ul)( )(197)iZJ:(‘]i)aj(x)v(j_k)(x)w(k)(m)
7=0 7=0k=0
-y (! a;(z) v (2) w® (z) = (3 (7 a;(x) 00 () |w® (2
- kkzo(k)” ACECIEES ] Dol H XY EEIE
N )
d.h. wegen bo(z) = X7 a; () v (z) (155

also

3 by (2) (w' )P = 0. (168)

(168) ist eine lineare homogene Differentialgleichung (n — 1)-ter Ordnung fiir
w': I ->R.

Wir zeigen abschliefsend, daf man aus der Kenntnis aller Losungen von (168)
alle weiteren Losungen von (164) gewinnen kann:

Satz. Seien {w1’,...wyp-1'} ein Fundamentalsysterm von Losungen von (168)

und wj: I - R eine beliebige Stammfunktion von w;" fur j e {1,...,n-1}.
Dann ist {v|f,vw1,...,vw,_1} ein Fundamentalsystem von Losungen I — R
von (164).

Beweis. Zu zeigen bleibt nur die lineare Unabhéngigkeit. Zum Nachweis hier-
von seien A\, Aq,..., \p_1 € R mit

Vaoer Av(z) + M v(z) wi(z) + ..+ Apo1 v(x) wy—1 (2) =0,

d.h. nach (166)

Vxej)\-i-)\l wl(x) +... +)\n—1 wn_l(w) =0. (169)
Aus (169) folgt durch Differntiation A w1’ + ...+ \p—1 wy—1” =0, also wegen der
linearen Unabhéngigkeit der w;": A\; =... =X,—1 =0. Aus (169) folgt dann auch
A=0. O
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6.18 (Das Losen linearer inhomogener Differentialgleichungen n-ter Ordnung).
Seien n € Ny mit n > 2 und ag,...,a,-1,b: J > R auf einem nicht-entarteten
Intervall J c R stetige Funktionen. Wir betrachten die lineare inhomogene Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung

u™(2) + an_y () u™ D (2) ..+ a1 (2) W () + ag(z) u(z) =b(z)|  (170)

und setzen wieder
(Lu) (z) = u™ (2) + anot (2) "D (@) + ...+ aq (@) v/ (@) + ap(z) u(z).
Die zu (170) gehorige homogene Differentialgleichung lautet
(Lu)(x) = 0. (171)
Es gilt offenbar erneut:

Man erhilt alle globalen Lésungen J — R von (170), indem man zu einer
beliebigen speziellen derartigen Losung J — R alle Losungen J — R der (172)
zugehorigen homogenen Differentialgleichung (171) hinzuaddiert.

Um eine spezielle Losung von (170) zu finden, verwenden wir wieder die
Methode der Variation der Konstanten.

Sei die stetige Abbildung A: J - M(nxn,R) wie in 6.16 (i) definiert. Ferner
sei {uq,...,u,} ein Fundamentalsystem von Losungen J — R von (171). Dann
ist nach 6.16 (iv) Y: J - M(n x n,R), definiert durch

Ul/(w) un,(w)
Voes V(a)=| ;(x) o .(x) : (173)
ul("_'l)(:n) . un("_'l)(x)

Losung der M(n x n,R)-wertigen Differentialgleichung Y'(x) = A(x) Y (z), und
zwar mit VY ey detY(x) #0.
Fiir zg € J ist nach 6.7 y: J - R, definiert durch

0
Veery(z) = Y (2) f Y ()~ b(t) dt, wobei b(t) = O , (174)
s b(t)

eine Losung von y'(z) = A(z) y(x) +b(x), also ist y1: J - R wiederum nach 6.16
(i) eine Losung von (170). Fiir ¢(t) wie in (174) gilt Y (¢) ¢(t) = b(t), also nach
(173) und der Cramerschen Regel (beachte, daf die Determinante der Matrix
in (173) nicht verschwindet) fiir jedes j € {1,...,n}

A
40 = v
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mit

(3] “en uj—l 0 Uj+1 “en Un
ul’ ‘e uj_l' 0 u]'+1, ‘e un'
A := det : : : : :
Uq (n=2) . uj_l("_2) 0 uj+1(”_2) R un(n—2)
u D uj_l("_l) b uj+1("_1) o, (D
d.h. _
(_1)n+j
C](t) Wul’...7un (t) b(t) Wuly---vuj—l7uj+17---7un(t)’ (]‘75)
wobeil
Ul e uj—l Uj+1 e Unp,
uy’ ... uj-1’ Ui’ . Uy
Wul,...,uj',l,ujqu,...,un = det : . : .
L uj_l("_2) uj+1("_2) e w2

gilt.
Aus (174), (173), (175) folgt schlieflich:

v: J = R, definiert durch

T

- n+j b(t)
v(a) = Lusta) (1" [

o

W,

U17---7Uj717uj'+17---7un(t) dt
)

Wu17---7un (t)

(176)

ist die allgemeine Losung von (170).

Bemerkung. Im Spezialfall n = 2 gilt W,,, = u; und W,,, also besagt (176)
dann, dak gilt

v(x)=—u1(x)[%dt+w(x)[%dt.

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
lassen sich auf lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
zuriickfithren. Die direkte Losung ist jedoch einfacher.

Hauptsatz 6.19 (Lineare homogene Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten).
Vor.: Sein e N.. Wir betrachten die Differentialgleichung

u™ () + apq u" D (2) + . ag i (2) +agulz) =0, (177)

wobei ag,...,an—1 € C. Seien Ai,..., A\ € C die paarweise verschiedenen Null-
stellen von
P(z)=2"+ay 2Lt ag 2+ ap,

und bezeichne rj € Ny die Ordnung der Nullstelle \;.
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Bebh.:
(i) Die Funktionen
N e i N e {1, m} (178)
sind n C-linear unabhdingige Lésungen R — C von (177).

(i) Im Falle ag,...,an-1 € R ist mit A € C~R auch X\ eine Nullstelle von
P(z), und zwar von derselben Ordnung wie X\, und wir kénnen Ay, ..., Am
so umnumerieren, daf gilt

s Am) = Ao o3 A Aptts - s Aprgs Aprls -+ Alaq)-

eR eC\R

Sei As =as +10s mit as,Bs €R fir se{p+1,...,p+q}.
Dann bildet die Menge, die genau

xke)‘jm, je{l,...,p}, ke{0,...,r; -1},
Re(xke)‘jm):wk Tcos(Biz), je{p+1,....p+q}, ke{0,...,r; -1},
Im(wkeAﬂ'm):xk Tsin(pjx), je{p+1,...,p+q}, ke{0,...,r; -1}
(179)
als Elemente enthdlt, ein Fundamentalsystem von Lisungen R — R wvon
(177).
Wir bereiten den Beweis von 6.19 durch zwei Lemmata vor.
Lemma 1. Seien k,n e N mit n >0, P(z) := ¥ 0a; 20 € C[z] und X\ € C eine

Nullstelle von P(z) von einer Ordnung >k + 1.
Dann ist z¥ e*®: R - C eine Losung der Differentialgleichung

Za w9 (z) = (180)

Beweis. Fiir k=0 ist die Behauptung wegen
Za u(]) Za N Ax:e)‘xP(/\)=0

klar.

Wir nehmen daher induktiv an, daf die Behauptung fiir £ € N gilt. Sei
dann A eine Nullstelle einer Ordnung > k + 2 von P(z). Zu zeigen ist, daf
u(x) := zF*1 e die Differentialgleichung (180) 16st. Wir setzen v(z) := xk e,
also gilt u(x) = xv(x). Hieraus folgt fiir j € {1,...,n}

o i() D () 00D (2) = 200 (2) + 09D (),
1=0
also
Zaju(j)(a:) =z Za oD (z Z(]+1)a3+1v(3)( )
j=0 j=0

(v(j)(w)) + P/(09) ().
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Nun ist A eine Nullstelle der Ordnung > k+2 von P(z) und somit eine Nullstelle
der Ordnung > k + 1 von P’(x). Hieraus und aus der Induktionsvoraussetzung
folgt, daf die rechte Seite der letzten Gleichung verschwindet. a

Lemma 2. Seien k € Ny und \i,..., A\ € C paarweise verschiedene kompleze
Zahlen sowie Py(z),...,Py(z) € C[z] derart, daf fir alle x € R gilt

k
ZPj(x)e’\jz =0.
j=1

Dann folgt P; =0 fir alle j € {1,...,k}.

Beweis. Der Fall k =1 ist trivial.

Gelte daher induktiv stets Zf;'llP](w) eNT = 0. Wegen eM+1% % ( folgt
Z?:l Pj(x) e Aes)® 4 p () = 0. (Grad Py, + 1)-malige Differentiation der
letzten Gleichung ergibt dann offenbar eine Gleichung der Gestalt

k
> Qs(w) e g,
j=1

wobei Q;(z) € C[z] mit Grad Q; = Grad P; fiir j € {1,...,k}. Nach Induktions-
voraussetzung gilt nun Q; =0 fiir j € {1,...,k}, d.h. Grad Q; = —oo. Wegen der
Gleichheit der Grade muf dann auch P; das Nullpolynom sein. O

Beweis des Hauptsatzes. Zu (i): Dak die n Funktionen aus (178) Losungen
von (177) sind, folgt aus Lemma 1.
Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit seien b;; € C mit

Lemma 2 ergibt, dak fiir jedes j gilt P; = 0, also miissen auch bj; = 0 fiir alle
7,k gelten.

Zu (ii): Nach (i) ist klar, dak die » Funktionen in (179) Losungen R — R
von (177) sind.

Wegen e(@*18)® = ¢4 (cos(B;x) —isin(B;x)) sind alle n Funktionen in
(178) C-Linearkombinationen der n Funktionen in (179), also miissen auch letz-
tere C-linear unabhéingig und insbesondere R-linear unabhingig sein. O

6.20. Sei n € N,. Wir betrachten Spezialfille der linearen inhomogenen Diffe-
rentialgleichung

u™ () + apy D (2) + . agd/ (2) + agu(z) = b(z), (181)
wobei ag,...,ap-1 € R und b: R — R eine stetige Funktion ist, und setzen
P(z):=2" +ap1 2" U+ tax+ao.

Wegen (172) und 6.19 (ii) ist (181) geldst, wenn wir eine spezielle Losung von
(181) finden. Hierbei ist es, abhéngig von der Gestalt der Funktion b, gelegentlich
hilfreich, eine Losung derselben Gestalt zu suchen.
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(1)

(iii)

b(z) = Ae®® mit A,C e R*.
In diesem Fall gilt

b (2) + anoy BV (@) + .. +ay b (2) +agb(z) = AP(C) €7,
Cx

. . . 1
also ist im Falle P(C) # 0 die Funktion TR0 ©
von (181).

eine spezielle Losung

Cx

Ist P(C) =0, so setze man xe~* in die linke Seite von (181) ein. Man

erhilt einen Ausdruck der Form
Pi(C)e®® mit P (x) e R[x],

also ist im Falle P;(C) # 0 die Funktion % eC? eine spezielle Losung
von (181).
Ist Py(C) =0, so setze man 22 e in die linke Seite von (181) ein. Erhalt

man nun in analoger Verfahrensweise keine Losung, so setze man 2°e®®
in die linke Seite von (181) ein usw.

b(z) = A cos(C z) + B sin(C z) mit A,B,C €R.

In diesem Fall setze man A cos(C z)+ B sin(C ) mit A, B € R in die linke
Seite von (181) ein. Gleichsetzen mit b(x) fithrt zu einem Gleichungssy-
stem, das man ggf. 16sen kann.

Beispiel. |u”(x) +2u/(x) + u(z) = sin(2z).
Einsetzen von A cos(2x) + B sin(2z) mit A, B € R in die linke Seite der
Differentialgleichung liefert

(-3A+4B) cos(2x) + (-4 A - 3B) sin(2z),

also soll gelten —3A+4B=0und -44 - 3B = 1. Das Losen dieses Glei-
chungssystemes fithrt zur speziellen Losung —% cos(2z) - = sin(2z) von

T 25
u”(z) +2u/ () + u(x) =sin(2x).
b(x) ist ein Polynom vom Grade m € N,.
In diesem Fall setze man A,, 2" +... A1 x + Ag mit Ag,..., A, € R in die

linke Seite von (181) ein. Gleichsetzen mit b(z) und Koeffizientenvergleich
flihrt zu einem Gleichungssystem, das man ggf. 16sen kann.

Beispiel. |u”(z) +2u'(x) +u(z) = z2.

Einsetzen von As z? + Az + Ag mit Ao, A1, Az € R in die linke Seite der
Differentialgleichung liefert

A21‘2+(4A2 +A1)$+(2A2 +2A1 +A0),
d.h. es soll gelten Ay =1, 445+ A1 = 0 und 245 +2A; + Ag = 0. Das

Losen dieses Gleichungssystemes fiihrt zur speziellen Losung 22 — 42 + 6

von u(x) +2v/ (x) +u(z) = 22.
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6.21 (Eulersche Differentialgleichung). Seien K € {R,C} und n € N;. Wir suchen
alle Losungen y: Ry — K der Eulerschen Differentialgleichung, d.i. die folgende
lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung

z" y(”) (z) +an_1 2"t y(”_l) () +...+a12y'(z) +agy(z) =0, (182)

wobei 1 =:a,,a,-1,...,a0 € K, d.h. von

g™ (z) + 2Ly Dy 4t a11 y'(z) + 2L y(z) = 0.
T " ™

Wir setzen zur Abkiirzung

(Ly) (@) ="y (2) + apor 2"y (@) + .+ arwy (@) + ag y ().

Bemerkung. Mit allen Losungen R, — K von (182) hat man auch alle Losun-
gen R_ — K gefunden. Denn sind y: Ry - K und z: R_ - K zwei beliebige n-mal
differenzierbare Funktionen mit z(x) = y(-x), so gilt

Voer ( z“a 0 (2 i y (=x) = (Ly) (-2),

also ist Lz =0 dquivalent zu Ly = 0.

Satz. Es existiert eine lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten 1 =:by,bp-1,...,00 €K

™ () + by V(@) + .+ byl (8) + by u(t) =0 (183)

derart, daf$ gilt:
Sind y: Ry - K und u: R - K beliebige n-mal differenzierbare Funktionen
mit y =uoln, d.h. u=1yoexp, so gilt

Vier (Mu)(t) = (Ly) ('), (184)
wobei wir
(Mu)(t) == u™ (t) + buog ™D () + ...+ by u/(£) +bo u(t)

setzen.
Folglich ist y genau dann Losung von (182), wenn u Lisung von (183) ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst durch endliche Induktion:

Sind j € {1,...,n} und y: Ry - K, w: R > K mit y = woln wie im
Satz, so existieren L=icjj,¢j-1,---,¢51 €K so daf fiir alle z € R, gilt (185)
) y(J)( ) =21 lcj,ku(k) oln(z).

[ Zu (185): Die Behauptung gilt im Falle j =1 wegen y'(x) = v/'(In(z)) %
Sei nun j € {1,...,n -1}, und gelte (185) fiir j. Dann folgt

, 185) & 1 ; —J
y(J+1)(1’) ( 2 ) Z Cik u(k+1) o ln(x) yrs) + Z Cjk u(k) o ]Il(fL') j—zl’
k=1 r k=1 v

= Z{;é €5 k-1 u(Foln(zx)
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d.h.

::Cj+1’1EK . =:Cj+1,kEK
—t—
G () = e ol ST VWl
Py @) = Ton weln(@)+ ¥ (Gar-jem) u® oln(a)
k=2

+ ¢y uUDoln(a),
——
=1l=cj41,5+1
also gilt (185) fiir j + 1. |
Aus (185) fur j e {1,...,n} folgt fiir jedes t € R

(Ly) (et) (182) ag Y (et) + Z Cik u(k)(t)
—— j:l
=u(t)
= o u(t)+ > (X cix ) u(t) (186)
=tbp €K kel g=k
::b/C eK
183
U5 (M) ().

(Beachte, daf dann by, = ay, ¢, = 1 gilt.) Damit ist (184) gezeigt, und der Satz
ist bewiesen. O

Damit haben wir die Losung der Eulerschen Differentialgleichung (182) auf
die Losung der Differentialgleichung (183) zuriickgefiihrt. (183) lafst sich mittels
6.19 16sen. Dazu mufs man das Polynom

P(z):=)b; 2
=0

kennen und dessen Nullstellen bestimmen. Die Koeffizienten von P(z) kann man
wie im Beweis von (185) und in (186) berechnen.

In konkreten Féllen kann man das Polynom P(z) oft mit weniger Rechen-
aufwand aus der folgenden Formel (187) erhalten. Fiir jedes \ € C ist die Funk-
tion 2* = exp(A In(z)): Ry — C bekanntlich unendlich oft differenzierbar mit
(m’\)’ =Xz, und es gilt

La?

S~ ist konstant vom Wert P()). (187)
x

| Zu (187): Setze y(z) := 2> = (@) y(t) = y (') = e*. Dann gilt fiir alle
teR
(184) (Mu)(t) Def. b u® (1)

J=0

(L:UA)(et) = (Ly)(et)

n

;bj M u(t) = (i%bj /\j) y(et) = P(\) 2 (et),

A

also ist R - C, t > £Z2 (e') konstant vom Wert P()). ]

T
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Beispiel. Betrachte | 2%y (z) + 32y (z) + Ty(x) = 0 | fiir z € R, also

(Ly)(z) = 2"y (z) + 3y’ () + Ty(z).

Setze y(z) := z*. Dann folgt 3/ (x) = Az*, y"(z) = (A - 1) Az™2, also
(La*)(x) = 2* (\2 =4\ + 7). Daher ergibt (187)

P(\) =N —4X+7,
und dieses Polynom hat die Nullstellen 2 +i+/3. Nach 6.19 (ii) ist daher
{eZt Cos (\/gt) , e?? sin (\/gt)}

ein Fundamentalsystem von Losungen von (183). Das entsprechende Fundamen-
talsystem von Losungen von (182) erhélt man daher (durch ,t = In(x)“ nach dem

Satz) als
{xz cos (\/5 ln(x)) , 2° sin (\/5 ln(x))}
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7 Ober- und Unterfunktionen

Lemma 7.1.

Vor.: Es seien D c R? und f: D — R eine stetige Funktion. Fir jede differen-
zierbare Funktion z: J - R, wober J c R ein nicht-entartetes Intervall sei, die
Graph(z) c D erfiillt, heifit die Funktion

Pz J— R,

die durch
Vees (P2)(2) =2 (z) - f(x, 2(2))

definiert ist, der Defekt von z bzgl. der Differentialgleichung

y'(z) = f(z,y(2)).

Beh.: Seien xg € R und Iy ein nicht-entartetes Intervall mit linkem (bzw. rech-
tem) offenen Ende bei xo'® und 21, z0: Iy - R zwei differenzierbare Funktionen
mit

Pz < Pzy (bzw. Pz > Pz9) auf I (188)
und
35€R+ 21 < %29 auf ]xo,xo + E[ C IO (bzw. ]xo - E,xo[ C [0). (189)
Dann folgt
21 < 23 (auf ganz Iy) (190)

Beweis. Angenommen (190) gilt nicht. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden
und wegen (189) genau ein £ € [y mit

v:ce]:co,g[ (bzw. ]&,z0[) #1 (l’) < Z2($) (191>

und
21(§) = 22(8). (192)
Dann folgt fiir n € N, hinreichend grof mittels (192), (191)

7€) -2n1(6-1) . () -=(E-1)

21(5)27}1_{1010 T > lim T "= = 22(8)
(bzw.
() - lim, z1(§) —_Zi(fﬂLg) < lm 22(§) —_Zi(fJf;) ~ 2(6)),

also auch nach (192)

5Es gilt also Io = Jxo,...| (bzw. Io=]|...,x0[)
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(bzw.

(Pz1)(8) = 21(8) —£ (& 21(8)) < 2(8) = £(&, 22(8)) = (P22)(€)),

——
<z5(¢)

im Widerspruch zu (188). O

Satz 7.2.
Vor.: Seien D c R%, f: D - R eine stetige Funktion und (xo,y0) € D. Wir
betrachten die Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(x)), y(xo) = vo. (193)

Seien I = [xg,...| (bzw. |...,xz0]) ein nicht-entartetes Intervall mit linkem
(bzw. rechtem) Eckpunkt xo und Iy := I~ {x¢}. Eine differenzierbare Funktion
z: I > R, wobei I c R ein nicht-entartetes Intervall sei, mit Graph(z) c D heifst

eine { Oberfunktion } bzgl. der Anfangswertaufgabe (193), wenn gilt:

Unterfunktion
> < >
Pz{ < }O (bzw. Pz{ S }O) auf I und z(wo){ < }yo (194)
oder
> < >
Pz{ < }O (bzw. Pz{ N }0) auf Iy und z(wo){ < }yo (195)
Beh.:

(i) Ist z: I - R eine Unterfunktion bzgl. (193) und y: I - R eine Lésung von
(193), so gilt z <y auf I.

(ii) Ist z: I - R eine Oberfunktion bzgl. (193) und y: I - R eine Lésung von
(193), so gilt z >y auf Io.
Beweis. Wir wollen 7.1 anwenden auf

z1:=2|1, und 29 :=y|L,.

Die Behauptung von (i) ist gerade die Aussage (190). Zu zeigen bleibt daher
lediglich, daf (188) und (189) gelten.
Zu (188): Wegen (194) oder (195) gilt, da y Losung von (193) ist

Vael, (le)(a:){ : }o: (Pz2)(z).

Zu (189): Wegen (194) oder (195) gilt z(xo) < yo = y(x0).
1. Fall: z(z0) < yo = y(zp). Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden ein € € R,
mit
z<y auf [xg,z0 +e[ c I (bzw. Jxg-e,20] c I),
also mit
21 < 29 auf |zg,xg +¢[ c Iy (bzw. Jzg -, 29[ < Ip).
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2. Fall: 2(z0) = yo = y(x¢). Dann folgt zunéchst nach Definition der Unter-
funktion, daf (194) gilt, also (Pz)(mo){ i }O, d.h.

o] § ) AGo0.(00)) = o)) =/ o)

Angenommen (189) ist falsch. Dann existiert andererseits offenbar eine Null-
folge (hn),,y in Ry mit

vneNzl(xO{ J_r }hn) =Z(wo{ t }hn) Zy(xo{ J_r }hn) =22($0{ t }hn),

also folgt wegen
+
cGao{ T fa) =20
lim

=T

z’(wo){ i }y'(wo), Widerspruch!

IN IV

(ii) zeigt man analog zu (i). O

7.3. Angenommen wir suchen eine Losung y: [29,b[ = R einer Anfangswertauf-
gabe
y'(z) = f(z,y(2)), y(zo) = Yo,

wobei D ¢ R? und f: D — R stetig, fiir die sich keine explizite Formel angeben
laftt. Dann konnen wir auf folgende Weise Informationen iiber den Werteverlauf
von y erhlten:

Wir verkleinern die Funktion f(z,y) zu einer stetigen Funktion fi(x,y)
und eventuell den Anfangswert yg zu yo1 und zwar so, dal wir fiir die neue
Anfangswertaufgabe

y'(z) = fi(z,y(x)), y(xo) = yor
N— ———
<f(zy(x))

eine Losung v: [0, b - R explizit angeben kénnen.
Dann ist v — solange Graph(v) in D verlduft — eine Unterfunktion bzgl.
(193), also folgt aus 7.2 (i): v <y auf dem gemeinsamen Definitionsbereich.
Analog 148t sich auch eine explizit angebbare Funktion w mit y < w finden.

Beispiel. Wir betrachten die Riccatische Differentialgleichung

y'(z) =2® +y(2)*, y(0) =1, (196)

also f =22 +7y% R? > R.

Wir wissen, dak genau eine maximale Losung y: |a,b[ - R von (196) exi-
stiert, wobei a,b € R mit a < 0 < b. Wir wollen y|[07b[ approximieren und insbe-
sondere Informationen {iber b erhalten.
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1.) Sei € € ]0,1[ beliebig vorgegeben. Fiir z > 0 gilt
fiz,y) =y <a®+y° = f(2,y), yor=1-e<1=yp

Die Anfangswertaufgabe

hat die Losung

1 1-
z [07_[_>R7 ':L"_)—E7
1-¢ 1-(1-¢)z

also folgt aus 7.2 (i) (mit Voraussetzung (195), unterer Fall)

1-¢

YV 2€]0,1[n]0,5 ﬁ

sy <y(x).

Dies ist fiir alle € € |0, 1[ gezeigt, also gilt auch (fiir € - 0+)

YV 2e10,1[n]0,4[

Hieraus folgt offenbar
1
b<1lund Vs —— < . 197
un 00T y(x) (197)

2.) Aus (197) folgt!®
lim y(z) = +o0. (199)

T—=>b—

15Es gilt némlich folgende

Ubungsaufgabe. Seien D c R? offen, f: D - R eine stetige Funktion und y: [a,b] = R,
wobei a,b e R mit a <b, eine Lisung der Differentialgleichung

y'(2) = f(z,y(2)). (198)

Dann ist y genau dann nicht fortsetzbar zu einer Lisung §: [a,b] - R der Differentialglei-
chung (198), wenn mindestens eine der folgenden Aussagen gilt:

(1) limg_p-y(x) = +00,
(2) limg_py(z) = —00 oder

(3) 0D =D~ D # & und der Abstand von (z,y(x)) zu D konvergiert fiir x — b— gegen 0,
d.h. genau per definitionem lim,_p— p(x,y(x)) = 0, wobei p: D - R, definiert ist durch
Vpep p(p) = min{|lp - q|[|g € ID}.

[ Tip zu ,=* Betrachte die Menge M c R, definiert durch
M := {Es existiert eine Folge (zn)nen in [a,b] mit limp—eo 2 = b und limn—e y(zn) = c},
und zeige zunéchst, falls (1) und (2) nicht gelten:

M UR ist ein nicht-leeres Intervall von R und {b} x (M nR) c 9D. |
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3.) Fiir x € [0,b] c [0, 1] gilt
T+y2>a?+92 = f(x,y), 121=y,.
Die Anfangswertaufgabe
y'(z) =1+y*(x), y(0)=1
hat die Losung
z: [0, %[ — R, =+ tan(z+ g),
also folgt aus 7.2 (ii) (mit Voraussetzung (194), oberer Fall)

T
Vejo,p[n)o,z [ ¥(x) < tan(z + Z)'
Hieraus folgt offenbar nach (199)

b>— und Vme[o,%[y(w) < tan(z + %) (200)

e~

4.) In &hnlicher Weise ldft sich zeigen

(201)

17

16
b> I7 und Vo 16 y(z) < P

167
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8 Stetige und differenzierbare Abhingigkeit

Definition 8.1. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V'
offen und f: D — V eine stetige Abbildung, die einer lokalen Lipschitzbedingung
bzgl. y geniige. Nach 3.17 gibt es zu beliebigem (z9,y0) € D daher eine eindeu-
tig bestimmte maximale Losung y(,, 4,): 1(70,%0) = V, die auf einem offenen
Intervall I(zg,y0) von R definiert ist, der Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(x)), y(zo)=yo.

Wir setzen

A= U I(zo,y0) x {(z0,y0)} cRxRxV
(z0,y0)eD

und nennen

wA—V, (t,zo,yo)+— y(:fcmyo)(t)

die allgemeine Losung von y'(z) = f(x,y(z)).
Unser erstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

Hauptsatz 8.2 (Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten).

Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' offen und
f: D = V eine stetige Abbildung, die einer lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y
gentigt. w: A =V sei die allgemeine Losung von

y'(x) = f(z,y(2)).
Bebh.:
(1) A ist offen in RxRx V.
(i) u: A -V ist stetig.
Fiir den Beweis des Hauptsatzes benotigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 8.3 (von Gronwall).
Vor.: Seien I c R ein Intervall mit linkem Eckpunkt g € I und ¢: I - R eine
stetige Funktion mait

Veer(z) <a+p / o(t)dt,

wobei o, 8 € R mit 8> 0.
Beh.: Yy o(z) < ae® (z=z0)

Beweis. Offenbar gentigt es zu zeigen, daf zu beliebigem € € R, gilt

Vaer o(z) < (o + ) P (#770) (202)
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Zunéchst gilt (202) fiir z = 29 wegen ¢(z¢) V¥ o < a+e. Angenommen (202)
ist falsch. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden genau ein x; € I mit z; > zo
und

Vq:e[xg,an[ 90(1‘) < (Oé + 5) eB (x—xo)’ (203>
o(x1) =(a-¢) o (z1-20) (204)

. e (203) s 8 (1—z0)
o(z1) < a+ﬁ/<p(t)dt < a+5/(a+s)e o) de
o zo

= o+ [(a +e) P (t—xo)]xl (201)

DO k(o) - (ake) = plan) -
< p(x),
Widerspruch! O

Satz 8.4 (Abschitzung des Fehlers bei einer Niherungslosung einer Anfangs-
wertaufgabe).

Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, D c R xV
und f: D -V eine stetige Abbildung, die einer Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt,
d.h.

3rer. Y (zy) (zg)ep |f (@, y) = f(@,9)] < Ly -7l (205)
Ferner seien (xo,y0) € D und y: I -V eine Losung der Anfangswertaufgabe
y'(@) = f(z,y(2)), y(xo) = yo- (206)

Beh.: Ist z: [ -V differenzierbar mit Graph z ¢ D und existiert eine reelle Zahl
0 >0 mit
Vaer |2 (2) - f (2, 2(2))] <0, (207)

so folgt

r—T 5 X=X
Vaer [2(2) = ()] < | =(x0) = gl 7701 + = (M=ol -1). (208)

Bemerkung. Im Falle z(z¢) = yo und 0 = 0 folgt aus (208) z =y, also enthélt
der Satz auch einen Beweis der Eindeutigkeit der Losung von (206).

Beweis. 1. Fall: z¢ € I ist linker Randpunkt von I. Wir setzen zur Abkiirzung

v = [[2(w0) = yol- (209)

Da y Losung von (206) ist, gilt nach 3.5

Very(@) =go+ [ Fty(0) (210)
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Wir definieren r: I — V durch
Vaer 2() = 2(20) +[f(t,z(t))dt+r(x). (211)
xo

Dann ist r differenzierbar, und es gilt

(207)

Voer [ ()] = |12'(2) = f(z,2(2))] <6,
also folgt aus dem Mittelwertabschétzungssatz der Analysis I1

(211)

Vaer ()] Ir () = (o) | <6 (2 - o), (212)

Die stetige Funktion ¢: I — R sei definiert durch
Vaoer 9(2) = |2(x) -y ()] (213)
Nun folgt fiir alle x € I

(213),(211),(210)
< I2(z0) = yol| +

+ (@)l

[ 1) - Fym) at

R 1820 - Fu )] de 6 - o)

zo
(205) -
< el [0 -y e+ (@ -a0)
)
(219) v+ L fzp(t) 2,
)
d.h. )
Voer ¥(2) +% < (’y+%)+ KOG +% dt.
N——— —_—— :;6€R+(EO N——
=p(z) =a =¢(1)

Aus dem Lemma von Gronwall 8.3 folgt daher

Vaer () < ae’ (x_xo),

d.h. 5
Veer () s et lrmoole & (eblrml 1)

Wegen (213) und (209) gilt somit (208).
2. Fall: xg € I ist rechter Randpunkt von /. Die Behauptung folgt leicht
durch Anwendung des ersten Falles auf f(z,y) = -f(-z,y), y(x) := y(-x) und

Z(x) = z(-x).
3. Fall: z¢ ist innerer Punkt von I. Dann folgt die Behauptung durch Kom-
bination der vorherigen Fille. O
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Satz 8.5 (Stetige Abhéngigkeit auf kompakten Intervallen definierter Losungen
von den Anfangswerten und der rechten Seite einer Anfangswertaufgabe).
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, D c R xV
und f: D — V eine stetige Abbildung. Weiter seien (xo,y0) € D, a,b € R mit
a<b und y: [a,b] > R eine Losung der Anfangswertaufgabe

y'(x) = f(z,y(x)), y(zo) =0 (214)
sowie « € Ry derart, daf$ der a-Streifen von Graphy in D enthalten ist, d.h.
Sa ={(z,v) € [a,b] x V||v—y(z)|| <a} c D. (215)
Auflerdem geniige f auf S, einer Lipschitzbedingung bzgl. y, also

3Ler. Y (2y),(z.9)esa | f(2,9) = f(z. D) < Ly -7l (216)
Beh.: Zu jedem € € R, existiert ein 0 € Ry derart, daf folgendes gilt: Sind

g: Soy —> V' stetig und zg € V mit

YV (@y)esa l9(x,y) = f(z, )|l <6 @

und
120 = yol| <6,

so besitzt auch die ,gegentiber (214) um héchstens 0 gestorte* Anfangswertauf-
gabe
Z'(x) = g(x,2(x)), 2(w0) = 20 (218)

eine auf ganz [a,b] definierte Losung, und fir jede solche Losung z: [a,b] =V
von (218) gilt
vme[a,b] ||Z(1') —y(l’)” <Ee.

Zusatz.
1.) Ist D offen, so existiert ein « € Ry mit (215).
2.) Geniigt f einer lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y, so gilt (216).

Bemerkung. Die Voraussetzung, dals y auf einem kompakten Intervall defi-
niert ist, ist notwendig! Betrachte z.B. die Differentialgleichung y'(z) = y(x) auf
[0, 00[, deren allgemeine Losung u(x, o, yo) = yoe® 0 ist. Wir verwenden die
Bezeichnungen des Satzes mit

f(way) =g(.%',y) =Y, y(l’) = u(x,0,0), Z((L’) = u(x7071)7

wobei y und z auf [0, oo[ definiert seien. Dann gilt

Tr—>00

|2(2) —y(2)| = |e*] — co.

93



Beweis. Zum Zusatz: 1.) Im Falle D = R x V' ist nichts zu zeigen, und im
Falle D G R x V leistet

1
a=g d(Graphy, (Rx V)~ D) >0

das Gewiinschte. Beachte, dal Graphy c D mit [a,b] kompakt und (Rx V)~ D
nach Voraussetzung von 1.) abgeschlossen ist.!”

2.) ist klar nach Ubung 6.2.

Zum Beweis des Satzes: Sei € € R, beliebig vorgegeben. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit gelte € < a. Aus Stetigkeitsgriinden existiert eine Zahl C' e R,
mit

_ 1 _
Vo olleeol 4 - (ele @ol _1) <C, (219)
und wir setzen
€ «
§i=— < —.
2C ~ 2C

Seien im folgenden g, zp wie (217) gewahlt. Dann gilt:

Jede Losung z: I —» V der Anfangswertaufgabe (218) (d.h. insbesondere
I c[a,b]) erfiillt (220)
Vaer ||Z(1') —y(l’)” <

CRNS
IA
| o

. 218 (217)
[ Zu (220): Es gilt 2(0) = yoll “= 70 - ol < & und

” (218) (217)

Voer [|2'(2) = f (2, 2(x)) lg(z,y) = f(z,9)l <9,

also nach 8.4 (angewandt auf Sy, f|s,,y|r anstelle von D, f,y)

Voet o(2) - y(a)] <5 (F1o-70l 4 = (bl - 1)) 5o
L 2
Wegen (220), § < € bleibt zum Nachweis des Satzes zu zeigen, daf eine auf
ganz [a,b] definierte Losung von (218) existiert.
Beweis hiervon: g: S, — V it sich offenbar zu einer stetigen Abbildung
g g; — V auf einer Umgebung 3; von S, in R x V forzetzen. (Wir behaupten
nicht S, c D!) Die Anfangswertaufgabe

#(x) =g(x,2(2)), Z(x0) =20

besitzt nach dem globalen Existenzsatz von Peano 3.10 eine maximale Losung
z: I -V, wobei I cR ein offenes Intervall ist. Da S, kompakt ist, muft Graph z

"Lemma. Sind (M,d) ein metrischer Raum, A eine kompakte und B eine angeschlossene
Teilmenge von M mit AnB =@, so gilt d(A, B) :=inf{d(a,b)|ae€ A Abe B} >0.

Beweis. Angenommen d(A, B) = 0. Dann existiert zu jedem n € N ein a,, € A derart, daf gilt
d(an,B) = inf{d(an,b)|b € B} < n+r1 Da A kompakt und damit folgenkompakt ist, kénnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daff (an)nen gegen ein Element a. € A
konvergiert. Es folgt d(ax, B) = 0. Daher existiert zu jedem n € N ein b,, € B mit d(ax,bn) < nLH
Somit muf gelten ax = limn—c bn. Weil B abgeschlossen ist, folgt a. € B, d.h. ax € An B, im
Widerspruch zur Voraussetzung. ]
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nach ebendiesem Satz nach hinten und nach vorne aus S, herauslaufen. Daher
existieren offenbar eindeutig bestimmte x1, 29 € I mit x1 < x2 und xg € [x1, 23]
sowie

o

S fir € |a1, 22,

05, =S, N §a fiir z € {x1, 22}

V:ve[:vl,mg] (.Z', Z(I’)) €

2= Z|[4, 2,] 18t somit ebenfalls Losung von (218), weshalb nach (220) insbeson-
dere gilt

Vieqr,2y 2(zi) —y(z:)| <

Wegen (1, 2(x1)), (x1,2(x1)) € 0S4 bedeutet dies nach Definition von S, dafs
x1, 22 Randpunkte von [a,b] sein miissen, d.h. es muf gelten x1 = a und x9 = b.
Damit ist gezeigt, dak z eine auf [a,b] definierte Losung von (218) ist. O

Beweis von Hauptsatz 8.2. Seien also V eine endlich-dimensionaler R-Vek-
torraum, D c RxV offen und f: D — V eine stetige Abbildung, die einer lokalen
Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt. u: A -V bezeichne die allgemeiene Losung
von y'(z) = f(2,y(x)).

Sei (to,z0,Y0) € A, also (zo,y0) € D und tg € I(xg,yo). Da I(xg,yo) offen
ist, existieren a,b € R mit a < b und 0 € R, derart, dafs [a—01,b+ 1] < I(z0,yo)
und tg, xg € |a, b[.

Wir setzen y = u(...,20,Y0)|[as; p+s,], d-h. ¥ ist Losung der Anfangswert-
aufgabe y'(t) = f(t,y(t)), y(xzo) = yo, und wihlen eine Norm | ... | auf V sowie
o, L e Ry gemél des Zusatzes zu 8.5. Nach 8.5 existiert dann ein d9 € R, derart,
dap fiir alle y; € V' mit [|y1 — yo| < 92 gilt:

Die Anfangswertaufgabe Z'(t) = f(t,2(t)), Z(xo) = y1 besitzt eine auf
ganz [a — d1,b + d1] definierte Losung Z: [a — d1,b+ d1] = V mit

(221)
8 €
Vie[asi,b+1] 12(t) =yl < >
Hieraus folgt fiir jedes 1 € I(xo,yo) mit |z1 — x| < 01:
Die Anfangswertaufgabe 2'(t) = f(t,2(t)), z(x1) = y1 besitzt eine auf (222)
ganz [a,b] definierte Losung, namlich z(t) := Z(t + (xg — 21)).

Insbesondere haben wir (o, zo,yo) € ]a,b[ x|xo—01,zo+01[*xUs, (yo) € A gezeigt,

also (to,zo,yo) € A. Wegen der Beliebigkeit von (g, x0,%0) € A folgt 8.2 (i).

Seien nun y; € V mit [|y1 — yol| < d2 und z: [a - 61,0+ 51] = V geméik (221)
gewdhlt. Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist Z gleichméfig
stetig, also existiert d3 € R, mit

- _ iy €
Vi iefa-oy bear] [t~ 1] <03 == [|2(t) - 2(1)]| < 5. (223)

Seien weiter x1 € I(xg,yo) mit |z1 — 29| < 5 mln{51,53} und z: [a b] >V zu
x1 wie in (222) gewdhlt. Dann gilt fiir jedes t € [a,b] mit |t —to| < 3 03

lz() =y (to)ll = 2+ (zo - z1)) = y(to)ll
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< 2+ (o = 21)) = 2(t0) ]| + 12(t0) —y(to)|| <&

(2i3) . (231) e
2 2

Hieraus und aus z(t) = u(t,z1,y1) sowie y(to) = u(to,xo,yo) folgt die Stetigkeit
von u in (tg, o, y0), d.h. wir haben auch 8.2 (ii) gezeigt. O

Korollar 8.6.

Vor.: Seien V,W endlich-dimensionale R-Vektorraume, D c RxV offen, A c W
offen. und f: D x A - V, (t,y,\) = f(t,y,\) eine stetige Abbildung, die einer
lokalen Lipschitzbedingung bzgl. (y,\) gentigt. Fir jedes X\ € A sei uy: Ay -V
die allgemeine Losung von

y'(x) = f(z,y(x),A).
Beh.:
(1) Uxea Ax x {A} ist offen in RxRxV x W.
(ii) Die Abbildung Uxep Ax x {A} =V, (t,z,y,\) = uyx(t,z,y) ist stetig.

Beweis. Das Korollar folgt durch Anwendung von Hauptsatz 8.2 auf

(yV,yW),(l') = (f(x>yV($)7yW(m))70) eV xW.

Die in V liegende Komponente der allgemeinen Losung hiervon ist genau die in
(ii) genannte Abbildung. O

Hauptsatz 8.7 (Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten und Parame-
tern).

Vor.: Seien V,W endlich-dimensionale R-Vektorraume, D c RxV offen, A c W
offen und f: D x A - V, (t,y,\) = f(t,y,\) eine stetige Abbildung, die einer
lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y gentigt.'® Fir jedes X € A sei uy: Ay -V die
allgemeine Losung von

y'(2) = fz,y(@),\),
d.h. fir jedes (zo,y0,\) € D x A ist

ux(-..,20,90) = Y(xo,y0,))" I(zo,y0,\) —V

die eindeutig bestimmte maximale Losung, welche auf einem offenen Intervall
I(x0,y0,A) von R definiert ist, der Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(x),A), y(z0) = 0.

"®D.h. nach Wahl einer Norm | ...| auf V existiert zu jedem (zo,y0,X0) € D x A eine
Umgebung U € U°((zo, Yo, Mo ), D x A) mit

3LER+ v(w,y,k),(w,g,A)EU ”f(mv Y, )\) - f(mv g? )\)” <L ”y - g”
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Beh.:
(1) Uxea Ax x {A} ist offen in RxRxV x W.
(ii) Die Abbildung Uxea Ay x {\} =V, (t,x,y,\) = ux(t,x,y) ist stetig.

Beweis. Wir modifizieren den Beweis von Hauptsatz 8.2.1

Sei (to, 70, %0, Xo) € Uxea Ax x {A}, also (z0,y0) € D und tg € I(z0,y0,\o)-
Da I(x0,y0,\o) offen ist, existieren a,b € R mit a < b und d; € R, derart, daf
[CL - 517 b+ 51] c I(l‘o,yo, >\0) und #o, o € ](I, b[

Wir setzen y = u(..., 20,90, A0)l[as, p+6,], d-h. ¥ ist Losung der Anfangs-
wertaufgabe y'(t) = f(¢,y(t), o), y(xo) = yo, und wihlen eine Norm | ... | auf
V sowie o, L € R, gemif des Zusatzes zu 8.5. Nach 8.5 existiert dann ein do € R,
derart, daf fiir alle A € A mit VY, yes, [f(7,9,A) = f(z,9, o)l <02 und y; € V/
mit ||y1 - y0|| < 09 gilt:

Die Anfangswertaufgabe 2| (t) = f(t,2x(t), ), Zx(z0) = y1 besitzt eine

auf ganz [a — d1,b + 01] definierte Losung Z): [a = 01,0+ d1] = V mit

~ g
Viefa=si,b+1] 122 (1) —y(t)] < 3

Wir wihlen eine Norm |...| auf W. fl|s, xa: Sa x A = V ist stetig, also
existiert ein d3 € Ry derart, daf fiir alle A € A mit A — Ao < d3 gilt Us, (o) € A
(beachte, dafs A offen ist) und

¥ (@wyese 1 (2,9, 0) = f (2,5, M) < &2
Hieraus folgt fiir jedes 1 € I(xo,yo) mit |z1 — zo| < 01:

Die Anfangswertaufgabe z)(t) = f(t,2(t),\), zx(z1) = y1 besitzt eine
auf ganz [a,b] definierte Losung, namlich zy(t) := 2\ (¢t + (zo - 21)).

Insbesondere haben wir

(to,wo,yo,)\o) € ]a,b[ X ]xo — 51,%0 + (51[ X U52 (yo) X U53()\0) C U A)\ X {)\}
AeA
gezeigt, also folgt 8.7 (i).
Der Beweis von (ii) erfolgt nun fast identisch zu dem von 8.2 (ii). O

Unser nichstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

Hauptsatz 8.8 (Differenzierbare Abhéngigkeit von den Anfangswerten).
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, D c R x V' offen und
f: D =V eine stetige Abbildung, die stetig partiell differenzierbar nach y ist. Es
sei us A -V, (t,x,y) » u(t,z,y) die allgemeine Lisung von

y'(z) = f(z,y(2)),

) “Nachdem der Beweis von 8.2 vorgefiihrt wurde, sollte der nun zu fiithrende eigentlich als
Ubungsaufgabe gestellt werden. Dies war im WS 2009/2010 aus Zeitgriinden nicht moglich.
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d.h. fiir jedes (t,z,y) € A gilt

du

ot (t,l’,y) = f(t,u(t,x,y)), U(Z',(L',y) =Y. (224)

Beh.:
(i) w ist stetig partiell differenzierbar nach t.

(ii) w ist stetig partiell differenzierbar nach x, d.h. %: A -V ist stetig, und fiir

jedes (x,y) € D ist %( cox,y): I(x,y) - Vo differenzierbar und Losung
der Anfangswertaufgabe

(t) = g—g(w(t,w,y)) z2(t), z(z) ==f(z,y). (225)

(iii) w ist stetig partiell differenzierbar nach y, d.h. per definitionem

Y (to,20,0)es U(to, T, - . .) ist differenzierbar in yo, d.h. es ewistiert

0
8—Z(t079€07y0) := dy, (u(to, o, . ..)) € End(V),

(beachte, daff {y € V'|(to,zo,y) € A} mit A offen ist) und

ou ou
—: A —End(V), (to,z0,y0) — — (t0,Z0,¥0),
dy Jdy

15t stetig.

Dariiber hinaus ist g—Z(...,x,y): I(z,y) - End(V) fir jedes (x,y) € D
differenzierbar und Losung der End(V')-wertigen Anfangswertaufgabe

Z'(t) = g—‘z(t,u(t,x,y)) o Z(t), Z(z)=idy. (226)

Zusatz. Ist k € Ny und sind f: D -V sowie g—?’;: D — End(V') k-mal stetig

differenzierbar, so ist u: A -V (k +1)-mal stetig (partiell) differenzierbar.
Wir bereiten den Beweis von 8.8 durch drei Lemmata vor.

Lemma 8.9. Es seien a,b € R mit a < b und V ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum. Ist dann h: [a,b] - End(V') eine stetige Abbildung, so gilt

b b
Voey ([ h(t)dt) (v)=/h(t)(v)dt.

Beweis. Wir wihlen eine Norm ||... | auf V.

Seien & € [a,b] und (hy)yey eine Folge in End(V') mit lim, e hy = h(E),
wobei wir End(V') mit der durch ||...|| induzierten Operatornorm betrachten.
Dann folgt

lim sup{||(h = h(E))(v)[[v eV A v =1} =0,
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also offenbar auch
Voerr Tim (y (1)) = h(E)(v). (227)

Sind daher (3,),y eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a, b] und
=, fiir jedes v € N ein Zwischenpunktsystem von 3, so gilt fiir ve V'

V—>00

b
(/ h(t)dt) @ @ (m 95(0.3,.2)) 0) 7 lim RO (0).30.5)

b
- [,

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Lemma 8.10. Es seien a,beR mit a <b, V' ein endlich-dimensionaler R-Vek-
torraum, M c V offen und g: [a,b] x M — R eine stetige Funktion, die stetig
partiell differenzierbar nach y ist.

Dann st die Funktion

b
G:M—R, y— [g(t,y)dt
stetig differenzierbar, und es gilt fiir jedes yo € M
b
99
dy, G = f 5 (1-30) dt € B (V). (228)

Beweis. Nach Lemma 8.9 gilt fiir jedes yg € M

b b
Voer ( [ g—g<t,yo>dt) (v) g—g<t,yo><v>dt. (229)

a
(Beachte, daf g—Z(. ..,%0) nach Voraussetzung eine stetige Abbildung ist.)

Daher folgt nach Wahl einer Norm ||... || auf V fiir yp € M und h e V \ {0}
mit yo+heM

Glon +1) -G - Bty a) (1)
il

dt,

(220) [b g(t, 50 +h) = g(t,90) = §2(t,90) (h)
) In]

und die rechte Seite konvergiert nach Voraussetzung fiir o — 0 gegen Null. Aus
der Beliebigkeit von yg folgt die Differenzierbarkeit von G und die Giiltigkeit

von (228).
Dafs G sogar stetig differenzierbar ist, folgt nun leicht aus der stetigen par-
tiellen Differenzierbarkeit von g nach . O
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Lemma 8.11. Es seien a,b € R mit a<b, M cR offen, g: [a,b] x M - R eine
stetige Funktion, die stetig partiell differenzierbar nach y ist, und hy,ho: M - R
stetig differenzierbare Funktionen mit h;(M) c [a,b] fir i€ {1,2}.

Dann ist die Funktion

ha(y)
G:M-—R, y— f g(t,y)dt
ha(y)
stetig differenzierbar, und es gilt fir jedes y € M

ha(y)
G = [ Gt dt+ gUha()) e 0) -9 () 9) 1 ().

ha(y)

Beweis. Definiere die stetig differenzierbare Funktion G:[a,b]?> x M — R

durch
G(x1,72,y fg (t,y)d

Dann gilt fiir jedes (21, 22,%) € [a,b]? x M nach Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

oG oG
—(z1,72,y) = =g(w1,y) A ——(x1,22,%) = g(x2,9).
8w1 8x2
und nach Lemma &8.10
oG ag
— = t dt.
9y (z1,22,y) = By == (t,y0) dt

1

Hieraus und aus G(y) = G(h1(y),ha(y),y) folgt mit der Kettenregel die Be-
hauptung. O

Beweis von Hauptsatz 8.8. (224) beinhaltet (i) und impliziert mittels 3.5,
daf gilt

u(t,z,y) =y + / f(ryu(r,z,y))dr. (230)

Zu (ii): Ist u partiell differenzierbar nach z, so folgt aus (230) und Lemma
8.11

ou

oz

(t.,0) =~ (w.) [a (ru(r,2,9)) S4(7,2,0) dr.

Ist u sogar stetig partiell differenzierbar nach x, so folgt hieraus und aus 3.5,
dak %(. ..,x,y) differenzierbar ist und Gleichung (225) 16st. Wir zeigen also
nun, dafs u stetig partiell differenzierbar nach x ist.

Seien (to,z0,y0) € A und 1, 92,03 € Ry mit

V(t,x,y)e]to—(h7to+52[X]xo—és,xo+53[><U53(yo) (t,z,y) e A
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und
VIE]I0—53,I0+53[ T € ]to - 517 tO + 52 [
Des weiteren existiert § € R, derart, dak fiir jedes h € | -9, [ und jedes 7 € [0, 1]
gilt
Y te)to—61,t0+02] (tyu(t,l"o,yo) +7 (u(t,@o + h,yo) - u(t7$0>yo))) eA.

(Beachte, dak A offen ist.) Fiir alle h € | = §,0[ sowie = € |xg — 03,z + d3[ und
y € Us,(yo) bezeichnen wir mit 9(...,x,y,h): Jto — 1,t0 + d2[ » End(V') die
nach 6.4 eindeutig bestimmte Losung von

::A(t7x7y7h)

1

Z'(t) = [g—‘z(t,u(t,x,y)+T(u(t,x+h,y)—u(t,x,y)))dT oZ(t),

0
Z(w) = idv.

Wir behaupten:

Q: Jto—d1, to+o2[x]zo—0d3, x0+03[xUs, (yo) x] -9, [ — End (V') ist stetig. (231)
[ Zu (231): Die stetige Abbildung

Jto —01,t0 + d2[ x End(V') x |zg — d3, 20 + 03[ x Us, (yo) x | = 9,0[ — End(V),

die (t,Z,z,y,h) auf A(t,x,y,h) o Z abbildet geniigt offenbar einer lokalen Lip-
schitzbedingung bzgl. Z. Dies sieht man analog zum Beweis von Satz 6.4 ein.
(231) folgt nun aus Hauptsatz 8.7. |

Wir definieren v: |tg — d1,t0 + 02[ x | = 9,0 = V durch

’U(t,h) = U(t,(L’O + h7y0) - U(t7$07yo)7

also gilt offenbar

20 (th) = A(t,70,0,h) o (1, 1)
und
U(x07h) = (fL'(),fL'Q-Fh yO)_ (x0+h7x0+hay0)+u(w0+h7x0+hay0)_y0

= x0+h xo + h,yo) —u(xo,z0 + h,yo))
- —hf (o +sh, 20 +h,y0) ds
= -hf éL"o,yo)
+hf (z0,y0) — f(xo+ sh,u(xo +sh,zo + h,yo))ds.

=:R(x0,Y0,h)

Aus Eindeutigkeitsgriinden folgt daher fiir jedes (¢, h) € Jtg —d1,t0 +d2[ x ] =0,
mittels des Zusatzes a) zu 6.4

U(t7h) = Q‘j(tvm(]vyo»h) (—hf(l'o,y(]) + hR($07y0>h)) )
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also i
lim —v( 0.1) =
h—0

- (to, 0, y0,0) (f (z0,0)),

und die Abbildung auf der rechten Seite ist nach (231) und Voraussetzung stetig
n (to,20,Y0)-
Zu (iii): Ist w partiell differenzierbar nach y, so folgt aus (230) und Lemma
8.10
ou

ay

t
. 0 0
(o) =idv+ [ L) o Seaman

Ist uw sogar stetig partiell differenzierbar nach y, so folgt hieraus und aus 3.5,
dak g—Z(. ..,x,y) differenzierbar ist und Gleichung (226) 16st. Wir zeigen also
nun, dafs u stetig partiell differenzierbar nach y ist.

Seien wieder (to,xo,%0) € A und 41,092,935 € R, mit

V(t,x,y)e]to—(h7to+52[X]xo—és,xo+53[><U53(yo) (t,z,y) e A

und
VIE]I0—53,I0+53[ T € ]to - 517 tO + 52[
Des weiteren existiert 0 € R, derart, daf fiir jedes h € Us(0) und jedes 7 € [0,1]
gilt
Vielto-6,t0+9] (t7u(t,9€o7y0) +7 (u(t, zo, yo + h) - U(t79€o7y0))) €A

(Beachte, dak A offen ist.) Fiir alle h € Us(0) sowie x € Jzg - 3,20 + 3 und
y € Us,(yo) bezeichnen wir mit (..., x,y,h): Jto — 1,t0 + d2[ - End(V') die
nach 6.4 eindeutig bestimmte Losung von

=V (t,z,y,h)

t u(t, z,y) +T( (t,w,y+h)—u(t,w,y)))d7 oZ(t),

o-{ /5

gl
~

Z(x) =idy.
Analog zum Nachweis von (231) zeigt man:
9): Jto—01, to+d2[x]xo—03, 20+03[xUss (yo) xUs(0) — End(V) ist stetig. (232)
Wir definieren w: |tg — d1,t0 + d2[ x Us(0) - V' durch
w(t, h) :=u(t,xo,y0 + h) —u(t,zo,yo0),
also gilt offenbar

ow

ot (t h) V(t,ﬂj‘o,yo,h) ow(t,h)

und

w(zo,h) =yo+h-yo=h.
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Aus Eindeutigkeitsgriinden folgt daher fiir jedes (¢, h) € Jto — 1, to + d2[ x Us(0)
mittels des Zusatzes a) zu 6.4

w(t,h) =Y(t,z0,y0,h) (),

also nach Wahl einer Norm |...| auf V' auch

lw(to, ) =D (to, z0,y0,0)(h)]
il

~ _ h
1) (to, zo, yo, h) =D (to, o, yo, 0} || HWH

19 (to, 0, Yo, h) =D (to, 0, y0,0) |

Jlw(to,h) =D (to,z0,y0,0) (h)]|
0 2]

und somit nach (232) limy,_, = 0. Damit ist gezeigt

ou ~
a_(t(]ax(]ayO) = Q‘j(t(]vx(]vyOv 0)7
Y
und die rechte Seite ist erneut nach (232) stetig in (¢o, 0, v0)-
Zum Beweis des Zusatzes: Wir zeigen die Behauptung durch vollstdandige

Induktion nach k£ € N. Denn Fall k£ =0 haben wir soeben bewiesen.

Seien nun k € N, und f: D - V sowie g_g: D - End(V) k-mal stetig dif-
ou

ferenzierbar. Dafy dann % ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist, ist wegen
(224) klar.

Des weiteren ist

FDxV VXV, (2.4,) — (f<x,y>,§—§<x,y>g)

insbesondere eine (k —1)-mal stetig differenzierbare Abbildung. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist die allgemeine Losung @ = (4,u2): A -V xV von

(/@) @) = Fap(a). 7)) = (0. 5 090 0))

eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt offenbar
V(tzyyea Ygev U1 (t, z,y,9) = u(t, x,y),

und wegen 3.13 (ii) und 3.17 ist da(...,z,y,7) fiir jedes (z,y) € D sowie g e V
die eindeutig bestimmte maximale Losung der Anfangswertaufgabe

/ 9 .
1) = 2Lttt ) 2(), =) =7,
Y
also gilt nach (ii) fiir alle ¢ € I(z,y)
aQ(tawaya_f(way)) = %(t7%y)7

und die linke Seite ist k-mal stetig differenzierbar.
Auferdem ist fiir (z,y) € D

I(l‘,y) - EHd(V), t'—>’L~L2(t,l‘,y,...)
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ein differenzierbarer Weg in End(V'), der die Anfangswertaufgabe

2(0) = 2L (ult0) 0 2(0), Z(@) = a(, ... =iy
Y
16st, und diese Losung ist erneut wegen 3.13 (ii) und 3.17 eindeutig bestimmt.
Daher folgt aus (iii) fiir alle ¢ € I(z,y)

_ou

t
ay( 71:72/)7

us(t,x,y,...)
und die linke Seite ist k-mal stetig differenzierbar.
Wir haben damit gezeigt, dafs %, %: A -V und %: A - End(V) k-mal
Y
stetig differenzierbar sind, also ist u: A — V nach Analysis (k + 1)-mal stetig
(partiell) differenzierbar. O

Korollar 8.12 (Differenzierbare Abhangigkeit von den Anfangswerten und Pa-
rametern).

Vor.: Seien V,W endlich-dimensionale R-Vektorraume, D c RxV offen, A c W
offen. und f: D x A -V, (t,y,\) » f(t,y,\) eine stetige Abbildung, die stetig
partiell differenzierbar nach y und X ist. Fir jedes A € A sei uy: Ay - V die
allgemeine Losung von

y'(z) = f(z,y(z), ),
d.h. fir jedes (zo,y0,\) € D x A ist
U)\(. .. ,l’o,yo) = y(x()’yo)\): I(xo,yo,k) —V

die eindeutig bestimmte maximale Losung, welche auf einem offenen Intervall
I(zo,y0,\) von R definiert ist, der Anfangswertaufgabe

y'(z) = f(z,y(2).A), y(z0) = yo.
Beh.: Die Abbildung

u: U AA x {A} - ‘/7 (t,l‘,y,)\) — U)\(t,l‘,y)
AeA

=A

ist stetig partiell differenzierbar. %(...,x,y,)\): I(z,y,\) = LW, V) ist des
weiteren fir jedes (x,y,\) € D x A differenzierbar sowie Losung der L(W,V')-
wertigen Anfangswertaufgabe

Z'(t) = g—g(t,@(t,x,y,)\),)\) o Z(t) + %(t,&(t,x,y,)\),)\), Z(0)=0. (233)

Zusatz. Sind ke N, und f: D >V, g—gjjz D — End(V') sowie %: D - L(W,V)

k-mal stetig differenzierbar, so ist w: A -V (k +1)-mal stetig (partiell) diffe-
renzierbar.
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Beweis. Die stetige partielle Differenzierbarkeit von 4 und der Zusatz folgen
aus dem letzten Hauptsatz 8.8 inkl. Zusatz analog zum Beweis von Korollar
8.6. Daly %(...,x,y,)\): I(z,y,\) - L(W,V) fiir jedes (x,y,A) € D x A die
Anfangswertaufgabe (233) 16st, folgt dann weiter aus

ou ~
Vte[(m,y,)\) E(tvxvyv /\) = f(t,u(t,m,y, /\)7 >\)7

Satz 3.5 und Lemma 8.10. O
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9 Fliisse von Vektorfeldern

Sei im folgenden stets k € N. Wir betrachten in diesem Kapitel autonome Diffe-
rentialgleichungen vom Typ

y'(z) = F(y(z)), (234)

hierbei ist F: M — V ein Lipschitz-stetiges CF-Vektorfeld eines endlich-dimensio-
nalen R-Vektorraumes V' auf einer offenen Teilmenge M von V', vgl. Teil (i) der
folgenden Definition. Wie in 2.3 nennen wir allgemein eine Differentalgleichung
y'(z) = f(x,y(x)) autonom, wenn die Abbildung f nur von der zweiten Variable
abhéngt.

Definition 9.1 (Vektorfeld, Integralkurve, Orbit). Seien V ein endlich-dimen-
sionaler R-Vektorraum und M c V offen.

(1)

(i)

Eine Abbildung F: M — V heikt C*- Vektorfeld von V auf M genau dann,
wenn F: M — V eine C*-Abbildung ist. Die Menge aller C*-Vektorfelder

von V auf M bezeichnen wir mit | X* (M) |

Im Falle k > 1 ist jedes F € X*(M) lokal Lipschitz-stetig, d.h. per defini-
tionem, daf nach Wahl einer Norm ||... || auf V' gilt

Vper Iveus(p, i) ILer, YVpr poev [ F'(P1) = F(p2)| < L|p1 - p2l.

Ist F € X*(M), so heifit eine { } Lésung ¢: I - V der auto-

maximale

nomen Differentialgleichung (234) auch eine { } Integralkurve

magzimale
oder Stromlinie von F'.

Ist ¢ maximale Losung von (234), so heiflt ¢(I) Bahn oder Orbit von F'.
Ist F e X¥(M) lokal Lipschitz-stetig, so ist M offenbar nach 3.17 die

disjunkte Vereinigung seiner Bahnen. Den zu p € M eindeutig bestimmten
Orbit, der p enthilt, bezeichnen wir dann mit .

Satz 9.2. Es seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, M c 'V offen,
F e X*(M) und c: I -V eine Stromlinie von F. Dann gilt:

(i) (Fper F(c(to)) =0) == ¢ konstant,

(ii) ¢ nicht konstant = ¢ glatt.

(iii) Ist ¢ mazimal, so folgt des weiteren

a) ¢ nicht injektiv => I = R und c periodisch®®,

b) I+ R = c injektiv und glatt.

20Fin auf R definierter Weg ¢ heift periodisch genau dann, wenn T € R existiert derart, daf
gilt Veere(t) =c(t+T).
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Beweis. Zu (i): Sei tg € I derart, dak c(tp) eine Nullstelle von F' ist. Der
konstante Weg vom Wert c(tg) 16st dann ebenfalls (234), also folgt aus dem
Satz von Picard-Lindelof 3.17, daf ¢ konstant vom Wert c(p) ist.

Zu (ii): Ist ¢ nicht konstant, so folgt fiir jedes t € I aus (i) ¢/(t) = F(¢(t)) # 0.

Zu (iii): Sei ¢ nun maximale Stromlinie von F'. Ist ¢ nicht injektiv, so exi-
stieren t1,ty € I mit t1 # ty sowie ¢(t1) = ¢(t2), und fiir jedes k € Z ist auch

Ck:I+k(t2—t1)—>M, tl—>C(t—k(t2—t1))

eine Stromlinie von F, also ¢ = ¢; aus Eindeutigkeitsgriinden. Wegen der Belie-
bigkeit von k € Z gilt dann a).

Im Falle I # R ist ¢ nach a) injektiv, insbesondere nicht konstant, also nach
(ii) auch glatt. O

Definition 9.3 (Stationédre Punkte einer autonomen Differentialgleichung). Sei-
en V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, M c V offen, F € X*(M) und
peM.

p heilt stationdrer Punkt oder Equilibrium von (234), falls p eine Nullstelle
von F'ist. Nach 9.2 (i) gilt dann O, = {p}.

Definition 9.4 (Fluf eines Vektorfeldes). Seien V' ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum, M c V offen und F € X¥(M) lokal Lipschitz-stetig. u: A - V.
bezeichne die allgemeine Losung der autonomen Differentialgleichung (234). Wir
haben in Kapitel 8 eingesehen, dafs A eine offene Teilmenge von RxR xV und u
eine C*-Abbildung ist. Zu jedem p € M sei ferner 1(0,p) der Definitionsbereich
von u(...,0,p).

Wir nennen die C*-Abbildung

A

®: LJJV[I(O,p) x{p} —V, (t,p) — ®¢(p) :=u(t,0,p) € M

den Fluff von F.
| Beachte, daf E als Bild von A unter einer Submersion — namlich der
Projektion auf die erste und die dritte Komponente — eine offene Menge ist. |
Fiir alle p € M gilt also ®(0,p) = p und fiir ¢ € 1(0,p)

o (tp) = F(3(t.1).

Ist £ =R x M, so heifst F' vollstindig und ® global.

Satz 9.5. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, M c 'V offen und
F e X*(M) lokal Lipschitz-stetig. ®: E — M bezeichne den Fluf von F. Dann
gilt:

(i) Py =idyy.
(ii) Sind t,s € R derart, daff {t} x M,{s} x M,{t+s} x M c E, so folgt

Pyps=PyoPy.
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(111) Fiir jedes t € R mit {t} x M,{-t} x M c E ist ®;: M - M ein Homdéomor-
phismus und — im Falle k > 1 — ein C*-Diffeomorphismus.

(iv) Sei F zusdtzlich lokal-Lipschitz stetig. Dann ist Oy = ®(1(0,p) x {p}) fir
jedes pe M.

Beweis. (i) und (iv) ergeben sich sofort aus der Definition von ®. (iii) folgt
aus (ii) mit s = —t und (i).
Zu (ii): Seien (t,p),(s,p) € E derart, dak (¢t + s,p) € E. y: I(0,p) - V

bezeichne die eindeutig bestimmte maximale Losung von (234) mit y(0) = p, also
gilt @4.5(p) = y(t +s) und P4(p) = y(s). Des weiteren sei g: I(0, <I>s(p)) -V die
eindeutig bestimmte maximale Losung von (234) mit g(0) = ( y(s). Aus

D,
Eindeutigkeitsgriinden gilt dann auch ®.4(p) =y(t +s) =g(t) = ( s(p)). O

Bemerkung. Ein dynamisches System besteht aus einer Menge M, dem soge-
nannten Phasenraum, einer Gruppe G, einer Teilmenge E von G x M und einer
sogenannten Fluflabbildung ®: E — M, (g,p) = ®4(p) derart, dah gilt

(1) Y(ewp)ee ®(ec,p) = p, wobei eg das neutrale Element von G bezeichne.

(2) V(ghp),(gmp)eE ((91-92,p) e E = Dy, 92( ) = (<I>g1 ° <I>92)(p)) .

Im Falle £ = G x M heifst das dynamische System global.

Um Losungen der autonomen Differentialgleichung (234) zu verstehen, ist
es hilfreich, ihr sogenanntes Phasenportrait, d.i. die Menge aller Bahnen von F',
zu skizzieren. Ist das Vektorfeld F' lokal Lipschitz-stetig, so ist M — wie oben
bereits bemerkt — sogar die disjunkte Vereinigung aller Bahnen, und der folgende
Satz zeigt, daf die Gestalt des Phasenportraits in einer Umgebung eines nicht-
stationdren Punktes zumindest im Falle k > 1 bis auf C*F-Diffeomorphie eine
gewisse ,Normalform® hat.

Hauptsatz 9.6 (Begradigungssatz).

Vor.: Seien k,n e N, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, M cV offen und
F e X¥(M). ®: E - M bezeichne den Fluf von F.

Beh.: Zu jedem py € M mit F(pg) #+ 0 existieren Umgebungen U € U(po, M)
und Uy, U € U°(0,R™) mit Uy c U sowie ein C*-Diffeomorphismus h: U - U und
eine Zahl 6y € R, derart, daff CI)(] - 80, o[ x h_l(ﬁo)) c U und die Abbildung
U: | = do, o[ x Uy — U, definiert durch

(t,) = (@t (1)),
Beschrinkung des Flusses von
y'(x) =(1,0,...0) e R"”
ist, d.h. U(t,y) =y + (,0,...,0) fir alle (t,y) €] - o, o[ x Up.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir zunéchst V =R"
und sodann py = 0 sowie F'(pg) = e; annehmen, wobei {eq,...e,} die kanonische
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Basis von R™ bezeichne. Wir betrachten das euklidische Skalarprodukt (...,...)
auf R™. Fiir hinreichend kleines € € R, ist dann

UL(0) = {p € Ue(po) {1, F'(po)) = 0} < M
eine offene Vollkugel um 0 in der Hyperebene H := {0} x R"™! von R™ und
Vpeu.(0) F'(p) # 0. (235)

Weiterhin existiert § € R, derart, dak der Zylinder Zs := | - 6,6[ x UH (0)
in der in R x R™ offenen Menge E enthalten ist. Wir zeigen nun, dal nach
eventueller Verkleinerung von € und ¢ gilt:

Us := ®(Z5) e U°(po, M) und ®|z,: Zs —> Us ist CF-Diffeomorphismus. (236)
| Zu (236): Zum einen ist ® eine C*-Abbildung mit

0P (235)
VpeUEH(O) E(O’p) = F(p) # 0. (237)

Zum anderen gilt fiir jedes (0,0, pa,...,p,) € Zs nach 9.5 (i)

q)(0a07p2a"' 7pn) = (Oap27"' 7pn)a

also folgt aus (237)

F(0) 0 0

F(0) 1 0 | F(0)=e
JT(0,0)(P) = 2:( ) g,

FO) 0 1

wobei 1,, € M(n x n,R) die Einheitsmatrix bezeichne, d.h. d(g ;) (®|z;) ist ein
R-Vektorraum-Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz der Analysis folgt dann
die Giiltigkeit von (237) fiir hinreichend kleine ¢, € R, |

Sei t RxR" - Rx H =R x {0} x R"! der kanonische R-Vektorraum-
Isomorphismus, also gilt

t(1-8.0xUF"(0)) = Zs.
Wir setzen _ o
Us :=]-0,6] x UX"(0) eU°(0,R"),

und
hs == (®|z, o )7L Us — Us.
Dies ist wegen (236) und der R-Vektorraum-Isomorphie von ¢ ein C*-Diffeomor-
phismus.
Die Behauptung des Satzes folgt nun mit g := %, U :=Us, Uy :=Us,, U :=Us
und h := hs:
Fiir jedes y = (y1,92,-..,Yn) € Us, bildet ®|z, o die Bahn

Oyz {(t+y17y27"'7yn) 6(7(5“6]_50750[}
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von

y'(x) =(1,0,...,0), xe]-0do,d[

mit y € Oy nach 9.5 (ii) und der Definition von ¢ auf die folgende Teilmenge der
Bahn von (234), die (® o¢)(y) enthélt,

{(@or)(t, (®ot)(y1,---,yn)) €Us|t €] —0d0,00[}

ab. Wir haben somit h(t,h1(y)) =y + (¢,0,...,0) gezeigt. O

Beispiel 9.7 (Ebene autonome Systeme).

(1)

Seien D c R? offen und g, h: D — R stetig. Dann ist jede Losung von

yi(x) = -h(yi(z),y2(x))

B = o)) (238)
eine Losung von

g(z,y)dx + h(x,y)dz = 0. (239)

Diese Differentialgleichung haben wir in Kapitel 4 studiert.

Umgekehrt existieren im Falle g% + h? > 0 zu jeder Lésung ¢: I - D von
(239) ein Intervall J von R und ein C!-Diffeomorphismus a: J — I, so daf
co« eine Losung von (238) ist. Beweise dies!

Seien V ein zwei-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V'). Wir wol-
len das Phasenportrait von y'(z) = Ay(x) bestimmen.

Seien S := Spur A und D := det A, also sind A\, = %(S:I: V5?2 —4D) eC
die Nullstellen des charakteristischen Polynomes von A.
1. Fall: S2 >4D, also A\, € R und A, > A_. Dann ist A diagonalisierbar,

d.h. es existiert eine geordnete Basis (v1,v2) von V bzgl. der A die Gestalt

A0 ) hat. Aus Satz 6.11 folgt, daf fiir alle p = p; v1 + pov2 € V und

0 A
teR gilt
O(t,p) = pret " v+ pae™’ vy,
S—_—— S——
=7 (t,p) =w3 (t,p)
also gilt im Falle p; # 0 und A_ # 0 fiir jedes t e R
| v (t.p)
t = xhl( 1p1()\))’
vy(t,p) = p2 (—vll(,tl’p)) s

Im Falle p; =0 gilt des weiteren

Vier 03 (£,p) =0 A V3 (t,p) = pae™’

und im Falle A_ =0

Vier v} (t,p) = p1 A 03 (t,p) = pae*t.

Die Gestalt des Phasenportraits hdngt nun wesentlich von den Vorzeichen
der Eigenwerte ab.
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a) Ao < Ay <0,also D =A_A; >0und S = A_ + Ay < 0. Dann gilt
0< % <1, und wir erhalten das Phasenportrait a) auf Seite 113. Hier
sind die Bahnen {(vf (t,p),v} (t,p)) € R?|t € R} fiir gewisse p € V' ein-
gezeichnet. Der Pfeil zeigt die Richtung an, in der die Bahn durch-
laufen wird. Der stationdre Punkt 0 dieses Phasenportraits heifst ein
stabiler Knotenpunkt.

b) A <Ay =0,also D=A_A; =0und S = A_ + A\, <0. Das zugehorige
Phasenportrait ist Phasenportrait b) auf Seite 113. Die stationdren
Punkte auf der Ordinate nennen wir stabile Strahlenendpunkte.

c) Ao <0< A4, also D =A_\; <0. Dann gilt % < 0, und wir erhalten

das Phasenportrait c) auf Seite 113. Der stationdre Punkt 0 dieses
Phasenportraits heift ein Sattelpunkt.

d) 0=X_< A4, also D=A_A; =0und S = A_ + Ay > 0. Das zugehorige
Phasenportrait ist Phasenportrait d) auf Seite 113. Die stationdren
Punkte auf der Abzisse nennen wir instabile Strahlenendpunkte.

e) 0<A_< Ay also D=A_A;>0und S=X_+\;>0. Dann gilt % > 1,
und wir erhalten das Phasenportrait e) auf Seite 113. Der stationére
Punkt 0 dieses Phasenportraits heilst ein instabiler Knotenpunkt.

2. Fall: S =4D, also A\, = A_ =2 A eR.
2.1. Fall: dimEig(A, \) = 2. Dann ist A diagonalisierbar, d.h. es existiert

eine geordnete Basis (v1,v2) von V bzgl. der A die Gestalt ( (>)\ g ) hat.
Aus Satz 6.11 folgt, daf fiir alle p = pi1v; + p2vg € V und ¢ € R gilt
O(t,p) = pre*’ v+ paet’ vy,
—— ——

=7 (t,p) =w3 (t,p)
also gilt im Falle p; # 0 und A # 0 fiir jedes t e R
t = % In (M) )
vi(t,p) = Boi(t,p).
Im Falle p; =0 gilt des weiteren
Vier v} (£,0) =0 A 03 (t,p) = po et
und im Falle A=0
Vier 07 (t,p) =p1 A v3(t,p) = p2.

f) 0< A, also D=X?>0und S =2\ <0. Das zugehérige Phasenportrait
ist Phasenportrait f) auf Seite 113. Der stationdre Punkt O heifst
stabiler Fokuspunkt.

g) A=0,also A=0,D=X=0und S =2\ =0. In diesem Falle gilt
O, ={p} fir alle pe V.
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h) A>0,also D =A%2>0und S =2\ > 0. Das zugehorige Phasenportrait
ist Phasenportrait h) auf Seite 114. Der stationdre Punkt O heifst
instabiler Fokuspunkt.

2.2. Fall: dimEig(A,\) = 1. Dann ist A zumindest trigonalisierbar, d.h.
es existiert eine geordnete Basis (vi,v2) von V bzgl. der A die Gestalt
( g\ /1\ ) hat. Aus 6.15 folgt, daf fiir alle p = pyv; + pavo € V und t € R
gilt

O(t,p) =pr e +pate vy + poett vy,

=7 (t,p) =3 (t,p)

also gilt im Falle po # 0 und A # 0 fiir jedes t e R

t
* * 5 t7 *
Uy (tvp) Z_;UQ (tvp) %ln(%) Uy (t>p)

Im Falle py =0 gilt des weiteren
Vier v} (t,p) = p1e’ A v3(t,p) =0,
und im Falle A=0

Vier 01 (t,p) = p1 +tp2 A v3(t,p) = pa.

k) A<0,also D =X2>0und S =2\<0. Wir erhalten das Phasenpor-
trait k) auf Seite 114. Der stationdre Punkt 0 heifit entarteter stabiler
Knotenpunkt.

1) A=0,also D=X?=0und S =2X\=0. Wir erhalten das Phasenpor-
trait 1) auf Seite 114.

m) A>0also D =X?>0und S =2\>0. Wir erhalten das Phasenportrait
m) auf Seite 114. Der stationdre Punkt O heifst entarteter instabiler
Knotenpunkt.

3. Fall: S2<4D, also Ay, = A_ =a+if € C~\R mit a,5 ¢ R, 8 > 0.
Dann existiert eine geordnete Basis (v, w) von V bzgl. der A die Gestalt
( _ozﬁ g ) hat, ndmlich v = Reu, w = Imu, wobei {u} eine Basis des C-
Vektorraumes Eig(Ac, A;) sei. Aus 6.14 folgt, dak fiir alle p=pyv+pyw €
V und t e R gilt

d(t,p) = e (p1 cos(Bt) +po sin(St)) v+e®t (—p1 sin(Bt) + pa cos(5t)) w,

=:’U’:it,p) ZZ’LU*(tvp)

( v* (t,p) )zeat( cos(Bt)  sin(pt) )(m )
w* (t,p) -sin(8t) cos(B1) p2 )
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n) a <0,also D =a?+p%>0und S =2a < 0. Wir erhalten das
Phasenportrait n) auf Seite 114. Der stationdre Punkt 0 heifst stabiles
Strudelzentrum.

0) a=0,also D=43%>0und S=2a=0. Wir erhalten das Phasenpor-
trait o) auf Seite 114. Der stationdre Punkt 0 heift Zentrum.

p) a>0also D=a?+3%>0und S =2a >0. Wir erhalten das Pha-
senportrait p) auf Seite 114. Der stationdre Punkt 0 heift instabiles
Strudelzentrum.
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Nachdem wir bei der Charakterisierung der obigen Phasenportraits®! den
Begriff der Stabilitit bereits verwendet haben, wollen wir ihn im néchsten
Kapitel expressis verbis definieren und studieren.

21Der Autor mochte an dieser Stelle anmerken, daf er fiir einen Hinweis darauf, wie die
offensichtlich per manum erstellten Phasenportraits eleganter und dennoch einfach erstellt
werden kénnen, dankbar ist.
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10 Stabilitatstheorie

Definition 10.1 ((Asymptotische) Stabilitdt). Seien V' ein endlich-dimensio-
naler normierter R-Vektorraum, D c RxV und f: D — V eine stetige Abbildung.
¢: [0,00[ = V sei eine Losung der Differentialgleichung

y'(t) = f(ty(t)) (240)

Sei a € Ry und es gelte

Sa = {(t,0) € [0,00[ x V| o = 6(1)] < a} € D.

¢ heifst o stabil, wenn zu jedem € € R, mit e < v ein § € R,
asymptotisch

mit § < a existiert derart, dal gilt:
Zu jedem yo € V mit |Jyo — #(0)| < d gibt es eine Losung y: [0, 00[ - V' von
(240) mit y(0) = yo und fiir jedes derartige y gilt

{ Vieto.of I9(8) — 0(0)] < 2 }
Vieo,00[ [4(t) = 0(t) ]| <& A limyseo [|y(2) — ()] = 0

¢ heilt instabil, wenn ¢ nicht stabil ist.
Bemerkung.

1.) Da je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum dqui-
valent sind, hingen die obigen Begriffe offenbar nicht von der speziellen
Wahl der Norm von V ab.

2.) In der Stabilitdtstheorie ist es tiblich, Definitionen und Sétze fiir Losungen
[0,00[ = V von (240) fiir ¢ - oo zu formulieren. Entsprechende Definitio-
nen und Sitze fiir Losungen | — o0,0] - V von (240) fiir ¢ - —oo lassen
sich hierauf zuriickfithren, da offenbar gilt

o(t): J — V ist Losung von (240)
< ¢(-t): -J — V ist Losung von 2'(t) = —f(-t,z(t)).

Analoge Bemerkungen sind fiir auf [a,oco[ bzw. auf | — 00,b], a,b € R,
definierte Losungen von (240) zu machen.

3.) Stabilitdt“ bedeutet also in etwa stetige Abhéngigkeit der auf unendlich
grofsen Intervallen definierter Losungen von den Anfangswerten. Die auf
kompakten Intervallen definierten Losungen hingen nach 8.5 im Falle der
Giiltigkeit einer Lipschitzbedingung bzgl. y stets stetig von den Anfangs-
werten ab.

Beispiel 10.2. Wir betrachten hier den Fall V = R.

a) Jede Losung [0, 00[ - R der Differentialgleichung

y'(t) =y(t) (241)

ist instabil.
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b) Jede Losung [0, 00[ - R der Differentialgleichung

y'(t) = -y(t) (242)

ist asymptotisch stabil.

| Eine beliebige Losung ¢: [0,00[ - R von { gjé; } ist von der Gestalt

o(t) = #(0) e, Fiir jede weitere Losung y: [0,00[ - R von { (241) }, die

zusatzlich yo := y(0) # ¢(0) erfillt, gilt y(t) = yo eI und

Viso ly(t) — o(t)] = [yo - ¢(0)|e{f}t t>o0 { c>; }

Hieraus folgt im oberen Fall die Intabilitdt von ¢ und im unteren Fall die Sta-
bilitdt (0 :=¢) und dann auch die asymptotische Stabilitét von ¢. |

Bemerkung. In b) wurde praktisch das asymptotische Verhalten von (241) in
a) fiit t > —oo untersucht, vgl. Bemerkung 2.) in 10.1.

Unser erstes Ziel ist es nun, in 10.7 das asymptotische Verhalten der Losun-
gen eines linearen homogenen Differentialgleichungssystemes erster Ordnung mit
konstanten Koeflizienten zu studieren. Dies bereiten wir mittels der Resultate
10.3 bis 10.6 vor.

Satz 10.3.
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, A € End(V') und 6 € R
mat

Re A <6 fiir alle Figenwerte A € C von A.

Beh.: lim M
t—o00 e

Beweis. Wahle « € R so, daf gilt

=0¢End(V).

Re\ < a < ¢ fiir alle Eigenwerte A € C von A. (243)
Wir wihlen eine Norm ||... || auf V, also sind auch End(V) und V* mit den
jeweiligen Operatornormen versehen. Es geniigt zu zeigen, daf gilt
JoerVio e exp(tA) | < C. (244)
—_—
=:By

243
| Denn aus (244) ergibt sich die Behauptung wegen a — ¢ ( < ) 0 folgender-
mafen

t—o00

Viso e  exp(t A)]| = ™" e exp(t A)| =5 0. |
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Sei n := dimV. Zum Beweis von (244) wiederum geniigt der Nachweis der
folgenden Aussage:

Es existiert eine Basis {v1,...,v,} von V mit
Vert,..mp3c,erVeso e exp(t A) v; | < C;. (245)
[ —
=Bt Uj

[ Denn bezeichnet {v],...,v:} die zu {v1,...,v,} duale Basis von V*, so
folgt aus (245) fiir jedes t >0

Vwev ”Bt w”

IN
NE
=
Sox
—~
g
=~
&
<
BN
B
I/\\91
<
=
<
STy
N
N ——
=

also gilt (244) mit C':= ¥, [[v} | C;j € R nach Definition der Operatornorm. |
(245) ist eine triviale Folge von

Voev (e_at exp(t A)v) l{0,00[* [0, 00[ —> V" ist beschrénkt. (246)
Nach 6.10 sind die Abbildungen
y:R—V, Viry(t) =exp(tA)v, veV,

genau die maximalen Lésungen der Differentialgleichung

y/ () = Ay(d). (247)
Daher ist (246) dquivalent zu

e ! Y(t)][0,00[* [0, 00[ —> V ist beschrénkt, falls y: R — V' Losung von (247).
(248)

Nach 6.15 ist jede Losung y: R - V von (247) Linearkombination (mit reellen
Koeffizienten) der Real- und Imaginérteile von Abbildungen der Gestalt

n-1
et Z t’ uj, wobei A € C Eigenwert von A und g, ..., Un-1 € V.
7=0
Fir jedes ] € {1,...,71— 1} gﬂt ﬁj = QN}j +i’LT)j mit ’lN)j,'llN)j eV (’DJ = ’LT)]' =0 ist

moglich), also

n-1 n-1 n-1
M Zg)t] U Re(et) Zg)tj ;- Tm(e*?) Zg]tj W;
j= j= Jj=

n-1 n-1
+1 (Re(e)‘t) Yt + Im(e??) R 27]-) .

j=0 7=0
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Somit ist jede Losung y: R — V von (247) auch Linearkombination von Abbil-
dungen z: R -V vom Typ

Re(eM) | "X . .
z(t) = At Y. ) w;, wobei X € C Eigenwert von A, wo, ..., wy-1 € V.
Im(e™") | o

(249)
Daher folgt (248), wenn gezeigt ist, dafs gilt

e ! 2(t)|[0,00p: [0, 00[ —> V' ist beschréinkt fiir jedes z: R — V wie in (249).
(250)
Zu (250): Fiir jedes t > 0 gilt

H Re(eiig H _ |eRc()\)t|

Re(A\)t
Im(e ¢

{ cos(Im(\) t) }
sin(Im(\) ¢)

sowie

n-1
>t w;
j=0

und P(t) ist eine ganz-rationale Funktion mit reellen Koeffizienten, also ergibt
sich

n-1 )
< Y llwjl[ ¢ = P(2),
j=0

i @9 P(1)
[ =] <" e

und die rechte Seite hiervon konvergiert wegen o — ReA > 0 nach dem Satz
von de I’'Hospital fiir t - oo gegen Null. Hieraus folgt offenbar (250). ad

Lemma 10.4.
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V') derart,

dafl ein Eigenwert \ € C mit
Re A { i } 0
ezistiert.

Beh.: Es existiert eine Lisung y: R =V der Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t), (251)

nicht beschrankt ist }

die fiir ¢ > oo { nicht gegen 0 konvergiert

Zusatz. Sind | ... | eine beliebige Norm auf V und 0 € R, beliebig, so existiert
eine Losung y wie in der Behauptung mit

ly(0)[| <.

. . . . .. >
Beweis. Sei A = a+1 mit o, 8 € R wie in der Voraussetzung, also ary }O.

Dann ist A auch ein Eigenwert von Ac, also existiert u € Vo N\ {0}, u=v1 +ivg,
v1,v2 € V, mit Acu = Au. Nach 6.15 sind

¢1:=Re(e*), ¢y :=Im(M): R >V
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Lésungen von (251), und es gilt
Vier ¢1(t) +iga(t) = M u=e* e Pl (v) +ivy).
Es existiert eine Folge (tx)ken, aus Ry mit

lim t =00 A Vien, e Btk = 1,

k—oo

wimlich 2.B. ¢ = k im Falle § = 0 und ¢ := 22k im Falle 8 # 0, also gils
insbesondere
VikeN, (bl(tk) + 1¢2(tk) =tk v + e V9.

Wegen 0 # u = vy +ive existiert j € {1,2} mit v; # 0, d.h. Vyen, ¢;(tx) = e*™* v;

sowie limy_,e0 tf; = 00, also limy_, e €t = e Daher erfiillen ¢; und ebenso
dann auch s ¢; fiir jedes (,noch so kleine*) s € R, die Behauptung, womit Lemma
und ebenfalls der Zusatz bewiesen ist. O

Satz 10.5.
Vor.: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V).
Beh.: Es gilt genau dann fir jede Losung ¢: R -V der Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t) (252)
limy, 0o ¢(t) =0, wenn alle Eigenwerte von A einen Realteil <0 haben.

Beweis. ,=* Existierte ein Eigenwert A € C mit Re A > 0, so folgte aus 10.4
sofort ein Widerspruch.
»,<" Sei ¢: R - V eine Losung von (252), also gilt nach 6.10 mit yg := ¢(0)

Vier ¢(t) = exp(t A) yo. (253)
Nach 10.3 (mit 6 =0) gilt
tlilg exp(tA) =0,
und die Einsetzungsabbildung
End(V) —V, B+ By

ist als lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen ste-
tig. Somit gilt auch
lim exp(t A) yo = 0yo =0,

t—o00

womit die linke Seite wegen (253) gezeigt ist. O

Lemma 10.6.
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V'). Wir
betrachten die Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t). (254)
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Beh.: Es sind alle Losungen ¢: [0,00[ = V won (254) { asymp;otisch } stabil

genau dann, wenn die Nullosung 0: [0,00[ — V won (254) {

stabil ist.

asymptotisch }

Beweis. ,,= ist trivial.

»<=" Sei ¢: [0,00[ - V eine Losung von (254). Weiterhin sei ¢ € R,. Wir
wahlen eine Norm | ... || auf V. Nach Voraussetzung existiert dazu eine Zahl
0 € R, derart, daf fiir jedes go € V mit ||go] < 0 und die eindeutig bestimmte
Losung g: [0,00[ - V von (254) mit (0) = go gilt

Vizo [l9(t)] <€ { und limye [|§(¢)] = 0 }

Dann folgt auch (mit demselben §) fiir jedes yo € V mit |yo — ¢(0)| < 6, falls
70 :=1yo — ¢(0) und 7 zu o wie oben gewihlt ist:

y =7+ ¢ [0,00][ > V ist die eindeutig bestimmte Losung von (254) mit
y(0) = go + ¢(0) = yo, und es gilt

Veao I (8) - (1) = (1)) < & { and g [5(6) — 6(8)] = 0 }

Damit haben wir das Lemma bewiesen. O

Hauptsatz 10.7 ((In-)Stabilitatssatz fiir lineare homogene Systeme erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten).
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und A € End(V'). Wir
setzen

v :=max{ReA| A € C Eigenwert von A}.

Beh.: Jede Losung ¢: [0,00[ =V der Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t) (255)

15t
e instabil, falls v >0,
e nicht asymptotisch stabil, falls v =0,
o asymptotisch stabil, insbesondere stabil, falls v < 0.

Bemerkung. Im Falle v =0 kann ¢ = 0 sowohl stabil als auch instabil sein, wie
die beiden folgenden Beispiele fiir den Fall V = R? zeigen.

a) A= ( 8 8 ) Trivialerweise ist 0 der einzige Eigenwert von A. Jede Lo-

sung y: [0,00[ = R? von (255) ist konstant, also ist ¢ = 0 offenbar stabil
(mit § = ¢ in Definition 10.1).
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0
0 0

so kleine®) ¢ € R, ist y: [0, oo[ — R?, definiert durch

b) A= ( . 0 ist wieder der einzige Eigenwert von A. Fiir jedes (,noch

Losung von (255) mit y(0) = ( ), die nicht beschrénkt ist, also ist ¢ =0

Nl O

offenbar nicht stabil.

Beweis. Wir wihlen eine Norm ||... | fiir V. Sei ¢: [0,00[ = V eine Losung
von (255). Wegen 10.6 diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men, dal ¢ =0 gilt.

1. Fall: 7{ i }O. Nach Definition von v existiert dann ein Eigenwert A € C

von A mit Re)\ = 7{ > }O. Wir werden zeigen: Zu € € R, existiert kein § € R,

Stabilitat

derart, dafs fiir ¢ = 0 die Definition der { asymptotischen Stabilitat

} erfillt

ist.
Beweis hiervon: Sei 6 € R, (,beliebig klein“). Nach 10.4 einschliefslich Zusatz
existiert eine Losung y: [0,00[ = V von (255) mit ||y(0) — ¢(0) || < 4§, die fiir

N——r
=0

icht beschrankt ist
t—> o0 e CCHTAnEL 15 und damit nicht die Eigenschaft
nicht gegen 0 konvergiert

=0
—_—t—

Vizo y(t) - o(t) [ <1=¢
limy o0 [ly(£) = ¢(#) [ =0
=0

hat.
2. Fall: v <0. Sei € € R, vorgegeben. Nach 10.3 (mit § = 0) gilt

tlim exp(t A) =0 e End(V).

Daher existiert wegen der Stetigkeit von [0,00[ — End(V'), t » exp(t A) eine
Zahl C € R, mit
Vizo [ exp(t A)|| < C.

Wir setzen 6 := & € R,. Fiir jedes yo € V mit [yo — ¢() || < 0 ist die einzige

N——r

=0
Losung y: [0,00[ = V von (255) mit y(0) = yo nach 6.10 gegeben durch

Vizoy(t) = exp(t A) yo,

und es gilt
Vizo ly(t) = ¢(t) | = [exp(t A) yo < [[exp(t A)| [voll <e
—— —_————— ——
= <C <6
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sowie nach 10.5 lim;_o y(t) =0, d.h.
lim y(6) - 9(0) | - .

——
=0

Damit ist gezeigt, dak ¢ = 0 asymptotisch stabil ist. O

Wir wollen im folgenden wesentliche Teile von 10.7 verallgemeinern, indem
wir Differentialgleichungen

y'(t) = Ay(t) +g(t,y(t))
= F(ty(t)

mit einer Inhomogenitdt g betrachten. Der lineare Anteil Ay soll dabei der
Hauptteil von f sein, d.h. im wesentlichen: Fiir kleines ||y| soll |g(¢,v)]| ,klein®
sein verglichen mit [|Ay|.

Hauptsatz 10.8 ((In-)Stabilitdtssatz fiir Differentialgleichungen mit linearem
Hauptteil).

Vor.: Es seien V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum sowie
AeEnd(V). Wir setzen

v :=max{Re A| A € C Eigenwert von A}.
Sei D c R xV eine offene Teilmenge derart, daff o € Ry existiert mit
S ={(t,v) eRxV|te[0,00[ A |Jv| <a}cD,
und sei g: D -V, (t,v) » g(t,v) eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft
el

v ol

=0 gleichmdpig fur t € [0, 00[,

letzteres heifit per definitionem

lg(t,v)|
VpeR+ HMER.H,LLSOZVUEV\{O},”U”S;LvtE[O,OO[ W <p (256)

(Die Bedingung (256) ist offenbar unabhdngig von der speziellen Wahl der Norm
auf V'.)
Aus (256) folgt insbesondere®

VtE[O,oc)[ g(t7 O) = 07
also ist ¢ = 0: [0,00[ = V' Liosung der Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t) + gt y(t))- (257)

?2Sei (Un )nen eine beliebige Folge aus V ~ {0} mit lim,— e v, = 0 und ||v,| < « fiir alle n e N.
Dann folgt aus der Stetigkeit von g und (256)

I'L%oo

llg(t, va)ll
Viero.eo Vnen [g(t,vn)l = lonll —

T el

n—oo

— llg(t,0)l
also g(¢,0) =0 fiir alle ¢ € [0, co[.
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Beh.:

(i) Im Falle v <0 ist die triviale Losung ¢ =0 von (257) asymptotisch stabil,
insbesondere stabil.

(ii) Im Falle v >0 ist die triviale Lésung ¢ =0 von (257) instabil.
Beweis. Zu (i): Sei also v < 0. Wihle

BeR, mit y<-5<0. (258)
(258) ,
Nach 10.3 folgt wegen Re A <y <" -f fiir alle Eigenwerte A € C von A
. exp(tA)
=g =0

also existiert offenbar aus Stetigkeitsgriinden
CeR,,C>1, mit Vs | exp(tA)| < Ce™Pt. (259)

Nach (256) existiert zu p := % e R, ein

. B
peRy, p<a, mit Voey, joj<u Vie[o,00[ |9 (£, 0) [ < 20 [v]- (260)

Sei nun € € R, mit € < a beliebig vorgegeben vorgegeben, wobei wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen koénnen, dafs gilt

e < min{u, a}. (261)
Wir miissen (nach Definition 10.1) ein 6§ € Ry mit § < « finden derart, dak gilt:

Zu jedem yo € V mit [ly|| < § gibt es eine Losung y: [0,00[ — V von
(257) mit y(0) = yo und fiir jedes derartige y gilt

(262)
Viefo,0f [9(8)l <& A lim Jly(2) [ = 0.
Wir setzen
259) (261
5::min{,u,%}eR+, also5£%(s)5(<)a, (263)
und werden zeigen, daf dann (262) gilt.
Sei also yp € V' mit
(263)

lyoll <& ("< p). (264)

Nach dem globalen Existenzsatz von Peano 3.10 (i) existiert eine maximale
Losung ¢: Ja,b[ = V von (257) mit 7(0) = yo, wobei —oo < a < 0 < b < oo,
also gljop[: [0,6[ = V nach rechts maximale Losung. Sei nun y : [0,b[ - V mit
beR, U{oo} eine beliebige derartige nach rechts maximale Losung von (257)

mit y(0) = yo. Dann folgt:

V€100 (Vte[O,tl] ly(®)| < p = Vie[0,t1] ly ()]l < ce 2 ) (265)

258) (26
( < )a( <1)min{u,a}
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[ Zu (265): Sei also t € ]0,b[ mit

(260)
Viefo,ta]efopf 1y < (<™ ). (266)

Die stetige Abbildung h: [0,¢1] - V sei definiert durch
h(t) = g(t,y(t)).

Aus
Vieo,11Y (1) = Ay(t) + h(t), y(0) =yo
folgt nach 6.10

t
Ve u(t) =expt Ao+ exp(t) [ep(-sA)h(s)ds
0

:/(f exp(t A) exp(-s A) h(s)  ds

68(22)0) exp((t _ S) A) = g(S,y(S))

(266)
also wegen (51) und |y(s)|| < w

(259) | g
< Ce (264) (263) ¢
>0 C
Viero,n] V@Il < [lexp( t A} ol

+[Ot||exp((t—s)A)|| lo(s,y(s))|  ds,

(259) ... (260) 3
B (t-s)
< Ce < 5a vl

also auch

B rt
Vi) @ Iyl e+ 5 [ y(s)] as,
S——— S———
=ip(t) =¢(s)
also ist ¢: [0,¢1] = V stetig.
Nach dem Lemma von Gronwall 9.3 folgt hieraus
8
Vieon] € ly(1)] e,
N——_—

= o(t)
d.h.
By
Viefoa] ly(t)] <eez’.

Damit ist (265) bewiesen. |
Aus (265) folgt

Vierof [y (DIl < p- (267)
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264
[ Zu (267): Es gilt |y(0)] = |vo| ( < ) i Angenommen (267) ist falsch. Dann

existiert aus Stetigkeitsgriinden ein ¢ € ]0,b[ mit ||y(¢)| < p fir alle ¢ € [0,¢1]
mit

Viego, [y < pund [ly(t1)] = -
Dann folgt weiter aus (265)

-8 261
ly(t)| <ee®t < Sy

also |y(t1)] < g, im Widerspruch zu zu ||y(t1)| = p. |
Aus (267), (265) folgt

261 N
Veroor Iy =ee 5t %< o insbes.  (£,y(t) €Sac D E"RxV. (268)

N——
~(Graphy)(t)

Nach 3.10 (iii) 1auft Graphy fiit ¢ - b— aus jeder kompakten Teilmenge von
D heraus, also folgt aus (268) offenbar zunichst?
b=o0
(264) _ (263)
und sodann (wegen ||ly(0)| = |yo] < 0 < e, also [|y(0)] <e)
Viefo,0 [4(#) ]| <& und lim [y(2)[ = 0.

Damit ist (262) bewiesen.
Zu (ii): Seien jetzt v > 0 und n := dimg V. Zunéchst skizzieren wir die
Vorgehensweise des Nachweises von (ii):

1.) Ubergang zu der ,komplexifizierten Vg-wertigen Differentialgleichung
§'(t) = Acy(t) + (¢, 5 (1)) (269)

2.) Wahl eines geeigneten C-Vektorraum-Isomorphismus C" — V¢, welcher
die Differentialgleichung in eine dquivalente ,einfachere” C"-wertigen Dif-
ferentialgleichung

2'(z) = Bz(t) + h(t,2(t)) (270)

iiberfiihrt. Hierbei gehen die Voraussetzung v > 0 und der Satz der Linea-
ren Algebra iiber die Jordansche Normalform ein.

3.) Beweis, dafs die triviale Losung z = 0 von (270) instabil ist.

4.) Folgerung, dafs die Losung y =0 von (257) instabil ist.

Nun wollen wir die o.g. Schritte konkret darstellen. Dem Leser wird emp-
fohlen, sich zum Verstdndnis einiger der folgenden Begriindungen erneut 6.12
iiber die Komplexifizierung reeller Vektorriume und Abbildungen zu Gemiite
zu fiihren.

Z3Denn im Falle b € Ry wiire {(t,v) e Rx V|t €[0,b] A ||Jv| < a} € So ¢ D kompakt.
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Zu 1.) Es gilt v > 0. Wir notieren im folgenden mit
V= Ve den n-dimensionalen C-Vektorraum V=V+iV
und die C-lineare Abbildung
A= Ag, fiir die u.a. gilt Ve Av=Av.
A hat dieselben Eigenwerte wie A, also gilt auch
v =max{Re\|\ € C Eigenwert von A} > 0.
V ist als 2n-dimensionaler R-Vektorraum normiert durch
Vowey [[v+iw] = [v]| + [w].

D ={(t,v+iw) e R x V|v,weV A (t,0),(t,w) € D} ist offene Teilmenge
von R x V' und es gilt

S,={(t,v+iw) e RxV|te[0,00[ Av,weV Aljv+iw| <a}cD.
§: D -V, definiert durch

v(t,v+iw)eﬁ,v,wev g(t’ v+ iw) = g(t7 U) + ig(t> w)v
ist stetig und hat die Eigenschaft

Ig(t, v +iw)|
VPER+ 3H€R+,Hﬁavv+iwe‘7\{0},v,wEV, ||v+iw||suvt‘5[07°°[ ||’U + zw|| S P (271)

[ Zu (271): Sei p € R, und sei hierzu p € Ry mit u < o geméfs (256) gewéhlt.
Dann folgt fiir alle v +iw € V N {0}, v,w € V, |v +iw]| < g und alle ¢ € [0, 00[,
dak gilt ||v|| < und |w| < p und daher

5 . (256) '
lg(t, v +iw)] = gt o) + lg(t,w)[ < p(foll + [wll) = plo+iw],

womit (271) gezeigt ist. |
Fiir jedes t > 0 gilt

0+i0eV
~

f](t, 0 ) = g(t70) + lg(t, 0) Siehe:VOr_ O,

also ist ¢ = 0: [0, 00[ - V Losung der Differentialgleichung (269), d.h. Losung
von

J(t) = Ag(t) +g(t, (1))

Sei : [0,b] — V mit b € R, U {oo}. Fiir jedes ¢ € [0,b[ schreiben wir
g(t) = x(t) +iy(t), wobei z,y: [0,b] — V seien. Dann folgt
(272)
g(t) ist Losung von (269)

< z(t) =Rey(t) und y(¢t) =Im g(¢t) sind Losungen von (257).
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| Zu (272): Die linke Seite besagt genau

Vit 9'(1) = A7)+ g(t5())
—— —— [ —
=x/(t)+y (t) =Ax(t)+iAy(t) =g(t,y(t))+ig(t,y(t))
also genau die rechte Seite. |
Zu 2.) Seien (A1,...,Ap, Ap+1, ..., Ap) die Eigenwerte von A — also von A —,
welche lexikographisch geordnet®*seien. Hierbei sei jeder Eigenwert so oft aufge-
fiihrt, wie es seiner algebraischen Vielfachheit entspricht derart, dafl gilt

Vie1,...0} Re)A; >0, es gilt iibrigens p > 1, da v >0,

273
Vje{p+1,...,n} Re\; <0. ( )

Nach dem Satz von der Jordanschen Normalform existiert jetzt eine ge-
ordnete Basis (ﬂl,...,ﬂﬁ) des C-Vektorraumes V' derart, daft die die Matrix
B= (st)r7S€{17___7n} von A bzgl. (41,...,%,) vom Typus der anfangs in 6.15 be-

)\1 0

A2

schriebenen Art ist. Es gilt also B = , wobei auf der Diago-

0 An
nalen oberhalb der Hauptdiagonalen jeweils nur entweder Null oder Eins stehen
kann.
Wir setzen fiir jedes r € {1,...,n} die Zahl 6, := 1, falls die r-te Zeile von B
nicht die letzte Zeile eines Jordan-Kastens J; wie in 6.15 ist, andernfalls setzen
wir §, := 0. Ferner seien

L:={re{l,...,n}|6, =1} und I,:={re{l,...,n}|d =0}.
Dann gilt offenbar

. Apy T =5,
Vose{l,.m}brs =1 0r, s=r+l<n, ¢, Lulp= {1,...,n}, p,nely. (274)

0, sonst

Nach (273) konnen wir
neR, mit Ve ,nRed;j>67n (275)
wahlen und setzen

Vre{l,...,n} Uy = 77T Up. (276)
Dann ist auch {u,...,u,} eine Basis des C-Vektorraumes V. Sei {u},...,u’}

die zu {uy,...,u,} duale Basis des C-Vektorraumes V* = L¢(Vi,C). Man hat
dann einen
C-Vektorraum-Isomorphismus

u:V —C" u—ut(u) = (uf(u),. .. ul(u)),
dessen Umkehrabbildung (u*)™': C* — V gegeben ist durch (277)
Va:(al,...,an)e(C" (u*)_l (al, e ,an) = z Ay U
i=1

?*das bedeutet per definitionem, daR die Eigenwerte mit absteigendem Realteil und bei
demselben solchen mit abnehmendem Imaginérteil angeordnet sind
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Der stetigen Abbildung g: D -V, die auf der in R x V offenen Teilmenge D
definiert ist, korrespondiert unter der Isomorphie (277) die stetige Abbildung

h=(hi,....hn): D —>C", h(t,a) =u" (9t () (@),

*

~ u
(C?’L
g h
5 idg x u* 7
CRXV cRxC"

wobei D als Bild von D unter dem R-Vektorraum-Isomorphismus
idg xu*: RxV — R xC"

offen in R x C" ist.
Wir betrachten C™ als R-Vektorraum mit der euklidischen Norm, d.h.

Va=(a1,...,an)€(cn ||CL|| =V |CL1|2 +et |an|2 = \/&1(1_1+ ot Ay, Oy

Dann folgt offenbar aus den entsprechenden Aussagen iiber D und § vor (271)
sowie (271) zum einen die Existenz einer Zahl 5 € R, mit

{(t.a) eRxClte[0,00[ A Ja] <8} < D,
und zum anderen zu 7 € R, wie in (275) die Existenz einer Zahl £ € R, derart,
daf gilt
h(t,a
£ €]0,b] und VY gecn oy, faj<e Y te[0,00 % <. (278)

Seien b € R, U {oo}, : [0,b] — V und 2:: [0,b] — C™ definiert durch

28 =)

~(1(t)on () (279)
Dann folgt
g(t) ist Losung von (269) <= z(t) ist Losung von (270),
wobei (270) sich jetzt folgendermafien schreibt
Vreqr,...n) 20 (t) = Ar 2 () + 007 241 () + ho (2, 2(2)), (280)

d.h. 2/(r) = Bz(t) + h(t,z(t)), wobei B € M(n x n,C) diejenige Matrix ist, die
man aus B erhilt, wenn man in der Diagonalen oberhalb der Hauptdiagonalen
jede Eins durch 7 ersetzt.
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[ Zu (279): Es gilt

§(1) = ()™ () E0 3

n
2 (t) u, und somit 7'( Z ) Uy,
r=1 r=1
also ist g Losung von (269) genau dann, wenn folgendes gilt:

) ) ) =(u*f_<z<t>>
;z,ﬁ<t>u—ﬁ(;zs< )z Gt TO )

Def. von h h (t,z(t))
Auflerdem wissen wir

Q“l
v
<

3

(276) z’} (2
h

und nach (274) ist 7 9" bys zs(t) gleich Ay z-(t) + 16, 2041 (t). Damit ist die
behauptete Aquivalenz gezeigt. |

Zu 3.) Wir wollen zeigen, daf die konstante Lésung 0 von (270) instabil ist
Angenommen dies ist falsch. Dann existiert zu

e:=¢ e R, wie in (278)

eine Zahl 6 € R, derart, daf die Definition der Stabilitdt in 10.1 erfiillt ist. Zu

20 = (é,O,,O) eC"
2

existiert daher wegen |zo| < ¢ eine Losung z = (21,

= ooy Zn)i [0,00[ = C™ von
(270)25 mit
1)
z(0)=(§,0,...,0) (281)
und
Viefo,00[ I2(D) | <€ (282)
Wir definieren differenzierbare Funktionen
¢, [0,00[ — R
durch
Ei
P
B(t) = Z |2

<
I
—_

t>|2=i1zj<t>z—j< =3 P = Y a0,

k=p+1 k=p+1

*Beachte, dak die rechte Intervallgrenze oo ist
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also
= |12
Nach (281) gilt

Wir behaupten:

Ist 21 € Ry und gilt Viepo 4,1 (¢ =) (t) > 0, so folgt

Vieto,[ (0 — 1) (t) 2 (¢-1)(0) "' ' (283)

N————
>0
——

streng monoton wachsend

[ Zu (283): Wir bezeichnen im folgenden mit (...,...) das euklidische Ska-
larprodukt im R? und nutzen die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (C.S.) aus.

Fiir jedes t € [0, oo gilt (beachte bei der ersten Gleichheit, daf das Produkt
C x C — C eine R-lineare Abbildung ist)

SO0 = é%(a’(t) J(t)+M)=gRe ()7 (1)
> Re{ (330 185250 (0) 150,50 500
= jz: Re(\j 2 (t) 7 (1)) +7 jzijl 85 Re(zj41(t) 7 (t))
(i, 2(0) )
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p-1
) J;aﬂzﬁw o) < (1)

SEP 20 (P56 (0)
und

| iRe(hj(t,z<t>>z7(t>)| < illhj(t,z(t))l 2 ()] < [t 2(0)] =)

(282),(278) Vor. in (283)
<

< Tl =n(e) +u(t) < 2ne(1),
daR gilt §¢'(t) 2 6n¢(t) —no(t) -2n(t) = 3n (1), also
¢’ 2 6n¢. (284)

Wie oben zeigt man (diesmal fiir ¢ anstelle von ¢)

%w'(t) =3 ReOw) P +0 Y 6 Re(z (8) Z(0))
k=p+1 k=p+1

+ 3 Re(hu(t2(8) ().

k=p+1

und hieraus folgt wegen

(273)
<0
n o —t~—~
3 Re(M) |z (t)* <0,
k=p+1
n _ analog zu oben, &y, @19 0 ausnutzen
> ok Re(2rs1(t) 25 (1)) < b(t),
k=p+1
n wie oben
> Re(hi(t,2(t)Z(t)) < 2n6(t),
k=p+1
daf gilt
W <20 +4n . (285)

Nun erhalten wir

>0
, (284),(284) —

(p-9)' =¢'-v" > “6né-2ny-dny=2n(¢-1),

also auch (In(¢-v))" = ((Z__ﬁ), >2n. Fiir jedes t € [0,¢1] folgt daher

~ (6= 9)()) - (6= 0)(0) = [ (n(@-0)) (s)ds > 2nt,
0

>2n

womit (283) gezeigt ist. |

131



Aus (283) folgt offenbar zunéichst

Vieo,00[ (0 =) (t) >0

und sodann auch

d)(O):O —00
Vieo.oo[ (1) 2 6(t) - () 2 $(0) *11 23 oo,
>0 >0

im Widerspruch zu (282).

Damit ist gezeigt, daf die konstante Losung vom Wert 0 von (270) instabil
ist.

Zu 4.) Aus 3.) folgt sofort, dak auch die Losung ¢ = 0 von (269) instabil ist.
Dann muf auch die Losung y = 0 von (257) instabil sein.

Denn angenommen dies ist nicht der Fall, so sei € € Ry beliebig vorgegeben.
Zu % € R, existiert dann ein § € R, derart, daf die Definition der Stabilitit fiir
die Losung y = 0 von (257) erfiillt ist (mit 5 anstelle von ¢). Dann ist offenbar
wegen (272) fiir dasselbe ¢ die Definition der Stabilitdt fiir die Losung ¢ = 0 von
(269), im Widerspruch zu oben.

Damit haben wir auch (ii) vollstdndig bewiesen. 0
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11 Randwertaufgaben

11.1. Wir betrachten in diesem Kapitel lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

u'(z) +ar(x)u'(x) +ag(z) = h(z), (286)

wobei ag, a1, h: J := [a,b] > R stetige Funktionen mit a,b € R, a < b, sind. Wir
wissen bereits nach 6.16 (ii), daf der Raum aller maximalen Losungen ein zwei-
dimensionaler affiner Unterraum von C?(J,R) ist. Gesucht werden nun Losungen
uweC?(J,R) von (286), die einer Randbedingung

u(a)=m eR, wu(b)=m€eR

oder
u'(a)=m eR, u'(b)y=neR

bzw. allgemeiner einer sogenannten Sturmschen Randbedingung

Aru(a) + Aau/(a) =n1, pru(b) +psu'(b) =ns9, (287)

wobei A1, Ag, pu1, 2,m1,m2 € R seien, geniigen.

Bemerkung. Eine Randwertaufgabe (286), (287) ist im Gegensatz zu der An-
fangswertaufgabe

(286), wu(wo)=n1 €R, u'(zg)=m2€R, wobeizgeJ,

i.a. nicht eindeutig losbar.
Der Leser zeige als einfache Ubung, daf die Randwertaufgabe

u”(z) + 72 u(z) =0, u(0)=u(1)=0

unendlich viele C%-Lésungen u: [0,1] — R besitzt; und andererseits existiert
keine C2-Losung u: [0,1] = R der Randwertaufgabe

u”"(z) + 72 u(z) = =72, u(0) =u(1) =0.

| Tip: Die erste Differentialgleichung wird durch wg(z) := k sin(w x), k € Z,
gelost. Fiir die zweite Aussage verwende man zunéchst 6.19 und fithre dann
einen Widerspruch zur Randbedingung her. |.

11.2.

1.) Es hat sich als vorteilhaft erwiesen, die Randwertaufgabe wie folgt umzu-
schreiben:

Generalvoraussetzung. Es seien a,b € R, a < b, J := [a,b], p € C*(J,R)
mit p >0 und g € C°(J,R) sowie

Vauec2(ury| Lu = (pu')" + qu =pu” +p'u' + qu.

133



Weiter seien ai,as, 31, B2 € R mit aq? + as? > 0, 612 + 822 >0 und

Vet (gr) | R1u = apu(a) + aap(a)u'(a), Rou:=pBru(b) + Pap(b)u’(b)

Offenbar sind dann L: C?(J,R) - C°(J,R) sowie Ry, Ry:C'(J,R) - R
R-lineare Abbildungen.

Des weiteren seien g € C°(J,R) und 71,7 € R.

Gesucht sind Losungen u € C2(J,R) der Sturmschen Randwertaufgabe

‘LU=9> Ryu=m, R2U=772-‘ (288)

Die zugehdrige homogene Sturmsche Randwertaufgabe lautet

|Lu=0, Ryu=Ryu=0] (289)

Wir iiberlegen, daf sich jede Randwertaufgabe (288) in der Form (286),
(287) schreiben 14t und umgekehrt. Dies folgt aus

Lu=g < (pu) +qu=g < pu”" +p' v +qu=g

— '+ L o+ Loy 4
p p p

— — -

=l al =: Qg = h

und

p(x):=ef aq(z)dz

' +au +agu=nh pu +pay v +pagu=ph.

—— —— ——
_y =4 =g
S~————
= (pu')’

Damit ist klar, daf die Menge £ := {u € C*(J,R)|Lu = 0} ein zwei-
dimensionaler Untervektorraum von C2(.J,R) ist. Des weiteren ist die Men-
ge L, ={ueC*(J,R)|Lu = g} ein zwei-dimensionaler affiner Unterraum
von C2(J,R) mit Richtungsraum L. Letzteres bedeutet per definitionem

Vvegg Lg = {v} + L.

Die Menge aller Losungen von (289) ist ein evtl. null-dimensionaler Un-
tervektorraum von L. Die Differenz zweier Losungen von (288) ist Losung
von (289). Die Summe einer Losung von (288) und einer Losung von (289)
ist wieder eine Losung von (288).

| Dies folgt alles aus der Linearitdt von L, R; und Rs. |

Man erhilt alle Losungen von (288), indem man zu einer speziellen Losung
von (288) alle Losungen von (289) hinzuaddiert.
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Lemma 11.3. Fir alle u,v € C*(J,R) gilt:

(i) (Lagrange-Identitit)

vLu-uLv=(p(uv- U’u)),.

(i1) (Vje{m} Rj(u) = Rj(v) =0) = afb (vLu-uLv) (z)dz =0.

Zusatz. (1) und (ii) bleiben richtig, wenn man anstelle von
peCY(J,R) und u,veC*(J,R)
nur voraussetzt, dafl
peC’(J,R), u,v e C*(J,R), pu’,pv’ € C'(J,R)

und L in der allgemeineren Situation durch dieselbe Formel definiert wird.

Beweis. Wir fiihren den Beweis unter der schwécheren Voraussetzung des
Zusatzes.
(1) gilt wegen

vLu—-ulv v((pu')'+qu)—u((pv')'+qv)
((pu)v) = (') o' = ((po')u) + (po') o

(p(u'v- v'u))/.

Zu (ii): Es gilt
u'(a)v(a) —v'(a)u(a) = 0. (290)
[ Zu (290): 1. Fall: ag = 0. Dann folgt zunichst aus aj2as? >0, dak a; #0
gilt. Sodann ergibt Ry(u) = R1(v) =0, dak u(a) = v(a) = 0 und die Giiltigkeit
von (290).
2. Fall: ap # 0. Dann folgt aus Ry(u) = R1(v) =0

also

u'(a)v(a) =v'(a)u(a) = Au(a)v(a) = Av(a)u(a) =0,

d.h. es gilt auch in diesem Falle (290). |
Analog zu (290) zeigt man

u'(b) v(b) —v'(b) u(b) = 0. (291)
Nun ergibt sich aus (i), (291) und (290)

b
/ (vLu-uLv)(x)dx
=p(b) (u'(b) v(b) —v'(b) u(b)) -p(a) (u'(a) v(a) -v'(a) u(a)) =0.
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Bemerkung. Durch

b
Voweco (Jr) (05 ) = fSO(w)iﬁ(x)dx

wird ein Skalarprodukt auf C°(J,R) definiert. (ii) besagt dann gerade, daf fiir
alle u,v € C?(J,R) mit Vieq1,2y By (u) = Rj(v) =0 gilt

(Lu,v) = (u, Lv).

Satz 11.4. Seien u,uy,us € C2(J,R) derart, daf {ui,us} ein Fundamental-
system von Lisungen von Lu = 0 ist. Dann sind die folgenden drei Aussagen
paarweise dquivalent:

(1) Die inhomogene Sturmsche Randwertaufgabe (288) ist eindeutig losbar.

(2) Die homogene Sturmsche Randwertaufgabe (289) besitzt u =0 als einzige
Losunyg.

Ryuy  Ryus
R2u1 RQUQ )#:O-

(3) det (

Beweis. Nach 11.2 2.) wissen wir bereits, daf eine Losung v € C?(J,R) von
Lu = g existiert.

»(1) = (2)“ Angenommen (2) ist falsch, d.h. es existiert eine Losung u # 0
von (289). Zu zeigen ist, daf dann auch (1) falsch ist, also daf (288) keine oder
mindestens zwei verschiedene Losungen besitzt.

Beweis hiervon: Falls (288) keine Losung besitzt, so ist nichts zu zeigen. Falls
(288) eine Losung v besitzt, so ist v+ u # v eine weitere Losung von (288), da

Lv+u)=Lv+Lu=g+0=g,
Rij(v+u)=Rjv+Rju=n;+0=n;
fiir j € {1,2} gilt.

»(2) = (3)“ Angenommen (3) gilt nicht, d.h. det( By fyug

Rouy  Rous ) =0. Dann

existiert ( M )eR2 ~ {0} mit

A2
R1u1 Rl’LLQ )\1 _ 0
() () -() a2
also folgt fiir w:=Ajuj; + Agug #0

=0 =0
—— ——

Lu = )\1 Lul + LUQ =0,
Rju = )\1 Rjul + /\2 Rj’LLQ (222) 0
fiir j e {1,2}, im Widerspruch zu (2).
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»(3) = (1)* Nach 11.2 3.) durchlduft
V=v0 t+ 1 Ul t+ p2 U
alle Losungen von Lv = g, wenn ( Z ! ) ganz R? durchliuft.
2
v ist genau dann Losung von (288), wenn zusétzlich fiir j € {1,2}

n; = Rj’l) = ij() + U1 Rjul + 2 Rju2

Riu;  Ryug p1 Y _ [ m—Rivo
Roui  Rous 2 n2 — Rovy |-
R1u1 R1u2

R2u1 RQ’LLQ
eindeutig bestimmt, womit (1) gezeigt ist.

gilt, d.h.

) # 0, also ist ( i ) mit dieser Eigenschaft

(3) besagt det(
M2

Beispiel 11.5.

1.) Sei J:=[0,7], also a =0 und b= 7. Wir untersuchen

Lu:=u"+u=g, Ryu:=u(0)+u'(0)=n1, Rou:=u(m)=mno.

Nach 11.4 (3) = (1)“ ist die Randwertaufgabe fiir beliebige 71,72 € R
eindeutig 16sbar, da fiir das Fundamentalsystem {u; := cos, us = sin} von

Lu =0 gilt
R1u1 R1UQ _ 1 1 _
det( Rour  Rouy )—det( 10 )—1.

2.) Wir betrachten nun speziell

‘u"+u:1, Rlu:Rgu:O.‘

Da die konstante Funktion vom Wert 1 spezielle Lésung von Lu = 1 ist,
so gilt fiir die gesuchte Losung v hier betrachteten der Sturmschen Rand-

wertaufgabe
v =1+ 1 cos+us sin.

Aus

0=Riv=Ri(1) +pg Ri(cos) + pg Ri(sin) = 1 + pq + pa,
0= Rov = Ra(1) + p1 Ra(cos) + pg Ro(sin) =1 - g

folgt
M1 = 1a M2 = _27

also v =1 + cos -2 sin.
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3.) Andert man jedoch in 1.) die Gleichungen derart ab, dak man die Sturm-
sche Randwertaufgabe

v +u=0, Riu:=u(0)=0, Rou:=u(m)=0

erhélt, so gilt det( Fyuy - T ) = det( 10 ) = (0, und die Rand-

Rgul RQUQ -1 0
wertaufgabe besitzt unendlich viele Losungen, namlich die Funktionen
u = C sin, wobei C € R beliebig.

11.6 (Grundlosung).

1) Seien Q := J2 = [a,b]%, @ = {(2,€) € Q| > €} und § = {(2,€) e Q|a <&}

Definiton. Eine Abbildung v: Q@ - R, (z,&) = v(z, &) heikt Grundlisung
von Lu =0 genau dann, wenn sie die folgenden vier Eigenschaften hat:

(a) 7: @Q — R ist stetig.

(b) =g und |7 |=1] 5 sind zwei-mal stetig partiell differenzierbar
nach z, d.h.

Veelap] Y(--58) 5 3(...,€) sind C?-Funktionen.
—— S——
=Y Ole,p] =Y ia,e]

(¢) Yeelap) 7(---,6): [€,0] = R, 3(...,€): [a,€] - R sind Losungen von

Lu=0.2
07 05 1
d) v — -— =——.
( ) £ela,b[ O (faf) o (676) p( )
2.) Eine Grundlésung von Lu = 0 existiert stets. Hierzu zeigen wir den folgen-
den Satz:

Satz. Fiir jedes £ € [a,b] seiu(...,&): [a,b] = R die Losung der Anfangs-
wertaufgabe
1
Lv=0, v(£)=0,0(§) = —.
© © p(§)

Dann wird durch

V(:Lyf)eQ ’7(1‘,6) = { ’Z(l‘,g) = U(l‘, )7 T2 g, }

’7(1‘,5) = 07 I'Sg,

eine Grundldsung v: Q - R von Lu =0 definiert.

*Hier sei Lu fiir u € C*([¢,b],R) und u € C*([a,£],R) durch dieselbe Formel wie oben
definiert.

*"Das bedeutet, da die erste partielle Ableitung auf der Diagonalen x = £ einen Sprung der
Grofse % macht.
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Beweis. ~y ist wohldefiniert, da u(&,£) =0 fiir alle € € [a, b] gilt.

Zu (a): Sei {uy,u2} ein Fundamentalsystem von Losungen von Lu = 0. Fiir
jedes € € [a,b] existieren eindeutig bestimmte ¢1(§),c2(€) € R mit

’LL( ,f) = cl(ﬁ)ul +62(£) ug.

Dann folgt fiir alle £ € [a, ]

c1(§) ur(§) +ca(§)ua(§) =u(...,£)(§) =0
c1(§)u’(€) +ca(§) w2’ (€) =u(...,8)'(§) = .

(o) (2)-(2)

uz, ) keine Nullstelle. Z.B. aus der Cramer-

QI= O

Nach 6.16 (iv) hat det( “
(31 u9g

schen Regel folgt hieraus die Stetigkeit — sogar die C'-Differenzierbarkeit
— von ¢; und cz. Wegen

V(@)e@ (T, §) = c1(§) ur(x) +ca(§) ua(x)

ist daher u: @ — R stetig. Damit sind ¥ = 7|5 = ulz und 5y = ’y|5 =0

stetig und Q = Q U @ ist disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener
Teilmengen von @, also ist auch v: Q) — R stetig.

(b) und (c) sind trivial.
Zu (d): Fiir jedes & € ]a, b[ gilt
1

(58 () =, 9" (©) =u(....§) (&) -0 = :
p(§)

Damit haben wir alle Eigenschaften einer Grundlésung bewiesen. a

3.) AufRer der in 2.) angegebenen gibt es viele weitere Grundlésungen, denn
es gilt:

Satz. Sind v(z,£) eine Grundlosung von Lu =0, v € C2(J,R) beliebig mit
Lv =0 und h € C°(J,R) beliebig, so ist auch

Q—R, (2,8) — (&) +h(&)v(z),

eine Grundlosung von Lu = 0.

Beweis als Ubunyg. O

Der folgende Satz zeigt, wie man mittels einer Grundlésung von Lu = 0 eine
Lésung von Lu = g durch Integration bestimmen kann.
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Satz 11.7. Sei v eine Grundlésung von Lu=0. Dann ist die nach Eigenschaft
(a) von v wohldefinierte Funktion

b
v J — R, x'—>f’7($af)g(£)d£

eine Losung von Lv = g, insbesondere v € C2(J,R).

Beweis. Zunichst gilt fiir jedes z € J

b

v@ = [Ti@odes [0,

T

wobei die Integranden auf der rechten Seite nach Eigenschaft (b) stetig und
stetig partiell differenzierbar nach x sind. Aus Lemma 8.11 folgt dann fiir jedes
zed

=v(x,x)
V(@) - gw 9(6) e +53(.2) (2)
0, 0(e) a6 - r.0) o)
“ =vy(z,z)
b =
- g’w Oa@)ae+ [ e

Die Integranden auf der rechten Seite sind erneut nach Eigenschaft (b) stetig
und stetig partiell differenzierbar nach x, also folgt analog weiter fiir alle x € J

2 :
@ = [ D0+ Do)
, :
W al
[ 73 (2.6 9(6) dg = Z (.2) g(x)
62 x
@ a ( £)de + /a ! dg+}%.

Aus obigen Formeln erhélt man mittels Lv = pv” +p’v" + qo fiir jedes x € J

-15(...&)%0

(2.6) + () 3(2,6) )g@) ae

T

-
@) = o)+ [ (v GR35

a
b 2=

o [ (0 0+ T +a0) 3.9 st

T

~

~L5(6) @0
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= g(z),
wormit der Satz bewiesen ist. O
Beispiel 11.8.
1.) Wir betrachten Lu :=u" +w auf J = [a,b], also p = 1, und u(z) :=sin(z-¢)
ist die Losung von
1

Lu=0, u(§)=0, u'(f):p( 3

Nach 11.6 2.) wird daher durch

. Sin(l' _6)7 T2 57
ver ’Y(waf) T { O, T < f’ }
eine Grundlésung v: @ —» R von Lu = 0 definiert.

Nach 11.7 ist dann

T

Vodunyv(@) = [ sin(e-) g(€) as

a

eine Losung von

v +v=g.

2.) Setzt man in 1.) speziell
a=0 und g(z):=cos(z),

so folgt

T

v(z) = /sin(m—{) cos(§) d¢

0

=1 (sin(z-2&)+sin(z))

E=x
o tg® sin(x) = 3% sin(x).

i cos(x —2&)

Man rechnet leicht nach, dak v(z) = %:U sin(x) sogar auf ganz R eine
Losung von

v (z) +v(z) = 5 cos(x)

ist.

Definition 11.9 (Greensche Funktion). Eine Greensche Funktion der homoge-
nen Sturmschen Randwertaufgabe (289) ist per definitionem eine Grundlésung?®

r:Q—R, (z,8) — ()

von Lu =0 mit der zusétzlichen Eigenschaft

2d.h. es gelten 11.6 (a) - (d)
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RIT(....6) = ReT(....€) = =0, d.h.

a1 T(a,€) + aap(a) T .., €)' (a) = B T(5,€) + Bap(0) T(...., €)' () = 0.

(€) Yeelap[| RaL(---,8)

Hauptsatz 11.10 (iiber die Greensche Funktion). Wir setzen zusdtzlich voraus,
dafl die dquivalenten Aussagen von 11.4 gelten. Dann gilt:

(i) Es ezistiert genau eine Greensche Funktion T'(x,£) von (289), welche wie
folgt berechnet werden kann:
Seien uy # 0 und ug # 0 Losungen von Lu =0 mit Ryu; =0 fir i€ {1,2}.
(Derartige uy,uy existieren stets.)

Dann sind uy,uy R-linear unabhingig, der nach 11.3 (i) konstante Wert
¢ von p (ug ug’ —uqy"ug) ist ungleich null und es gilt

ru(©ua(x), w2,
Vol (7:6) = {%m(x)w(i)’ x <.

(i3) T ist symmetrisch, d.h. ¥, ey T'(7,§) =T'(§, ).

¢

(iii) Die nach 11.4 (1) eindeutig bestimmte Lésung v der ,halbhomogenen'

Randwertaufgabe
Lu=g, Riu=Rou=0

st gegeben durch

b
Veesv(a) = [ D(2.€)g() de.

Beweis. 1.) Wir zeigen zunéchst die Existenz von wuj,us wie in (i). Wahle
(A, A2) € R?2 N {0} mit a3 Ay + az A2 = 0 und sei u; € C2(J,R) die eindeutig
bestimmte Lésung der Anfangswertaufgabe

Luy =0, wi(a) = A1, p(a)u’(a) = As.

Dann folgt u1 # 0 und Ryuy = aui(a) + azp(a)ui’(a) =0.

Damit ist die Existenz von u; # 0 mit Luy =0, Ryup = 0 gezeigt, und vollig
analog folgt die Existenz von ug # 0 mit Lug =0, Roug = 0. Derartige uy,us sind
stets linear unabhéngig:

Denn wére z.B. u; = Aug mit A € R, so folgte

R2u1 = )\RQ’LLQ = 0,

also wire uy eine Losung von (289) mit ug # 0, im Widerspruch zu 11.4 (2).
2.) Wir zeigen, daf I' wie in (i) eine Greensche Funktion ist: Wegen der
linearen Unabhangigkeit von uy,us ist nach 6.16 (iv) die Wronski-Determinante

U U2 I ’
det =UL Uy — U U
ull u2/ 1 U2 1 U2
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stets ungleich null, also gilt ¢ # 0 fiir den konstanten Wert ¢ von p (u1 ue’—uq" u2),
beachte p > 0.

Offenbar ist I" wohldefiniert als Abbildung @@ — R. (Denn fiir x = £ erhalt
man im oberen und unteren Fall denselben Wert.) Wir zeigen nun, daf I' eine
Grundlésung von Lu =0 ist, d.h. die Eigenschaften (a) - (d) in 11.6 hat.

Zu (a): Mit uy und uy sind trivialerweise I'|5 und Il 5 stetig, also ist auch T’

stetig.
(b) und (c) sind wegen
Ver T8 =T e = e -
VSEJ%(. ) =T, ) = u2££) U1 [a,e]
klar.
Zu (d): Fiir jedes ¢ € ]a, b[ gilt
T ) () =T 8 (©)
(203) 1 Def.c1l ¢ 1

E(Ul(f) 2" (&) —ur' (&) ua(§)) = e © @)

Schlieflich ist I' sogar eine Greensche Funktion, d.h. I" erfiillt die Eigenschaft
(e) in 11.9. Es gilt namlich fiir jedes £ € Ja, b[

Rl% 2 R1 (U2T(£) ul) = UzT(f) R1u1 = O,
Rgf S=0 R2 (U1T(§) UQ) = UIig) RQUQ =0
=0

Mit 1.) und 2.) ist (i) bis auf den Nachweis der Eindeutigkeit der Greenschen
Funktion gezeigt.

3.) Sei I eine beliebige Greensche Funktion von (289). Wir definieren dann
v: J = R durch

Vyes v(a [F 7,€) g(€) de (=ff(x,g [b%

Nach 11.7 gilt dann v € C2(J,R) sowie Lv = g, und nach dem Beweis von 11.7
gilt zusitzlich

=
Vet @)= [ ey aterae s [0 a6 gle) e
Hieraus folgt
Rov = Bro(b) + B2p(b)v'(b)

b
/ (BT (0,€) + B2p(b) V' (D) ) g(€)dE =0

©

= Rol'(...,€)
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und analog
Rl’U = 0,

also ist v die eindeutige Losung der Randwertaufgabe Lu =g, Rju = Rou = 0.
4.) Seien I'y, 'y zwei beliebige Greensche Funktionen von (289) und seien
g1,92 € C°(J,R) beliebig. Wir definieren dann vy, vy definiert durch

b

Veerur(@) = [ Ta(,€) gu(€)de;
b

Voesva(@) = [ Taw,€) 2(¢) de.

Dann gilt nach 3.)
Lvi=g1,  Rivi =Rovr =0,
Lvs =gy, Rive = Ryvg = 0.
Hieraus folgt nach 11.3 (ii)

b
f (v1 Lvg — vy Luy) (z) dx =0,

a

d.h.
b

0 [([rlxsgl(@ds)gz )da - [b([brwsgz dg)gl()x.

a
Hieraus folgt wegen

b b
f([r2(w’5)92(§)d§) g1(x)dz

b

f Py (2.€) 2(6) 91 () dE
b

\@

a a

I}
\@
\

=

o

E%

L/\r}
Q
®

g1(x)dzdg

BN
" —=
&

) g1(£) d§ du,

daf gilt
/ (T (z,8) -T2(&, 7)) 91(&) g2 () dedE = 0.
Q

Da die letzte Gleichung fiir beliebige g1, g2 € C°(J,R) gezeigt ist, muk nach
Analysis offenbar gelten

v(:v,f)eQ Fl(waf) = FZ(Saw)a

welches wiederum fiir beliebige Greensche Funktionen I'y und I'y von (289) ge-
zeigt ist. Hieraus folgt zunéchst (i) und sodann I' =T = T's.

Mit 3.) und 4.) sind die Eindeutigkeitsaussage in (i) und auferdem (ii) und
(iii) bewiesen. O
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Beispiel 11.11 (zur Berechnung der Greenschen Funktion). Wir betrachten
Lu =" auf [0,1] mit

u"=0, Riu:=u(0)=0, Rou:=u(1)=0.

Seien weiter @ := 1, ug(x) := x. Dann ist {a;,us} ein Fundamentalsystem
von Losungen von Lu =0 mit

Riu1 Rius _ 1 0 _
det( Rty Ryiiy )—det( 11 )—1:&0,

also gelten die dquivalenten Aussagen von 11.4.
Wir finden die Greensche Funktion I" von (289) nach 11.10 (i):

x erfillt Lu1 = 0, R1u1 = 0,
x—1 erfiillt Lus =0, Rouo =0.

up ()
uz(z)

u1,us sind linear unabhingig und

p(z) (u (@) ug'(z) —ur (@) ug(x) =2 - (z-1) = 1,
=1

also ¢ =1. Nach 11.10 (i) gilt dann

Y (@.6)ef0,11 L' (2,6) ={ §lz—1), w>¢ }50.

l‘(f—l), l‘Sg

Hauptsatz 11.12 (Losung der Sturmschen Randwertaufgabe mittels Green-
scher Funktion).

Vor.: Es mégen die dquivalenten Aussagen von Satz 11.4 gelten. I sei die Green-
sche Funktion von (289), vgl. 11.10 (i). Des weiteren sei ¢ € C*(J,R) mit*

Rigp=m wund Rap=mn

und sei v € C2(J,R) die 2.B. nach 11.10 (iii) zu berechnende eindeutig bestimmite
Lésung der ,halbhomogenen® Randwertaufgabe

Lv=g-¢, Riv=Rov=0.

Beh.: u:= ¢ +v ist die eindeutig bestimmte Losung der von (288).

Derartige Funktionen ¢ sind leicht zu finden. Bestimme zunichst 641,642731762 € R mit

((a1,a2p(a)), (G1,82)) =1 d1 +azp(a) 2 =m
*0

sowie

((Br, B2p(b)), (B1,B2)) = B1 Br + B2 p(b) B2 = m2

| —
#0

und sodann ¢ € C*(J,R) mit
¢(a) =1, ¢'(a) =Gz und  $(b) = fr, ¢'(b) = B
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Beweis. Es gilt
Lu=Lo+Lv=Lop+g-Lop=g

und
RjUZRj¢+RjU=nj +0=7’]j

fiir j € {1,2}. O

Satz 11.13.

Vor.: Es mégen die dquivalenten Aussagen von Satz 11.4 gelten. I sei die Green-
sche Funktion von (289), vgl. 11.10 (i). Ferner seien D c R? und f: D - R eine
stetige Funktion.

Beh.: u ist genau dann Lisung der Randwertaufgabe

Lu = f(z,u) , Riu=Rou=0,
————
d.h. Vageg (x,u(z))eD A (Lu)(z)=f(x,u(z))

(insbesondere u € C2(J,R)), wenn u € C°(J,R) Lisung der Integralgleichung

b
Veeru(@) = [ T(2.6) £(6,u(€))d

15t.
Beweis. Ist w € CO(J,R) und § € C°(J,R), definiert durch
Vaes §(2) = f(z,u(x)),
so gilt die Behauptung nach 11.10 (iii) mit g anstelle von g. O

Hauptsatz 11.14 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz).
Vor.: Seien D := [0,1] xR und f: D - R eine stetige Funktion, die einer
Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Variablen

V(:E,y),(:v,z)ED |f(x,y) - f(wa Z)l <L |y - Zl

mit einer Lipschitz-Konstanten L < 12 gendigt.
Beh.: Die Randwertaufgabe

u”(2) = f(z,u(x)), w(0)=u(1)=0 (294)

besitzt genau eine Losunyg.

Bemerkung. Die Bemerkung auf Seite 133 zeigt, daf im Falle L = 72 unendlich
viele oder gar keine Losungen existieren konnen.

Beweis. 1.) Zuniichst zeige man als Ubungsaufgabe, dak (Vi,|... ), wobei
Ve i= {0 eCO([0,1],R) | Jul < oo}
ww) | e, 1[}

sin(mz)

Vueco(ro,11,r) v« = Sup{

ein Banachraum ist.
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[ Tip: V, ist ein Untervektorraum von C°([0,1],R) und |...|. eine Norm
fiir Vi.

Sei nun (uy, )pen eine Cauchyfolge in V; bzgl. | ... .. Dann ist (u,)neny auch
eine Cauchyfolge in C([0,1],R) bzgl. ||...|leo. Bekanntlich existiert daher ein
Element u € C%([0,1],R) mit limy e ||ttn, = t]eo = 0. Schlielich gilt u € V, und
limy, 00 ||tn, — ull« = 0. ]

2.) Sei I': [0,1]? - R die Greensche Funktion von

Lu=u"=0, Ryu:=u(0)=0, Rou:=u(l)=0,
also nach 11.11

V(x,5)e[0,1] F(w,f) = { i((z : i;: 2 i 2 } <0. (295)

Wir definieren fiir u € V, c C°([0,1],R) eine Funktion Tw € C°([0,1],R)
durch

V:L‘G[O,l] (T’LL) (m) = F(x>£) f(£>u(£)) d¢

—& O~

€ (- 1) F(Eu(€))de + [ 2 (€ ~ 1) F(€,u(€)) de

0
- (w—l)fo(f,u@))dsmf(s—l)ﬂs,u(s»df.

(296)
Aus (296) folgt sofort

TueC'([0,1],R) und (Tu)(0) = (Tu)(1) =0.

Hieraus und aus der Regel von de L’Hospital folgt wegen lim,_, o, sin(mwx) = 0,
lim,o4 sin(mz) =7 # 0, limgq-sin(rz) = 0, lim,1_sin(rx) = -7 # 0 die
Existenz von

lim M eR und lim M

eR
z—0+ sin (7 ) a—1- sin(mx) ’

und hieraus wiederum folgt offenbar T'u € V.
Damit haben wir einen Operator
TV, —V,
definiert.
3.) Wir wollen zeigen, daf 7" kontrahierend ist, genauer
L
Vuwev, [Tu-Tvls < = Ju-vls.
€[0,1]

Beweis hiervon: Fiir jedes € € [0,1] gilt

eVi
——

F(Eu(©) - FEvE)] € Llu(€) -v(€)] = L] (u=v)(€)]

< Llu-v]. sin(re),

wobei sich die letzte Abschitzung aus der Definition von ||... ||, ergibt.
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Es folgt weiter fiir jedes x € [0,1]

(295)
(296) ,—}L’&)
|(Tu-Tv)(z)] < f ID(z, &) 1f(&ul(€)) - f(&v(E))]dE

0

1
< Llu-vl. —fF(w,f) sin(r€)de .
0

1
Nach 11.10 (iii) ist [ I'(z,€) sin(w&)d¢ die eindeutig bestimmte Losung der
0
yhalbhomogenen“ Randwertaufgabe
Li =" =sin(rz), Rya=1u(0)=Reti=u(l)=0,

also gilt

1
fF(x,g) sin(mw§)d¢ = S sin(7 z),
0

T2

und es folgt

[(Tu-Tv)(z)|] L

Vaeloaf <3 |l =],

sin (7 x)

damit ist |[Tu - Tv|« < # [u—v|. gezeigt.
4.) Aus 1.) bis 3.) und dem Banachschen Fixpunktsatz 3.11 folgt die Existenz
eines eindeutig bestimmten Elementes u € V, mit u = T'u. Ferner gilt

(296)

1
u=Tu = Voqoqu(@) = [ D(,€) f(¢u(€)))d
0

8w = fau), w(0)=u(1) =0

<= wu ist Losung von (294).
5.) Wegen 4.) bleibt nur noch zu zeigen, dafs jede Losung u von (294) ein
Element von V, ist.
Beweis hiervon: Es gilt u € C*([0,1],R) (und sogar u € C*>([0,1],R)) und

u(0) = u(1) =0, und hieraus folgt mit der Regel von de L'Hospital wie in 2.),
daf gilt u e V,. O

11.15 (Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem). Wir erweitern jetzt die Gene-
ralvoraussetzung aus 11.2 1.) wie folgt:

Generalvoraussetzung. Zusitzlich zu oben sei € C°(J,R) mit r > 0.

Die von einem Parameter A € R abhingige Randwertaufgabe

|Lu+Aru=0, Ryu=Ryu=0] (297)

heifst Sturm-Liouvillesches Figenwertproblem, kurz (SLE).
Fiir jedes feste A € R ist (297) eine homogene Sturmsche Randwertaufgabe
vom Typ (289) (mit ¢ + Ar anstelle von g).

148



Definiton. A € R heift Eigenwert von (SLE), wenn die homogene Sturmsche
Randwertaufgabe (297) eine nicht-triviale Losung u # 0 besitzt, d.h. wenn
(297) nicht die in 11.4 genannten Eigenschaften hat, also genau dann, wenn
gilt dim E > 0, wobei E)\ der R-Untervektorraum des zwei-dimensionalen R-
Vektorraumes {u € C?(J,R)|Lu + Aru = 0}, welcher durch

:= {ueC*(J,R)|Lu+Aru=0, Riu=Ryu=0}

gegeben ist.
w € Ex ~ {0} heibt Eigenfunktion zum Eigenwert \.
A € R heifst k-facher Eigenwert von (SLE), falls dim E = k € {1,2}.

Beispiel 11.16. Seien J = [0,7], Lu =u", r = 1 sowie Ryu = u(0), Rou := u(7).
Wir betrachten somit

u +Au=0, u(0)=u(r)=0. (298)

1.) (Eigenwerte und Eigenfunktionen)

Alle Eigenwerte sind A, := (n +1)?, wobei n € N. Diese sind
samtlich einfach und w,, :=sin ((n + 1) =) ist Eigenfunktion

zum Wert A,.
j 299
Uy, hat in )0, 7[ genau n Nullstellen Jfl’ je{l,...,n}. (299)
n
Zwischen je zwei Nullstellen von w41 in 0, 7[ liegt genau eine
Nullstelle von u,,.

[ Zu (299): Fall a): A =0. v =0 besitzt {uy := 1,us := x} als Fundamen-
talsystem von Losungen. Wegen

R1u1 R1u2 _ 1 0 _
det( Rour  Rouy )—det( 1 )—7T>0

gilt 11.4 (3), also ist A =0 kein Eigenwert.

Fall b): A = —p% mit p e Ry. u” — p?u = 0 besitzt das Fundamentalsystem
von Losungen {u; :=sinh(ux),ug = cosh(px)}. Wegen

Riur Riug B 0 1 .
det ( Rouy  Roug ) = det ( sinh(pm) cosh(pm) ) = Smh(ﬁi) <0
>0

ist A = —p? kein Eigenwert.
Fall ¢): A = p® mit p e Ry. u” + p?u = 0 besitzt das Fundamentalsystem

von Losungen {u; :=sin(px), ug := cos(px)}. Wegen

det( R1u1 R1UQ 1

=det 0 =—sin(u7m) =0
Rouy Rous | sin(um) cos(um) | pr) =

—> peNy
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ist A = % genau dann, wenn gilt p € N,.
Damit ist die 1. Aussage von (299) gezeigt.

2

Fiir n € N, ist jede Losung von u” + n*u =0 von der Gestalt

u(z) = Asin(nz) + B cos(nz), A, BeR,
und es gilt

Riu=Rou=0 <= 0=Acos(0)+Bsin(0)=A
und 0= A cos(nm) + Bsin(nm) = (-1)" A
~— A=0

< wu(x) =B sin(nz).
Hieraus folgen leicht die restlichen Aussagen von (299). |

(Entwicklung nach Eigenfunktionen)

Fiir n € N setzen wir v, (z) := \/E sin ((n+1)x). Es gilt

™ i 1
Vimeti [ 0n (2) v () A = B = 0’ - (300)
Ferner gllt fiir jedes ¢ € C1([0,7],R) mit ¢ =¢(m) =0

&(z) = X2 bpv, mit by, = f (;5 z) v, ()
0

[ Zu (300): Die erste Aussage folgt durch einfache Rechnung unter Benut-
zZung von

sin(a) sin(B) = = (cos(a— ) —cos(a + B)) .

N | =

Die zweite Aussage folgt daraus, dal zu
¢ € C'(J,R) mit ¢(0) = ¢(r)
offenbar genau eine 2 m-periodische ungerade®’ Funktion
¢: R —> R mit ljor) = ¢

existiert. Und diese Funktion gz~5 ist stiickweise stetig differenzierbar, 14t
sich also nach der Theorie der Fourier-Reihen der Analysis in eine reine
Sinus-Reihe entwickeln. Damit ist die Behauptung klar. |

Die in dem sehr speziellen Fall (298) hergeleiteten Aussagen (299) und (300)
lassen sich iiberraschenderweise auf den allgemeineren Fall (297) verallgemei-

nern.

Es gelten ndmlich die folgenden Hauptsétze:

30Kine Funktion f: R - R heif genau dann ungerade,wenn Y, f(-z) = —f(x) gilt.
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Hauptsatz 11.17 (Existenzsatz von Eigenwerten und -funktionen von (SLE)).
Wir betrachten (SLE), vgl. 11.15. Dann existiert genau eine Folge (\p)nen Te-
eller Zahlen mit

VoeNAn < Aps1 A lim A, = oo,

n—>oo
die die Menge aller Eigenwerte von (SLE) durchlauft.

Fiir jedes n € N ist A, einfacher Figenwert und ,die“ Eigenfunktion u, zum
FEigenwert \, hat im offenen Intervall |a,b[ genauw n Nullstellen. Zwischen je
zwei Nullstellen ,der* Eigenfunktion u, zum FEigenwert \, in ]a,b[ liegt eine
Nullstelle von upsq.

Hauptsatz 11.18 (Entwicklungssatz nach Eigenfunktionen von (SLE)). Wir
verwenden dieselben Bezeichnungen wie in 11.17. Durch

b

Vg peco(R) (6, 0) = [T($)¢(x)¢(w)dw

a

wird ein Skalarprodukt auf C°(J,R) definiert.
Fiir jedes n € N set v, ,,die“ Eigenfunktion zum Eigenwert \, mit

<Um'Un> =1,
also ist v, bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Dann folgt:

(i) {vn|n € N} ist ein Orthonormalsystem bzgl. (...,...), d.h.

1, n=m,
Vn,mEN <Un7 'Um) =0pm =
0, n+m.

(i3) Fiir jedes ¢ € C1(J,R) mit Ri¢ = Rop = 0 konvergiert

M3

(P, vn) vp (301)

n=0

auf J gleichmdjf$ig und absolut gegen ¢.
(301) heifit Fourier-Reihe von ¢ bzgl. {v, |n € N}.
Wir bereiten im folgenden den Beweis von 11.17 vor. Tatséchlich zeigen

wir in 11.27 eine schérfere Version. Zunéchst beweisen wir einen Spezialfall des
Monodromiesatzes der Uberlagerungstheorie.

Satz 11.19. Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, M eine kom-
pakte sternformige Teilmenge von V und f: M — S eine stetige Abbildunyg.

(i) Es existiert eine stetige Funktion ¢: M — R mit ¥ peps f(p) = ¢ 9.

R
Q ix
e
M / St




Sind (b,(;; zwet derartige Funktionen, so ist QNS— @ konstant von einem Wert
aus 2 7.

(ii) Sind speziell V =R", ne N, M ein kompakter Quader und ist zusdtzlich
f: M - R? eine C"-Abbildung, r € Nu {oo}, so0 ist auch ¢: M — R eine
C"-Abbildung.

Beweisskizze. Zu (i): Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 0 € V' Stern-

punkt von M. Wir wihlen eine Norm ||...|| auf V. Dann existiert zunichst
0 e Ry mit |f(p)-f(q)] <2, dh. % € S\ {-1}, fiir alle p,q € M mit ||g—p| <6

und sodann N € N, mit | pl <9 fiir alle p e M. Wiihle ¢ € R mit f(0) = e'?°.
Y ST\ {-1} = ] - 7, 7[ bezeichne die stetige Umkehrabbildung von e ral-
Wir definieren dann ¢: M — R durch
N | f(&p)
Vpers $(p) = do + 3 v |~ |
g i\ (5 p)
Zu (ii): ¢ ist Beschrinkung der C*°-Abbildung

arg: R*\ (] - 00,0] xR) — | - m, [

g
11.20 (Die Priifer-Transformation).
1.) Sei u€C%(J,R) \ {0} eine nicht-triviale Losung von
Lu=(pu') +qu=0. (302)
Wir definieren &,71 € C(J,R) durch
E=pu und n:=u. (303)

Wegen u # 0 existiert kein zg € J mit u(zg) = u'(z¢) = 0, d.h. genau mit
&(z9) =n(xo) = 0. Daher ist

(&m): J — R*~ {0}
eine C1-Abbildung. Dann ist auch

p=](&n)=vVE+n?>0

eine C'-Abbildung, und ebenso

1
- (5777) J— R27

P

wobei letztere Werte in S* hat. Nach 11.19 existiert dann offenbar genau
eine C'-Funktion ¢: J - R mit

%<£,n>=ei¢’ und -7 <(a) <7,
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welche natiirlich von u abhéngig ist und die Argumentfunktion von u heifst.
Es gilt somit

p,p€C (JR), p>0, —m<p(a) <7, £=pcos(¢), n=psin(¢). (304)
Aus (304) folgt zunéchst
¢ =p' cos(¢) - p¢’ sin(¢),
0 =g sin(g) + pe’ cos(o)
und sodann
=€ sin(¢) +n' cos(¢) =p ¢, (305)
¢ cos(e) +11' sin(o) = ' (306)
Andererseits folgt aus (302) bis (304)

/ (303) PO G 0

(pu')
, (303) ,(303) 1
’[7 = u = —_

§
p

3 —q p sin(9), (307)

cos(¢). (308)

q
(304) 1
= —p

Schlieflich ergibt sich

1 (305)

o 9 Lering) + Loy cos(s),
p p

also mittels (307), (308)

1 1 1
& = cost(8) +qsin’(9) = +(a- ) sint(e),  (309)
p p p
welches eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢ ist, und

o (306)

=" ¢ cos(o) +n' sin(g),

also wegen (307), (308)

J = (}3 -~ q) cos(9) sin(6) . (310)

welches eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir p ist, die
durch einfache Integration zu lésen ist, falls ¢ mittels (309) bestimmt wur-
de. Hierin liegt die Bedeutung der auf H. Priifer zuriickgehenden Trans-
formation.

2.) Die Argumentfunktion ¢ von u hat offenbar die folgende Eigenschaft:

. (303),(304)

Vaoos (u(w) =0 P2 ) € zﬂ) A (u'(x) 0= o(x) e +Z7r).
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Beispiel 11.21. Seien w € Ry und u(z) :=sin(wz) die Losung von

Lu :=u"+w2u=0,

also p =1, ¢ = w?. Ferner sei J = [0,b]. Dann gilt

Vet &(Q(cos(¢(x)),sin(¢(az))) = (u'(z),u(x)) = (w cos(wz),sin(wz)),
>0

wobei die rechte Seite eine Ellipse mit Halbachsen w, 1 linksherum durchlguft.
Des weiteren ist die rechte Seite fiir z =0 vom Wert (w,0), also gilt ¢(0) = 0.

Es folgt: Die Funktionen ¢, w x: J — R sind beide streng monoton wachsend
und haben dieselben Werte fiir alle x € J mit wx € NF, d.h. fiir alle x € N 5.
Daher gilt offenbar insbesondere

T
Vaes|p(z) —wa| < 3

Skizze fir w > 1:

T—
{ [ s ! | T[
.= ‘
<
1IN "
¢ av\<¥cb elod
- = B
7
\ by (%) = 8(x)
J | | N ¢
£ I ik
=@ i
| ! b
N ? f N
2 éo X R NE M
=
I 7
o A |
[ A/
4 ]
=L bH / \
2
1
B a)
/ 2 5
N |
7 T
| X
\
=
|

Im Falle w =1 gilt ¢’ =1, also ¢ = x.

154



Wir benétigen im folgenden eine Verschérfung von 7.1 der (in Anwendun-
gen héufigig erfiillten) zusétzlichen Voraussetzung der Existenz einer lokalen
Lipschitz-Bedingung.

Satz 11.22.

Vor.: Es seien D c R? und f: D - R, (z,y) = f(x,y), eine stetige Funktion,
die einer lokalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y gentigt. Wir betrachten wieder die
Differentialgleichung

y'(z) = f(2,y(2)).

Fir eine differenzierbare Funktion z: J — R, wober J c¢ R ein nicht-entartetes
Intervall sei, die Graph(z) c D erfillt, sei wieder

Pz:J—R

definiert durch
Vaes (P2)(z) = 2'(z) - f(z,2(2)).
Beh.: Seien xg € R und Iy ein nicht-entartetes Intervall mit linkem (bzw. rech-

tem) offenen Ende bei x>
mit

und 21,29t Inp = R zwei differenzierbare Funktionen

Pz < Pz (bzw Pz ZPZQ) auf Iy (311)

und
35€R+ z1 £ 29 auf Ij. (312)

Dann folgt:

(i) z1 <z (auf ganz Iy)

(ii) Entweder gilt z1 < zo (auf ganz Iy) oder

z21(x) = z2(z), falls x <c (bzw. z > c),

HCE vxe
e {zl(x) <), falls x> (b 2 <o)

Bemerkung. (ii) verscharft (i).

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall des ,,<*-Zeichens in (311).
Der andere Fall wird analog bewiesen.

Zu (i): Angenommen (i) ist falsch, d.h. fiir die in Iy c R offene Menge gilt
M:=7z1—-% (R,) 2.

Sei [ eine Zusammenhangskomponente von M. Dann ist I c Iy ein nichtleeres
Intervall von R, das in in Iy offen ist und den Punkt xy nicht enthdlt (wegen
(312)). Hieraus folgt witer:

Iy ist ein links offenes Intervall vom Typ ]a,...| mit a > zg, also a € Iy und
aus Stetigkeitsgriinden gilt

z1(a) = zo() (313)

31Es gilt also Io = ]zo,...| (baw. Io =]...,z0[)
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Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U von («, z1(«)) in D, auf
——
=z2(a)

der f einer Lipschitzbedingung bzgl. y mit einer Lipschitzkonstanten L, geniigt.
Wegen der Stetigkeit von Graph z; und Graph zo in « kénnen wir €I, 5> a,
so nahe bei o wahlen, dafs

Graph z1 ([a, 8]) €U A Graph za([«, 8]) c U.
Dann gilt also Ja, 8] ¢ I ¢ M, also

Vse]a,ﬁ] 21 (x) > 22(1'). (314)

Wir setzen die differenzierbare Funktion v := (21-22)|[q,1, die fiir jedes x € [, 3]
erfiillt
v'(x) 21 (x) - 2(x)

(Pz1)(z) = (Pz2)(z) +f (2, 21(2)) - f (2, 22(x))

~

303
( < )O

< |f (2,21 (2)) = f(2,22(2))| < L |21 (2) = 22(x)|
(313),(314) L. v(x)
also auch ,
(v(z) el *Y = ((v'@) = Lo v(z)) e T <o.
<0

Wegen (313) gilt v(a)e L+ =0, also folgt daher
Voefa,sv(z) e 7 <0 dh. v(z) <0,

im Widerspruch zu (314).
Zu (ii): Da nach (i) z1 < 2 gilt, geniigt es offenbar zum Nachweis von (ii) zu
zeigen, dafs gilt

Vaer, (z1(@) < 22(0) = Vel asa 21(2) < 22(2)) . (315)

Angenommen (315) ist falsch. Dann folgt offenbar die Existenz eines Teilin-
tervalles I = [a, f] c Iy, @ < 3, mit

(Vme[a,ﬁ[zl(x) <22((£)) A (21(,8) 222(5)). (316)

Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U von (a, z1(a)) in D, auf der
——
=z2(a)

f einer Lipschitzbedingung bzgl. y mit einer Lipschitzkonstanten L, geniigt. Wir
kénnen dann & € [«, [ so nahe bei 5 wihlen derart, daf wieder gilt

Graphzl([&,ﬁ]) cU A Graphz?([d75]) cU.
Nun folgt fiir w := (22 - 21)|[a,5] und jedes z € [&, 8] c [a, (]
w'(z) = z(r)-2(2)
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(Pz2)(x) = (Pz1)(2) +f (2, 22(2)) - f(z,21(2))

(311)
>0
> f(z,22(2)) - f(2z,21(2)) 2 = |f (2, 22(x)) - f(2,21(x))]
<L [22(2)-21 ()]
(316)

> ~L.(2(z) - 21(2)) = ~L. w(2),

also auch )
(w(x)eL*:”) = ((w'z) + Lyw(zx)) ek > 0.
20

Wegen (316) gilt w(B)e’*? =0, also folgt daher

Voefas w(z) e <0 dh w(z) <0,
im Widerspruch zu (316). 0

Lemma 11.23. Seien I c R ein nicht-entartetes Intervall, ag,ar: I - R stetige
Funktionen und y # 0 eine nichi-triviale Losung von

y'+a1y +agy =0.

Dann hat y nur héchstens abzdihlbar viele Nullstellen, und die Nullstellen
sind isoliert. Letzteres heifit per definitionem, dafi die Menge der Nullstellen
keinen Hdufungspunkt besitzt.

Beweis als Ubunyg. O

Satz 11.24.

Vor.: Seien j € {1,2} und pj,q;, L; wie in der Generalvoraussetzung 11.2 1.) -
dort ohne den Index j. Seien u; # 0 eine nicht-triviale Losung von Ljuj =0 und
¢; die Argumentfunktion von uj, vgl. 11.20. Ferner gelte

P12 P2, (317)
01 < g, (318)
o1(a) < pa(a). (319)

Beh.: Es gelten

(i) ¢1< 2.
(i) Entweder gilt ¢1 < ¢o oder

A ecfap] P1liae] = P2liae] A P1ljep) < P2ljep)-
Im Falle ¢1(a) < ¢p2(b) gilt also stets ¢1 < po.

(ii1) q1 < @2 == P1lja ) < D2lja0)-

(v) ¢1 = 2 = Jer, U2 = Auy.
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Bemerkung. (ii) verschirft (i).
Beweis. Nach (309) gilt mit der stetigen Funktion
=D
1 2 2
fila,b] xR — R, (z,y) — cos”(y) + qz2() sin”(y),
p2(x)

die einer lokale Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt (da sie stetig partiell diffe-
renzierbar nach y ist,)

¢5 = f(z, d2(2)).
Wir setzen wieder fiir eine differenzierbare Funktion z mit Graphz c D
(Pz)(z) = 2'(2) - f(2,2(2)).

Dann gilt also P¢s = 0.
Analog gilt

¢i(z) = cos’(g1(z)) + qi(x) sin®(41(2)),

p1(z) N

—— (318)
@1 < q2(x)

<

p2(z)
also wissen wir, daf
Poy < Pgy=0. (320)

Aus (320), (319) und 11.22 folgen die Behauptungen (i) und (ii).

Zu (iii), (iv): Wir nehmen an, daf ¢, < ¢ nicht gilt und daf fiir ¢ wie in (ii)
gilt

c€la,b].

Dann ist also [a,c] ein nicht-entartetes Intervall.

Zum Nachweis von (iii) ist zu zeigen, daf dies im Falle ¢; < g2 nicht méoglich
ist, und zum Nachweis von (iv) ist zu zeigen, daf im Falle ¢ = b eine Zahl A e R,
mit uo = Auy existiert.

Aus ¢1][q,e] @ $2[q,¢] folgt fiir jedes x € [a,c]

0 = ¢5y(x)-o1(x)
GO L o2 (a(2)) + () sin®(a(x))
p2(x)
! cos?(p1(z)) - q1 () sin?(¢y (z))
p1(x) N —
=p2(x) =¢1(x)
_ ( L1 )cos2(¢2<x>>+(q2<x>—q1<w>>sin2<<z>1<w>>7
pa() ) 22 - o
also
1 1
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(g2 - q1) sin®(62) |[a,c- (322)
Es gilt

Vxe[a,c] (Sin2(¢2(m)) =0 ¢o(z) eZm 11(2&-) ug () = 0) ’

und ug|c] hat nach Lemma 11.23 nur isolierte Nullstellen. Deshalb folgt aus
(322) offenbar

q1|[a,c[ = QQl[a,c[> (323>

womit (s.0.) die Behauptung von (iii) gezeigt ist. Im folgenden nehmen wir daher
an, daf ¢ = b gilt, also nach (323)

q1=q2 (324)
und aufgrund von (321)
1 1
— cos(¢p2) = — cos(¢p2). (325)
b1 D2

[ Beachte, daf (325) an der Stelle x im Falle cos(¢2(z)) = 0 trivialerweise
und im Falle cos(¢pa(x)) # 0 nach (321) gilt. |

Fiir j € {1,2} sei p;: [a,b] = R, die zu u; gehorige ,Radiusfunktion gemafs
11.20, also gilt nach (310)

g (o) st st

(334) (i — q2) cos(ng) Sin(¢2) Pj
bj

(325) (i —q2) cos(¢2) sin(epz) pj-.
p2

Wegen p1(a), p2(a) € R, existiert A € Ry mit pa(a) = Api(a). Dann sind ps und
Ap1 Losungen derselben linearen Anfangswertaufgabe

1 .
v = (-~ ) con(02) sin(62) . (@) = pa(a),
folglich gilt
p2=Ap1. (326)
Mit den Bezeichnungen wie in 11.20 folgt aus (324), (326)

(324),(326) M py sin(y) = Aus,

up =1 = p2 sin(¢2)
womit (s.0.) auch (iv) gezeigt ist. O
11.25. Sei « € [0,7[ fest vorgegeben. Fiir jedes A € R sei uy € C?([a,b],R) die
eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe

Lv+Arv=0, v(a)=sin(a),v'(a) = . (327)
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Aufgrund der Anfangsbedingung ist klar, da ) # 0 gilt.
Mittels Korollar 8.12 14t sich leicht zeigen, daft sowohl

w: [a,b] xR —R, (x,\) —> uy(x)

als auch 3
o = 22 [a,b] xR — R
ox

stetige Funktionen sind.

| Zunéchst ist némlich (327) dquivalent zu einem System von Differential-
gleichungen erster Ordnung auf [a,b] xR% xR |, welches sich stetig auf RxR? xR
fortsetzen léft. Auf diese wende man dann Korollar 8.12 an und folgere die
Behauptung. |

Fiir jedes A € R seien &x,my, px, dx € C1([a,b],R) wie in 11.20 erklirt. Wir
definieren

&n,p,¢: [a,b] xR —R
durch
E(z,A) =& (), n(x,A) =m(2), plz, ) = pa(z), ¢(z,X) = da(2).
Es ist klar, da dann auch
(&): [a,b] x R — R\ {0}

stetig ist, und mittels 11.19 (i) folgt leicht, daf auch p und ¢ stetig sind.
Fiir alle A € R gilt nach (327) und 11.20

pa(a) cos(gr(a)) = &xn(a) = p(a) v (a) = cos(a)),
pala) sin(@xr(a)) =na(a) = ux(a) =sin(a)),
d.h.

(304)
px(a) =pla,\)=1 und |-m,7] 3 oér(a)=0¢(a,\)=ac[0,n[. (328)

Ferner gilt nach (309) stets

$x(z) = zﬁ cos?(a()) + (a(x) + Ar(z)) sin (dx(x)). (329)

=fa(@,éx(2)) mit fx:[a,b]xR—R, (2,y)— 5= cos?(y)+(q(z)+Ar(2)) sin®(y)
Wir behaupten, dafs ¢ die folgenden Eigenschaften hat:

(a) Fiir jedes x € ]a,b] ist ¢(z,...): R — R streng monoton wachsend und
(328)
ola,...) =" a.

(b) limyo—ee &(b, A) =0,
(¢) 3c,Daver, Yaera2x, C VA< 0(b,A) < DVA,
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(d) v(xo,)xo)e[a,b]XR ((k €Z A ¢>\0 (‘TO) = kﬂ') - (bg\o (‘TO) > O)
M.a.W.: Graph ¢), schneidet jede Gerade y = k7 mit & € Z nur hochstens
einmal, und zwar ,von unten nach oben.“ Da dies auch fiir £ =0 gilt und

b (a) (28) > 0, folgt aus der Stetigkeit von ¢y, daf

(bl]a,b]x]R > 0.

Beweis. Zu (d): Aus ¢y, (z0) = k folgt sin®(p, (20)) = 0, cos?(dr, (20)) = 1,
also nach (329) ¢} (zo) = ﬁ > 0.
Zu (a): Seien A1, A2 € R mit A\; < A2. Zu zeigen ist
vme]a,b ¢(x7 )‘1) < (b(wa )‘2)7

d.h. genau
¢>\1|]a,b] < ¢)\2|]a,b]' (330)
(330) folgt aus 11.24 (iii), angewandt auf folgendes Lexikon:

PL=p2=p,
GL=q+M\7T, g2=q+ X7, also q1 <qo,
(328)
¢1=bxys P2 =0, also ¢1(a) =ga(a) =" o

Zu (b): Sei € € R, beliebig vorgegeben. Ohne Beschriankung der Allgemein-
heit gelte
e<m-a und asg. (331)

Da wir (d) bereits gezeigt haben, gilt ¢(b,A\) >0, und es ist zu zeigen

IR Vaer 2<ho P(D, ) < €. (332)

| Zum Beweis von (332) wenden wir Satz 7.2 (ii) iiber Oberfunktionen an.
Sei

331
z: [a,b] — R die lineare Funktion mit z(a) =7 —¢, 2(b) =¢ ( < ) T—€,
-2
A (333)
b-a

und Vq0] sin(z(r)) 2 sin(e) > 0.
Nach Satz vom Maximum bzw. Minimum existieren pg, o, 7o € R mit
Vae[ap] (%) 2 po >0, q(z) < qo, 7(x) 270> 0.
Dann folgt fiir jedes A € R_ mit go + Aro <0, d.h. A< -2, und jedes z € [a,b]

(329) 1

cos®(z(x)) + (g(z) + Ar(z)) sin?(2(zx))
p(l’) —<(1—/ —— ——

Iz, z(x))

— <ATo (333)
<l N , 2 sin®(e)
ko <go+Arg
1 . A——o00
< —+(go+A7p) sin?(e) "= —oo.

Po
Daher existiert A\g € R_ mit
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_7r—25 (333)
b-a

dh. (Pr2)(2):= ()~ fr (2,2(2))>0

2 (). (334)

VAeR_Axo Vaelab] fA(7,2(7)) <

Ferner gilt
331
(a) @ 2BV (335)

Sei im folgenden A < A\g beliebig. z ist wegen (334), (335) eine Oberfunktion
der Anfangswertaufgabe

y,:f)\(way)a y(a) =aQ, (336)
und ¢y (z) ist wegen (329), (328) Losung von (336). Aus Satz 7.2 folgt daher
2ljap] > PANap)>

insbesondere & & z(b) > o (b) = ¢(b, \), womit (332) gezeigt ist. |

Zu (c): Nach Satz vom Maximum bzw. Minimum existieren p;,q;,r; € R fiir
je{1,2} mit
Vaelap) P1(2) 2p(2) 2p2 >0, ¢1 < q(7) <g2, 0 <71 <7(T) <720t (337)
Sei im folgenden A € R, so grof, dafs

vjE{LQ} q] + )\7"] > 0,

337
beachte r; ( > ) 0. Wir setzen dann fiir jedes derartige A und j € {1,2}

wini= | L1205, (338)
by
Dann wird offenbar durch
uj () =sin(w;\(x - a)) (339)

eine nicht-triviale Losung u; x: [a,b] - R der Anfangswertaufgabe

Liv+Arjuv=0, v(a)=0,v(a) =w; x>0, wobei

Ljv:=(pjv) +qjv=pjv" +q;v, (340)

definiert.
Sei ¢ zu w;y wie in 11.20 erklart. Dann gilt nach (329) (angewandt auf
(340) anstelle von (302)

Pra(z) = () cos®(p11 (7)) + (q1(2) + Ar1(2)) sin® (¢, x(2))
S—— (337),A>0
Sp(lw) < q(z)+ar(x)
< iz gia(x))
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bzw.

=(g2,x+7)"(2)
1 2 s 2
Poa(z) = (@) (D22 (z)) + (g2(z) + Ara(z)) sin” (e, ()
S—— (337),A>0
51 27 q(z)+Ar(x)

p(x)

> fa(@, d20 (7)) = falz, 2 (2) +7),

also mit Py wie in (334)

Pyg1) < Pxgpy < Pa(¢o ) + ). (341)
——
(320,

Wegen (p; uj \(a), ujx(a)) € Ry x {0} gilt nach 11.20 wegen a € [0, 7

0=¢17)\(CL) £<;3,\(a) S¢2,A+7T=7T, (342)
(328)

und aus (341), (342) sowie 11.22 (i) folgt

PIAS PN Po\ + (343)
Wir definieren Funktionen c¢; x: [a,b] = R durch

cia(x) =dja(r) —wjr(z-a). (344)

——

€R+

Dann gilt
s

a0 < % (345)

| Zu (345): Mit den Bezeichnungen wie in 11.20 argumentieren wir analog
zu 11.21 fir jedes z € [a,b]:

(&) () = (pjujp\(2),uj(x))
N— ———
=(pj,a (cos(@j2),sin(d;,1))) ()
=
339 .
G2 (pjwjn cos(wja (x - a)), sin(wyx (z - a))),
N——
eR4

wobei die rechte Seite eine Ellipse mit Halbachsen p;w; ,1 durchlauft,

(342)

¢iala) =" 0= (wjx(z - a))(a).
Dann folgt wie in 11.21, dafs

(344) T
leia(@)| =" |gja(z) —wjn (z —a)| < 5

und daf folglich insbesondere (345) gilt. |
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Nunmehr folgt

A(b
0B85 cm ) (344) i ( )(b—a)),
A—00 A—o00
also wegen
WJ A (338) / /TJ
p]
auch

Jim ¢“ ,/TJ b-a)=; >0. (346)

Aus (343) und (346) folgt
Pa(b) (b)) d2n(b) 7
VT VAT YUY

A—oo A—oo

-/ M — 2

und hieraus folgt offenbar die Existenz einer Zahl A\, € R mit

b
Vaeraza, C = % < (b;\/(x) <27y =D,
d.h. Vaer aza, CVA< (b, \) < D\/X, womit auch (c) gezeigt ist. O

Satz 11.26 (von Sturm-Picone).
Vor.: Seien pj,q;,L; fir j € {1,2} wie in der Generalvoraussetzung 11.2 (dort
ohne Index j) und gelte

P12 p2, (347)
q1 < g2 (348)

Ferner sei u; fir j € {1,2} eine nicht-triviale Losung von Ljuj =0 derart, dafs
w1, uo linear unabhdngig sind.
Beh.: Zwischen je zwei Nullstellen von uy liegt eine Nullstelle von us, d.h.

Vo gefab]acs (U1(e) =ui1(8) =0 = 3, p uz(y) =0).

Beweis. Da die Nullstellen von u; nach Lemma 11.23 isoliert liegen, diirfen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf

a=a, B=b und Vg ui(z)#0.

Dann gilt u1)4p[ > 0 oder u1|jqp; < 0, und wir diirfen nach eventuellem Ubergang
von w1 zu —u; ohne Einschrinkung annehmen, daf

u1|]a,b[ > 0. (349)
Wegen u; #0,u;(a) =0 gilt vf(a) #0, also wegen (349) offenbar

w)(a) > 0. (350)



Sei ¢; fiir j € {1,2} die Argumentfunktion der Losung u; # 0 von Lju; = 0.
Nach 11.20 1.) gilt wegen uq(a) =uq1(b) =0

o1(a), pa(b) € Z;

und zwar genauer
¢1(a) =0 sowie ¢1(b)=m. (351)
|20 (5): Wegen (1 (@) ul a), s (@) ™ € Rox{0} gilt 1=, 7] 5 61 (a) =
Hieraus folgt offenbar ¢4 (b ) =7, da nach (309) und 11.20 1.)

¢/1((I) = >0, Vq:e]a,b[ $1 (l’) ¢ L, ¢1(b) €1, ¢,(b) =

1
pi(a) p1(b)
gilt. |
1. Fall: ug(a) # 0. Nach eventuellem Ubergang von ug zu —ug konnen wir
ohne Einschréankung annehmen, daf ug(a) > 0. Aus (p2(a) ub(a),uz(a)) e RxR,
folgt | —m, 7] 3 ¢2(a) € ]0, x|, also

(351)

02V 51 (a) < go(b) <. (352)

Aus (347), (348), (352) und 11.24 (ii) folgt ¢1 < ¢2, insbesondere

351
7 %2 61(0) < 62 (0). (353)
Da nach (352), (353) gilt ¢a(a) < m < ¢2(b), so folgt aus der Stetigkeit von
¢2 sowie dem Zwischenwertsatz die Existenz einer Zahl v € ]a, b[ mit ¢a(7y) =,
also nach 11.20 1.) mit ua(y) = 0.
2. Fall: ug(a) = 0. Wegen ug # 0 gilt u)(a) # 0, also ohne Einschrankung
ub(a) >0. Wegen (pa2(a)uy(a),uz(a)) e Ry x {0} gilt
(351)

¢1(a) "="0=¢2(a). (354)
Aus (347), (348), (354) und 11.24 (ii) folgt die Existenz einer Zahl c € [a, b]

mit
O1lia,e] = P2l[ae) und  P1ljep) < D2ljep)- (355)
Es gilt ¢ # b, denn andernfalls folgte mittels (355), dak ¢1 = ¢9, also wiren

u1,ug nach 11.24 (iv) linear abhéngig, im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher

folgt nach (355)
CEN)

¢1(b) < d2(D). (356)
Da nach (354), (356) gilt ¢2(a) =0 < 7 < ¢2(b), so folgt wie im 1. Fall die
Existenz einer Zahl 7 € |a,b[ mit ¢2(y) = 7, also mit ua(y) = 0. O

Wir beweisen jetzt Hauptsatz 11.17 in der folgenden verscharften Version:

Hauptsatz 11.27. Wir betrachten das Eigenwertproblem (SLE), vgl. 11.15.
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(i) Es existiert genau eine Folge (A )nen reeller Zahlen mit

Vo An < Aner A lim A\, = oo,

n—>oo

die die Menge aller Eigenwerte von (SLE) durchlauft. Des weiteren gilt
EinoeN 3A,B€R+ VneN,nan An? <\ <B n2> (357>

d.h. ,(An)nen konvergiert genauso schnell gegen oo wie (n?)pen.“

(ii) Fiir jedes n € N ist A, einfacher Figenwert von (SLE) und ,die“ Eigen-
funktion w, zum Eigenwert \, hat im offenen Intervall ]a,b[ genau n
Nullstellen, die wir mit vp1,Tn2,...,Tnn bezeichnen. Es gilt weiterhin
Tn1<Tp2<...<Tpn-

(iii) Fiir jedes n € N liegt zwischen je zwei Nullstellen von uy, in [a,b] minde-
stens eine Nullstelle von 1. Auferdem liegt zwischen a und x, 1 min-
destens eine Nullstelle von up4q.

Zumindest im Falle fo = 0, d.h. Rou = By u(b), liegt auch zwischen x, p
und b mindestens eine Nullstelle von un41; in diesem Falle liegt also wegen
(i1) zwischen je zwei benachbarten Nullstellen von wy, in ]a,b[ genau eine
Nullstelle von up41.

Beweis. Seien also [a,b],p,q,r, R1, R2, L wie in 11.2 und 11.15.
Zu (i): Bs gilt Riu = oq u(a) + azp(a)u’(a) = 0 sowie a1? + az? > 0, also
existiert genau ein

a € [0,7[ mit aq sin(a) + ay cos(a) = 0;
beachte
aq sin(a) + as cos(a) = 0 <= (cos(a),sin(a)) € (R (ag,a1))*,

und die rechte Seite gilt fiir genau zwei a € [0,27[, wovon eines in [0, 7] liegt.
Ebenso folgt aus Rou = B u(b)+Bo p(b) v/ (b) = 0 sowie 512+ 32> > 0 die Existenz
genau eines
B €10, 7] mit By sin(B) + B2 cos(5) =0,
da
B sin(B) + B2 cos(B) = 0 <= (cos(B),sin(B)) € (R (B2, 51))*,

und die rechte Seite gilt fiir genau zwei 5 € ]0,27], wovon eines in ]0, 7] liegt.
Wir verwenden im folgenden die Bezeichnungen von 11.25. Fiir jedes A € R
seien also uy € C2([a,b],R) die eindeutig bestimmte Losung der Anfangswert-
aufgabe
Lv+Arv=0, (p(a)v'(a),v(a)) = (cos(a),sin(a)) (358)

und ¢) die Argumentfunktion von uy. Dann gilt nach 11.25

oa(a) =, (359)
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und ¢(z,\) := ¢r(z) hat die Eigenschaften (a) - (d) in 11.25. Ferner folgt aus
(358), (359) sowie der Wahl von «

Ry (uy) = ajuy(a) + azp(a) uy(a) = o sin(a) + ag cos(a) =0,

also
{ueC*([a,b],R)|Lu+Aru=0 A Riu=0}=Ruy,

denn die linke Seite ist ein eindimensionaler Untervektorraum des zweidimen-
sionalen R-Vektorraumes

Vi = {u eC*([a,b],R) | Lu + Aru = 0},
da Rily,e Va* ~ {0}.32 Daher folgt

Vaer A Eigenwert von (SLE) <= ¢(b,\) = ¢ (b) e B+ Z, (360)
Vaer A Eigenwert von (SLE) = E) = Ru,, (361)

wobei P& {ueC?(J,R)|Lu+Aru=0, Riu=Ryu =0}
| Zu (360): Fiir jedes A e R gilt

1S. &5 g, #{0)
<~ Rouy=0
<= [rux(b) + Bap(b) uj(b) =0
= Bima(b) +B26x(b) =0
— [ 3@ sin(gx (b)) + B2 /;A@/ cos(¢a(b)) =0
>0 >0
<> i1 sin(@a(b)) + B2 cos(pa(b)) =0
> (cos(px(b)),sin(6x(b))) € (R (B2, B1))* 3" (cos(B), sin(B))
— r.S.

Mit (360) ist (361) klar. |
Nach 11.25 (a) - (c) ist

¢(b,...): Ry — R bijektiv und streng monoton wachsend.

h: R — R, bezeichne die Umkehrfunktion von ¢(b,...). (362)

Wir definieren
Ve An = h(B+nm), dh. ¢(b,\,) =8 +nm. (363)

Dann folgt aus (360), (362)
vnEN )\n < )\n+1

und
{An|n € N} ist die Menge aller Eigenwerte von (SLE).

32Ist V ein R-Vektorraum, so bezeichnen wir mit V* den Dualraum von V.
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Nach 11.25 (c) existieren C, D, A, € R mit

Vaer azn, C VA< (b, \) < DV
. . (363)
Wir wihlen ng € N derart, dak ¢(b,A\n,) =" B+nom > ¢(b,\,). Dann folgt
nach (362), dak Ay, > A«, also fiir jedes n > ng, d.h. A\ > Ay 2 A,

C?* M\ < o(bAn)? <D\,
N——
(362)

=" (B+nm)2

also ) )
B 1 M\ (B 1
(;”) ESTS(E”) fozk
S— S—
n—oo ™ 2 n—oo ™ 2
= (5) = (%)

woraus offenbar (357) folgt.
Zu (ii): Sei n € N. Nach (361) ist der Eigenwert A,, von (SLE) einfach und
Uy = uy,, ist die Eigenfunktion zum Eigenwert A,. 11.20 2.) besagt u.a.

Vacfap) (un(2) =0 < ¢, (2) € Z7),
ferner gilt

(359) (363)

o, (a) ae[0,m[ sowie ¢y, (b) B +nme]lnm, (n+1)x].

€]0,7]

Nach 11.25 (d) und dem Zwischenwertsatz existiert zu jedem k € {1,...,n}
genau ein
Tk € ]a, b[ mit ¢y, (wn,k) =km. (364)
Es gilt
a<Tp1<Tp2<...<Tpp<b
sowie
ox, (a, o[ ~A{zp1, .., xnn}) NZT =2.

Damit ist (ii) klar.

Zu (iii): Sei n e N.

1.) Es seien 7,0 mit v < § zwei Nullstellen w,,. (Hierbei ist v = a oder § = b
moglich.)

Wir wenden den Satz von Sturm-Picone 11.26 mit folgendem Lexikon an:

Liu=(p1u') +q umit p;:==pund qq :==q+ \, 7,
Lyu = (pau') + qzu mit py:=pund go:= ¢+ Aps1 7,
also p1 = po und q1 < q2. Es gilt uy, # 0, Liuy = 0, upy1 # 0, Loupy = 0 und

Up, Up+1 sind z.B. nach (ii) linear unabhéngig. Nach 11.26 besitzt daher w41
genau eine Nullstelle in ]y, d[. Damit ist die erste Aussage von (iii) bewiesen.
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2.) xp1 ist die kleinste Nullstelle, die grofer als a ist, von wu,. Wegen

(359)
=«

¢)\n+1 (a) <7
und @
11.25(a 364
O () > O, () 2

existiert nach dem Zwischenwertsatz ein x € ]a, zp 1[ mit ¢y,,, (z) = 7, also nach
11.20 2.) mit up.q(z) = 0.

3.) Im Falle B2 = 0 gilt $1 # 0 sowie 0 = Rou,, = B un(b), also u,(b) = 0.
Dann folgt aus 1.), daf zwischen x,, ,, der groften Nullstelle von u,, die kleiner
als b ist, und b eine Nullstelle von w1 liegt. Die restliche Behauptung von (iii)
folgt nunmehr sofort aus (ii). O

Der Beweis des Entwicklungssatzes nach Eigenfunktionen von (SLE) 11.18
benotigt funktonalanalytische Kenntnisse iiber kompakte selbstadjungierte Ope-
ratoren auf Hilbertrdumen. In einer spéteren Version dieses Skriptums wird der
Autor den (umfangreichen) Beweis evtl. hinzufligen — zunéchst sei auf [6] ver-
wiesen.
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A

Das Lemma von Zorn

Definition A.1. Sei X eine Menge.

(1)

(iii)

(iv)

Eine Ordnung von X ist eine zweistellige Relation < (d.h. eine Teilmenge
von X x X, wobei wir z < y fiir (z,y) € < schreiben) derart, daf fiir alle
z,y,z € X gilt:

r<w (Reflexivitat)
T<YAY<T==21x=1Yy (Antisymmetrie)
r<YyAy<z=x<z (Transitivitét)

x,y € X heifsen miteinander vergleichbar, wenn gilt x <y oder y < x.
Eine Ordnung heiltt Totalordnung, wenn je zwei Elemente miteinander
vergleichbar sind.

Ist < eine Ordnung von X, so definieren wir fiir alle x,y € X

r2y <= y<ux,
x<y <= (z<yAnz#y),

>y &= y<uax.

Seien < eine Ordnung von X und a € X.

a heilt grifites Element von X <= VYgiexa > x.
Insbesondere ist ein groftes Element mit allen x € X vergleichbar.

a heilt mazimales Element von X <= VYyex (x 2 a =z =a),
d.h. ein maximales Element ist > allen Elementen, mit denen es vergleich-
bar ist.

Es gilt:

a grofstes Element von X == a maximales Element von X.
Die Umkehrung ist i.a. falsch.

Es existiert hochstens ein grofstes Element von X. Dagegen konnen viele
maximale Elemente von X existieren, s.u. Beispiele.

Analog definiert man die Begriffe kleinstes Element von X und minimales
Element von X.

Seien < eine Ordnung von X, M eine nicht-leere Teilmenge von X und
aeX.
a heifst obere Schranke von M (in X ), wenn gilt: V epra > .

a heikt kleinste obere Schranke von M (in X ), wenn a obere Schranke
von M ist und fiir jede obere Schranke b € X von M gilt a < b, d.h. a

ist kleinstes — nicht nur minimales !! — Element der Menge aller oberen
Schranken von M.
Es gilt:

Es existiert hochstens eine kleinste obere Schranke von M, die wir im Falle

ihrer Existenz mit bezeichnen.
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Analog definiert man die Begriffe untere Schranke, grofite untere Schranke

und das Symbol [inf M |

Beispiel.
1.) Auf X :=N, wird durch
VinneN, M <u N <= m|n

eine Ordnung definiert, die keine Totalordnung ist, da z.B. weder 5|7 noch
715 gilt.
1 ist kleinstes Element von N, bzgl <,.

2.) Nu~{1} ist durch <, ebenfalls geordnet und N, ~ {1} besitzt kein kleinstes
Element.

Die Menge der minimalen Elemente ist die Menge aller Primzahlen.
3.) Die iibliche Ordnung < von R ist eine Totalordnung.

Hauptsatz A.2 (Lemma von Zorn). Sei X # & eine bzgl. < geordnete Menge
mit der Figenschaft, daf$ jede bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von
X eine obere Schranke in X besitzt.

Dann ezistiert (mindestens) ein mazimales Element von X .

Die folgende Formulierung ist zum Lemma von Zorn dquivalent: Ist X # &
eine geordnete Menge ohne mazimales Element, so existiert eine totalgeordnete
Teilmenge M + @ von X, die keine obere Schranke besitzt.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch das folgende Lemma vor:

Lemma. Sei X # @ eine bzgl. < geordnete Menge mit der Eigenschaft, daf$ jede
bzgl. < totalgeordnete nicht-leere Teilmenge von X eine kleinste obere Schranke
in X besitzt. Ferner sei f: X - X eine Abbildung mit ¥ ex x < f(x).

Dann ezistiert x, € X mit f(xy) = x,.

Beweis des Lemmas. Nach Voraussetzung existiert a € X. Wir setzen
Y:={yeX|y2>a}. Dann gilt a € Y, also Y # &, und a ist kleinstes Element
von Y. Daher folgt Vyey a <y < f(y) und somit f(Y)cY.

Wir nennen eine Teilmenge A von Y zuldssig, wenn gilt

a) a€A,
b) f(A) c A,

c) @+ BcAund B totalgeordnet bzgl. < == sup B € A,
beachte, dafs sup B nach Voraussetzung in X existiert,

und setzen M := Nacy,A sulissig A Wir werden zeigen:

M ist zuldssig, (365)
M ist totalgeordnet. (366)
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Aus (366) und der Voraussetzung des Lemmas folgt dann die Existenz einer
kleinsten oberen Schranke y. := supM von M in X, welche nach (365) ein
Element von M ist, d.h. y, € M. Dann gilt fiir alle y € M

y< fy) <ys
——
(365)
€

und somit (wegen y. € M) f(y«) = Yx-

Zu zeigen bleiben (365) und (366).

Zu (365): a) Y ist zuldssig, und jede zuldssige Menge enthilt a, also gilt
aeM.

b) Sei y € M, also folgt aus der Definition von M, daf Y 4cy.a sulissigy € A
gilt. Wegen der Eigenschaft b) in der Definition der Zulassigkeit gilt dann auch
VAcy,A sutassig [ (y) € A, d.h. f(y) € M. Damit ist gezeigt f(M) c M.

c) Sei B # @ eine totalgeordnete Teilmenge von M =N 4cy,4 sulsssig A- Dann
gilt Y Acy,4 sulassig B © A, also nach Eigenschaft c¢) in der Definition der Zu-
lissigkeit VY Acy,A sulissig Sup B € A, und somit folgt aus der Definition von M:
supBe A.

Damit ist (365) gezeigt.

Zu (366): Wir nennen ein Element e € M extremales Element, wenn

Vyemy <e== f(y) <e
gilt und setzen fiir jedes extremale Element e € M
Me={yeMly<ev f(e) <y}
Dann folgen nacheinander

e € M extremal = M, = M, (367)
Vyem y extremal. (368)

| Zu (367): Sei e € M extremal. Wir zeigen, dals M, zuldssig ist.

a) a ist kleinstes Element von Y, und nach (365) gilt a € M c Y. Hieraus
folgt a <e, a € M,.

b) Sei y € M., also y < e oder f(e) <y.

Im Falle y < e folgt aus der Extremmalitdt von e, dak gilt f(y) < e, also
f(y) e M.

Im Falle y = e gilt trivialerweise f(y) = f(e), also f(e) < f(y) und somit

f(y) e M.
Im Falle f(e) <y gilt wegen der Voraussetzung an f

fle) <y < f(y),

also wieder f(y) e M.

Damit ist gezeigt f(M.) c M.

¢) Sei B # @ eine totalgeordnete Teilmenge von M.

Im Falle Vyepb < e folgt supB < e (denn in diesem Fall ist e eine obere
Schranke von B und sup B ist die kleinste solche) und somit sup B € M,.
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Existiert andernfalls by € B ¢ M, mit by > e, so folgt aus der Defintion von
M., dak gilt f(e) < by < sup B, also sup B € M,.

Nun ist M der Schnitt aller zulfssigen Mengen, also M c M., daher folgt
M = M,.

Zu (368): Setze E := {e € M |e extremal}. Wir zeigen, daf E zuldssig ist.
Dann folgt wieder ' = M =N acy,A sulissig A-

a) a ist das kleinste Element von Y 5 M, d.h. die Pramisse der Aussage

yeM Any<a= f(y)<a

ist immer falsch, d.h. die Aussage ist wahr. Hieraus folgt a € E.

b) Es sei e € E. Wir wollen nachweisen, dak dann auch f(e) € E gilt, d.h.
Vyemy < f(e) = f(y) < f(e). Sei also y € M mit y < f(e). Nach (367) gilt
y € M, d.h. entweder y < e oder y = e oder f(e) <y, und letzteres kann nicht
eintreten, da y < f(e).

Ist y < e, so folgt aus der Extremaleigenschaft von e und der Voraussetzung
an f, dak gilt f(y) <e< f(e).

Ist y = e, so gilt trivialerweise f(y) = f(e).

¢) Sei B # & eine totalgeordnete Teilmenge von E. Zu zeigen ist sup B € E,
d.h.

Vyerr y <sup B = f(y) <sup B.

Sei also y € M mit y < sup B.

Im Falle Ve f(b) <y gélte auch Vpepb < f(b) <y, d.h. y wire eine obere
Schranke von B. Daher folgte (weil sup B kleinste obere Schranke von B ist)
sup B <y, im Widerspruch zu y < sup B.

Daher existiert by € B ¢ E mit f(by) > y. Nach (367) gilt M = M,,, d.h.
y € My, also y <bg v f(bo) <y. Daher muf y < by gelten.

Entweder gilt nun y < by und (da by extremal) somit f(y) < by < sup B, oder
es gilt y = by, also f(y) = f(bo). Aus B c E c M und (365) folgt dann

supBeM (367) My,,

und somit gilt nach Definition von My, wegen by =y <sup B

f(y) = f(bg) <supB.

Damit ist auch (368) gezeigt. |

Aus (367), (368) folgt jetszt, dak M totalgeordnet ist:

Seien néamlich yi,y2 € M. Nach (368) ist y; extremal, also folgt aus (367)
yo € M,,, dh.

y2<y1  oder  f(y1) <y
———

=y1<f(y1)<y2

Damit ist auch (366) bewiesen, und hierauf hatten wir das Lemma zuriick-
gefiihrt. O
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Beweis des Hauptsatzes. 1. Fall: Jede nicht-leere totalgeordnete Teilmenge
von X hat eine kleinste obere Schranke in X. Wir nehmen dann an, daf X kein
maximales Element besitzt. Dann gilt

VxEXX>J: = {yEX|y>95}¢®-

Aus dem Auswahlaxiom folgt daher X,cx X5, # @, d.h. es existiert eine Abbil-
dung f: X - X mit V,ex f(x) € X5, Es gilt also

Veex f(x) > 2. (369)

Aus (369) und dem Lemma folgt die Existenz von z, € X mit f(z,) = x4, im
Widerspruch zu (369).

2. Fall: Jede nicht-leere totalgeordnete Teilmenge von X hat eine obere
Schranke in X. (D.i. ist die Voraussetzung des Hauptsatzes.) Sei dann

X = {A eP(X) ~ {@}| A totalgeordnet bzgl. <}.

Durch
vA,BeXAﬁB:‘:’ACB

wird eine Ordnung auf X definiert, und jede nicht-leere bzgl. < totalgeordnete
Teilmenge von X besitzt eine kleinste obere Schranke in X.

| Denn ist (A;)ies eine nicht-leere bzgl. < totalgeordnete Teilmenge von X,
so ist Ujer A; bzgl. < totalgeordnet®® und offenbar (bzgl. <) die kleinste obere
Schranke von (A;)ies in X. |

Aus dem bereits bewiesenen 1. Fall folgt nun die Existenz eines (bzgl. <)
maximalen Elementes XO von X. Insbesondere gilt Xvo #+ @, und XO ist eine
bzgl. < totalgeordnete Teilmenge von X. Nach Voraussetzung des Hauptsatzes
besitzt XO eine obere Schranke a € X. Dann ist a maximales Element von X
bzgl <:

Sei némlich 2 € X mit # > a. Dann ist X U {z} totalgeordnet bzgl. < mit
Xo<Xou {z}. Wegen der Maximalitéit von X bzgl. < gilt dann X = Xy U {z},
d.h. z € Xy. Nun ist a obere Schranke von Xy, also folgt a > x. Nach Wahl von
x gilt aber auch z > a, also folgt a = z.

Damit ist das Lemma von Zorn vollstdndig bewiesen. O

Wir haben das Zornsche Lemma unter Verwendung des Auswahlaxiomes
bewiesen. Tatséchlich ist es zum Auswahlaxiom dquivalent.

33Seien x,y € U;er Ai. Dann existieren 4,41 € I mit 2 € A;, und y € A, Da (Ai)ics totalge-
ordnet bzgl. < ist, gilt ohne Einschrankung A;, c A;,, also x,y € A;,. Nun ist aber A;, € X,
also totalgeordnet bzgl. <, d.h. z <y oder y < z.
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Riccatische, 13

System von —en, 2
Differntialgleichung

Ahnlichkeits-, 10
dynamisches System, 108

Komplexifizierung, 69

Lagrange-Identitat, 135
Lemma

von Gronwall, 90

von Zorn, 171
Linienelementefeld, 3, 40, 47
Lipschitz

—Bedingung, 15

—Bedingung bzgl. y, 30

—Konstante, 15, 30

lokal — -stetig, 106

lokale — -Bedingung bzgl. y, 31

Eigenfunktion, 149
Eigenwert, 68
von (SLE), 149

Orbit, 106
Ordnung, 170

Einhiillende, 52 Phasenportrait, 108
Element Phasenraum, 108

grofstes, 170 Potential, 42

kleinstes, 170 Priifer-Transformation, 152

maximales, 170

minimales, 170 Randbedingung, 133
Enveloppe, 52 Sturmsche, 133
Equilibrium, 107 Randwertaufgabe
Eulerscher Multiplikator, 45 Sturmsche, 134
Exponentialabbildung fiir Endomorphis- homogene, 134

men, 64 Reduktionsverfahren von d’Alembert,
59, 75
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Satz
(In-)Stabilitats-, 120, 122
Begradigungs-, 108
Entwicklungs— nach Eigenfunktio-
nen von (SLE), 151
Existenz- und Eindeutigkeits—
fiir lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung, 55
von Picard-Lindel6f, 32-34
Existenz- und Eindeutigkeits— fiir
Randwertaufgaben, 146
Existenz— von Eigenwerten und -
funktionen von (SLE), 151, 165
Existenz— von Peano, 23, 26, 27
Fixpunkt— von Banach, 29
von Arzela-Ascoli, 16
von Sturm-Picone, 164
Schranke
grofite untere, 171
kleinste obere, 170
obere, 170
untere, 171
Stabilitat, 115
asymptonische, 115
In-, 115
Stammfunktion einer Differentialform,
42
stationdrer Punkt einer autonomen Dif-
ferentialgleichung, 107
Stetige partielle Differenzierbarkeit nach
y, 31
Stromlinie, 106
Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem
(SLE), 148
System von Differentialgleichungen, 2
lineares — 1. Ordnung, 55

Totalordnung, 170

Variation der Konstanten, 7, 63, 77
Vektorfeld, 106
vollstandiges, 107

Wronski-Determinante, 58, 75

Zornsches Lemma, 171
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