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Vorwort

Die Vorlesungen Elemente der Analysis I - III habe ich seit Beginn dieser De-
kade jeweils zweimal an der Universitdt Erlangen-Niirnberg gelesen. Der Horer-
kreis bestand aus Studenten des nicht-vertieften Lehramtes in Bayern, und die
Vorlesungen waren auf die Anforderungen der entsprechenden Staatsexamens-
priiffungen in Mathematik in Bayern zugeschnitten.

Der wesentliche Unterschied zu einer Vorlesungsreihe, die ich fiir Studen-
ten mit Studienziel Diplom (bzw. neuerdings Baccalaureus) oder des vertieften
Lehramtes gehalten hitte, fiir welche der Lehrplan im ersten und dritten Seme-
ster eine Semesterwochenstunde mehr vorsieht, besteht zum einen darin, daf ich
samtliche Beweise! vorgefiihrt — welches aus Zeitgriinden nicht moglich war —
und zum anderen im Kapitel {iber Topologie von allgemeinen topologischen Rau-
men anstelle von R", im Kapitel iiber mehrdimensionale Differentialrechnung
auch iiber Untermannigfaltigkeiten gesprochen sowie ein Kapitel iiber mehrdi-
mensionale Integration nach Lebesgue studiert hitte. Dafiir wire die Theorie
der gewohnlichen Differentialgleichungen knapper behandelt worden.

Fin urspriinglich von mir im dritten Teil der Vorlesung eingeplantes Kapitel
iiber das mehrdimensionale Riemann-Integral? habe ich nicht in der Vorlesung
besprochen. Das vorliegende Skript schliefst diese Liicke. Die Tatsache, daf ich
die Integration im R™ nach Riemann anstatt nach Lebesgue vorfithren wollte, ist
dem Horerkreis der Vorlesung geschuldet. Die Vorlesung Elemente der Analy-
sis IIT stellt fiir Studenten des nicht-vertieften Lehramtes ein sog. Aufbaumodul
dar, und ich hatte mich entschieden, eine Integrationstheorie zu présentieren,
die tatséchlich auf dem in einer Dimension diskutierten Integralbegriff aufbaut.
Die mehrdimensionale Integration ist jedoch mittlerweile fiir die Staatsexamen-
spriiffung der Studenten des nicht-vertieften Lehramtes in Bayern nicht mehr
relevant. Vor die Wahl gestellt, entweder ausfiihrlich iiber die Topologie des R™
zu sprechen, oder von letzterer und der mehrdimensionalen Integrationstheorie
jeweils nur einen Abrif zu geben, habe ich ersteren Standpunkt eingenommen.

Ebenfalls nicht in der Vorlesung vorgetragen habe ich aus Zeitmangel den
Abschnitt tiber Méchtigkeiten von Mengen im Kapitel iiber die reellen Zahlen
und das Kapitel {iber komplexe Zahlen, da es in der parallel gelesenen Vorlesung
iiber Lineare Algebra zum Standard gehdrt. Den Anhang habe ich bis auf das
Lemma von Zorn in der Vorlesung vollstindig ausgespart.

Bei der Ausarbeitung der Vorlesungen habe ich mich eng an [5]* und den
Vorlesungen Analysis I - III [10], die ich bei meinem spéteren Diplomvater W.
Henke vom WS 1997/98 bis zum WS 1998/99 an der Universitédt zu Koéln gehort
habe, aber auch den Skripten Elemente der Analysis I - IV zu den Vorlesungen

'mit Ausnahme des Zusatzes zu Satz 2.55 und Satz 2.63

2Als Literatur zur Riemannschen Integration empfehle ich F. Erwes Buch [8].

*Dieses Buch gefillt mir besonders gut, und ich empfehle es jedem Hérer einer Vorlesung
iber Analysis als Lektiire. Die urspriinglich geplanten fortfithrenden Teile IT und IIT sind leider
nie publiziert worden.

Zur Literatur iiber Analysis ist des weiteren zu sagen, daf es viele gute Biicher zu diesem
Thema gibt. Jeder Student sollte selber einmal in der Bibliothek gucken, welches ihm zusagt.
Neben [5] und [8] habe ich eine Vorliebe fiir [11], da dieses Buch neben der Theorie auch eine
grofbe Anzahl an Hintergrundinformationen enthélt.



Elemente der Analysis I - 1II von W. Barth [1|, die er vom WS 2006/07 bis
zum WS 2007/08 an der Universitdt Erlangen-Niirnberg gelesen hat, sowie [§]
orientiert. Anhang A ist im wesentlichen [13] entnommen.

Abschliefsend méchte ich anmerken, daf sich das vorliegende Skript in der
Reihenfolge (und damit in der Numerierung) der einzelnen Definitionen und Re-
sultate an einigen Stellen von meinem Vortrag in den Vorlesungen unterscheidet.
Aufserdem habe ich einige meinen Vorlesungsvortrag verallgemeinernde Resul-
tate hinzugefiigt — zusétzlich zu den oben bereits erwihnten Erganzungen.

Das hier dargebotene Material ist zum Nachlesen und zur Vertiefung des
Stoffes fiir die Horer des (nicht notwendigerweise bei mir gehorten) o.g. Vorle-
sungszyklus gedacht.

Fiir Hinweise auf Fehler, Kritik oder Lob bin ich dankbar. Kontakten konnen
Sie mich per E-Mail an bock(at)mi.uni-erlangen.de.

Ich sollte an dieser Stelle anmerken, dafs das vorliegende Skriptum nicht
gegengelesen wurde. Ich vermute, daff auf den folgenden Seiten noch Fehler
vorhanden sind, da ich bei jeder Durchsicht kleinere Ungenauigkeiten — sprich
Fehler — entdecke. Aber auch dies sollte fiir den Leser lehrend sein: Nicht sdmt-
liche Resultate, die in der Literatur — egal, ob Skriptum oder Buch — angegeben
sind, sind wahr. Der Leser sollte sich von jedem Beweis selbst iiberzeugen.

Erlangen, im Februar 2012 0%7%4% bt
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1 Grundlagen

In der Mathematik beschéftigen wir uns mit Aussagen iiber mathematische
Objekte.

Definition 1.1 (Aussagen, Axiome). Eine Aussage ist ein sprachlich und gram-
matisch richtiger Ausdruck, dem eindeutig ein Wahrheitswert — entweder wahr
(w) oder falsch (f) — zugeordnet ist.

Ein Aziom ist eine Aussage, die wir ohne Begriindung als wahr betrachten.

Beispiel.
1.) 13 ist eine Primzahl. Aussage, w
2.) 13 ist eine Gliickszahl. keine Aussage
) /2 ist rational. Aussage, f

3.
4.) In unserem Milchstrafsensystem gibt es weiteres Leben. Aussage, w oder f

Definition 1.2 (Logische Verkniipfung von Aussagen zu neuen Aussagen). Es
selen A und B Aussagen. Wir definieren dann neue Aussagen non A (i.Z2. |-A)),

Aund B (i.Z.|AAB)), A oder B (i.Z.| Av B]), entweder A oder B (i.Z.| Av B)),

aus A folgt B (i.Z.|A= B]) und A ist dquivalent zu B (i.Z. - durch
die folgenden Wahrheitswertetafeln:

(A -A]

) [w] f
f| w
|A|B||ANB|AvB|AvB|A=>B| A< B|

w | W W W f W W

() | w] f f W W t t

flw f W W W f

f|f f f f W W
Bemerkung.

1.) Im Unterschied zur Umgangssprache ist fiir uns also aus A folgt B insbe-
sondere immer dann wahr, wenn A falsch ist, (egal ob B wahr oder falsch
ist).

Beispiel.

1.) Wenn morgen die Sonne scheint, gehen wir schwimmen.
Sollte es morgen regnen, so habe ich mein Versprechen gehalten,
gleichgiiltig, ob wir schwimmen gehen oder nicht.
2)
5—2=1==4 ist eine Primzahl

und
5—2=1=—15 ist eine Primzahl



2.)

sind geméf unserer Definition wahre Aussagen, obwohl sie umgangs-
sprachlich wohl eher als unsinnig bezeichnet wiirden.

Die Schreibweisen

Satz. Vor.: A

Beh.: B oder | Satz. Gelte A. Dann folgt B.
eh.:

sind per definitionem gleichbedeutend mit A = B.
Insbesondere ist jeder Satz wahr, dessen Voraussetzung falsch ist.

Als Beweis eines solchen Satzes bezeichnen wir den unter Benutzung von
wahren Aussagen erfolgenden Wahrheitsnachweis fiir die Aussage A = B,
d.h. die Verifizierung einer ,wenn, dann“-Aussage und a priori nicht etwa
die Verifizierung der in der Behauptung genannten Aussage B.

Da A = B bei falscher Voraussetzung A stets wahr ist, reduziert sich die
Verifizierung von A = B auf den Nachweis von: Falls gilt ,, A ist wahr®, so
folgt auch ,,B wahr.“

Ein Lemma (oder Hilfssatz) bzw. Hauptsatz (oder Theorem) ist per defi-
nitionem ebenfalls ein Satz. Diese wertenden Titel von Satzen zielen nur
darauf ab, dem Leser einer lingeren deduktiven Darstellung den Uber-
blick zu erleichtern, durch Hinweis auf das geringere bzw. bedeutendere
Eigeninteresse oder inhaltliche Gewicht dieses Satzes fiir die vorliegende
Theorie.

Satz 1.3. Sind A, B, C beliebige Aussagen, so sind die folgenden Aussagen sami-
lich wahr:

~(=4) = A, (1)
-(AAB) = ((-4) v (-B)), (2)
-(AvB) < ((-4) A (-B)), (3)

(AA(Bv(C)) <= ((AAB)v(AnCQ)), (4)
(Av(BAC)) < ((AvB)A(Av()), (5)
(A=B) < ((-B)=(-4),) (6)
(A= B) < ((-A)vB), (7)
(-(A= B)) < (AA(-B)), (8)
(A= B) <= ((A=B)A(B=4)), (9)
(AN(A=>B)) = B. (10)

Bemerkung. (6) beinhaltet die Methode des indirekten Beweises, ndmlich die

Aquivalenz von Beh.: B und Beh.: —A.

Satz. Vor.: A Satz. Vor.: -B




Beweis. Exemplarisch fithren wir (2) vor, die tibrigen Aussagen zeigt man
analog.

| A[B]|AAB[-(AAB) | -A|-B| (-A)v(-B) | (2) |

w | w w f f f f w

w | f f w f w w w o
f|w f w w f w w

f|f f w w w w w

Definition 1.4 (Aussageformen).

(i) Sei (2 eine vorgegebene Klasse (Gesamtheit) von Objekten. Unter einer ein-
stelligen Aussageform mit Finsetzungsklasse € verstehen wir einen sprach-
lich und grammatisch richtigen Ausdruck H(...) mit einer ,Leerstelle®
derart, dal gilt:

H (w) ist Aussage fiir jedes Objekt w, das zu  gehort.

(ii) Seien Q1,99 zwei Klassen von Objekten. Eine zweistellige Aussageform
mit Binsetzungsklassen (11,9 ist ein sprachlich und grammatisch richtiger
Ausdruck H(...,...) mit zwei Leerstellen derart, daf gilt:

H (w1,w2) ist Aussage fiir jedes Objekt wq aus 1 und ws aus Qo.

Drei- und mehrstellige Aussageformen werden analog definiert.

Definition 1.5 (Quantoren). Sei H(...) eine einstellige Aussageform mit Ein-
setzungsklasse (2. Dann definieren wir zwei neue Aussagen

fiir alle w gilt H(w) (i.Z. m oder | A\ H(w)|) und
es existiert (mind.) ein w, fir das H(w) gilt (1.Z.|3, H(w) [oder |\/ H(w) )

w

wie folgt:

Y, H(w) ist per definitionem genau dann wahr, wenn fiir alle w aus Q die
Aussage H(w) wahr ist.

3w H (w) ist per definitionem genau dann wahr, wenn (mindestens) ein w aus
Q) existiert, fiir das H(w) wahr ist.

V und 3 heifen Quantoren.

Es gilt offenbar:

(~(Vu HWw))) <= (3 (-H(w)))
(R H(W))) <= (Yo (-H(W)))

Wir wollen nun Objekte bereitstellen, {iber die wir etwas aussagen konnen,
sog. Mengen. Georg Cantor (1845-1918) formulierte 1877 die in 1.6 (i) genannte
Definition. Obwohl dieser ,naive“ Mengenbegriff nicht ganz unproblematisch ist
(vgl. z.B. [4]), wollen wir mit ihm arbeiten.



Definition 1.6 (Mengen a la Cantor).

(1)

(i)

(iii)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschie-
denen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche wir
die Elemente der Menge nennen) zu einem Ganzen.

Es steht also eindeutig fest, ob ein Objekt Element einer Menge ist oder
nicht, und jede Menge kann ein Objekt hochstens einmal enthalten.

Ist a ein Element einer Menge M, so schreiben wir und andernfalls
[ae 0]
Bezeichnen a € M und b € M dasselbe Element, so schreiben wir .

Gilt a = b nicht, so schreiben wir .

Ist M eine Menge und H(...) eine einstellige Aussageform, deren Einset-
zungsklasse € die Menge M umfaft, so definieren wir drei neue Aussagen

fiir alle a aus M gilt H(a) (1.Z.|Vaens H(a) [oder | A H(a) |),

aeM

es existiert (mindestens) ein a aus M, fir das H(a) gilt (1.Z.| 3gers H(a)

oder | \/ H(a)|) und
aeM

es existiert genau ein a aus M, fir das H(a) gilt (1.Z. |34ersr H(a) | oder

\/ H(a)|) wie folgt:
aeM

VaeM H(a) = V, (a eM = H(a))>
Joers H(a) <= 3J,(ae M A H(a)),
Aloers H(a) <= Jpenr (H(a) A Voers (H(D) = a=0)).

Seien M, N Mengen.

a) Wir sagen, dak N eine Teilmenge von M ist (i.Z. [N c M) genau
dann, wenn gilt: Ve a € M. M heiftt dann auch eine Obermenge von
N (i.2.[M>N)).
Wenn N c M nicht gilt, so schreiben wir ‘ N ¢ M‘ oder ‘ M»N ‘

b) Wir sagen, daf M gleich N ist (i.Z. ) genau dann, wenn gilt:
(NcM)A(McN).

Wenn M = N nicht gilt, so schreiben wir .

Die eindeutig bestimmte Menge , die kein Element enthilt, heifst leere
Menge.

Seien M, N Mengen sowie (M, );cr eine Mengenfamilie, d.h. per definitio-
nem [ ist eine Menge, und fiir jedes ¢ € I ist M; ebenfalls eine Menge.
Dann gibt es folgende Mengen:



a) Der Durchschnitt von M und N (i.Z.| M n N |) enthilt alle Elemente,
die sowohl zu M als auch zu N gehdren.
Der Durchschnitt der Mengenfamilie (M;)ier (i.Z. |[ )M, |) die Menge
iel
aller Elemente, die in allen M;, i € I, enthalten sind.
b) Die Vereinigung von M und N (i.Z.[ M u N |) enthilt alle Elemente,
die in M oder in N enthalten sind.
M und N heifsen disjunkt genau dann, wenn M n N = @. In diesem
Fall schreibt man auch fir M UuN.
Die Vereinigung der Mengenfamilie (M;)ier (1.Z. || JM; |) die Menge
iel
aller Elemente, die in mindestens einem M;, ¢ € I, enthalten sind.

Die Mengenfamilie (M;);er heilt disjunkt genau dann, wenn gilt

Vi,je[(i + ] = M; ﬂMj = @).

In diesem Fall schreibt man auch |*) M; | fiir User M;.
iel

c) Die Potenzmenge von M (i.Z. W) besitzt genau die Teilmengen
von M als Elemente.

d) Ist H(...) eine einstellige Aussageform, deren Einsetzungsklasse die
Menge M umfafst, so bezeichnen wir mit ‘ {ae M | H(a)} ‘ die Menge
derjenigen Elemente a von M, fiir die H(a) gilt.

e) i={a €M |a¢ N} heikt die Differenzmenge von M und N
oder im Falle N ¢ M das Komplement von N in M.

Definition 1.7 (Abbildungen, Bild, Urbild). Seien M, N Mengen.

(i) Eine Abbildung von M nach N ist eine Zuordnung, die jedem

Element a € M genau ein Element m € N zuordnet.

Die Menge der Abbildungen M — N bezeichnen wir mit .
Ist dann f e NM | so heit fiir jede Teilmenge A von M die Menge

f(A)|:={be N | Jpea f(a) =b}

das Bild von A unter f und fiir jede Teilmenge B von N die Menge

T/ (B) |:={ae M | 3pep f(a) = b}

das Urbild von B unter f.

Ist eine Abbildung f € N™ konstant vom Wert ¢ € N, so schreiben wir auch
und identifizieren hierbei das Element ¢ € N mit der konstanten
Abbildung vom Wert ce N.




(i) Die Abbildung [idy;: M - M|, a v a, heift die Identitit auf M.

Ist dariiber hinaus A ¢ M, so heift die Abbildung ,a ~ a, die
Inklusion von A in M. Fiir eine Abbildung f: M — N heifit des weiteren

fla: A—> N | aw~ f(a), die Einschrinkung von f auf A.

(iii) Sind M,N zwei weitere Mengen, und sind f: M — N und ¢: M - N
Abbildungen, so ist die Verkettung von f und g definiert als die Abbildung

fog: g (NnM)— N| a— f(g(a)).

(iv) Eine Abbildung f: M — N heift

a) injektiv (oder Injektion) genau dann, wenn gilt

Vaaem (f(a) = f(a) = a=a),
b) surjektiv (oder Surjektion) genau dann, wenn gilt Vpen aens f(a) = b,
c) bijektiv (oder Bijektion) genau dann, wenn f sowohl injektiv als auch

surjektiv ist.

(v) Eine Abbildung f: M — N ist offenbar genau dann bijektiv, wenn gilt
Voen aenrs f(a) = b. In diesem Fall definieren wir die Umkehrabbildung

von f als die Abbildung | f™': N — M | mit

Vien f1(b) = a, wobei a € M eindeutig bestimmt mit f(a) = b.

Definition 1.8 (Kartesisches Produkt einer Mengenfamilie). Seien M eine
Menge und (M;);e; eine Familie von Teilmengen von M. Dann heifst die Menge

X M; |:= {f: T - M Abbildung | Vies (i) € M;}
iel

das kartesische® Produkt der Mengenfamilie (M;)scr.
Ist I ={1,...,n}, so kénnen wir ‘Ml x...x M, ‘ := Xjer M; kanonisch mit

der Menge aller n-Tupel (a1,...,a,) mit ay € Mq,...,a, € M, identifizieren. Im
Falle My =... = M,, = M schreiben wir auch fir My x...x M,.

Wir setzen die Giiltigkeit des folgenden Auswahlaziomes voraus.

1.9 (Auswahlaxiom). Seien M eine Menge und (M;);e; eine Familie von Teil-
mengen von M mit Viey M; # @. Dann gilt X,y M; # &, d.h. es existiert eine
Abbildung f: I — M mit Ve f(i) € M;.

“Die Identitit auf R bzw. C bezeichnen wir mit bzw. [ z] Hierbei ist R bzw. C die
spater einzufithrende Menge der reellen bzw. komplexen Zahlen.
nach René Descartes (1596-1650)




Bemerkung. In dieser Bemerkung verwenden wir die spéter einzufiihrenden
reellen Zahlen.

Seien M ={1,2,3}, I ={1,2,3,4} sowie My = {1,3}, M = {1,2}, M3 = {2}
und My = {2,3}. Dann ist

f:{1,2,3,4y — {1,2,3}
1 — 3
2 — 1
3 — 2
4 — 3

offenbar eine Abbildung f: I — M mit Vs f(i) € M;. Wir kénnen die Existenz
eines f wie im Auswahlaxiom also durch explizite Angabe garantieren, und dies
ist immer der Fall, wenn [ eine endliche Menge ist.

Das Auswahlaxiom spielt erst dann eine Rolle, wenn I keine endliche Menge
mehr ist.

Seien z.B. M =R, I =*B(R){@} und Y;ep(r)«{g} M; = i. Das Auswahlaxiom
besagt, daf es eine Abbildung f: B(R) \ {@} - R gibt, die jeder nicht-leeren
Teilmenge von R ein Element aus dieser Menge zuordnet. Eine solche Abbildung
kénnten wir niemals explizit angeben und ihre Existenz daher auch ohne das
Auswahlaxiom nicht beweisen.



2 Der Korper R der reellen Zahlen

Axiomatische Einfiihrung der reellen Zahlen

Wir betrachten eine Menge als gegeben, welche die Struktur besitzt, die in
den nachfolgend genannten Axiomen (R1) bis (R13) beschrieben ist. Man kann
zeigen, dak R dadurch (bis auf sog. Isomorphie angeordneter Korper) eindeutig
bestimmt ist. Die Elemente von R heifen reelle Zahlen.

Man kann sich nun fragen, ob i{iberhaupt eine Menge mit (R1) bis (R13)
existiert. Um einzusehen, daf dies der Fall ist, kann man verschiedene Kon-
struktionen solch einer Menge studieren. Man konstruiert zunéchst die Menge
der natirlichen Zahlen, dann die Menge der ganzen Zahlen und schlieflich die
Menge der rationalen Zahlen. Da die Menge der rationalen Zahlen ,liickenhaft®
ist, konstruiert man die reellen Zahlen durch einen Prozels der Vervollstindigung.
Es gibt dafiir drei Methoden, nédmlich durch Dedekindsche Schnitte — nach Ri-
chard Dedekind (1831-1916) —, durch Fundamentalfolgen (Cauchy®-Folgen) —
nach Georg Cantor — oder durch Intervallschachtelungen. Diesen Weg zu gehen,
kostet aber mehr Zeit, als wir zur Verfiigung haben. Eine sehr gute Quelle dazu
ist das Buch [7].

Wir werden die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen umgekehrt als
gewisse Teilmengen von R definieren.

Additionsaxiome

Es ist eine Abbildung ... +...:RxR - R, (a,b) = a + b, (eine sog. Addition)
gegeben mit

(R1) Vaopera+b=b+a (Kommutativitat der Addition),

(R2) Vapeer(a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativitét der Addition),

(R3) 3, rVaera+Nn =0 (Existenz eines neutralen Elementes
bzgl. +).

Dann gilt statt (R3) sogar
Lemma 2.1. 3,,cgVer a +n = a.

Beweis. Die Existenz ist klar nach (R3). Zum Nachweis der Einzigkeit sei
auch n € R mit
Vaer G + 7 = a. (11)

Dann folgt n (R3) n+n (R1) n+n () n. O
Definition 2.2. Das eindeutig bestimmte Element n € R wie in Lemma 2.1
heifst die Null von R und wird mit @ bezeichnet.

Nach (R1) gilt also Yeera+0=0+a=a.

®nach Augustin Louis Cauchy (1789-1857)



(R4) VierIpera+b=0 (Existenz eines Inversen bzgl. +).

Dann gilt statt (R4) sogar
Lemma 2.3. V, r3lpera+b=0.

Beweis. Sei a € R. Die Existenz von b € R wie im Lemma ist klar nach (R4).
Zum Nachweis der Einzigkeit sei auch c € R mit

a+c=0. (12)

Dann folgt c2 oo™ oy (a+b) () (c+a)+b (2 (a+c)+b 04022 0

Definition 2.4. Ist a € R, so heilst das nach Lemma 2.3 eindeutig bestimmte

Element b € R mit a+b = 0 das Negative von a, und man bezeichnet es mit [—a]
Nach (R1) gilt also Y4er (-a) +a =a+ (-a) = 0.

Bemerkung. (R1) bis (R4) besagen, daf (R, +) eine sog. abelsche” Gruppe ist.

Definition 2.5.

(i) Sind a,b € R, so schreiben wir fiir a + (-b) auch kurz und nennen
diese reelle Zahl die Differenz zwischen a und b.

(ii) Fiir Teilmengen A, B von R setzen wir

A+B:={a+b|laecAnbe B},
A-B:={a-b|laeArbe B},

-A:=={-a|acA}.
Ferner setzen wir =R~ {0}.
Satz 2.6.
0=-0, (13)
Vaer - (-a) =a, (14)
Vaper - (a+b) = (~a) b2 (-a) + (-b) = —a—b. (15)

Beweis. (13) folgt aus 0+ 0 *2 0 und Definition 2.4.
(14) folgt aus (-a) +a %! 0 und Definition 2.4.
(13) folgt aus

(a+b) + ((=a) + (=b))

D (@+b) + ((-b) + (=a)) @ ((a+b) + (=) + (-a)
@ (a+ b+ (=0))) + (-a) = (a+0) +(-a) £ 0
2.4, 22,
und Definition 2.4. O

"nach Niels Henrik Abel (1802-1829)



Multiplikationsaxiome

Es ist eine Abbildung ...-...: RxR >R, (a,b) = a-b=: ab, (eine sog. Multipli-
kation) gegeben mit

(R5) Vo ber ab = ba (Kommutativitat der Multiplikation),
(R6) Vapcer (ab)e =a(be) (Assoziativitidt der Multiplikation),
(R—E))ea

(R7)  Jeer* Vaerr @e =a (Existenz eines neutralen Elementes
bzgl. - ).

Analog zu Lemma 2.1 gilt dann statt (R7) sogar
Lemma 2.7. 3! g+ VY 4er* ae = a. O

Definition 2.8. Das eindeutig bestimmte Element e € R* wie in Lemma 2.7
heifst die Eins von R und wird mit bezeichnet.
Nach (R5) gilt also Vaer+ la = al = a und (wegen 1 € R*) aukerdem [1#0].

(R8)  Vaer+Iper+ ab=1 (Existenz eines Inversen bzgl. ).

Analog zu Lemma 2.3 gilt dann statt (R8) sogar
Lemma 2.9. V,g+3per+ ab=1. O
Definition 2.10. Ist a € R*, so heifst das nach Lemma 2.9 eindeutig bestimmte
Element b € R* mit ab = 1 das Reziproke von a und wird mit oder
bezeichnet.

1 1
Nach (R7) gilt also Vgers —a =a— = 1.
a a

Bemerkung. (R5) bis (R8) besagen u.a., dafs (R*,-) eine abelsche Gruppe ist.
Definition 2.11.
(i) Sind a € R und b € R*, so schreiben wir fiir a% auch und nennen diese
reelle Zahl den Quotienten von a und b.
(ii) Fiir Teilmengen A, B von R setzen wir
A-B:={ab|aecAnbe B}
und im Falle A c R”
A = {a7" | a e A}
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Analog zu Satz 2.6 folgt

Satz 2.12.
17 =1, (16)
Vaer- (a7) 7" = a, (17)
Vaper (ab)™t =a o7t (18)
O

Distributivitidtsaxiom

(R9) Vapeer-a(b+c)= ab+ac (Distributivitét).
——
:=(ab)+(ac)

Bemerkung. (R1) bis (R9) besagen, daf (R, +,-) ein sog. Kdrper ist.

Beispiel. Die Menge Zs := {02, 12}, wobei 02 und 15 zwei voneinander verschie-

(© [0 1]

dene Objekte sind, bildet zusammen mit ®,®, gegeben durch | 0y || 09 | 15

1o || 12 | O
(0 ][0 1]

und [ 05 [[ 05 [ 05 | einen Korper (Za,®,®)%. Aus (R1) bis (R9) folgt daher
1o || 02 | 1o
nicht, daf R mehr als 2 Elemente besitzt®.

®Der hier angefiihrte Korper, in dem 1®1=0,1®1®1 = 1 usw. gilt, findet — bis auf die
Unstimmigkeit im zweiten Vers — auch in Goethes Faust Erwéhnung. Die Hexe liest aus ihrem
Rechenbuch vor:

Du muft verstehn!

Aus Eins mach Zehn,
Und Zwei laf gehn,
Und Drei mach gleich,
So bist du reich.
Verlier die Vier!

Aus Fiinf und Sechs,
So sagt die Hex’,

Mach Sieben und Acht,
So ist’s vollbracht:
Und Neun ist Eins,
Und Zehn ist keins.
Das ist das Hexen-Einmaleins.

Faust, der ,Philosophie, Juristerei und Medizin, und leider auch Theologie* studiert hat,
offenbar aber nicht Mathematik, antwortet: ,Mich diinkt, die Alte spricht im Fieber.”

Diese Interpretation ist [9, S. 52| entnommen. Eine andere besteht darin, die Zeilen als
Beschreibung eines magischen Quadrates mit Zeilen- und Spaltensumme 15 zu verstehen.

®Man kann iibrigens zeigen, daf genau dann ein Kérper mit p Elementen (p e N,p > 2)
existiert, wenn p eine Primzahl ist.
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Satz 2.13. Fir alle a,b,c e R gilt

(a+b)c =ac+be, (19)
0 =0a = a0, (20)
la=al =a, (21)
(-1)a=-a (22)
a(-b) =(-a)b= -ab , (23)
——
:=—(ab)
(—a)(-b) = ab. (24)
Beweis. Zu (19): (a +b)c () c(a+b) B ot ™ ac+ e
Zu (20):
0 % 4 0 +(=a0)=a(0+0)+(<a0) 2 (a0 + a0) + (~a0)
=~ —_—— ——
%2040  =—(a0)
) 00+ (a0 + (=a0)) = a0 +0 %2 a0 & 0.
————
2;1:0

(21) ist fiir a € R* nach Definition 2.8 und fiir @ = 0 nach (20) klar.

Zu (22): a+ (~1a) B 10+ (<1a) 2 1+ (-1))a & 0. Daher gilt nach
—————
2.=40
Definition 2.4: -1a = —a.
Zu (23): Aus
ab+a(-b) " a b+ (=b)) = a0 X
———
2.4
=0
bzw.
ab+ (~ab) 2 (a+ (~a)) b =002 0
———
2;10

folgt wiederum nach Definition 2.4: a(-b) = —ab bzw. (-a)b = —ab.

Zu (24): (~a)(-b) & (~(=a))p =) ab. 0

Bemerkung. 0 besitzt kein inverses Element bzgl. -, d.h. es existiert kein Ele-
ment 07! € R mit 007! = 1. Denn andernfalls folgte 0 20 007! = 1, im Wider-

spruch zu Definition 2.8.
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Anordnungsaxiome

Es ist eine Teilmenge von R (ein sog. Positivbereich) gegeben derart, daf
gilt

(RIO) R* =R, v (_R+)7
(R11) R, +R, cR,,
(R12) R, -R,cR,.

Die Elemente von R, bzw. R_ := —(R,) heilen positive bzw. negative reelle
Zahlen.

Bemerkung. (R1) bis (R12) besagen, dak (R,+,-,R,) ein sog. angeordneter
Korper ist.

Definition 2.14. Fiir alle a,b € R definieren wir

a<b <= b-aceRy,

a<b <= (a<b) Vv (a=b).

Dann gilt insbesondere fiir alle a € R

a>0 < acR, (25)

a<0 <= -aeR,<=aecR_ (26)
Bemerkung. Die 0.g. Axiome besagen gerade:

(R10) Fiir a € R gilt entweder a >0 oder a <0 oder a =0 (Trichotomie).
(R11) Vaoper@>0Ab>0=0a+b>0 (Monotonie v.+).
(R12) Vapera >0 Ab>0=>ab>0 (Monotonie v. -).

Satz 2.15. Fiir alle a,b,c € R gilt

a<b<e —-a>-b,

insbesondere (b >0 <= -b<0) bzw. (a <0 <= —a>0), (27)
entweder gilt a > b oder a =b oder a < b, (28)
((@>0Ab>0) v (a<0Ab<0)) <= ab>0, (20)
((@>0Ab<0) v (a>0Ab<0)) <> ab<0,
‘a=#0<=>a2:=aa>0, (30)
insbesondere |1 >0,
(a<bAab<c)=a<c, (31)
S————
<a<b<c
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a<b=a+c<b+c, (32)

(a<bAe>0) < ac<be,

(a<b A c<0) < ac>be, (33)
1 1
0<a<b=0<-<-. (34)
b a
Beweis als Ubunyg. O

Bemerkung. Aus (30) und (32) folgt, dafs es auker 0 und 1 noch weitere paar-
weise verschiedene Elemente von R gibt, ndmlich z.B.

2:=1+1,3:=2+1,4:=3+1,5:=4+1,6:=5+1,7:=6+1,8:=7+1,9:=8+1.

Tatsdchlich werden wir unten die Existenz der natirlichen Zahlen — und
sogar die der rationalen Zahlen — als Teilmenge von R aus (R1) bis (R12)
herleiten. M.a.W.  enthilt“ jeder angeordnete Korper die rationalen Zahlen.

Definition 2.16 (Betrag). Fiir alle a € R definieren wir den Betrag von a als

a, fallsa>0
lal = { -a, fallsa<0 } ¢R.

Satz 2.17. Fir alle a,be R gilt
lal =] - al 2 0;
a<lal A —a<|al;
la| <b <= -b<a<b;

la| <<= -b<a<ib;

la +b| < |a] + |b| (Dreiecksungleichunyg),

mit Gleichheit genau dann, wenn ab > 0; (39)

la| = [b] < {la] = [b]| < |a - b]; (40)

|ab| = |al[b] . (41)

Beweis als Ubunyg. O

Vollstindigkeitsaxiom
Definition 2.18 (obere und untere Schranke). Sei M c R.
(i) Ist ceR, so definieren wir
c obere Schranke von M <= VY. pa<ec,
c untere Schranke von M : <= Vg epra > c.
(ii) Wir setzen weiter

M nach oben beschrankt <= 3.cps ¢ obere Schranke von M,
M nach unten beschrinkt :<= J.cps ¢ untere Schranke von M,

M beschrankt :<= M nach oben und unten beschrankt.
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Definition 2.19 (obere und untere Grenze, Infimum, Supremum). Sei M c R.
Ist c € R, so definieren wir

c { obere } Grenze von M

untere

untere

= ¢ { obere } Schranke von M und

Veer (€ { i } ¢ = ¢ nicht { obere } Schranke von M).

untere

kleinere obere

d.h. es existiert keine -
grofere untere

} Schranke als ¢

Dann gilt:

obere

Es existiert hochstens eine {
untere

} Grenze von M. (42)

obere
untere
mit ¢ # ¢. Dann gilt nach (28) ¢ < ¢ oder ¢ < ¢. Ohne Beschriankung der Allge-
¢ obere

meinheit sei ¢ < ¢, ansonsten vertusche ¢ und ¢. Da { _ ¢ Grenze und
¢ untere

¢ < ¢, 80 ist { ¢ } nicht { obere } Schranke von M, insbesondere ist { 2 }

| Beweis von (42): Angenommen es gibt zwei Grenzen c,¢ € M

untere

9}

. b .
nicht { obere } Grenze von M, Widerspruch! |
untere

obere

Falls M eine } Grenze besitzt, so ist diese nach (42) eindeutig
untere

sup M
bestimmt, und wir bezeichnen sie mit { }

sup M := +o0
Ist M nicht nach { oben } beschrankt, so setzen wir { }10.
wien

inf M und sup M heifen Infimum und Supremum von M.

Fiir jede Teilmenge M # @& von R gilt:
M nach oben beschrankt == M besitzt obere Grenze

(Vollstandigkeit).

(R13)

Hierbei bezeichnen (lies ,,plus unendlich*) und (lies ,minus unendlich®) zwei

voneinander verschiedene Objekte, die keine reellen Zahlen sind.
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Bemerkung. (R1) bis (R13) besagen, dak R — genauer (R, +,-,R;) — ein sog.

vollstandig angeordneter Korper ist.

Satz 2.20. (R13) ist dquivalent dazu, dafl jede nicht-leere nach unten beschrank-
te Teilmenge von R eine untere Grenze besitzt.

Beweisskizze: Sei M c R durch ¢ nach unten beschrankt. Dann ist —M
offenbar durch —c nach oben beschrinkt, besitzt also eine obere Grenze s. —s
ist dann'! untere Grenze von M. O

Satz 2.21. Bis auf sog. Isomorphie angeordneter Korper ezistiert genau ein
vollstindig angeordneter Korper R.

Beweis vgl. [7, S. 42f]. O
2.22 (Intervalle).
(i) Definition. Sei J c R.
J heifit Intervall von R <= Vg, goesVeer (a1 < ¢ <ag = ceJ).

(ii) Die folgenden Teilmengen von R sind fiir beliebige a,b € R mit a < b
offenbar Intervalle von R:

[a,b] :={ceR|a<c<b} (beschranktes abgeschlossenes oder auch
kompaktes Intervall),

beschranktes halboffenes Intervall),
beschrinktes halboffenes Intervall),

[a,b[ ={ceR|a<c<b} (

Ja,b] :={ceR |a<c<b} (

Ja,b[:={ceR |a<ec<b} (beschrinktes offenes Intervall),

[a,+o0[:={ceR | a<c} (unbeschrinktes abgeschlossenes Intervall),

]—o00,b]:={ceR|c<b} (

Ja,+oo[:={ceR |a<c} (

]—o00,b[:={ceR |c<b} (
] =00, +00[ =R (

unbeschrinktes abgeschlossenes Intervall),
unbeschrinktes offenes Intervall),
unbeschranktes offenes Intervall),
unbeschrinktes offenes und

abgeschlossenes Intervall).

Beispiel. |0,+00o[ =R, |1,1[ =@, |1,1] =g, [1,1] = {1}.

Satz 2.23. Aufler den in 2.22 (ii) beschriebenen gibt es keine weiteren Intervalle
von R.

Beweisskizze. Sei J ein nicht-leeres Intervall von R.
Setze « :=1inf J e Ru{-o0} sowie §:=supJ € Ru{+oo}, und zeige der Reihe
nach — (44) mittels (43) —

Vie]a,31 t Weder obere noch untere Schranke von J, (43)

YAus Voper (@ < b < —a > -b) folgt, dak fiir jede nicht-leere Teilmenge M von R gilt:
sup(-M) = —inf M.
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Ja, B[ < . (44)

Wegen (44) gilt entweder o, B[ = J oder Jiest ¢ |, 5[ Letzteres impliziert
a # —o00 vV 3 # +o0, und hieraus folgt durch Fallunterscheidung J = [«, 8] oder
J =]a, B] oder J = [«, B]. O

Definition 2.24 (offene, abgeschlossene und kompakte Teilmengen von R). Sei
M eine Teilmenge von R.

(i) M heit offen <= VaermrIeer, Ja —€,a+e[ c M,
(ii) M heifit abgeschlossen :<== R\ M ist offen,

(iii) M heilt kompakt :<= M ist beschréankt und abgeschlossen.

Beispiel. Offene Intervalle von R sind offen, abgeschlossene Intervalle von R
sind abgeschlossen, und kompakte Intervalle von R sind kompakt.

Satz 2.25 (R als topologischer Raum).
(i) & und R sind offen.

(ii) Sind I eine beliebeige Menge und M; fir jedes i € I eine offene Teilmenge
von R, so ist U;er M; eine offene Teilmenge von R.

(iii) Sind My, My offene Teilmengen von R, so ist My n My eine offene Teil-
menge von R.

Beweis als Ubunyg. O

Definition 2.26 (innerer Punkt, offener Kern). Sei M cR.
a € M heift innerer Punkt von M <= .r, la—€,a+e[ c M.

o
Die Menge aller inneren Punkte von M bezeichnen wir mit | M | und nennen

sie den offenen Kern von M.

(o] (o]

Beispiel. [0, +oo[ = R, =R,, {0,1} = .
Definition 2.27 (Maximum, Minimum). Sei M cR.
(i) SeiceR.

¢ heillt Mazimum von M < ceM A Vgqepra<e,

c heillt Minimum von M <= ceM A Vgpa>c.

(ii) Aus (i) folgt:
Falls M ein Maximum bzw. Minimum besitzt, so ist dieses eindeutig be-
stimmt, und wir bezeichnen es mit bzw. .

In diesem Fall gilt max M =sup M bzw. min M = inf M.

(iii) Ist umgekehrt M nach oben bzw. unten beschrinkt und gilt sup M € M
bzw. inf M € M, so besitzt M ein Maximum bzw. Minimum, n&mlich
sup M bzw. inf M. (Klar nach (i).)

Beispiel. max]0,1] =1, ]0,1[ besitzt kein Maximum.
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Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion
Definition 2.28 (Induktive Mengen, die Menge N der natiirlichen Zahlen).
(i) Sei M cR.

M heiflt induktiv <= 0eM A Vgepa+1eM.

Es gilt also:

M induktiv == M enthéilt u.a. die reellen Zahlen
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 als Elemente.

Bemerkung. Dal die Elemente 0,1,2,...,9 u.s.w. paarweise verschieden
sind, folgt daraus, dak R — bzw. genauer (R, +,-,R,) — ein angeordneter
Korper ist, vgl. die Bemerkung im Anschluft an Satz 2.15.

Beispiel. R und [0, +oo[ sind induktive Mengen.

(ii) Sei M cB(R) die Menge aller induktiven Teilmengen von R. Wir setzen
den Durchschnitt aller induktiven Mengen als

[N]:== | M={aeR|Viepace M}

MeM

und nennen N die Menge der natirlichen Zahlen.

Offenbar ist N eine induktive Teilmenge von R, folglich ist N die kleinste
induktive Teilmenge von R.

Aus der letzten Definition folgt trivialerweise

Satz 2.29.

0OeN und Vyenn+1eN. (45)
Fir jede Menge M c R mit 0 e M und Voepra+1eM gilt Nc M. (46)

|

Satz 2.30 (Das Beweisprinzip der vollsténdigen Induktion).
Vor.: Es sei H(...) eine einstellige Aussageform, deren Einsetzungsklasse die
Menge N umfafit mit folgenden Eigenschaften:

(IA) H(0) ist wahr (Induktionsanfang).
(IS) Vapen ( H(n) ist wahr == H(n+1) ist wahr) (Induktionsschritt).
—_—

Induktionsvor. (IV)
Beh.: Y,y H(n) ist wahr.

Zusatz. Die Behauptung gilt auch, wenn man (IV) durch ,H(0),...,H(n) sind
wahr ersetzt.
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Beweis. Wir setzen M := {n € N|H(n) ist wahr}(c N ¢ R). Dann ist M
eine induktive Teilmenge von R, und aus (46) folgt somit N c R, also folgt
Vnen H(n) ist wahr.

Der Zusatz folgt sofort dem Satz, indem man den Satz auf die einstellige
Aussageform HY(...), die durch

Voen H(n) := H(0) A...A H(n)

gegeben ist, anwendet. O
Satz 2.31 (Eigenschaften der natiirlichen Zahlen). Es gilt

(1) Vpenn 20,

(1) N+ NcN, dh Vy,enk+neN,

(iii)) N-NcN, d.h. VinenkneN,

() Ypen ((n=0) v (n-1€eN)),

(v) Y pen (]n,n+1[mN:®, dh. Ver(n<a<n+1 :>a¢N)),

(vi) Vinen (n <k ==k-neN).

Beweis. Zu (i): Wir setzen Y,y H(n) :<==n 0.
Dann ist H(0) wahr, denn 0 > 0.
Angenommen n € N und H(n) ist wahr, d.h. n > 0. Dann folgt

32 30
n+1(2)0+1=(> 0,

(31)
alson+1 > 0,d.h. esgilt H(n+1).

Dabher folgt aus Satz 2.30: V,enH(n) ist wahr.
Zu (ii): Sei k € N beliebig aber fest gewéhlt. Wir zeigen durch vollstdndige
Induktion
VneN k+neN.

Induktionsanfang flir n =0: k+0=Fk e N.
Induktionsschritt: Gelte die Behauptung fiir n € N, d.h. k+n € N. Dann folgt

(R2)

kE+(n+1) (k+n)+1eN, da N induktiv,

—
eN
also gilt die Behauptung auch fiir n + 1.
Zu (iii): Sei k € N beliebig. Zu zeigen ist Y,y kn € N.
Beweis hiervon durch vollstdndige Induktion nach n e N:
n=0:k0=0eN.
n—mn+1:Sei neNund gelte kn € N. Dann folgt

(@)
€

kE(n+1)=kn+ k N.
—_ =
Ié/N eN



Zu (iv): Beweis durch vollstandige Induktion nach n e N:
n =0 ist trivial.
n—mn+1:SeineNund gelte n =0 oder n—1¢eN. Dann gilt

(n+1)-1=n+(1-1)=n+0=neN.

Zu (v): Beweis durch vollstdndige Induktion nach n e N:

n =0: Wegen (i) geniigt es offenbar zu zeigen Vyey (kK >0 = k > 1). Hierzu
sei k € N mit £ > 0. Dann gilt nach (iv) k-1 € N, also nach (i) k-1 >0 und
folglich k=k+(-1+1)=(k-1)+1>0+1=1.

n = n+1: Seien n € Nund a € R mit n+1 < a < n+2. Dann folgt n < a—1 < n+1,
also nach Induktionsvoraussetzung a — 1 ¢ N. Wegen a > 0 folgt hieraus und aus
(iv), dak gilt: a ¢ N.

Zu (vi): Sei k € N fest gewdhlt. Zu zeigen ist Vyey (n <k =k -neN).

n=0:Es gelten 0 <k (nach (i)) und k-n=~keN.

n+n+1:Sei neN und gelte die Induktionsvor. (n <k = k —n € N). Zu
zeigen ist

n+l<k=k-(n+1)eN.

Zum Beweis hiervon sei n +1 < k. Dann folgt n < n+ 1 < k, also nach
Induktionsvor. k-1 € N sowie k—n > 0, (denn aus (i) folgt £ -n >0, und im
Falle kK —n =0 wére k =n im Widerspruch zu n < k.) Zusammen mit (iv) ergibt
dies (k-n)-1eN,dh. k-(n+1)eN.

Damit ist auch (vi) gezeigt. O

Definition 2.32 (Die Menge N, der positiven natiirlichen Zahlen). Wir setzen

N, |[:=R,nN 23100 N« {0}. Die Elemente von N, heifen positive natiirliche
Zahlen.

Satz 2.33 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen). Jede nicht-leere Teilmenge
von N besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Seien @+ AcNund M :={neN|VYg4ean<a}.

Dann existiert ng € M derart, dafl ng +1 ¢ M.

(Andernfalls wire ndmlich M induktiv, d.h. N = M. Nach Voraussetzung
existiert ap € A c N, also ap+ 1 € N =M und somit ag + 1 < ag, Widerspruch.)

Wegen ng € M gilt Vaeang < a, und wegen ng + 1 ¢ M existiert a; € A mit
ng+1>aj. Aus k <ay <ng+1 folgt nach Satz 2.31 (v): ng = a;. Daher ist ng
kleinstes Element von A. O

Satz 2.34 (Bernoullische!? Ungleichung). Seien a € R mit a > -1 und n € N.
Dann gilt
(I+a)" 21+na,

wobei wir hier bereits die Definition der n-ten Potenz verwenden, siehe 2.46 (i).
Beweis durch vollstindige Induktion nach n € N: Der Fall n =0 ist trivial.
n+n+1:Da 1+a nach Voraussetzung positiv ist, gilt

v
(1+a)"'=(1+a)"(1+a) > (1+na)(1+a) =1+ (n+1)a+na®>>1+ (n+1)a.

|

2pach Jacob Bernoulli (1654-1707)
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Zur Definition der natiirlichen Zahlen und zur Herleitung der letzten vier
Satze haben wir das Vollsténdigkeitsaxiom (R13) nicht benotigt. In den Beweis
des néchsten Resultates geht es aber ein.

Satz 2.35 (R als archimedisch angeordneter Korper). Die Teilmenge N von R
1st nach oben unbeschrinkt, d.h.

Vae]R HnEN n>a.
~————
also a nicht obere Schranke von N

Beweis. Sei a € R beliebig vorgegeben.
Angenommen a ist obere Schranke von N. Nach dem Vollstdndigkeitsaxion
(R13) existiert dann c:=supN € R, und ¢ -1 € R ist keine obere Schranke von N
N——r

<c
(da ¢ kleinste solche), also existiert m € N mit m > ¢—1. Hieraus folgt m+1 e N

und m + 1 > ¢, im Widerspruch dazu, daf ¢ obere Schranke von N ist. O

Bemerkung. Ein angeordneter Korper, in dem N nach oben unbeschrankt ist,
heifst archimedisch angeordnet. Es gibt angeordnete Korper, die nicht archime-
disch sind, vgl. Anhang A.

Ganze Zahlen und vollstindige sowie endliche Induktion mit be-
liebigem ganzzahligen Induktionsanfang
Definition 2.36. Wir definieren
[Z]:=N-N={k-n|k,neN}cR.

Die Elemente von Z heifen ganze Zahlen.
Satz 2.37 (Eigenschaften der ganzen Zahlen). Es gilt

(i) Z=Nu(-N,),

(i) Z+ZcZ und Z-7ZcZ,
(iii) Z.-7. < 7.

(iv) Z anstelle von R — bzw. genauer (Z,+) anstelle von (R,+) — erfillt die
Aziome (R1) bis (R4), d.h. daff (Z,+) eine abelsche Gruppe ist.

Beweis. (i) folgt aus

Nn(-N,) =2, (47)
N-N=Nu(-N,). (48)

[ (47) folgt aus (R10).

Zu (48): ,0* ist klar wegen Vpey (n=n—-0A —n=0-n).

»,C“ Sei k € N. Wir zeigen induktiv Venk —n e Nu (-Ny).

n=0:k-0=keNcNu(-N,).

nn+1: Sei n e N und gelte k —n e Nu (=N, ). Wir haben zu zeigen, daf
dann auch k- (n+1) e Nu (-N,).
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1. Fall: £ —n e N. Dann gilt nach Satz 2.31 (iv) k—n=0v (k—-n)-1eN.
—_———
=k—(n+1)

Im Falle k —n =0 gilt dariiber hinaus k- (n+1) =k-n-1=-1¢-N,.

2. Fall: k—n e -N. Dann gilt —(-k +n) € -N,, also -k +n € N, und somit
-(k-(n+1))=(-k+n)+1eN,, dh. k- (n+1)e-N,. |

(ii) und (iii) ergeben sich daraus, daf fiir alle k,l,m,n € N gilt

(k-1)+(m-n)=(k+m)-(l+n)eN-N=1Z,
(k-1)-(m-n)=(k+n)-(l+m)eN-N=Z,
(k-0)(m-n)=(km+In) - (kn+Iim) e N-N=7Z.

(iv) ist klar nach (i) und (ii). O

Bemerkung. (Z,+,-) ist kein Korper. Denn aus 0 < 1 < 2 folgt mit (34), daf
gilt 0 < % < % =1, und aus Satz 2.31 (v) folgt dann nach Teil (i) des letzten

Satzes: % ¢ 7.
Satz 2.38.

(i) Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge von Z besitzt ein grofStes
Element.

(ii) Jede nicht-leere nach unten beschrinkte Teilmenge von Z besitzt ein klein-
stes Element.

Beweis. Sei M eine nicht-leere Teilmenge von Z.

Zu (i): Existiere also eine obere Schranke ¢ von M. Da R archimedisch
angeordnet ist, vgl. Satz 2.35, existiert n € N mit ¢ < n, also gilt Y4epra < n.
Daher ist

M:={n-alaeM}

eine nicht-leere Teilmenge von N, die nach Satz 2.33 ein kleinstes Element ng
besitzt. Dann ist n —ng groftes Element von M.

Zu (ii): Existiere nun eine untere Schranke von M. Dann ist —M nach oben
beschrénkt, besitzt also nach (i) ein groftes Element ag € =M. —aq ist dann
kleinstes Element von M. O

Definition 2.39 (Gauf-Klammer). Fiir a € R setzen wir die untere Gaufi-
Klammer von a als

la] :=max{keZ|k <a}

und die obere Gauf-Klammer von a als
[a] :=min{k e Z|k > a}.
Aufgrund des letzten Satzes ist dies wohldefiniert.

Beispiel. |3]=0, [3]=1.
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Satz 2.40 (Das Beweisprinzip der vollsténdigen Induktion mit beliebigem ganz-
zahligem Induktionsanfang).

Vor.: Seien k € Z beliebig und H(...) eine einstellige Aussageform, deren Ein-
setzungsklasse die Menge {n € Z|n >k} umfaft mit folgenden Eigenschaften:

(IA) H(k) ist wahr (Ind.-anfang).
(IS) Vuezmek (- H(n) ist wahr == H(n+1) ist wahr) (Ind.-schritt).
——

Induktionsvor. (IV)

Beh.: ¥yeznsk H(n) ist wahr.

Zusatz. Die Behauptung gilt auch, wenn man (IV) durch ,H(k),...,H(n) sind
wahr ersetzt.

_ Beweis. Wir wenden Satz 2.30 inkl. Zusatz auf die einstellige Aussageform
H(...), die durch _
Voen H(n) <= H(k +n)

gegeben ist, an; d.h. wir zeigen induktiv ¥,y H(n) wahr. Dies liefert die Be-
hauptung. O

Satz 2.41 (Das Beweisprinzip der endlichen Induktion mit beliebigem ganzzah-
ligem Induktionsanfang).

Vor.: Seien k,l € Z beliebig mit k < | und H(...) eine einstellige Aussage-
form, deren Einsetzungsklasse die Menge {k,...,1}'3 umfaft mit folgenden Ei-
genschaften:

(IA) H(k) ist wahr (Ind.-anfang).
(IS)  Vneh,...i-1y (H(n) ist wahr == H(n + 1) ist wahr) (Ind.-schritt).
————

Ind.-vor. (1V)
Beh.: ¥ e,y H(n) ist wahr.

Zusatz. Die Behauptung gilt auch, wenn man (IV) durch ,H(k),...,H(n) sind
wahr ersetzt.

Beweis. Wir wenden Satz 2.40 inkl. Zusatz auf die einstellige Aussageform
H(...), die durch

Vne{kz,...,l} ﬁ(n) = H(”)»

VY nez,nsi ﬁ(n) == nel.

gegeben ist, an; d.h. wir zeigen induktiv V,ey H (n) wahr. Dies liefert die Be-
hauptung. O

Bk, ={neZlk<n<l}
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Der Korper Q der rationalen Zahlen

Definition 2.42 (Die Menge Q der rationalen Zahlen). Wir definieren

I={§|TEZ A sEZ\{O}}cR.
Die Elemente von Q heilsen rationale Zahlen.
Ferner setzen wir =Q {0} und =R, nQ.
Satz 2.43 (Eigenschaften der rationalen Zahlen). Es gilt
(i) Q+QcQ und Q-QcQ,
(i) Q-QecQ;

(iii) Q anstelle von R - bzw. genauer (Q,+,-,Q) anstelle von (R, +,-,R;) —
erfillt alle Aziome (R1) bis (R12), d.h. Q - bzw. genauer (Q,+,-,Q,) -
st ein angeordneter Koérper.

Bewes. Trivial. O

Folgen

Definition 2.44 (Folgen). Sei M eine Menge.
Eine Folge in M ist per definitionem ein Element von MY, d.h. eine Abbil-
dung N — M. Fiir eine Folge N - M, n ~ a,, schreibt man auch (a,)nen-
Entsprechend definiert man zu r € Z auch Folgen (an)neznsr = (@n)nsr-

Satz 2.45 (Rekursive Definition von Folgen).

Vor.: Sei M eine Menge und sei fiir jedes n € N fp,: M™ — M eine Abbildunyg.
Ferner set a e M.

Beh.: Es ezistiert genau eine Folge (ap)nen in M mit

ag=a und Y eN apa1 = fn((ao,...,an)).

Beweisskizze. Zeige durch vollstandige Induktion nach k € N, dals zu jedem
k €N genau ein (ag,...,a;) € M mit

ap=aund Ve . p-1} n+l = fn((ao, . 7an))
existiert. O
Definition 2.46.
(i) Sei a € R. Wir definieren die Folge (a"),ey in R rekursiv durch

a’:=1 und Vpna™'i=a"-a.

[ fu((Pos---sPn)) =pn-a.]
Insbesondere gilt also 0° = 1.

_ 1\~"
Ist a # 0, so setzen wir ferner V,czna’ = (a_l) "= (—) .

a
a™ heilst n-te Potenz von a.
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(ii) Die Folge (n!)pey in R ist rekursiv definiert durch
0':=1 und Vpen(n+1):=nl(n+1).
[ fn((va s >pn)) = pn(n + 1) ]

Induktiv sieht man: V,yn! € N.

n! heilst n-te Fakultdt von n.
(iii) Sei (ak)ken eine vorgegebene Folge in R (oder C, vgl. Kapitel 3).

n
Wir definieren dann die Folge (). ag)nen in R (oder C) rekursiv durch

k=0

0 n+1 n

Yoagi=ap und Veen Y. ag:= () ag) + ani1.
k=0 k=0 k=0

[ fo((Pos---Pn)) =Pn + ansr |

n

Z ay, heilt n-te Partialsumme von (ay)ken-
k=0

n
Analog definieren wir die Folge (][] ax)nen in R (oder C) rekursiv durch
k=0

0 n+1 n
H ar=ag und VN H ay = (H ak) *Qn+1-
k=0 k=0 k=0

[ fo((Pos---Pn)) =Pn - anet |

n
H a, heifst n-tes Partialprodukt von (ag)ken-
k=0

(iv) Sei a € R (oder C, vgl. Kapitel 3). Wir definieren die Folge ((a)) in R
n

eN
(oder C) rekursiv durch "

(a)::l und VneN( @ )::(a)_a—n.
0 n+1 n/ n+1

a—n

| fu((P0s-- -, Pn)) = pn - &2

(a) heifst Binominalkoeffizient a tiber n.
n

Beispiel.

3 3 _
(i)zl (§)=1. 0_3
0 "1 1 2

19V
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2.47 (Das Rechnen mit endlichen Summen und Produkten).

(1)

(i)

(iii)

Definition. Fiir alle r,s € Z mit r < s und alle a,,...as € R (oder C, vgl.
Kapitel 3) setzen wir

S—r

Yai= Y ai D (@ +arar) +ara) +. ) vas, (49)
i=r =0
[Tai=Tair =% ((ar-are1) - area) .. ) -as. (50)
i=r =0

Zusatzlich setzen wir fiir r,s € Z mit r > s

™

S
a; =0 und Hai = 1.
i=r

2

T

Offenbar gilt stets fiir jedes n € Z

S sS—n S sS—n
>ai= ), iun und [Jai= [T aisn
i=r 1=r-n i=r i=r-n
Satz 1 (Allgemeines Assoziativgesetz). Seien n € Ny und ay,...,a, € R

(oder C, vgl. Kapitel 3). Dann gilt fir alle k € Ny und alle rg,..., 75 €N
mit 0=rg<ri<...<rp=n

. n k r
Z a; und 1—[ a; = H I—JI a;.
i=1

j=1 i=Tj_1+1

Beispiel. Im Spezialfall n = 3, k = 2 erhélt man (fiir C anstelle von R)
die (speziellen) Assoziativgesetze (R2) und (R6).

Satz 2 (Allgemeines Kommutativgesetz). Seien n € Ny, a1,...,a, € R
(oder C, vgl. Kapitel 3) und o: {1,...,n} - {1,...,n} eine bijektive Ab-
bildung. Dann gilt:

Z%:;%@ und H%=Q%m-

1=1

Beispiel. Im Spezialfall n = 3, k = 2 erhélt man (fir C anstelle von R)
die (speziellen) Kommutativgesetze (R1) und (R5).

Beweise der beiden Sdtze durch vollstindige Induktion nach n e N,. O

Satz. Seien ag,...,Qn, 00, .- A0ky -« - s An0y -« - 5 Anky 01, - - b, ¢ € R (oder
C, vgl. Kapitel 3), wobei n,k € N. Dann gilt

™M=

Il
o

(ai +bi) = Zai + Zb“
i=0 i=0

7
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=0 =0 =0
n n

cZai = anl,
=0 =0
n n

c H a; = H ca;,

Beweis als Ubung mittels (ii). O
Satz 2.48. Fir alle a e R (oder C, vgl. Kapitel 3) und alle k,n e N gilt
L fa a a+1
¥ (k) " (k+1) i (k:+1)’

n!

! n
i) (1) =1 W1 (u0g): s sn
k 0, falls k> n,
n
N.
(iii) (k’) €
Beweis als Ubunyg.

Bemerkung. Aus (i) und (ii) erhélt man das folgende einfache Berechnungs-

verfahren der Binominalkoeffizienten (Z) mit k,n € N: Iin Pascalschen'* Dreieck

erhilt man den Wert von (Z) fiir k € {0,...,n} als Summe der beiden Eintrage,

die diagonal {iber dem gesuchten Wert stehen.

n=_0: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1
n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1

Satz 2.49 (Binomischer Satz). Seien a,b € R (oder C, vgl. Kapitel 3) und n € N.
Dann gilt:

(a+b)" = Zn: (Z) akpn k.

k=0

Ypach Blaise Pascal (1623-1662)
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Beweis als Ubunyg. O
Bemerkung.

(i) Fiir n =2 erhalten wir die wohlbekannte Gleichung

(a £b)? = a® £2ab + b2

(ii) Man rechnet sofort nach, dak fiir n € N mit n > 2 gilt
n—-1

a®-b" = ( > akb"_l_k) (a-0).
k=0

Hieraus erhalten wir fiir n = 2 die ebenfalls wohlbekannte Gleichung

(a+b)(a-b)=a®-b°

Kardinalzahlen

Der folgende Satz wurde 1883 von Georg Cantor formuliert. Ein Beweis wurde
jedoch erst 1897 von Felix Bernstein (1878-1956) in einem von Cantor geleiteten
Seminar gegeben.

Satz 2.50 (Aquivalenzsatz von Bernstein).

Vor.: Seien M, N Mengen derart, dafi sowohl eine injektive Abbildung M — N
als auch eine injektive Abbildung N — M existiert.

Beh.: Es existiert eine bijektive Abbildung M — N.

Wir bereiten den Beweis von Satz 2.50 durch das folgende Lemma, vor.

Lemma 2.51. Seien M,N,M; Mengen mit M1 ¢ N c M und existiere eine
bijektive Abbildung M — M.
Dann existiert auch eine bijektive Abbildung M — N.

Beweis des Lemmas: Nach Voraussetzung existiert eine bijektive Abbildung
f+ M — M;. Wir definieren

Mo := M, Vpeny My = f(Mn)7 No =N und Vyeny Nyt = f(Nn) (51)

Dann gilt
VneNy Mp41 € N, € M, (52)

| Beweis von (52) durch vollstédndige Induktion:
n =0 gilt nach Voraussetzung.
n~n+1: Sei n € N und gelte (52) fiir n, d.h. M1 ¢ N,, ¢ M,,. Dann folgt

f(Mns1) € f(Nn) € f(Mp),

S—_— S—m T N—
:Mn+2 :Nn+1 =Mn+1

also gilt (52) fiir n + 1. |
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Wir setzen

VneN Ln = Mn N\ Nn7 (53)
L:=1\JL, (54)
neN

[ Beachte, daf die Vereinigung in (54) disjunkt ist, da fiir k,n € N mit n <k
53 53
gilt Lk(C)Mk undLn(c)M\ N, c M\ My. |

——

52 52
Mot D,

Da f injektiv ist, folgt aus (53)

(53)

VneN f(Ln) (Mn N Nn) = f(Mn) N f(Nn) = Myi1 N\ Npy1 (5=3) Ly (55>

und aus (54) somit

f(L)=f(téLn)= tg\]f(Ln):L\LO- (56)
=Ln+1

Wegen (55) und (56) wird durch

fla)e LN Ly, fallsael,

Y a) =
aehr 9(a) {aeM\L, falls a € M~ L,

offenbar eine injektive Abbildung g: M - M mit
g(M)=(L~Lop)u(M~L)=M~ Ly =N
——
DL N

definiert. Daher existiert eine bijektive Abbildung M — N. O

Beweis von Satz 2.50: Seien also M, N Mengen und existierten injektive
Abbildungen f: M - N und g: N - M.
Dann ist offenbar auch go f: M — M eine injektive Abbildung, und es gilt

(go f)(M)=g(f(M))cg(N)cM.
cN

Da go f M bijektiv auf (g o f)(M) abbildet, also auch eine bijektive Ab-
bildung (g o f)(M) — M existiert, folgt aus Lemma 2.51, daf eine bijektive

Abbildung M — g(N) existiert. Nun bildet g aber N bijektiv auf g(N) ab, also
folgt die Existenz einer bijektiven Abbildung M — N. O

Satz 2.52. Fiir beliebige Mengen M, N mit M # & gilt:
Es existiert genau dann eine injektive Abbildung M — N, wenn eine surjek-
tive Abbildung N — M existiert.
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Beweis. ,=* Sei f: M - N eine injektive Abbildung. Wir wollen eine sur-
jektive Abbildung ¢g: N - M konstruieren.

Definiere f: M — f(M) durch V.ens f(a) = f(a). f ist offenbar bijektiv und
besitzt daher eine ebenfalls bijektive Umkehrabbildung g: f(M) - M. Wahle
nun ag € M beliebig (beachte M # &) und definiere g: N - M durch

g(b), falls be f(M),

v b) :=
ben 9(0) {ao, falls b e N ~ f(DM).

Da bereits g: f(M) — M surjektiv ist, ist auch g surjektiv.

<" Gegeben sei nun eine surjektive Abbildung g: N - M. Wir miissen eine
injektive Abbildung f: M — N finden. Die Idee ist, daft f ein Element a € M
auf ein Element des Urbildes g'({a}) abbilden soll.

Seien I := M und VY4e; Ny := G ({a}). Da g: N - M surjektiv ist und M # @,
gilt fiir alle a e I = M: N, + @.

Nach dem Auswahlaxiom 1.9 gibt es daher eine Abbildung f: I =M - N
mit Yaers f(a) € N, =g ({a}), d.h.

Vaer 9(f(a)) = a.

Man iiberlege sich als Ubung, daf hieraus die Injektivitit von f folgt. O
Definition 2.53 (Kardinalzahlen, endliche und abzdhlbare Mengen).

(i) Seien M, N Mengen.

Wir sagen M ist gleichmdchtig zu N (1.Z. M ~ N) genau dann, wenn eine
bijektive Abbildung M — N existiert.

~ hat offenbar alle Eigenschaften einer Aquivalenzrelation, d.h. falls L eine
weitere Menge ist,

M~M (Reflexivitat),
M~N=N~M (Symmetrie),
(M ~N)A(N~L)y= M~L (Transitivitit).

Wir definieren die Kardinalzahl von M (i.Z. ) als die Klasse (Ge-
samtheit) alle Mengen M mit M ~ M. Dann gilt also
H#M=#N << M ~N.

Hieraus und der linearen Algebra folgt, dafs die Klasse aller Mengen bzgl. ~
in disjunkte ,,Aquivalenzklassen“ zerfillt, d.h. jede Menge gehort zu genau
einer dieser ,,Aquivalenzklassen* bzgl. ~.

Dies und die Definition von ~ impliziert, daf #M = #N genau dann gilt,
wenn eine bijektive Abbildung M — N existiert.

(ii) Sei M eine Menge. Wir definieren dann

M endlich <= J,n#M =#{1,...,n},
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M unendlich :<= —(M endlich),

M abzéhlbar <= #M = #N,

M hochstens abzdhlbar <= M endlich oder M abzahlbar,
M iiberabzahlbar :<=> —(M hochstens abzdhlbar).

Definition 2.54 (Grofenvergleich von Kardinalzahlen). Seien M, N Mengen.

(i) Wir sagen, die Kardinalzahl von M ist kleiner oder gleich der Kardinalzahl

von N (1.Z. |#M < #N |) genau dann, wenn es eine injektive Abbildung

M — N gibt.

Diese Bedingung hangt offenbar nur von #M und #N ab, denn fiir alle
Mengen M bzw. N, die zu #M bzw. #N gehoren, (d.h. es existien bi-
jektive Abbildungen M — M bzw. N - N ) gilt: Es existiert genau dann
eine injektive Abbildung M — N, wenn eine injektive Abbildung M->N
existiert.

(ii) Wir sagen, die Kardinalzahl von M st kleiner der Kardinalzahl von N
(i.Z. |#M < #N|) genau dann, wenn gilt #M < #N und —(#M = #N).

Satz 2.55. ,<“ ist eine Teilordnungsrelation fiir die Klasse aller Kardinalzah-
len, d.h. per definitionem genau, daf fir beliebige Mengen M, N, L gilt

HM < #M, (57)
(#L < #M) A (#M < #N) => #M < #N, (58)
(#M <#N) A (#N < #M) = #M = #N. (59)

Zusatz. Fir beliebige Mengen M, N gilt auch
H#M <#N oder #N < #M,

d.h. per definitionem, daff ,<“ sogar eine Ordnungsrelation fir der Klasse aller
Kardinalzahlen ist.

Beweis. (57) sowie (58) sind trivial nach der letzten Definition, und (59) ist

eine Umformulierung des Aquivalenzsatzes von Bernstein 2.50.
Den Zusatz beweisen wir hier nicht. Ein Beweis findet sich in [4, S. 81ff]. O

Satz 2.56. Fir jede Menge M gilt #M < #B(M).

Beweis. M — B(M), a — {a}, ist offenbar eine injektive Abbildung. Wir
haben zu zeigen, daf es keine bijektive Abbildung M — B(M) gibt, und wir
zeigen sogar, daf es keine surjektive Abbildung M — B (M) gibt:

Sei f: M — P(M) eine beliebige Abbildung. Dann ist N :={ae M |z ¢ f(a)}
eine Teilmenge von M, d.h. N € P(M).

Angenommen!® es existiert ag € M mit f(ag) = N.

YDiesen Beweis durch Widerspruch vergegenwirtige man sich, indem man sich ein Dorf
vorstelle, in dem es einen Barbier gibt, der alle Ménner rasiert, die sich nicht selber rasieren.
Wer rasiert den Barbier?
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1. Fall: ag € N. Dann folgt nach Definition von N: ag ¢ f(ag) = N, Wider-
spruch!

2. Fall: ap ¢ N. Dann folgt nach Definition von N: ag € f(ap) = N, Wider-
spruch!

Daher kann kein ag € M mit f(ag) = N existieren, insbesondere ist f nicht
surjektiv. O

Der folgende Satz wurde wahrscheinlich erstmals von Peter Gustav Lejeune
Dirichlet (1805-1859) angewandst.

Satz 2.57 (Dirichletscher Schubfichersatz). Fir alle n,k e N gilt
#{1,....n}<#{1,... .k} = n<k.

Der Satz besagt im wesentlichen: ,Verteilt man n Perlen auf k& Schubfiacher der-
art, daf verschiedene Perlen in verschiedenen Schiibfachern liegen, so mufs n < k
sein.

Korollar 1. Fir alle n,k e N gilt

#{1,....,n}=#{1,... [k} <==n=k.

Korollar 2. Sei M eine endlichen Menge.
Dann ezistiert genau ein n e N mit #M = #{1,...,n}. O

Beweis des Satzes: ,<* Ist n < k, so ist die Inklusion {1,...,n} = {1,... ,k}
eine injektive Abbildung.

»= Wir zeigen durch vollstindige Induktion nach n € N, daf fiir alle n e N
gilt

Vien (#{1,...,n} <#{1,... )k} = n<k).

n =0 ist klar, da fiir alle £ € N gilt 0 < k.

n—mn+1: Sei n € N und gelte die Behauptung fiir n. Wir wollen zeigen, daft
dann auch gilt

Vien (#{1,....,n+ 1} <#{1,... )k} =n+1<k).

Seien daher k € N und eine injektive Abbildung f: {1,...,n+1} - {1,...,k}
gegeben. Wegen 1€ {1,...,n+1} gilt

o f({1,...,n+1}) c {1,... .k},

also {1,...,k} # @, baw. ke N,.
Wir definieren eine Abbildung o: {1,...,k} - {1,...,k} durch

1, fiir i ¢ {k, f(n+1)},
Vieqr,..ky 0 (i) = { k, fiir i = f(n+1),
fln+1), firi==k.
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Dann gilt 0 oo =1idy; ), und man tberlege sich als Ubung, da® hieraus folgt,
dafs o eine bijektive Abbildung ist. Aus der Injektivitdt von f folgt dann die
Injektivitit von fi=oo f: {1,...,n+1} - {1,... k}.

Es gilt f(n+1) =o(f(n+1)) = k. Somit wird durch

Vie{l,...,n}g(i) = f(l)

offenbar eine injektive Abbildung ¢: {1,...,n} - {1,...,k - 1} definiert, d.h.
#{1,....,n} <#{1,...,k—-1}. Aus k—1€N (da k € Ny, s.0.) und der Indukti-
onsvoraussetzung folgt n <k -1, also auch n+1<k. O

Bemerkung. Nach Korollar 1 liefert die Zuordnung

#{1,....,n}<—>n

eine umkehrbar eindeutige Korrespondenz zwischen den Kardinalzahlen endli-
cher Mengen und den natiirlichen Zahlen.

Ferner entspricht nach dem Schubfichersatz die <-Beziehung zwischen diesen
Kardinalzahlen der <-Beziehung zwischen den natiirlichen Zahlen.

Wir werden deshalb im folgenden die Kardinalzahl #{1,...,n} fir jedes
n € N mit der natiirlichen Zahl n identifizieren, d.h. wir setzen

#{1,...,n}=n.

Dann gilt also: Zu jeder endlichen Menge M existiert genau ein n € N mit
#M = n. Dieses n heilst die Anzahl der Elemente von M und M heifit n-
elementig.

Lemma 2.58. Sei M # @ eine endliche Menge.
Dann gilt: ¥aens M~ {a} endliche Menge und #(M ~ {a}) = #M - 1.

Beweisskizze. Sei also M eine endliche Menge mit #M = n € Ni. Dann
existiert eine bijektive Abbildung f: M — {1,...,n}.

Sei a € M beliebig. Ahnlich wie im Beweis des Dirichletschen Schubficher-
satzes konstruiert man eine bijektive Abbildung o: {1,...,n} -» {1,...,n}, die
f(a) und n vertauscht und alle {ibrigen Elemente von {1,...,n} festlift. (Im
Falle f(a) =n gilt 0 =idy;  ,3.)

Dann ist 0o f: M - {1,...,n} bijektiv mit o(f(a)) = n, also ist auch

UoflM\{a}: M~ {a} — {1,...,71—1}
bijektiv. Dies liefert die Behauptung. 0O

Satz 2.59. Seien M # @& eine endliche Menge und N eine Teilmenge von M.
Dann sind N und M ~ N endliche Mengen und #(M ~ N) = #M — #N.

Beweisskizze. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei N # @.

Zeige die Behauptung nun durch endliche Induktion nach #M € N,.

Der Induktionsanfang ist klar nach Lemma 2.58. Im Induktionsschritt wihle
man a € N und wende die Induktionsvoraussetzung auf M \ {a} und N ~ {a}
an. Hieraus folgere man die Behauptung. O
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Satz 2.60. Jede nicht-leere endliche Teilmenge von R besitzt ein Mazimum und
ewn Minimum.

Beweis durch vollstindige Induktion nach n:=#M € N,: Der Fall n =1 ist
trivial.

n+—n+1: Seien n € N, und M eine (n+1)-elementige Teilmenge von R, also
M=#@.

Wir wéhle nun ein beliebiges a € M. Nach Lemma 2.58 ist M \ {a} dann eine
n-elementige Menge, also existieren nach Induktionsvoraussetzung b, c € M \{a}
mit b<ec, b=min M \ {a} und ¢ =max M \ {a}. Dann gilt offenbar

a =min M sowie ¢ = max M im Falle a < b,

b = min M sowie ¢ =max M im Falle b < a < ¢ und

b =min M sowie a = max M im Falle c < a,

In jedem moglichen Fall besitzt M sowohl ein Maximum als auch ein Mini-
muim. |

Wir diskutieren nun eine Anwendung des Vollstdndigkeitsaxiomes, ndmlich
die Existenz der Wurzel einer rellen Zahl grofer oder gleich Null.

Satz 2.61 (Existenz der n-ten Wurzel). Zu n € Ny mit n > 2 und a € [0, +0o[
exristiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl x € R mit

2"=a und z20. (60)

Wir bezeichnen sie mit| V/a | bzw. |\/a|, falls n = 2.

Beweis. Der Fall a = 0 ist trivial. Sei also @ > 0. Ist dann z € [0, +oo[ eine
Lésung von (60), so muf offenbar auch x > 0 gelten.
Zum Beweis der Einzigkeit seien x,z € Ry mit 2™ = 2". Wegen

2" - = (2 -2) (" 2" P x4 T
muf dann auch z =z gelten.

Zum Existenznachweis sei M := {z € [0,+oco[|z" < a}. Wegen 0 € M gilt
M # @, und M ist nach oben beschrinkt, da fiir jedes © € M gilt z < (a + 1).
(Denn aus = € M folgt 2" <a<a+1< (a+1)", und aus = > (a + 1) folgte
2" > (a+ 1))

Aus dem Vollsténdigkeitsaxiom (R13) folgt die Existenz von ¢ :=sup M € R.
Es geniigt nun zu zeigen, daf gilt

c>0, (61)
" 2a, (62)
" <a. (63)

[ Zu (61): Im Falle 1 < a gilt 1" < a, also 0 <1 € M. Im Falle a < 1 folgt
wegen a > 0 durch wiederholte Anwendung von (33), dafs gilt 0 < a” < a, also
a" € M. Insbesondere gilt ¢ > min{1,a"} > 0.
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Zu (62): Angenommen es gilt ¢" < a. Setze dann

€= min{l,mzl_—w} eR,. (64)
Dann gilt
n n-1 n-1
(c+e) = ) (n) ek ! (> (n) Fe)+em=( (n) Fye+cn
o \k ko \k o \k

(64) n "
< a-c"+c"=a,

im Widerspruch dazu, dafs ¢ obere Schranke von M ist.
Zu (63): Angenommen es gilt ¢” > a. Sei dann zunéchst

m:=#{keN|1<k<n-1A k ungerade} (65)
und sodann
) " —a
gr=mingl, ———[1<k<n-1A k ungerade ;. (66)
m () ct
Es folgt!®
n-1 n n-1 n
(c=e)" = ( ( )ck( 6)"_k)+c">—( > ( )ckz—:"_k)+c"
iz0 \K 24k \K
e<l o (66) o " -a
Z—Z()ka+c”2— ()ckn +c"
(2+k=1 k ) ofke1 \K/ - m (k) Ck)
@) e =a,
im Widerspruch dazu, dafs ¢ die kleinste obere Schranke von M ist.| O

Satz 2.62 (iiber endliche Mengen). Fir alle endlichen Mengen M, N gilt:
(i) Ist L eine Teilmenge von M, so ist auch L endlich, und es gilt #L < #M.
(ii) M UN und M nN sind endlich und

#(MUN) = (#M)+(#N) - #(MnN).

(153) M x N ist endlich und #(M x N) = (#M) - (#N).
(iv) NM ist endlich und #(N™) = (#N)FM),
(v) P(M) ist endlich und #P(M) = 2#M)

(vi) Ist k € M und bezeichnet P (M) c B(M) die Menge der k-elementigen
Teilmengen von M, so ist P (M) endlich und #Pr(M) = (#,i\/[)

Das Symbol + steht fiir teilt nicht*. 23;13:1 bedeutet, daf iiber alle ungeraden Zahlen
keN mit 1 <k <n -1 summiert wird.
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Beweisskizze. Zum Nachweis von (i) betrachte man die Inklusion.

Beim Beweis von (ii) zeige die Behauptung zunéichst fiir den Fall M n N = @&,
indem man eine bijektive Abbildung MuN — {1,...,#M+#N } explizit angibt.
Hierauf 1afst sich der Fall M n N # & mittels Satz 2.59 zuriickfiihren.

(iii)und (iv) zeige man durch vollstindige Induktion nach #N € N. Im In-
duktionsschritt verwende man Lemma 2.58.

Zu (v): Die Abbildung B(M) - {0,1}M | L fr, wobei

1, ael,

: M —{0,1 —>
fr {0,1}, @ {0’ el

ist offenbar bijektiv.

[ {0,1}M - (M), f ~ 71({1}), ist ndmlich die Umkehrabbildung. |

Die Behauptung folgt nun aus (iv).

(vi) zeige man durch vollstdndige Induktion nach #M € N. Im Induktions-
schritt kann man ohne Einschrénkung annehmen, dafs £ > 0. Wéhle a € M und
nutze

Pi(M) = {L e Pp(M)|ae L} u{LeP(M)|a¢ L}
sowie Pr (M ~ {a}) ={L e Pr(M)|a ¢ L} aus. O
Vor dem Hintergrund von Satz 2.62 (iii) verblifft das folgende Resultat,
welches erstmals 1906 von Gerhard Hessenberg (1874-1925) bewiesen wurde.

Satz 2.63 (von Hessenberg). Sei M eine unendliche Menge.
Dann gilt #M = #(M x M).

Beweis vgl. [4, S. 175]. O
Satz 2.64.
(i) Fiir jede Menge M gilt
#N < #M <= M ist unendlich (67)

und
#M < #N <= M ist hochstens abzihlbar. (68)

(ii) Z und Q sind abzdihlbar.
(1ii) #B(N) = #R.
(iv) R ist iberabzihlbar.

Beweis. Zu (67): ,=“ Angenommen es existieren n € N, und eine bijektive
Abbildung f: M — {1,...,n}. Nach Voraussetzung existiert eine injektive Ab-
bildung ¢: N - M, also ist auch fo¢g:N - {1,...,n} injektiv, d.h. #N < n,
Widerspruch!

,<" Sei M eine unendliche Menge. Nach dem Auswahlaxiom 1.9 existiert
eine Abbildung

[+ B(M) ~{@} — M mit Ve ey [ (V) € N. (69)
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Da M unendlich, ist fiir jedes n € N und (po,...,p,) € M™! dann

M~ A{po,...,pn} e P(M) {2}

Wir definieren nun

f: MY — M, (Po,---,pn) — fF(M ~{po,...,pn})- (70)

Sei a € M beliebig gewdhlt. Nach Satz 2.45 existiert eine Folge (ay)nen in
M mit
a0 = @, Vet an = ful(ao, . an)) @ F(M{ao, .. an}) © M~ {ag,...,an).

(71)

Wegen (71) ist die Abbildung N — M, n ~ a,, injektiv, also gilt N < #M.

Zu (68): ,=* Es gelte #M < #N.

Wire M nicht hochstens abzéhlbar, so gilte M unendlich und M nicht
abziahlbar, d.h. nach (67) #N < #M und —(#M = #N), also folgt aus (59)
sowie #M < #N: #N = #M und —(#M = #N), Widerspruch!

,<=* Sei M hochstens abzahlbar.

Ist M abzdhlbar, so existiert eine bijektive Abbildung M — N, also insbe-
sondere eine injektive, d.h. #M < #N.

Zu (ii): Der Beweis stammt von Cantor und wird Cantors erstes Diagonal-
argument genannt.

Wegen Lemma 2.51 geniigt es zu zeigen, dak Q abzdhlbar ist. N — Q ist
offenbar injektiv, also miissen wir nach dem Aquivalenzsatz von Bernstein zei-
gen, dafls eine surjektive Abbildung N — Q existiert. Wir ordnen die positiven
rationalen Zahlen folgendermafien an.

1 1 1 1 1
i 7 2 3 7 1 5
4 7 4 7
2 2 2 2 2
i 2 3 i 5

I~ ' 7

3 3 3 3 3

1 2 3 1 5
v b

4 4 4 4 4

1 2 3 4 5

I 7

5

1

NJOT
“ee colon

ERPRNTS
ERRSIS

Uberlege, wie man die gesuchte Abbildung findet.
Der Beweis von (iii) und (iv) erfolgt spater mittels der g-adischen Entwick-
lung der reellen Zahlen. O

Bemerkung. Wir haben gezeigt #N < #PB(N) = #R. Es ist nun interessant, zu
fragen, ob es eine Menge M gibt, deren Méchtigkeit grofer ist als die Miachtigkeit
der Menge N der natiirlichen Zahlen und zugleich kleiner ist als die Machtigkeit
der Menge R der reellen Zahlen (des sog. Kontinuums).
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Die 1878 von Georg Cantor aufgestellte sog. (spezielle) Kontinuumshypothe-
se behauptet, daf es keine solche Menge gibt, d.h. daf gilt:

(SKH)  Es existiert keine Menge M mit #N < #M < #R.

Im Rahmen der aziomatischen Mengenlehre nach Ernst Zermelo (1871-
1953) und Abraham Fraenkel (1891-1965) mit Auswahlaziom (ZFC) wurde 1939
von Kurt Godel (1906-1978) bewiesen, daf aus den Axiomen von (ZFC) kein
Widerspruch zu (SKH) folgt.

Paul Cohen (1934-2007) bewies 1963, daf sich (SKH) auch nicht aus (ZFC)
ableiten l&£t.

Also 1afst sich weder die Giiltigkeit noch die Ungiiltigkeit von (SKH) bewei-
ser.
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3 Der Korper C der komplexen Zahlen

In der (historisch bis ins erste Drittel des 19. Jahrhundertes anzusiedelnden)
klassischen Algebra beschiftigte man sich mit der Losung sog. algebraischer
Gleichungen auf R, das sind Gleichungen der Form

anx" +ap_12" 7 . +aiz+ag=0 mit 0%an,an_1,...,a0 € R,neN,. (72)

In diesem Zusammenhang kann man die im letzten Kapitel definierten Mengen
NcZ cQcR aus folgendem Blickwinkel betrachten:

,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschen-
werk.“ So wird Leopold Kronecker (1823-1891) aus einem 1886 gehaltenen Vor-
trag zitiert. In manchen Quellen ist falschlicherweise die Rede von den natiirli-
chen Zahlen anstelle der ganzen Zahlen. Wir betrachten fiir einen Moment auch
die ganzen Zahlen als Menschenwerk und nur die natiirlichen als gottgegeben.
Mit Ausnahme von Null ist das zu einer natiirlichen Zahl bzgl. + inverse Element
nicht Element von N, d.h. daf die Gleichung

z+ag=0, wobei 0+apeN,

in den natiirlichen Zahlen nicht losbar ist, also keine Losung x € N besitzt.

2.37(i)

Dies fiihrt zwangslaufig zur Erweiterung der Menge N zu N u (-N) Z.

Hier ist nicht nur die letzte Gleichung losbar, sondern auch
x +ag=0, wobei age€Z.
In Z wiederum ist die Gleichung
a1x+ag=0 mit 0 +ay,a0€Z

nur 16sbar, wenn ag ein ganzzahliges Vielfaches von a; ist.

Durch Erweiterung von Z zur Menge Q, deren Elemente bei uns per defi-
nitionem aus dem Quotienten ganzer Zahlen und ganzer Zahlen ungleich Null
bestehen, erhdlt man eine Menge, in der sogar die Gleichung

a1x+ag=0 mit 0+ ay,a9€Q

gelost werden kann.

Im Koérper Q léft sich also jede lineare Gleichung — das ist der Fall n = 1
in (72) — 16sen. Auf quadratische Geichungen — das ist der Fall n =2 in (72) -
trifft das i.a. nicht zu: Wir wissen nach Satz 2.61 insbesondere, dalfs

2% —ag=0 (73)

fiir ag € QN [0, +oo[ eine eindeutig bestimmte Losung /ag € [0, +oo[ besitzt. Der
néichste Satz, bei dessen Beweis wir einige (aus der Schule bekannten) Grund-
kenntnise der elementaren Zahlentheorie bendtigen, zeigt, dak diese nicht ratio-
nal sein mufk.

Satz 3.1. /2 ist nicht rational.

39



Beweis. Angenommen /2 ist rational. Da sich jede rationale Zahl vollstéindig
T

kiirzen liRt, existieren r,s € N, mit /2 = ~ und % vollstéindig gekiirzt. Es folgt
2= g—z, also
r? =252, (74)
und somit ist 72 gerade. Da das Quadrat einer ungeraden Zahl ungerade ist!'?,
mufs nun gelten
r ist gerade. (75)

Daher existiert eine Zahl 7 € N, mit 7 = 27 und (74) impliziert 472 = 252
Division durch 2 ergibt 272 = s2, d.h., dak s2 gerade ist. Analog zu oben muf nun
auch s gerade sein, also sind nach (75) sowohl r als auch s gerade und besitzen
daher beide 2 als Teiler, im Widerspruch dazu, daf % vollstéindig gekiirzt ist. O

Fiir ag € [0,+0o[ besitzt (73) nach Satz 2.61 stets eine Losung in [0, +oo].
Fiir ag € | — 00,0[ kann jedoch geméf (30) keine reelle Losung existieren.

Um Losungen zu erhalten bedient man sich der komplexen Zahlen, iiber die
Harro Heuser (1927-2011) in |11, S. 41] schreibt:

»Sie verdanken ihr Leben einem Manne, den seine Mutter (wie er selbst be-
richtet) abtreiben wollte; der sich dann zu einem Wiistling, Streithansl, magisch-
mystischen Mathematiker und europaweit gefeierten Arzt entwickelte; ein Mann,
der als Student Rektor der Universitdt Padua und als Greis Insasse des Gefang-
nisses von Bologna war; der sich erdreistete, das Horoskop Jesu zu stellen und
in seinem Buch Uber das Wiirfelspiel Betrugsanleitungen zu geben, und der
nebenbei auch noch die ,Cardanische Authingung‘ erfand: Geronimo Cardano
(1501-1576), ein vollbliitiger Sohn der italienischen Renaissance. In seiner Ars
magna sive de requlis algebraicis (Nirnberg, 1545) fiihrt ihn die unverfingliche
Aufgabe, eine Strecke der Linge 10 so in zwei Stiicke zu zerlegen, daf das aus
ihnen gebildete Rechteck die Fldche 40 hat, zu der quadratischen Gleichung
(10 — ) = 40 und zu ihren absurden Losungen z7 =5 + \/—_15, To =H-— \/—_15,
absurd, weil man aus negativen Zahlen keine (reellen) Quadratwurzeln ziehen
kann. Aber nun geschieht Entscheidendes: Cardano setzt die ,geistigen Qualen‘,
die ihm diese Gebilde bereiten, beiseite und findet durch keck-formales Rech-
nen, dal tatséchlich x1 + 22 = 10 und z1z9 = 40 ist. Sein ironischer Kommentar:
,50 schreitet der arithmetische Fortschritt voran, dessen Ergebnis ebenso sub-
til wie nutzlos ist.* Die ,komplexen‘ (zusammengesetzten) Ausdriicke [...| mit
der tmagindren FEinheit 1 := V=1 sind dann nicht mehr aus der Mathematik
verschwunden, so sehr sie auch als schein- und gespensterhaft empfunden wur-
den. [Dieser Ausdruck ist nicht wohldefiniert, denn es gilt auch (=i)? = -1]
Denn sie lieferten nicht nur ,Lésungen‘ aller quadratischen und kubischen Glei-
chungen — und zwar solche, die erbaulicherweise den vertrauten Wurzelsatzen
des Francois Vieta (1540-1603) gentigten —, vielmehr ergab unverdrossenes (und
unverstandenes) Rechnen mit diesen windigen ,Zahlen‘ sogar Satze ,im Reellen’,
die sich in jedem Falle nachtriglich durch ,rein reelle’ Beweise bestétigen liefsen.
Das Mirakuloseste aber war, daf mittels dieser wesenlosen Gebilde Bezichungen
zwischen beherrschenden Grofsen der Analysis hergestellt werden konnten, die

17(2n +1)? =4n® + 4n + 1 und 4n> + 4n ist gerade.
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bisher fremd nebeneinander gestanden hatten — wodurch denn dieser Analysis
ganz neue Lichter aufgesteckt wurden. [...] All diese Umsténde dréngten immer
energischer zu einer begrifflichen Kldrung der ebenso méchtigen wie mysteridsen
Jkomplexen Zahlen‘, eine Kldrung, die schliefslich 1831 von Carl-Friedrich Gauf
(1777-1855) in geometrischer und 1837 von William R. Hamilton (1805-1865)
in arithmetischer Einkleidung gegeben wurde.”

Definition 3.2 (Der Korper C der komplexen Zahlen).
(i) R? ist mit der iiblichen Addition

V(a17a2)7(b17b2)€R2 (al,ag) + (bl,bg) = (al + bl,a2 + bg)
eine abelsche Gruppe mit 0 = (0,0) als neutralem Element.

Zu (a,b) e R? ist (-a,—b) das inverse Element.
(ii) Wir definieren auf R? eine Multiplikation durch
Y (ar,a2), (b1 ,bo)e2 (a1, a2) (b1,b2) = (a1by — agba, a1by + azby). (76)

Zwei kurze Rechnungen zeigen, daf diese Multiplikation kommutativ und
assoziativ ist.

Auferdem gilt V¥, peg2 ab = 0 < ((a =0) v (b =0)), also definiert (76) auch
eine Multiplikation auf R?\ {0} und zwei weitere Rechnungen bestitigen,

da® R%\ {0} bzgl. dieser Multiplikation eine abelsche Gruppe mit (1,0)
als neutralem Element ist, und zu (a,b) € R? ist (ﬁ, ﬁ das
inverse Element.

(i) Es &kt sich leicht {iberpriifen, daf fiir die in (i) bzw. (ii) erkldrten Ope-
rationen das Distributivgesetz

Vabeer2 a(b+c) = ab+ac
gilt.

Wegen (i), (ii) und (iii) ist R? mit den oben erkliirten Operationen Addition
und Multiplikation ein Ko6rper, der sog. Korper der komplexen Zahlen, den wir

mit E bezeichnen. Auferdem setzen wir noch :=C \ {0}

Bemerkung (Geometrische Veranschaulichung der Multiplikation (76)). Ob-
wohl wir die Funktionen sin, cos erst spéter einfithren werden, verwenden wir,
da® sich jeder Vektor auf dem Einheitskreis in R? als (cos(a),sin(a)) schrei-
ben ldft, wobei « € [0,27[ den im Bogenmaf gemessenen Winkel zur Abszisse
bezeichne.

Es seien a = r(cos(p),sin(p)),b = s(cos()),sin(¢))) mit r,s € [0,+00[ und
v, €[0,27[. Dann gilt

ab O rs(cos(p) cos(v) —sin(p) sin()), cos(p) sin(v) + sin(p) cos(v))
U2 rs(eos( + ), sin (e +)),

d.h. die Léngen der Vektoren multiplizieren sich, und die Winkel mit der Ab-
szisse addieren sich.
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3.3 (R als Teilkorper von C). Die Abbildung I: R — C, t ~ (¢,0), ist ein injek-
tiver Kdrperhomomorphismus, (d.h. daf fiir t,# € R gilt: I(t+t) = I(t) + I(f)
und I(tt) = I(t)I(t).)

I induziert einen Isomorphismus des Korpers R auf den Teilkrper R x {0}
von C.

Wir identifizieren im folgenden die reelle Zahl ¢ mit der komplexen Zahl
I(t) = (¢,0). Damit wird R zu einem Teilkérper von C und 1 = (1,0) ist das
Einselement von R und C.

Ferner ist die Beschriankung der Multiplikation C x C - C auf R x C gleich
der skalaren Multiplikation des R-Vektorraumes R? = C. (Klar nach (76).)

Definition 3.4 (Die Zahl i). |i|:= (0,1) € C heift imagindre Einheit'8. Es gilt
offenbar i? = -1.

a = (a1,az) € C heilst rein imagindr genau dann, wenn a € Ri, d.h. wenn
aj =0, also a = (0,a2) = asi.

Bemerkung. Wir haben in (30) gesehen, daf aus der Existenz einer Anordnung
fiir einen Koérper folgt, dafs das Quadrat einer jeden Zahl ungleich Null in der
Anordnung liegen muf. Wegen i = —1 kann C somit keine (mit Addition und
Multiplikation vertrégliche) Anordnung besitzen.

Definition 3.5 (Real- und Imaginérteil, komplex konjugierte Zahl). Fiir jedes
a=(ar,az) € C gilt

a = ((Il,O) + (0,(12) = al(l,()) +a2(0,1) =aq +ia2.

a1 bzw. ag heilst der Real- bzw. der Imagindrteil von a und wird mit Rea
bzw. Im a bezeichnet.

Obige Definition der Multiplikation in (76) besagt nun gerade, dall man das
Produkt (a; +iag)(by +1ib2), wobei aj,az,b1,be € R, durch jibliches* Ausmulti-
plizieren bei Verwendung von i2 = -1 als (a1b1 — agby) +i(a1by + azby) erhilt.

Die Zahl @ := a1 —iag € C heiltt die zu a komplex konjugierte Zahl.

Es gilt: a@ = (a1 +iag)(a; —ias) = (a1)? + (a2)? € [0, +oo].

Definition 3.6 (Betrag). Fiir alle a = a; +iag € C definieren wir den Betrag von

a als
lal = V/(a1)? + (a2)? = Vaa.

Die Beschriankung von |...| auf R ergibt die {ibliche Betragsfunktion auf R.

Satz 3.7. Fliir alle a,b e C gilt

la| >0 und (Ja| =0 <= a =0);
la + 0| < |a| + |b] (Dreiecksungleichung),
mit Gleichheit genau dann, wenn a = Ab v b= Aa mit X € [0, +oo;
lal = 16l < [la] = o]l < fa - bl
|ab] = [a][b]-
'®Der Name und das Symbol i wurden 1777 von Leonhard Euler (1707-1783) eingefiihrt.
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Beweis als Ubunyg. O

Satz 3.8. Fiir alle a,b,c e C gilt

a+b=a+b, (77)
ab = ab, (78)
(@) =a, (79)
[al = lal, (80)
1
ol =1 = - =7, (81)
a
1
0=~ =~ (82)
a laf?
a=a+=acR, (83)
a=-a<+<=aclRi, (84)
al _ lal
al _ lal 85
Beweis als Ubunyg. O

Bemerkung. In 2.46 (iii) und (iv), 2.47, 2.48 sowie 2.49 kann jeweils R durch
C ersetzt werden. Wir haben das an den entsprechenden Stellen in Kapitel 2
auch vermerkt.

Wegen i? = —1 haben wir jetzt auch fiir ag € ] — 00,0[ eine Losung von (73)
gefunden — ndmlich |/agi. Es gilt sogar der folgende Satz, der die eingangs dieses
Kapitels angestellten Uberlegungen abschlieft.

Satz 3.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Seien 0 # ay,an-1,...,a0 € C,n e N,.
Dann besitzt anz"™ + apn12"" " +... + a1z + ag eine komplexe Nullstelle.

Beweis vgl. [7, S. 90ff] oder [11, Satz 69.1]. O

Definition 3.10 (e-Umgebung). Seien € € R, und ag € C. Dann heifst die Menge

U-(a) |:={a eC| |a-ag| <}

(offene) e-Umgebung von ag in C.

Definition 3.11 (offene, abgeschlossene, beschrinkte und kompakte Teilmen-
gen von C). Sei M eine Teilmenge von C.

(i) M heift offen <= Vaerr3eer, Us(a) ¢ M,
(ii) M heifit abgeschlossen <= C\ M ist offen,

(iii) M heikt beschrinkt <= Jcer, Vaen |a| < C,
)

(iv) M heifst kompakt <= M ist beschriankt und abgeschlossen.
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Beispiel. Seien ¢ € R, und g € C. Dann ist U (ag) offen und
Us(ag) :={aeC|la—ap| <e}

ist kompakt.
[ Beweisskizze: Ist a € Ug(ap), so gilt Uz(a) c Us(ap) mit € :=c—|a—ag| € Ry.
Ist a € C\U:(agp), so gilt Us(a) c C\U:(ag), wobei € := |a - ap| - € € R,: Fiir
beUzs(a) gilt |b-ag|=la-ao—-(a-0)|>2|a-aog|-|a-0b]>|a-ag|-€=¢.]

Satz 3.12 (C als topologischer Raum).

(i) & und C sind offen.

(ii) Sind I eine beliebeige Menge und M; fir jedes i € I eine offene Teilmenge
von C, so ist Ujer M; eine offene Teilmenge von C.

(iii) Sind My, My offene Teilmengen von C, so ist My n My eine offene Teil-
menge von C.

Beweis als Ubunyg. O

Definition 3.13 (innerer Punkt, offener Kern). Sei M c C.
a € M heift innerer Punkt von M <= 3.g, Us(a) c M.

o

Die Menge aller inneren Punkte von M bezeichnen wir mit | M | und nennen
sie den offenen Kern von M.

Wir vereinbaren noch eine Schreibweise: Im folgenden sei | K |e {R,C}.
Ist dann M eine beliebige Menge, so nennen wir eine Abbildung M — K eine
Funktion.
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4 Konvergenz von Folgen und Reihen

Der Begrift der Konvergenz stellt die eigentliche Grundlage der Analysis dar.
Auf ihm fufsen Begriffe wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit, die fiir die Natur-
wissenschaften dermafen entscheidend ist, daf Heuser sie in [11, S. 144|  einen
der grofen Begriffe der menschlichen Zivilisation* nennt.

Obwohl die Differentialrechnung bereits von Isaac Newton (1643-1727) und
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) entwickelt wurde, ist erst seit der Ein-
fithrung des Limes durch Augustin Louis Cauchy ein Geriist vorhanden, das fiir
die Analysis hinreichend prizise ist. Die Uberlegungen Cauchys wurden durch
die Einfilhrung der Epsilontik durch Bernard Bolzano (1781-1848) und Karl
Weierstraf (1815-1897) weiter prézisiert, und ihre Definition liegt der Analysis
heute zugrunde.

Konvergenz von Folgen

Definition 4.1 (Konvergenz von Folgen in K). Sei (ay)ney eine Folge in K.

(i) Ist ce K, so definieren wir:

(an )nen konvergiert gegen ¢ <= Veer, IngenVnen (0 2 ng = |a, — ¢| < €).

(i) (@n)nen konvergiert in K <= 3.k (an )neny konvergiert gegen c.
Wir behaupten:

Ist (an)neny konvergent in K, so existiert genau ein ¢ € K derart, dak
(an)nen gegen ¢ konvergiert. Dieses eindeutig bestimmte ¢ € K bezeich-
net man dann als Grenzwert oder Limes a, fir n gegen unendlich (i.Z.

. n— 00
lim ay,|=c oder |a, — c[9).

n—oo

Beweis hiervon: Konvergiere (ay,)nen sowohl gegen ¢ € K als auch gegen
¢ € K und angenommen c # ¢.

.. c—C .
Dann existieren zu € := | 3 ¢ R, nach Voraussetzung ng,n; € N mit

VneN,nono [n — €| <€ A VoeN nsn, |an — €| <&,
also folgt fiir alle n > max{ng,n1}
2 =|c-7 <le—an|+|an —¢| <+ =2¢,
Widerspruch!

(iii) (an)nen heifst Nullfolge <= (ay, )nen konvergiert gegen 0.
Dann gilt offenbar fiir c € K:

(an)nen konvergiert gegen ¢ <= (a, — ¢)pen ist Nullfolge.

Wir haben an dieser Stelle nicht etwa das Symbol oo eingefithrt, sondern nur die Schreib-
weisen limy,_ o0 @, und an — ¢ — streng genommen miikten wir hier auch +oco anstelle von oo
schreiben.
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Beispiel.
1) (51 )nen ist eine (reelle) Nullfolge:
1
[l <=

—_——
on>1-1
1>

Sei € € Ry vorgegeben. Zu zeigen ist: 3,,0enVneN neng

Hierzu: Da R ein archimedisch angeordner Korper ist (vgl. Satz 2.35),

existiert ng € N mit ng > é — 1. Dann folgt fiir alle n € N mit n > ng:

n2n0>%—1, d.h. |ﬁ|<s.

2.) Sind (an)nen eine Folge in K sowie ¢ € K und gilt 3,,enVneN nsng @n = €, S0
folgt limy 00 G = C.

Definition 4.2. Seien (ap)nen, (bn)nen Folgen in K. Wir definieren dann:

(1) (bn)nen heifst eine Teilfolge von (ap)nen genau dann, wenn eine streng
monoton wachsende?® Abbildung i: N — N, n + i(n) =: i,, existiert, derart,
dak gilt V,enbp = a;,,

(ii) Die Folge (an)nen heibt genau dann beschrankt, wenn {|a,||n € N} be-
schrankt ist.

Satz 4.3.
Vor.: Seien (ap)nen, (bn)nen Folgen in K sowie ¢ € K.
Beh.:

(1) Aus limy, oo an = ¢ und (by )nen Teilfolge von (an )nen folgt limy, o0 by, = c.
(71) Ist (an)nen konvergent in K, so ist (an)nen beschrankt.

(75i) Sind (ap)neny wnd (by)nen Nullfolgen, so ist auch (an £ by)nen eine Null-
folge.

(1v) Ist (an)nen eine Nullfolge und (by)nen beschrinkt, so ist auch (ay - by)nen
eine Nullfolge.

Beweis. Zu (i): Seien (b, )neny sowie i: N - N wie in Definition 4.2 (i) und
gelte lim,, o ay = c.
Sei € € Ry. Wegen limy, 00 Gy, = ¢ existiert ng € N mit

VneN,nan |an - Cl <g,
also folgt aus V,eniyn 2 n, dafs gilt

VneN,nZno |bn - Cl <E.

Zu (ii): Gelte limy, o a, = ¢. Dann existiert zu ¢ := 1 ein ng € N mit
VneNnsno  |an —¢| <1.  Setzt man S :=max{|ag|,...,|an,-1],1+]c|}, so folgt
[

=|an|<|an—c|+|c|<1+|c|
YV heN |an| <S.

20Dje strenge Monotonie der obigen Abbildung i bedeutet, daf fiir alle n,m € N mit n >m
gilt: i > iy Fir die Abbildung ¢ folgt leicht durch vollstdndige Induktion V ey in > n.
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Zu (iii): Seien (ap )neN, (bn)nen Nullfolgen.
Sei € € R,. Dann existieren ng,n; € N mit

IS
o)

g
VneN,nZno |an| < 5 A VneN,ann |bn| < 5

also folgt fiir alle n € N mit n > max{ng,n1}

™

5
|anibn|s|an|+|bn|<§+—:5.

[\

Zu (iv): Existiere also S € Ry mit Ve |bn| < S.
Sei e eR,.

Da (an)nen Nullfolge und ¢ € R, existiert ng € N mit VpeNnong lan| < 5
Daher folgt fiir alle n e N mit n > ng

anbal = faul - ol < 55 = .

also ist (anby)ney eine Nullfolge. O
Satz 4.4.

Vor.: Seien (an)nen, (bn)nen Folgen in K sowie ¢, d € K und gelte lim, o ay, = c,
lim,,—e0 by, = d.

Beh.:
(1) (an £bp)nen ist konvergent und lim, o (an £ by,) = ¢ +d.

(77) (an - bn)nen ist konvergent und lim, o0 (ay, - by) = c-d.

1 1 1
(175) (Vpenbn #0 A d#0) = (—) ist konvergent mit lim i
n / neN n—oo

n

(iv) (Vpenbn #0 A d#0) = (a—") ist konvergent mit lim I _
neN

N
n n—=o0 Op

alo

Beweis. (i) folgt aus (a, £b,) — (cxd) = (an —c) = (b, —d).
—— S——
Nullfolge Nullfolge

Nullfolge nach 4.3 (iii)
(ii) folgt aus

anbn = cd = (an = c) (b - d) + (an — ) d + (b, = d). c
Nullfolge Nullfolge  Nullfolge PeSchran Nullfolge Peschrén

Nullfolge nach 4.3 (iv), (iii)

Zu (iii): Wir zeigen zunéchst:

1
(— ) ist beschrankt.
an / peN

[ Zu e:= % e R, existiert ng € N mit

|
vneN,nZno |an - Cl < E ]
N————
2
=lan|2lel-le-anl> i = L|<F
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Setze S := max{ Lo 12 } Dann gilt ¥,y |L| < 5. Nunmehr folgt

faol?**** Jang 1] Tel an
. 1 1
firalleneN: ———=(c—ap)—- —.
anp ¢ c  ap
N e’ ——
Nullfolge  beschrinkt
Nullfolge
(iv) folgt trivial aus (ii) und (iii). O

Definition 4.5 (R, Konvergenz von Folgen in R).

(i) Wir setzen |R]:=RU {~oo, +oo}.
Wie oben bezeichnen dabei —oo,+00 zwei voneinander verschiedene Ob-
jekte, die nicht reelle Zahlen sind.

Wir erweitern die Ordnungsrelation ,<“ in R zu einer Ordnungsrelation
,<“in R, indem wir setzen:

—00 <400 und VY, —00<a A a< +oo.

Wir erinnern an Definition 2.19, wo wir fiir eine nicht-leere Teilmenge M
von R gesetzt hatten

sup M := +o0, falls M nicht nach oben beschrinkt,
inf M := —oo, falls M nicht nach unten beschrinkt,

und die Definition der unbeschrankten Intervalle in 2.22.

(ii) Sei (an)nen eine Folge in R. Wir definieren dann

(an)nen konvergiert gegen +00 <= V¥ cer IngeN VneN,nong @n > C,
(an)nen konvergiert gegen —oo i<= VY cer3n0en VY neN nsng tn < C,

(an)nen konvergiert in R = 3.z (@n)nen konvergiert gegen c.

Offenbar gilt:

Ist (an )pen konvergent in R, so existiert genau ein ¢ € R derart, da$ (an)nen
gegen ¢ konvergiert. Dieses ¢ € R bezeichnet man (in Verallgemeinerung
von Definition 4.1 (ii)) als Grenzwert oder Limes ay, fiir n gegen unendlich
(1i.Z.| lim a, 1.

n—oo

Satz 4.6.

Vor.: Seien (an )neN, (bn)nen Folgen in R sowie ¢,d € R und gelte limy, o0 an = ¢,
lim,,—se0 by, = d.

Beh.: V,enay, <b, = c<d.

Beweis. Angenommen ¢ > d.

?In diesem Symbol ist co kein eigenstandiges Objekt!
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1. Fall: ¢,d € R. Dann existieren zu ¢ := %l € R, natiirliche Zahlen ng,n; € N
derart, daf gilt

c—d c—d
VneN,nZno |an - Cl < T A VneN,ann |bn - dl < 9

also folgt fiir alle n € N mit n > max{ng,n1}: b, <d+ C%d = %l =c- C%d < Gy,

Widerspruch!

2. Fall: ¢ € R,d = —oo. Dann existiert zu jedem S € R, ein ng € N mit
VipeN T = ng = (an >c-— % A by, < —S), Widerspruch!

3. Fall: ¢ = +00,d € R. Dann existiert zu jedem S € R, ein ng € N mit
VoeNT 2N = (an >S Ab,<d+ %), Widerspruch!

4. Fall: ¢ = +00,d = —o00. Dann existiert zu jedem S € R, ein ng € N mit
Vapenn 2 ng = (an, > S A b, <=5), Widerspruch! O

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt aus V,ena, < by

nicht ¢ < d, wie das Beispiel der Folge (%)HGN zeigt: Es gilt ﬁ > 0 fiir alle
=0.

n € N aber lim
n—oon + 1

Hauptsatz 4.7 (iiber monotone Folgen). Sei (ay,)nen eine Folge in R.

(1) (an)nen monoton fallend (d.h. per definitionem V,en ane1 < ap)
== (an)nen konvergiert gegen inf{a, |n e N} e Ru{-oo}.

(77) (an)nen monoton wachsend (d.h. per definitionem Ve ne1 > ap)
== (an)nen konvergiert gegen sup{a,|n e N} e Ru {+oo}.

Beweis. Wir fiihren nur den Beweis von (i). (ii) zeigt man analog.

Seien daher (ay)ney monoton fallend und M := {a,, |n € N}.

1. Fall: M nicht nach unten beschréinkt. Dann gilt inf M = —o0, und wir
miissen lim,,, . a, = —00 zeigen.

Sei C' € R vorgegeben. C' ist keine untere Schranke von M, also existiert
no € N mit a,, < C' und aus der Voraussetzung (in (i)) folgt fiir alle n € N mit
n2ng: ap < any < C.

2. Fall: M nach unten beschréankt. Dann gilt ¢ :=inf M € R, und wir miissen
lim,, 00 ay, = € zeigen.

Sei € € Ry. Dann ist ¢ + ¢ nicht untere Schranke von M, da ¢ grofte solche.
Also existiert ng € N mit ¢ +¢ > ap, und es folgt fiir alle n € N mit n > ng:

Vor. (i)
cte>an, = ap>c2c—eg,alsola,—¢<e. O
Bemerkung. Bei komplexen Folgen von Monotonie zu sprechen, macht keinen
Sinn!
Beispiel 4.8 (Die geometrische Folge). Sei g € R.
Die Folge (¢")nen heillt geometrische Folge, und es gilt
+oo, falls g€ ]1,+oo[,
lim ¢" =41, falls ¢ = 1,
n—-oo
0, falls ge | - 1,1].

Fiir ¢ € ] - 00, —1] konvergiert (¢™)ney nicht in R.
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Beweis. 1. Fall: g € ]1,+o0o[. Dann ist (¢")neny monoton wachsend, also gilt
nach Teil (ii) des letzten Hauptsatzes
r}i_{lgoq" =ceRuU{+o00},
wobei ¢ :=sup{q®|neN}>¢"=1>0.
Zu zeigen ist: ¢ = +o0. Angenommen c # +o0, also c € R,.
(¢! pen ist eine Teilfolge von (g™ )nen, also gilt
lim ¢"*' = lim ¢" =c.
n—oo n—oo
Es gilt aber auch
lim ¢"*! = ¢ lim ¢" = gc,
n—oo n—o00
und somit folgt ¢ = gc. Wegen ¢ > 0 bedeutet dies ¢ = 1 im Widerspruch zu
ge]l, +ool.

2. Fall: g = 1. Trivial.

3.1. Fall: ¢ € ]0,1[. Dann ist (¢")ney monoton fallend und nach unten durch
0 beschrénkt, also gilt nach Teil (i) des letzten Hauptsatzes

lim ¢" =ceR,
n—o00
wobei ¢ :=inf{q"|n € N} > 0.

Wie im 1. Fall gilt ¢ = qc, also wegen ¢ #1:¢c=0.

3.2. Fall: ¢ =0. Trivial.

3.3. Fall: ¢ € | -1,0[. Nach 3.1. Fall ist (|¢"|)nen eine Nullfolge. Aus der
Definition der Konvergenz gegen Null folgt dann sofort, daf auch (¢")nen eine
Nullfolge ist.

4. Fall: ¢ = -1. Wegen lim, o0 [(-1)"| = 1 (nach 2. Fall) kann ((-=1)")nen
hochstens in R konvergieren. Angenommen ((-1)"),en konvergiert gegen c € R.
Dann existiert zu € :=1 € R, ein ng € N derart, daf fiir alle n € N mit n > ng gilt
|(-1)?" =¢| <1 und |(-1)*"" ¢/ <1,dh. [1-¢/<lund [1+c=]|-1-¢ < 1.
Nun folgt

2=[l+1|<[l-c|+[l+c<l+1=2,

Widerspruch!

5. Fall: g € ] — oo, —1[. Wegen des 1. Falles kann (¢")neny hochsten gegen +oo
konvergieren. Wegen Y,y g2 > 0 A ¢?™*! < 0 kann dies aber nach Definition der
Konvergenz gegen +oo nicht sein. O

Satz 4.9. Jede Folge in R besitzt eine monotone (d.h. monoton fallende oder
wachsende) Teilfolge.

Beweis. Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen. Wir betrachten die Menge
M :={n e N|Vien, an+k > an}.
1. Fall: M ist abzdhlber. Definiere dann

ip:=min M und Venin+1:=min{n e N|n>i, A YVieN, Gpek 2 an}.
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Beachte, dafs {n e N|n >1i, A Yien, anek 2 an} wegen der Voraussetzung des 1.
Falles nicht leer ist und nach Satz 2.33 ein Minimum besitzt. Dann ist (a;, )nen
eine monoton wachsende Teilfolge von (ay)nen-

2. Fall: M ist endlich. Nach Satz 2.60 existiert dann ng := maxM +1 € N,
und es gilt Ve nongIkeN, Gn+k < an. Setze

ip:=ng und VipeNins1 =i, +min{k e Ny |a;, +x <a;,}.

+

existiert nach 2.33

Dann ist (a;, )nen eine streng monoton fallende (d.h. genau V,enai,,, < ai,)
Teilfolge von (an)nen- O

Definition 4.10 (C, Konvergenz von Folgen in C).

(i) Wir setzen |C |:= C U {oo}.

Hierbei bezeichnet oo ein von +oo verschiedenes Objekt, das keine kom-
plexe Zahl ist.

(ii) Sei (an)nen eine Folge in C. Wir definieren dann

(an)nen konvergiert gegen oo :=> Y cer IppeNV neN,nzng an] > C,

(an)nen konvergiert in C re—= 3. (an)new konvergiert gegen c.

Offenbar gilt:

Ist (an )nen konvergent in C, so existiert genau ein c € C derart, daf (an)nen
gegen ¢ konvergiert. Dieses ¢ € C bezeichnet man (in Verallgemeinerung

von Definition 4.1 (ii)) als Grenzwert oder Limes ay, fir n gegen unendlich
22)_

(i.Z.| lim ay

n—oo

Hauptsatz 4.11 (von Bolzano-Weierstrak).
(i) Jede Folge in K besitzt eine in K konvergente Teilfolge.
(ii) Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine in K konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir beweisen den Satz zunéchst nur fiir den Fall K = R. Zum Beweis
im Falle K = C vgl. 4.13.

Sei (ap)ney eine Folge in R. Nach Satz 4.9 besitzt (ay)neny €ine monotone
Teilfolge (a;, )nen, welche nach Hauptsatz 4.7 gegen

c € {inf{a;, |n € N} ;sup{a;, |n e N} }

konvergiert. Damit ist (i) klar.
Ist (@p)nen beschrinkt, so auch (a;, Jnen, und aus Hauptsatz 4.7 folgt ¢ € R,
also ist auch (ii) gezeigt. O

22T diesem Symbol ist oo kein eigenstindiges Objekt!
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Satz 4.12 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Folgen). Sei (ap)nen eine
Folge in K. Dann gilt:

(an)nen konvergiert in K

> ViR, EIngeNvm,neN (m 2Ny AN 2ng = |am - anl < 5) .

d.h. per definitionem (ay)nen ist Cauchy-Folge

Beweis. ,,="“ Sei € € R,. Nach Voraussetzung gilt ¢ := lim, . a, € K, also
existiert zu 5 € R, ein ng € N mit Ve nong |an — | < 5. Fiir m,n € N mit m > ng
und n > ng folgt

|am—an|s|am—c|+|c—an|<E+E:E.
2 2

»<=" zeigen wir zunichst nur im Falle K = R. Sei (ay,)nen eine Cauchy-Folge
in R. Wir zeigen zunéchst

(an)nen ist beschrinkt. (86)
| Zu 1 € R, existiert nach Voraussetzung ein ng € N mit
Vinnen (M 20 An20=l|ay, —a,| <1.)
Insbesondere gilt fiir alle m € N mit m > ng
|am| < am = ang| + |ang| < 1 + |an,| € Ry,

und hieraus folgt offenbar (86). |

Aus (86) und dem Hauptsatz 4.11 (ii) ergibt sich die Existenz von ¢ € R und
einer Teilfolge (a;, Jnen von (an)peny mit limy, o0 a;, = c.

Wir haben nun zu zeigen, daf auch (a,)neny gegen ¢ konvergiert.

Hierzu sei € € R,. Nach Voraussetzung existiert zu % € R, ein ny € N mit

€
Vimnen (M 2n1 An 20 :>|am—an|<§). (87)
Ferner existiert wegen lim,,_, o @, = ¢ ein ng € N mit
€
Vaen (n 2 ng = la;, — | < =). (88)

2

Setzt man nun ng := max{ni,ns}, so gilt fiir alle n € N mit n > ng nach (87) und
(88)

e €
lan —c| < |an —a;,| +ai, —c| <=+ = =e.
2 2

Zum Beweis im Falle K = C, vgl. 4.13. O

4.13. Wir geben an dieser Stelle die Beweisideen fiir Hauptsatz 4.11 (ii) und
Satz 4.12 ,,<* im Falle K =C.

Lemma. Seien (t,)nen eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen und t € [0, +o0[.
Dann gilt:
lim t, =t = lim \/E=\/E

n—oo n—>oo
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Beweis. 1. Fall: t =0. Sei € € R;. Nach Voraussetzung existiert zu g2 e R, ein
no € N mit V,5,, 0 < t, < €2, also auch |v/%, — V0| = /f, < &, denn andernfalls
galte ¢, > g2,

2. Fall: t > 0. Sei € € R,. Nach Voraussetzung existiert zu ViteeR, einng eN
mit Y,5n, [tn — t| < Ve, also auch

I e I Vie
Vo= oS S

O
Satz 1. Eine Folge (ap)nen komplezer Zahlen konvergiert gemau dann gegen
a € C, wenn die reellen Folgen (Reap)neny bzw. (Imay,)nen gegen Rea bzw. Ima

konvergieren.

Beweis. Es gilt

|Rea, - Rea| < |an - a| = /(Rea, - Rea)? + (Ima, - Ima)?,

89
Ilma,, - Ima| < |a,, - a| = v/(Rea, - Rea)? + (Ima,, — Ima)2. (89)

Daher folgt aus limy,_, o |a, —a| = 0 sofort, daf gilt
lim |Rea, —Rea|=0 und lim [Ima, —Ima|=0. (90)

Umgekehrt folgt aus (90), dak lim,, . (Rea, - Rea)? + (Ima,, - Ima)? =0,
also wegen des Lemmas und (89) limy, e |a, —a| = 0. O

Im Falle K = C folgt Hauptsatz 4.11 nun aus Satz 1 und der reellen Version
von Hauptsatz 4.11. O

Satz 2. Eine Folge (ap)nen komplexer Zahlen ist genau dann eine Cauchy-Folge,
wenn die reellen Folgen (Reay)neny bzw. (Imay)pen Cauchy-Folgen sind.

Beweisskizze. Schreibe in (89) ,a,,* anstelle von ,a“ und argumentiere dhn-
lich wie im letzten Beweis. O

Die komplexe Version von Satz 4.12 folgt jetzt aus den Sdtzen 1 und 2 sowie
Satz 4.12 fiir K =R. O

Definition 4.14 (Adhérenzwert). Sei (ay)nen eine Folge in K.
Dann heift ¢ € K Adhdarenzwert von (an)neny (oder Haufungswert) genau
dann, wenn eine Teilfolge von (a,)ney existiert, die gegen ¢ konvergiert.

Bemerkung. Nach Satz von Bolanzo-Weierstraf besitzt jede Folge in K min-
destens einen Adhdrenzwert.

Definition 4.15 (Limes superior und Limes inferior). Sei (a,)ney eine Folge
reeller Zahlen. Wir definieren den Limes superior von (an)nen als
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lim a, [ :=|limsupay, * := lim sup{ay |k e N A k>n}eR
n—oo

n—oo n—o0

-~
hierbei limy— oo +00:=+00

und den Limes inferior von (an)ney als

lim a, ? :=|liminf a, 3 := lim inf{ag |k e N A k >n} eR.

n—»00 n—>oo

~

hierbei limy—co —00:=—00

| Der Limes superior von von (a,)neny ist wohldefiniert, da entweder gilt
Voen sup{ag |k € N A k2 n} = +oo oder die Folge (sup{ai|k e N Ak >n})pen ist
monoton fallend, und lim,, o sup{ax |k € N A k > n} existiert nach Hauptsatz
iiber monotone Folgen 4.7.

Die Existenz des Limes inferior von (ay, )neny begriindet man analog. |

Hauptsatz 4.16. Seien (ay,)nen eine Folge reeller Zahlen und c,d € R. Dann
gilt:

(1) Umsup,,_, an = ¢ <= c ist grofiter Adhdarenzwert von (an)nen-
(i1) liminf, .0 ay = d <= d ist kleinster Adhdrenzwert von (an)nen-

Beweis. Wir fithren nur den Beweis von (i), der von (ii) verlduft analog.

,= 1. Fall: ¢ € R. Fiir n € N sei s, := sup{ax|k € N A k > n}, also gilt
lim,,, 00 Sy, = C.

Wir definieren nun rekursiv eine Teilfolge (a;, )nen von (an )nen- Setze ig := 0.

Seien g, ..., 4, € N mit ¢ < ... < i, bereits konstruiert. Wegen limg_, o, s = ¢
existiert kg € N derart, daf gilt

1
VkeN(kaQZC——<Sk<C+

kE+1 k‘+1') (91)

Sei dann k; := max{ko,i, + 1}. Aus s, :=sup{ax |k € N A k>n} und (91) folgt
die Existenz von 4,41 € N mit 4,41 > k1 und

1
VkEN(k?Zk1=>C——<ain+1 <c+

k+1 )

E+1

Per constructionen gilt lim, o a;, = ¢, d.h. ¢ ist ein Adhérenzwert von (a, )nen-
Zu zeigen bleibt, daf ¢ der grofite Adhdrenzwert ist.

Angenommen es existieren ¢ € R mit ¢ > ¢ und eine Teilfolge (aj, )nen von
(an)neny mit limy, e aj, = C.

Der Fall ¢ = +oo kann nicht auftreten, da sonst lim, . S, = +oo gelten
miifste, im Widerspruch zur Voraussetzung des ersten Falles. Somit gilt ¢ € R.

Wegen limy, o0 aj, = ¢ > S€ existiert ng € N mit

c+c
Voen (n 2 ng = — < aj,)-

?3In diesem Symbol ist co kein eigenstandiges Objekt!
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Hieraus folgt fiir alle n e N
LG
sp =sup{ag |k 2 n} 2% > ¢,

im Widerspruch zu lim,, o S, = C.

2. Fall: ¢ = +o00. Dann gilt s, = +oo fiir alle n € N, und die Folge (a)nen
konvergiert offenbar selbst gegen +o0 und somit ist +oo der einzige Adhérenzwert
von (an)neN-

3. Fall: ¢ = —oo. Dann existiert zu jedem n € N ein 4, € N derart, daf
fiir alle n > i, gilt s, < —-n. Dann ist (a;, )pen eine Teilfolge von (ap, )peny mit
limy, 00 @, = —00.

,<="* Sei also c € R der grofste Adhédrenzwert der Folge (ay, )ney und angenom-
men limsup,,, ., an # ¢. Dann folgt aus der bereits bewiesenen Richtung ,,=*,
dafs gilt ¢ # ¢, Widerspruch! |

Hauptsatz 4.17. Sei (ay,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann gilt

(an)nen konvergiert in R <= limsup a,, = liminf a,,
n—oo

n—>oo
und im Falle der Konvergenz von (ay)nen in R folgt

lim a, =limsupa, = liminf a,,.

n—oo n—00 n—oo

Beweis. Ist (an, )nen konvergent gegen c € R, so konvergiert auch jede Teilfolge
gegen ¢, und es gibt nur diesen einen Adhérenzwert. Der letzte Hauptsatz 4.16
ergibt dann lim,, e @y, = limsup,,_, o an = liminf, . ay,.

Gilt limsup,,_, o ap = liminf,, . ay, so folgt aus

Vnen inf{ag |k e N Ak >n} <ap, <sup{ax |k eN Ak >n},
daf gilt limy, e @y, = limsup,,_, o @, = liminf,, e ay. O

Konvergenz von Reihen

4.18 (Unendliche Reihen). Sei (a)ken eine Folge in K.

1) Definition. Die unendliche Reihe Q. 24 ist per definitionem gleich der
g
k=0

n n
Folge (Z ak) = (ag,ap +ay,ag +ay +ag,...) der Partialsummen Z ag.

k=0 eN k=0
Die ay, k € N, ﬁeiﬁen Glieder und die Folge (ay)ren Gliederfolge der Reihe

ZZO:() Qg

?4Streng genommen miikten wir eigentlich +oco anstelle von oo schreiben. Wir definieren
aber nur das Symbol Y77 ar und berufen uns hierbei nicht etwa auf das bereits eingefiihrte
0. Insofern kdnnen keine Verwechslungen auftreten.
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k=0 k=0
man den Grenzwert oder Limes der Reihe

oo n
(ii) Im Falle der Konvergenz der Reihe ) aj; = (Z ak) in K bezeichnet
neN

n—oo

n
lim Z ar € K
k=0

ebenfalls mit | Y a |, (also mit demselben Symbol wie die Reihe.)
k=0

Man muf daher jeweils aus dem Kontext ersehen, ob das Symbol Z ag

k=0
eine Reihe (d.i. eine Partialsummenfolge) oder den Grenzwert in K einer
konvergenten Reihe bezeichnet.

In der folgenden Aussage tritt das Symbol z.B. in beiden Bedeutungen
auf: > aj, konvergiert gegen ) ax.
k=0 k=0

Beispiel 4.19 (Die geometrische Reihe). Sei ¢ € ] - 1,+00[. Die Reihe ) ¢
k=0
heifit geometrische Rethe, und es gilt

ad 1
(1) Vgel- ¢" =,
qE] 171[ k;) 1_q

qk = +00.

Nk

(ii> vqe[1,+oo[

k=0

Beweis. Man zeigt durch vollstindige Induktion, daf fiir jedes g € C \ {1}
gilt

1— qn+1

1-q

n
> q" = (92)
k=0

Ist |g| < 1, so ist (¢")nen eine Nullfolge (siche Beispiel 4.8), also gilt auch
limy, 00 g™ = 0. Hieraus und aus (92) folgt (i).

Ist g € [1,+o00[, so gilt fiir jedes n e N: Y7, ¢® > n +1, und somit folgt (ii)
wegen limy, .o 1 + 1 = +o00. O

Bemerkung (Achilles und die Schildkréte). Die Konvergenz der geometrischen
Reihe Y77, ¢~ fiir lg| < 1 beinhaltet die Losung eines der Paradoxa des Zenon
von Elea (um 490 v. Chr. — 430 v. Chr.), der nach Aristoteles’ (384 v. Chr. — 322
v. Chr.) Physik — hier zitiert nach [3, S. 178] — iiberlegt hat, ,daf das langsamste
Wesen in seinem Lauf niemals von dem schnellsten < Achilles> eingeholt wird.
Denn der Verfolger mufs immer erst zu dem Punkt gelangen, von dem das flie-
hende Wesen <die Schildkréte> schon aufgebrochen ist, so daft das langsamere
immer einen gewissen Vorsprung haben muf.“

Nehmen wir zur Veranschauung an, daf die Schildkrote 100 Fuf Vorsprung
auf Achilles hat, und daf Achilles 10-mal so schnell 1duft wie die Schildkrote. Hat
Achilles den 100 Fufs-Vorsprung durchlaufen, so hat die Schildkréte ihrerseits 10
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Fufs zuriickgelegt; hat er auch diese Strecke durchlaufen, so ist die Schildkréte
bereits einen Fufs weiter; hat Achilles auch diesen Weg durchlaufen, so ist die
Schildkrote bereits 1—10 Fufs vorangekommen usw.

Kurzum: Achilles kann die Schildkréte nicht einholen!?

Zenon hat recht: An keiner der angesprochenen, unendlich vielen Stellen
hat Achilles die Schildkrote erreicht. Aber er setzt voraus, daf die Summe der
unendlich vielen Stellenabschnitte auch eine unendliche Strecke ergibt, fiir deren
Zuriicklegung Achilles dann auch eine unendliche Zeitspanne bendtigt, und dies
ist eben nicht der Fall.

Die von Achilles zuriickzulegende Strecke, um die Schildkréte einzuholen,
betriigt 100 + 10 + £720(15)" FuB =110 + 1 Fuk =111+ § Fuk.

Die von Zenon angesprochenen unendlich gielen Zeitpunkte, zu denen Achil-
les (noch) hinter der Schildkrote zuriickliegt, liegen alle vor dem endlichen Zeit-
punkt, an dem Achilles und die Schildkréte sich treffen.?”

Satz 4.20. Sei (ap)ken eine Folge in K. Dann gilt:

Z ay, konvergiert in K = (ag)ren 4t Nullfolge.
k=0
Die Riickrichtung ist i.a. falsch, wie das Beispiel der harmonischen Reihe
(s.u.) zeigt.

Beweis. Fiir jedes n € N setzen wir b, = Y.}'_, ar. Nach Voraussetzung exi-
stiert ¢ € R mit limy o0 by, = ¢, also auch (da (bp+1)neny Teilfolge von (by )nen)

limy, 00 b1 = ¢ und folglich limy, 00 (bp41 — by ) = 0. Mit (a@p41)nen ist dann auch
S ——
=an+1

(an)nen eine Nullfolge. O
Satz 4.21. Seien (ak)pen, (bi)ren Folgen in K, ¢,d € K mit Zak = ¢ und
k=0

Z by, = d sowie A e K. Dann gilt
k=0

*Der Autor mochte an der Stelle auf zwei Stellen aus U. Eckhardts Vortrag [6] hinweisen,
in dem er neben der mathematischen Diskussion des o.g. Paradoxons u.a folgende beiden
Aspekte erwihnt:

sMeiner [also Eckhardts] Tochter verdanke ich eine hiibsche ,biologische’ Widerlegung des
Achilles-Paradoxons. Sie besitzt eine Schildkréte und ist daher mit der Materie aus eigener
Anschauung vertraut. Natiirlich wird die Schildkrote Achilles iiberholen. Bekanntlich erreichen
néamlich Schildkrsten ein sehr hohes Alter, das heifst Achilles wiirde irgendwann an Entkréftung
oder Altersschwiche sterben, wiahrend sich die Schildkréte dann noch in der Bliite ihrer Jugend
befindet und erst richtig loslauft.”

»Ein Physiker kénnte etwa sagen, dafl Achilles sich der Schildkréte nach Durchmessung
hinreichend vieler Teilstrecken bis auf Bruchteile von Bruchteilen eines Atomdurchmessers
gendhert habe, und spitestens dann sei nach der Heisenbergschen Unschérferelation die Frage,
ob er sie eingeholt habe, ohnehin keine korrekt gestellte physikalische Frage mehr.

Eine physikalische Widerlegung, die bis in die Antike zuriickreicht, und die letztlich auch
von Aristoteles angewandt wurde, ist die Leugnung der unbegrenzten Teilbarkeit von Raum
und Zeit. Nach neueren Erkenntnissen der Physik, der Stringtheorie, hat es keinen Sinn, iiber
Zeitintervalle zu sprechen, die kleiner sind als die kleinstmdgliche Zeiteinheit, die Planck-Zeit
von 107*3s und ebenso gibt es eine kleinste physikalisch sinnvolle Lange, die Planck-Linge
von 10™*cm. Man bezeichnet diese Ansicht als die finite-nature-theory. Sie besagt, dak unsere
Welt im Kleinen endlich ist.”
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(i) S (ar £b) = cxd,

k=0

(i1) > Aay = Ac.
k=0

n n n n n

Beweis. Aus V,ey z(ak + bk) = Z ap + Z by, und z Aag = A z ay, folgt
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

der Satz direkt aus dem entsprechenden Resultat fiir Folgen (siche Satz 4.4 (i),

(ii).) O
Satz 4.22. Sei (ay)ren eine Folge reeller Zahlen mit ¥ genag > 0 bzw. Vienag < 0.

Dann ist Z ap in R konvergent mit

k=0
Y ar=sup{) ap|neN} bzw. ) ap=inf{) ay|neN}.
k=0 k=0 k=0 k=0

Beweis. Da (X}_jak)neny monoton wiachst bzw. fallt, folgt der Satz aus
Hauptsatz 4.7 iber monotone Folgen. O

Satz 4.23 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen). Sei (ag)ren eine
Folge in K. Dann gilt:

[e <] m
Z ay, konvergiert in K <= V.er, 350enVnmen (M >n 2 ng = Z agl<e.)
k=0 k=n+1

Beweis. Fiir m,n e Nmit m >n gilt 1" gar— X3 o ar = Xje, 1 ak. Daher er-
gibt sich die Behauptung aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen
4.12. O

Definition 4.24. Sind r € Z und (ax)rsr = (ag+r)ken €ine Folge in K| so be-

zeichnen wir Z aryp auch mit Z ag.
k=0 k=r

Wenn diese Reihe in K konvergiert, dann bezeichnen wir ihren Grenzwert
n+r 0o

n
lim Z Gryp = lim Z ay, ebenfalls mit Z ag.
n—>oo k‘:O n—oo k‘:?"

k=r
Beispiel 4.25 (Die harmonische Reihe). Die harmonische Reihe ). kon-
k=0

vergiert gegen +oo.

Beweis. Nach Satz 4.22 ist Zl?:l% =Y ﬁ konvergent in Ru {+o00}. Zu
zeigen ist, dafs die Reihe nicht in R konvergiert, und d.h. nach Satz 4.23 genau

m
Jeer, VngeNTmnen |m >n2np A Z —>e].
k=n+1 k

Beweis hiervon: Seien € := % und ng € Ny beliebig, m := 2ng,n := ng. Dann
gilt m >n >np und

mo1 2 1 1 1 1 1
Yoo—= ) -= + tot—2ng— == =¢.
k:n+1k7 k=ng+1k n0+1 n0+2 27’L0 27’L0 2

28



Satz 4.26 (Vergleichskriterium).
Vor.: Seien (ak)keN, (bk) ke zwei Folgen reeller Zahlen VkeN b < ay. Dann heifit

die Reihe Z ar eine Majorante von Z by, und zugleich Z br eine Minorante
k=0 k=0 k=0

o0
von Z ag.
k=0
Beh.:

(i) (Majorantenkriterium)
(Vien b 2 0) (z ay konvergent in R)
k=0

= Z br konwvergent in R und Z by < Z ag-
k=0 k=0 k=0

(ii) (Minorantenkriterium)
Y by, konvergiert gegen oo == " aj, konvergiert gegen oo.
k=0 k=0

Beweis. (i) folgt aus Hauptsatz 4.7 iiber monotone Folgen, da (X7_)bk),,n
eine durch ;7 ar € R beschrinkte monoton wachsende Folge ist.
(ii) folgt aus Satz 4.6. O

=1
Beispiel 4.27. kz_:l yE ist konvergent in R.

Beweis. Fiir k e Nmit k> 2 gilt 0 < % k(kl—l):ﬁ % also auch fiir n > 2
Ll & 1 o1 o1 1 n-ooo
< =y -y —=1-—n5 T,
ik T i k(k-1) k-1 3k n

und aus Satz 4.26 (i) folgt, dak Y77, k% gegen eine reelle Zahl <1 konvergiert.

Daher ist ».72, k_12 konvergent gegen eine reelle Zahl < 2. O
— 1 772 : : : :
Bemerkung. Z =5 wobei 7 =3,141592... die Kreiszahl sei.

Deﬁnltlon 4.28. Sei (ax)ren eine Folge in K.

Z ay, heilst absolut konvergent in K genau dann, wenn Z lag| in K konver-
k=0 k=0
giert.

Satz 4.29. Seien (ag)gen, (bk)reny Folgen in K derart, dafl Zak und Zbk
k=0 k=0
absolut konvergieren. Ferner sei A € K. Dann gilt

(i) > (ak +by) ist absolut konvergent,
k=0

(i1) Y. Aay, ist absolut konvergent,
k=0
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(i) Y. ai ist konvergent.
k=0

Beweis. Zu (i): Aus der Konvergenz von Y77, |ax| und Y37, |bx| ergibt sich
nach Satz 4.21 (i) die Konvergenz von Y72, |ak| + |bk|- Hieraus folgt mit dem
Vergleichskriterium 4.26 (i) wegen Yien0 < |ag + bg| < |ax| + |bi| die Konvergenz
von ZI:O:O |ak + bkl

(ii) ist klar, da fiir alle n e N gilt: Y1 _o |Aar| = [N Xio lakl-

Zu (iii): Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium 4.23 ist zu zeigen:

m
(VEER+ EIngean,meN (m >nz2ng= Z |ak:| < 5) )
k=n+1

m
- (veeR+3noean,meN (m >n2ng= Z a| < E) )
k=n+1
Dies ist aber klar, da stets |X7%,,,1 axl < X7%,41 lax| gilt. ]

Bemerkung. Aus der Konvergenz einer Reihe folgt i.a. nicht die absolute Kon-
vergenz, vgl. z.B. unten die alternierende harmonische Reihe.

Satz 4.30 (Vergleichs- oder Majorantenkriterium fiir absolute Konvergenz).
Vor.: Seien (ax)ren eine Folge in R und (bg)ken eine Folge in K. Es gelte ferner
Y keN |bk| < ag, also insbesondere ay, > 0.

Beh.: Z ay, konvergent in R = Z br. absolut konvergent in R.
k=0 k=0

Beweis. Wir wenden das Cauchysche Konvergenzkriterium 4.23 auf die Reihe
Yo lbk| an.

Sei ¢ € R,. Da Y7 ar konvergiert, existiert nach 4.23 (angewandt auf
Yreoar) eine Zahl ng € N derart, daf fiir alle n,m € N mit m > n >ny gilt:

m m
Z ap = Z apl <e
k=n+1"" lk=n+1
20
Wegen
m m m
Z bk < Z |bk| < Z ag
k=n+1 k=n+1 k=n+1
folgt hieraus der Satz. O

Satz 4.31 (Quotientenkriterium). Sei (ax)ren eine Folge in K mit

a
30e10,1[ FroeN Vien (K 2 ko = (ak £0 A Z” < C)). (93)
k
Dann ist Z ag absolut konvergent.
k=0
Warnung. Der Satz gilt nicht, wenn (93) durch
Ak+1

FrpenVien (k > kg = (ak £0 A

<1))

ersetzt wird, wie das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt.

ay

60



Beweis. Fir k € N mit k > kg gilt |ags1| < Clag|. Hieraus folgt induktiv
Vien0 < |ak0+k| < |ak0|0k. (94)

Die geometrische Reihe Y72, C* ist nach Beispiel 4.19 (wegen |C| < 1) kon-
vergent in R, also ist auch Y52 |ax,|C* konvergent in R. Nach dem Vergleichs-
kriterium 4.30 ist wegen (94) auch Y322, |ax| = X720 [ake+x| konvergent in R und
somit offenbar auch Y37 |axl- O

Zusatz. Gilt 3y enVien (b 2 ko = (ak 0 A |ag—:| > 1)) anstelle von (93), so

ist Ypoax nicht in K konvergent, da die Gliederfolge dann keine Nullfolge sein
kann.

Bemerkung. Gilt ay # 0 fiir alle & € N bis auf endlich viele, so ist (93) dquivalent
zu lim supy,_, oo |a’€21

<1, und des weiteren ist liminfy_, |a221 | > 1 dquivalent zu

> ().

ak+1

Ace]1,+o0] Ikoen Vkeny (K 2 ko =

Beispiel 4.32 (Die Funktionen exp,sin und cos). Fiir jedes a € C sind die
folgenden Reihen absolut konvergent:

a2k+1 2k

Yo 2O e 200 G

k=0

[ Fiir @ = 0 ist dies trivial, sei also a # 0. Nun wenden wir das Quotienten-
kriterium an:

ak+1
(k?;;)! = k:lill gnady 0, also < — fur k > ko, ko grof,
(_1)k+1a2k+3 | 9
(2k+3)T |al hortoo
= 0, also < — f k>ko, k i
et | ™ (2 +2)(2h +3) Ao S g MR 20, o8I0,
(_1)k+1a2k+2 9
@R | |al koo 1
Core | T @ )@ D) 0, also < fur k> ko, ko grok. |

2k)!

Daher existieren eindeutig bestimmte Funktionen exp, sin,cos: C - C mit

( ) io: ak i 2k+1 ( ) i( )k a2k

Vaeec expla) = — 7,cosa: -1 .

“ =k = (2k + 1)! = (2k)!

exp heiltt Frponentialfunktion, sin heifst Sinus und cos heifst Cosinus.

Satz 4.33 (Wurzelkriterium). Sei (ay)gen eine Folge in K mit
3c€10,1[Fkoen Vkert (£ 2 ko == V/]ax| < C). (95)

Dann ist Z ag absolut konvergent.
k=0
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Warnung. Der Satz gilt nicht, wenn (95) durch

FroenVien (k > ko = /|ax| < 1)
ersetzt wird.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt Ve kko |ak] < C* €10,1[, also folgt aus
der Konvergenz der geometrischen Reihe und dem Vergleichskrierium 4.30 die
Konvergenz von Y32, |ax| und damit auch die Behauptung. 0

Zusatz. Gilt VigenIgen (B 2 ko A V/|ag| = 1) anstelle von (95), so ist Y12 ak
nicht in K konvergent, da die Gliederfolge dann keine Nullfolge sein kann. Be-
achte, dafi \/|ag|>1 <> |ag| > 1 gilt.

Bemerkung. (95) ist dquivalent zu limsup;,_, o, v/|ax| < 1, und entsprechend ist
lim supy,_, oo \’“/|ak| > 1 dquivalent zu 305]17+°°[Vk0eNE|kEN (k >ko A ¥ |ak| > C)

Definition 4.34 (Teilreihe, alternierende Reihe). Seien (ak)gen, (bx)reny Folgen
in K.

(i) Z b, heillt Teilreihe von Z aj genau dann, wenn (by)key eine Teilfolge
k=0 k=0
von (ag)gen ist.

(ii) Sei K=R.
Dann heifst Z ay, alternierend genau dann, wenn gilt Vyeyagagsq <0.
k=0
Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe Z(—l)k 1 ist alternierend.
k=0

Satz 4.35 (Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen). Sei
(ak)ken eine Folge reeller Zahlen mit folgenden Eigenschaften

Y ay ist alternierend, (96)

k=0
Vien lak+1| < lagl, (97)
klim ay = 0. (98)

Dann ist ) aj, konvergent (i.a. nicht absolut).
k=0

Beweis. Wegen (96) diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit an-
nehmen, dafs gilt
Vien agk >0 A aggey <0, (99)

(ansonsten gehe man von (ag)ken zu (—ag)ken tiber.)
Sei (Sp )nen die Partialsummenfolge der Reihe Y77 ak, d.h. Vypensn = Yo ak.
Wir behaupten:

VN S1 <. € 89p41 € 59043 < Sop42 < Sop £ ... £ 50. (100)
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| Zu (100):

(97)

(99)
Son+3 = S2n+1 = A2p+2 + A2p43 = |G2ns2| = |az2nes| 2 0,

(99)
S9n42 = S2p43 = Q2p43 < O,

(97)

(99)
Sop — S2n42 = —A2p+1 — A2n+2 = |G2n+1]| —|agn+2| = 0. ]

Wegen (100) und dem Hauptsatz iber monotone Folgen 4.7 existieren ¢, d € R
mit

lim s9,41 =c¢ und lim s9, =d. (101)
n—oo n—oo
Nun folgt
. . (98)
c—d=lim Sops1 — Sop = lim agper = 0, (102)
NnN—>00 \ /) n—>oo
=a2n+1
also gilt c=d.
Aus (101) und (102) folgt offenbar Y77 ax = limy, e Sy, = C. 0
Beispiel 4.36 (Die alternierende harmonische Reihe). Die alternierende har-
monische Reihe 1 - % + % - % +—... erfiilt die Voraussetzungen von 4.35, ist also

konvergent in R.
Wir werden in 7.3 (ii) sehen, daf Y520 (-1)* 5 =1In(2) gilt.
Diese Reihe ist aber nicht absolut konvergent, vgl. 4.25.

Wir haben in den Kapiteln 2 und 3 gesehen, dal flir endliche Summen —
sprich Reihen — das allgemeine Kommutativgesetz gilt, vgl. 2.47 (ii) Satz 2
Es ist nun natiirlich, zu fragen, inwiefern unendliche Reihen kommutativ sind.
Der nichste Satz zeigt, dafl sich absolut konvergente Reihen beliebig umordnen
lassen, ohne daf sich das Ergebnis verdndert. Fiir nicht absolut konvergente
Reihen hingegen ist dies nicht der Fall. Der Riemannsche?® Umordnungssatz
besagt sogar, daf im Reellen das stirkste nur denkbare Gegenteil der Fall ist.

Hauptsatz 4.37. Sei (ai)ken eine Folge in K derart, daff ). aj in K konver-
k=0
giert. Dann gilt:

(i) Wenn Zak absolut konvergiert, so ist fir alle bijektiven Abbildungen

k=0
1: N - N die Reihe Z a;i(ky absolut konvergent, und es gilt Z Qik) = Z ag-
k=0 k=0
(ii) (Riemannscher Umordnungssatz)
Wenn Z ar, nicht absolut konvergiert, so existiert im Falle K = R zu al-
k=0

len Elementen c,d € R mit ¢ < d eine bijektive Abbildung i: N - N mit

hm mf Z aky = ¢ und hm sup Z aiky =d.
=% k=0

*%nach Bernhard Riemann (1826-1866)
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Beweis. Zu (i): Sei Y.77 a absolut konvergent und bezeichne i: N - N eine
beliebige bijektive Abbildung. Wir zeigen zunéchst, daf gilt

lim (Z ag — z al(k)) =0. (103)
k=0

n—>o00 k):O
Sei € e Ry. Da Y72 ax absolut konvergiert, existiert nach dem Cauchyschen
Konvergenzkriterium 4.23 eine Zahl ng € N derart, daf gilt

m

VmEN,m>no Z |ak| <é&. (104>

k:n0+1

Wihle nun nq € N mit nq > ng mit

{0,...,n0} € {i(0),...i(n1)}. (105)

Sei n € Ny mit n > ny > ng. Wegen (105) sind dann ayg, . .. , an, unter den Gliedern
sowohl von Y3'_ ax als auch von Yi_ a;(x), also enthilt Yp_oap—Y)_o air) diese
Glieder nicht, und aus (104) folgt fiir geeignetes m € N mit m > ng

Yoap =Y ai|< D lawl <e. (106)
k=0 k=0 k=ng+1

Aus der Beliebigkeit von € € Ry in (106) folgt (103).

(103) zeigt, dak Y32, a;) gegen denselben Grenzwert wie Y72 ay konver-
giert.

Nun ersetzen wir in (103) und dem Beweis von (103) .72 ax durch Y77 |ax|
und Y720 a;ky durch Y720 |a;xy|- Dies zeigt dann, dah Y72 a;k) absolut kon-
vergiert, und (i) ist bewiesen.

Zu (ii): Wir setzen fiir jedes k € N

ay, := max{ax,0} >0 und aj := max{-ax,0} >0,

also (da (ag)ren also Gliederfolge einer konvergenten Reihe eine Nullfolge ist)

lim af = lim a; =0 (107)
k—o0 k—o0
sowie
a =aj, —ap und |ag| =aj +aj. (108)
Es folgt
Y ajf =+o0 und Y aj =+oo. (109)
k=0 k=0

[ Denn wére eine der Reihen in (109) in R konvergent, so folgte aus der
Konvergenz der urspriinglichen Reihe und (108), daf auch die andere in R kon-
vergierte, also auch Y77, lax| = X72p ar + X ar, im Widerspruch zur Voraus-
setzung, daf die urspriingliche Reihe nicht absolut konvergiert. |
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Seien nun (pk)keN bzw. (qk)keN die Teilfolgen von (CLZ)kEN bzw. (a;)keN, die
man erhélt, indem man Folgenglieder, die gleich Null sind, auslabt. (px)xen bzw.
(=qx)ken ist also genau die Teilfolge aller positiven bzw. negativen Folgenglieder
von (ag)gen- Dann gilt nach (107)

Jim pg = lim g, =0 (110)
und nach (109)
Zpk,=+oo und qu=+00. (111)
k=0 k=0

Seien nun ¢, d € R mit ¢ < d beliebig.
1. Fall: ¢,d € R. Setze ng := mg = 0. Nach (111) gibt es ein kleinstes n; € N

mit n1 > ng,
ni-1
S0:= Y. PR >cC. (112)

k=ng

Sodann gibt es erneut nach (111) ein kleinstes m € N mit m; > my,

ni-1 mi1—1
tor= ), pr— ), @ <d (113)
k=ng k=mg

und nun wieder einen kleinsten Index no € N mit no > ng,

ni-1 mi1—1 na—1
S1 = Z Pr — Z qr + Z Pr > C. (114)
k=ng k=mg k=n1

Rekusiv erhdlt man eine Umordnung der Ausgangsreihe

oo [nir1—1 mip1—1
) I I (115)
=0 \ k=n; k=m;

mit ViEN n; <Njy1 € N, m; <Miy1 € N,

Jj=1 [ni-1 mie1—1 njp1—1
VjeN8j1=Z( DY qk)+ > > (116)

=0 \ k=n; k=m; k=n;

J [niv1-1 mie1—1
Vienti=> > - Y a]<d (117)

=0 \ k=n; k=m;
und
Vien0<sj—c<pn;,-1, (118)
Vien0<d—1; < 1. (119)

(118) bzw. (119) kann dadurch gewihrleistet werden, daf n;.1 bzw. m;.1 mini-
mal mit (116) bzw. (117) gewéhlt werden.
Wegen (110), (118) und (119) folgt, dafs (115) ¢ als Limes superior und d als

Limes inferior besitzt.
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2. Fall: ¢ = d = +00. Wihle rekursiv eine Folge (n;);en mit ng := 0 sowie

Vienni < ngy1 und
ni+1-1 7

Vien Y, PE>i+ ), G (120)
k=0 k=0

Dies ist wegen (111) moglich. Dann konvergiert

oo [ mnip1-1
> (( > i) - Qi)

=0 k:ni

gegen +oo, denn fiir jedes j € N gilt nach (120)

J nit1-1 nj41=1 J
Z(( >, pk)‘Qi)= Y - qk > J
=0\ k=n; k=0 k=0

3. Fall: ¢ = +00,d € R. Verfolge den Beweis des 1. Falles wortlich. Ersetze
jedoch ,,¢* in (112) durch ,,1%, in (114) durch ,,2¢ und in (116) sowie (118) durch
] + 14

4. Fall: ¢ = +00,d = —00. Analog zu den Modifikationen beim Ubergang vom
1. Fall zum 3. Fall verdndert man den 3. Fall.

5. Fall: ceR,d = —o0. Analog zum 3. Fall.

6. Fall: ¢ =d = —oc0. Analog zum 2. Fall. O

Bemerkung. Ernst Steinitz (1871-1928) hat gezeigt, dak ein komplexes Ana-
logon zum Riemannschen Umordnungssatz gilt:
Ist (ag)ren eine Folge in C und bezeichnet

L:={a€C|3i: N - N bijektiv:a = ) a;)}
k=0

den sog. Limesvorrat von Y7~ ak, so tritt stets genau einer der folgenden vier
Fille ein:

L=g.

L ist ein Punkt.

L ist eine Gerade in der komplexen Zahlenebene C alshlonge 2

L=C.
Satz 4.38. Seien (ag)ken, (bk )wen Folgen in K derart, dafs i a, i by absolut
konvergieren. i £

Dann ist auch thr Cauchy-Produkt i (Zn: akbn_k) absolut konvergent, und
es gult e

5 (B - (Ee) (52) 2

Beweis. Fiir n € N sei ¢, := ¥1/_ aiby,—i. Die absolute Konvergenz von Y77 ¢,
folgt dann aus dem Majorantenkriterium 4.30, da fiir jedes m € N gilt

Sl 3 3l < (i |ak|) (Z |bj|).

k=0 j=0
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Zu (121): Nach Satz 4.4 (ii) gilt

i (5 (50)- () ()

m—>00
also ist zu zeigen

m—>00

lim (zai)- Eb]— - ch =0.
i=0 j=0 n=0
Zum Nachweis hiervon sei € € R,.
Als Produkt zweier konvergenter Reihen ist die Reihe .7%_q|a;b;| ebenfalls
il = (ZiZoladl) (ZiZo lail)

konvergent — beachte, daf fiir jedes m € N gilt 3" _|a;b;]
gilt. Daher folgt aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium 4.23 die Existenz

einer Zahl mg e N derart, dal gilt

Vinen (m > mo = Z laibj| <€),
i, j=mo+1
und somit gilt fiir alle m € N mit m > 2mg
m m m
(L) (En)-Sa
i=0 3=0 n=0
m m m n m m
= Z Zaz Z Z arpbn_il < Z la;b;| < Z |aib;]
i=0=0 n=0k=0 1,j=0 ig=0
1+)>m >mo V J3>mg
m
< Z |aibj| <Ee.
i,j=mo+1
Od

g-adische Entwicklung einer reellen Zahl

Definition 4.39 (g-adische Entwicklung). Sei g € N mit g > 2
Eine g-adische Entwicklung einer reellen Zahl a ist gegeben durch eine Folge

(ak)kez k>—r, wobei r € N ist, mit vkeZ,kz—r ap € {0, g - 1} und

oo
a=x Y arg"

k=-r

(122)

a_ra_r+1...a_1a0,a1a2...)g und nennen g die

Wir schreiben dann a = +(
,g — 1 die g-adische Ziffern der Entwicklung von a

Basiszahl sowie 0, ...
Im Falle g = 10 schreiben wir den Index ¢ i.a. nicht

Bemerkung. Die Reihe in (122) konvergiert wegen
1
Zakg (9- 1)(1_ —1):1.

- 1) =1 = ¢° zeigt, daR die Entwicklung in

1
g

ad 1
Z = (g - 1) 1
k=1 -2
(122) nicht eindeutig ist.
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Beispiel. Wir rechnen in der heutigen Zivilisation iiblicherweise dekadisch, d.h.
zur Basis zehn, weil wir zehn Finger haben. Mit 8306 bezeichnen wir die reelle
Zahl 8-10% +3-10% +6- 10°.

Fiir technische Anwendungen hingegen hat sich das Dualsystem — d.h. dya-
disch oder zur Basis zwei — als praktisch erwiesen, da man hier Zahlen mit
den zwei Zustédnden eines elektrischen Stromkreises darstellen kann. Es ist z.B.
(1000)2 = 1-23 = (8)10.

Das Duodezimalsystem hat zwolf als Basis. Wir finden es in der Rechnung
mit Dutzend und Gros und im angelsdchsischen Maksystem — z.B. sind zwdlf
Pence gleich einem Shilling.

Die Maya rechneten vigesimal, d.h. zur Basis 20, weil wir zehn Finger und
zehn Zehen haben.

Beim Kompaf wird der Kreis in 360 Grad eingeteilt, ein Grad in 60 Winkel-
minuten, diese weiter in 60 Winkelsekunden, welches ein Relikt des schon von
den Babyloniern verwendeten Systems zur Basis 60 ist.

Hauptsatz 4.40. Sei g € N mit g > 2. Dann besitzt jedes a € R eine g-adische
Entwicklung (122), und diese ist eindeutig, wenn ¥y ez ko>—r Ikez kko Ok * g — 1
gefordert wird.

Zusatz. Sind Y77, apg™F = Yres arg~® zwei verschiedene g-adische Entwick-
lungen derselben reellen Zahl, so kénnen wir r =7 annehmen (setze die fehlenden
Koeffizienten Null), und es folgt die Existenz von ko € Z mit ko > —r sowie

VheZ,—r<kako Ok = Ak, Qg =y + 1, Viez poko (0, =0 A Gy =g—1)
oder dieselbe Aussage mit ay, ay, fir alle k € Z,k > —r, vertauscht.

Beweis: Zur Existenz: Es geniligt offenbar zu zeigen, dafs jedes a € R, eine
Entwicklung (122) besitzt.

Ferner koénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, daf a € [0, ¢°[ gilt. (Denn
wegen limy, o g = +0o existiert ng € N mit a < g™, und es ist g7%a € [0,¢°[.
Multiplikation einer vorhandenen Entwicklung fiir ¢7™a mit ¢™° liefert dann
eine solche fiir a.) Seien daher 7 :=0 und ag := 0.

Wir setzen aq := |ga|, Ry :==a— “?1 und definieren rekursiv fiir n € N mit n > 2

n+1

) _ a
ane1 = 9" an| sowie Ry =a- Z arg ¥ =R, - gZ—ﬁ
k=1
Induktiv folgt
Voen, 0< R, < g™ Aape{0,...,g—1} (123)

[n=1:Esgilt ae[0,1] und somit 0 < ga < g, also a1 =|ga] € {0,...,g-1}.
AuRerdem haben wir nach Definition der Gauk-Klammer 0 < ga - |ga] < 1, also
auChOSa—%<§.

——
=R
nen+l:Aus0< R, < g™ folgt 0 < "' R, < g und somit 0 < [¢"" R, | < g.
~———
=an+1

Daher gilt a,4+1 € {0,...,9—1}. Wie oben haben wir nach Definition der Gaufs-
Klammer 0 < g"*'R,, - |¢""' R,,| <1 und folglich 0 < R,, — %21 < g=(+1) ]

g7L+1
N——
N——
=a.
n+1 =Rns1
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Aus (123) ergibt sich limy o Ry =0 und somit nach Definition von R,

n (<]
a = lim (a - R,) = lim Z akg_k = Z akg_k
n=ee g | =1

Wir zeigen auferdem, daff wir a; # g — 1 fiir unendlich viele k € N annehmen
kénnen. Falls kg € N mit Vien sk, ar = g — 1 existiert, so sei kg minimal mit
dieser Eigenschaft. Dann gilt kg > 1 (sonst wire a > 1 = ¢°) und ag, < g - 1. Wir
setzen dann ay, = ay, fir k€ {0,...,ko— 1}, @g, = ag, + 1 und aj =0 fiir £ € N mit
k > kg. Dann gilt

Z arg ™"

ko-1 )
( > &kg_k) +apg ™+ (g-1) > g
k=0

k:k0+1
————
i g—ko
k=1 -1

ko-1 i i

- (deg_) (ak, +1)g O—Zakg
k=0
Zum Zusatz: Seien (ax)kez k>-r, (k) kez, kz—r zwel Folgen in {0,...,g—1} mit

Y, apg™F = Sre, axg~® und ko € Z, ko > —r minimal mit ak, * ak,. Ohne
Einschrénkung gelte ay, > ay,. Dann folgt

0= ) arg ™" - > arg ™"
k=-r k=-r
(ako - dko ko + Z ak - ak
S~——— k= k‘0+1_z—’
21 2-(g-1)
-k — -k
> g -(g-1) Y g
k=ko+1
g
= g —(g-1)=—=gM-gM =0,
g-1

also gilt stets Gleichheit, und dies ist genau dann der Fall, wenn

Ay = Ay + 1 A Ve ko ap —a =-(g-1).

d.h. genau ak;O ANap=9g-1

Offenbar folgt nun auch die Eindeutigkeitsaussage, und der Hauptsatz inkl.
Zusatz ist vollstdndig bewiesen. O

Bemerkung. Der Beweis gibt uns ein Verfahren an die Hand, welches wir zur
g-adischen Entwicklung, g € N, g > 2, von Briichen der Form P mit p,q € N, und
q

p < ¢ nutzen kénnen:
Es gilt b (0,a1az...)4, wobei sich die ay, k € N,, wie folgt rekursiv bestim-
q

men lassen:
Ry:==pe{0,...q-1}.
Vien, 9Rk = axq + Ry mit ap € {0,...¢9 -1} und Rpy1 € {0,...q-1}.
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Definition 4.41. Seien g € N mit ¢ > 2 und £Y77 | apg Feine g-adische Ent-
wicklung einer reellen Zahl.

(i) Die Entwicklung heift endlich genau dann, wenn ko € N, existiert derart,
dak Vien koo ax = 0 gilt.

(ii) Die Entwicklung heift periodisch genau dann, wenn ko,l € N, existieren
derart, dafs V keN ksko Qk+l = Ay gilt.

In diesem Fall schreiben wir auch (+a—,...ap,a1 ... Qgy-1Gxg - - ak0+l)g fur
(£ap ... Q0,01 ... Qky—1Gkg - - - Qlogtl - - .)g.

1 [ 1
Beispiel. - = 0,142857 und 29 " 0,0344827586206896551724137931.

Satz 4.42. Sei g € N mit g > 2. Dann gilt: Endliche und periodische g-adische
Entwicklungen stellen rationale Zahlen dar.

Beweis. Fiir endliche Entwicklungen ist die Behauptung trivial. Daher un-
tersuchen wir periodische Entwicklungen, und hier geniigt es solche der Form
(0,a7 ...ako)g zu betrachten.

ko
Es gilt a:= (0,a1 ... ax,), = > % €Q und
k=1

a = (O,al...ako)g
.
Ta = 0,00 ag...0k,
gO N——
ko Stiick g
1
5@ = [0,0...0 0...0 ay...ag,
g 0 K ——— N——
ko Stiick ko Stiick

> 1 > 1 1
Somit folgt Z e (0,a1- @k, ;, und wegen Z e dl - ¢ Q haben
=0 g =0 g gko
wir den Satz bewiesen. O
= (1YY 7 1 8
Beispiel. 0,72 =0,72 Z(—) ==
2 V100 1001 - 355 11

Satz 4.43. Sei g € N mit g > 2. Dann gqilt: Eine g-adische Entwicklung einer
rationalen Zahl ist entweder endlich oder periodisch.

Beweis. Seien p,q € N;. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, daf
p < q gilt. Betrachte nun die Rekursion zur Bestimmung einer g-adischen Ent-

wicklung (0,a1 ...ax)y von 2 in der Bemerkung im Anschluf an den Beweis von

Hauptsatz 4.40. Wegen Vien, Ry € {0,...¢q— 1} konnen zwei Fille auftreten:
Entweder existiert ko € Ny mit Ry, = 0. Dann folgt Vpen k>ko ax = 0.
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Oder es existieren ko,l € N mit Ry, = Ri+1 € {1,...,¢—1}. Von der Stelle
ko +1 an lauft die Konstruktion der Ziffern a; dann genauso weiter, wie sie nach
der Stelle kg gelaufen ist, m.a.W. ist diese g-adische Entwicklung periodisch.

In beiden Féllen folgt die Behauptung aus dem Zusatz zu Hauptsatz 4.40. O

Wie in Kapitel 2 angekiindigt, konnen wir nun beweisen, daff R {iberabzihl-
bar ist.

Satz 4.44.
(1) 10,1[ ist dberabzihlbar.
(ii) #]0,1[ = #R.

(iii) #R = #{0,1}" = #P(N).

Beweis. Zu (i): Der Beweis stammt von Cantor und wird Cantors zweites
Diagonalargument genannt.
Wir nehmen an, wir hétten eine Bijektion

a: Ny — 0,1[, n —> a,, =0,ap1 ap2ans . . .,

wobei wir die Elemente von ]0,1[ dekadisch darstellen:

ay = 0,&11&12&13...
as = 0,&21&22&23...

as = 0,(131 az2 ass ...

Dann liegt b= 0,b1b2b3 ... mit

0, falls a,,#0
VneN+ bn = ’ A
1, falls ap, =0

in ]0,1[. b kann aber in obigem Schema nicht vorkommen.

Zu (ii): 10,1[ - ] = 1,1[, t = 2t -1, ist bijektiv (und besitzt die Umkehrbbil-
dung | -1,1[ - ]0,1[, t » %)

|-L1[ >R, t — 1_L|t|, ist ebenfalls bijektiv (und besitzt die Umkehrabbil-
dungR—»]—l,l[,tHﬁm.)

Zu (iii): Die Abbildung

g‘B(N) - {07 I}Nv Ar— (Ak)k’ENv

1, falls ke A,

Ve Ag =
hen 2k {o, falls k ¢ A,

ist offenbar bijektiv.

M := {(ak)keN € {O, 1}N | HkoeNVkeN,kzko ap = 1} ist offenbar nicht endlich
und kann vermoge Satz 4.42 und Hauptsatz 4.40 inkl. Zusatz als Teilmenge der
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rationalen Zahlen (némlich der dyadisch entwickelten rationalen Elemente von
[0,1]) aufgefakt werden. Daher ist M abziahlbar, und

{0, 13\ M — [0,1[, (ag)ren — (0,a0a1az...)2

ist nach Hauptsatz 4.40 inkl. Zusatz bijektiv.

Wegen (ii) geniigt es nun zum Nachweis von (iii) zu zeigen, daf die disjunkte
Vereinigung von [0, 1[ mit einer abzéhlbaren Menge dieselbe Michtigkeit wie
[0, 1] hat:

Sei P die Menge aller Primzahlen?”. Dann ist P abzdhlbar?®.

Die Abbildung

[0,1[uP — [0,1]

%, falls t = p Primzahl,
t +— ﬁ, falls ¢t = #, mit p Primzahl und n e N,
t, sonst,
ist bijektiv. O

Konvergenz von Folgen und Reihen von Funktionen

Definition 4.45 (Funktionenfolgen und -reihen, Potenzreihen).

(i) Seien M eine beliebige Menge und (f,)nen eine Folge in KM, (d.h. eine
Folge von Funktionen f,: M —K.)

a) Wir definieren N := {a € M| (fn(a)),n konvergent in K} und den
Grenzwert oder Limes der Funktionenfolge

lim f: N — K, a+— lim f,(a).
n—oo n—oo

Beispiel.

1.) Nach Beispiel 4.8 konvergiert (ac"|]_171])neN gegen f:]-1,1] - R
mit fl-y 1 =0 und f(1) = 1.

2.) (fn)nen, wobei f: R — R fiir jedes n € N gegeben sei durch

0, t<0,
nt O<t<i
t — 9 n?
Fnt) 2-nt, L<t<2
0, t>2

konvergiert fiir n gegen oo gegen die konstante Funktion vom
Wert 0 auf R.

?"p € N, heift Primzahl genau dann, wenn p auRer 1 und p keine Teiler besitzt. k € N, heifit
Tesler von p genau dann, wenn [ € N, mit p = k- [ existiert.

8 Als Teilmenge von N ist P hochstens abzihlbar. Angenommen es giabe nur endlich viele
Primzahlen p; <... <pp, so wére p1 ... pn + 1 eine Primzahl grofer p,. Widerspruch!

?%In diesem Symbol ist co kein eigenstandiges Objekt!
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(i)

| Fiir t <0 ist die Sache klar. Zu ¢ > 0 existiert ng € N mit n > %
fiir alle n € N mit n > ng, also gilt V,eN pengfn(t) = 0 und somit
limy, o0 fr(t) =0. ]

b) Die unendliche Reihe Z fr P (mit (fr)ren als Gliederfolge) ist per
k=0

definitionem die Funktionenfolge (X7_q f)en-

Die Funktion lim Y fi (vgl. a)) heikt die durch die Reihe ). f
"7 k=0 k=0

definierte Funktion und wird ebenfalls mit dem Symbol Z fx | be-
k=0

zeichnet.
Sei in (i) b) speziell M =K und sei ag € K sowie fiir jedes n e N

fn=cn(z-ag)": K—-K, wobei c, € K.3

Dann heift die unendliche Reihe ) ¢,(2—ag)" auch eine Potenzreihe (mit
n=0

Koeffizienten ¢, und Entwicklungspunkt ag).

Hauptsatz 4.46.

Vor.: Seien a, € K fiir jedes n € N, 29 € K und Z cn(z = ap)" die zugehdrige
k=0
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt ag.>°
Beh.:
(i) Es ezistiert genau ein R € [0,+00]?! derart, daf ). c,(a - ag)"™ fiir alle
k=0

(i)

a € K mit |a —ag| < R absolut in K konvergiert und fir alle a € K mit
|a — ag| > R nicht in K konvergiert.

R ergibt sich aus der Cauchy-Hadamardschen®? Formel

R= ! (124)

. )
limsup,,_, o V/|cnl

wobei wir hier % = +o00 und J%o =0 setzen.

Die durch die obige Potenzreihe dargestellte Funktion besitzt im reellen
Falle als Definitionsbereich ein Intervall J ¢ R - das sog. Konvergenzin-
tervall der Potenzreihe — mat

]—R+a0,a0+R[CJC[—R+a0,a0+R]

und im komplexen Fulle eine ,Kreisscheibe® M mit

Ur(z0) ¢ M c Ugr(ao).

39Tm Falle K = R schreibe man hier = anstelle von z.
2110, +00] := [0, 00[ U {+00}
32pnach Jacques Hadamard (1865-1963)
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R heiffit der Konvergenzradius der Potenzreihe.

In Punkten a € K mit |a —ag| = R kann sowohl absolute Konvergenz in
K, als auch nicht-absolute Konvergenz in K, als auch Divergenz (d.h. per
definitionem Nicht-Konvergenz) in K vorliegen, s.u. 4.47.

Beweisskizze. Das \gurzelkriteriums 4.33 inkl. Zusatz und anschliefender

Bemerkung zeigt, dak ) ¢,(a - ag)" in K konvergiert, falls
k=0

la — ap|lim sup v/|c,| = limsup V/|eq||a —ao|™ < 1
n—>oo n—>oo

gilt, und divergiert, falls fiir a € K gilt

la — ap|limsup V/|c,| = limsup V/|cq||a — ao|™ > 1.

n—o0o n—oo
Hieraus folgt der Hauptsatz. O

Bemerkung. Mit den Bezeichnungen des Hauptsatzes gilt>® (nur)

lim inf |- < R <limsup |
n=oo [Cpt1 n—oo |Cp+1
Beispiel 4.47.
) i zk’ i( )k z2k+1 i( )k ZZk:
1.) Die Potenzreihen —, -1)¥——— und -1 haben
=0 kY i (2k +1)! k=0 (2k)!

sdmtlich den Konvergenzradius +oo und definieren die Funktionen exp, sin
und cos: C - C.

[ Klar nach 4.32 und 4.46. |
2.) limy 0o V! = +00.

| Aus 1.) und 4.46 folgt limsup,,_, o 1/ % =0. Da andererseits

e |
limsup \/ — > liminf \/ — >0,
n—oo n!~ n-oo n!

——
>0

folgt aus 4.17 limy,— 0o \"/% =0, also wegen 1/ % >0: limy 00 Y/n! = +o0. |

3.) Die geometrische Reihe Y72 2™ hat den Konvergenzradius 1 und im Reel-
len das Konvergenzintervall | —1,1[. Sie definiert im Komplexen die Funk-
1
tion —— .
101 1- ZlUl(O)
[ Klar nach 4.19 und 4.46. |

33 Argumentiere dhnlich wie im letzten Beweis und nutze aus ————+ = lim n
limy, oo 7617;1 — M= Cpgl

1

— cn
=lim,, .
1 e Cn+1
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Auch die Potenzreihe 77, n2" hat den Konvergenzradius 1 und im Re-
ellen das Konvergenzintervall | —1,1[.

[ Fiir jedes a € Cmit 0 < |a] < 1ist 377, na™ absolut konvergent in C nach
Quotientenkriterium wegen
(n+1)a™t

na”

lim

n—oo

1
_ lim (1 " —) la] = || < 1.
n—o00 n

Fiir a = £1 ist },;2; na™ trivialerweise nicht konvergent in C.

Damit ist 4.) klar nach 4.46.

lim,, 00 /1 =1.
[ Aus 4.) und 4.46 folgt limsup,,_,., ¥/n =1, und trivialerweise gilt

limsup ¥/n > liminf ¢/n > 1,

n—oo N=>00 «(—
21

also gilt 5.) nach 4.17. |

oo n

> = hat 1 als Konvergenzradius und im Reellen [-1,1[ als Konvergenz-
n=1 T

intervall.

oo _1 n

[ Denn Z (=1) ist nach 4.35 konvergent in R, aber nach 4.25 nicht
n=1 n

absolut konvergent in R. Damit ist 6.) klar nach 4.46. |

oo n

> Z—2 hat 1 als Konvergenzradius und im Reellen [-1,1] als Konvergenz-
n=1

intervall.

| Wegen 5.) gilt

2
o1 . ol
lim — = lim ( —) =1.
n—oo n n—oo n

Daher folgt die erste Aussage aus 4.46. Dafl die Reihe in +1 konvergiert,
zeigt 4.27 bzw. 4.35. |

Yoron! 2™ hat 0 als Konvergenzradius und konvergiert in 0.
| Klar nach 2.) und 4.46. |

Die Potenzreihe Y 72 (n+1) 2" hat den Konvergenzradius 1 und im Reellen

das Konvergenzintervall | — 1, 1[. Sie definiert im Komplexen die Funktion
1

WM(O)-

| Da die Reihe offensichtlich in +1 nicht in C konvergiert, folgt 9.) aus 3.)
und Satz 4.38. |
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5 Stetigkeit

Die Untersuchung des lokalen Verhaltens von Funktionen stellt einen funda-
mentalen Bestandteil der Analysis dar. Der Terminus Funktion (functio) wurde
erstmals 1673 von Leibniz verwendet. Johann Bernoulli (1667-1748) iibernahm
die Terminologie, und dessen Schiiler Leonhard Euler verfafste 1788 die erste
systematische Abhandlung {iber Funktionenlehre und gab die folgende Defini-
tion, (die im wesentlichen auch schon 1718 bei Johann Bernoulli stand): ,Eine
Function einer verénderlichen Zahlgréfe ist ein analytischer Ausdruck, der auf
irgendeine Weise aus der veréinderlichen Zahlgrofe und aus eigentlichen Zahlen
oder aus constanten Zahlgrofen zusammengesetzt ist.“ An anderer Stelle liest
man, dalt Euler auch Kurven, die mit freier Hand gezeichnet werden kénnen, als
Funktionen betrachtete: ,, ... omnes enim lineae curvae per nullam certam ae-
quationem determinatae, cuiusmodi libero manus tractu delineari solent.“ Euler
scheint mit Funktionen solche gemeint zu haben, die wir heute stetig nennen.
Der moderne Funktions- bzw. Abbildungsbegriff stammt iibrigens von Dirichlet.

Definition 5.1 (Stetigkeit). Seien M c K eine Menge und f: M — K eine
Funktion sowie ag € M.

(1) f heit stetig in ag <= V.er, ser, Yaer |a — aol < 0 = |f(a) - f(ap)| < e.
(i) f heilt stetig <= Yqeps [ stetig in a.

Die ersten beiden Punkte im folgenden Beispiel zeigen, daf die Grundbau-
steine aus Kulers Definition der Funktion stetig sind. Das dritte Beispiel belegt,
daft der Begriff der Stetigkeit erheblich komplexer ist als Fulers Forderung des
Zeichnens von freier Hand.

Beispiel 5.2.

(i) Sei c € K. Dann ist die Funktion f: K — K, a — ¢ stetig. (Zu ¢ € R, erfiillt
jedes 0 € R, die Bedingung in der Definition.)

(ii) Die Funktion idg: K - K, a — a ist stetig. (Zu ¢ € R, wihle man § =¢.)

(iii) Die Funktion f: R, - R, welche durch

£(t) = PR falls t = § € Q4 mit p, g € Ny vollsténdig gekiirzt,
0, fallsteRi~\Qy,

gegeben sei, ist in jedem rationalen Punkt unstetig und in jedem irratio-
nalen (d.h. per definitionem nicht-rationalen) Punkt stetig.

_Po
q0

also f(to) = qio. Es existiert ¢ € Ry mit 0 < e < qio. Da in jeder Umgebung

| Beweisskizze: Sei zunéchst tg rational mit pg, gy vollstindig gekiirzt,

von to unendlich viele irrationale Punkte ¢ liegen3*, ist auf keiner noch so
kleinen 6-Umgebung von ¢y die Abschatzung |f(to)| = |f(t) — f(to)| < €
erfiillbar, d.h. f ist in ty unstetig.

34, B.t=to+ % fiir alle n € Ny hinreichend grof
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Seien nun tq irrational, also f(tp) = 0, und ¢ € R,. Zu zeigen ist die
Existenz von 6 € R, mit

Vier ([t —to| <0 ==1[f(O)| =1/ (¢) - f(to)| <€)

Dies ist fiir irrationales ¢ klar, denn dann gilt f(¢) = 0.

Ferner existiert ¢, € N, mit
1
Vgen, qu*:;«f ;

und folglich existieren auch nur endlich viele ¢ € N, mit % > ¢ (ndmlich
hochstens (g — 1)-viele). Somit existieren zu § € R, auch nur endlich
viele teilerfremde p € Z, ¢ € N, mit (|§ —t0| <O A |%
hinreichend kleines 6 € R,

> E), also gilt fiir

(p

q

<o =[]«

——tyl<d = |-| <€},
q

und wegen f (g) = % ist die Behauptung gezeigt. |

Definition 5.3 (Grenzwert einer Funktion in einem Punkt). Seien M c K und
f: M - K eine Funktion sowie ag, ¢ € K.

Es existiere (mindestens) eine Folge in M \ {ao}, die gegen ag konvergiert>®.

Wir definieren:

f konvergiert fiir z gegen ag gegen c genau dann, wenn fiir jede Folge (an, )nen,
in M, die gegen ag konvergiert, die Folge (f(an)),cy, gegen ¢ konvergiert.

In diesem Fall bezeichnet man c als Grenzwert oder Limes von f fiir z gegen

ap und schreibt | lim f(z)|=c.

z—ag

.. . 0 firt<o, ..
Beispiel. Der Grenzwert der Funktion f: R - R, t — { 1 firt>0, } flir ¢

gegen 0 existiert nicht.

Satz 5.4. Seien M c K eine Menge und f: M — K eine Funktion sowie ag € M.
Dann gilt:
[ ist genau dann stetig in ag, wenn gilt lim,_q, f(2) = f(ap).

Beweis. ,,=“ Sei f stetig in ag, d.h.

Veer, Iser, Vaerr (Ja —ao| <0 = |f(a) - f(ao)| <€). (125)

Sei nun (an )nen, eine Folge in M mit limy,_ o ay, = ap.
Zu zeigen ist lim,, e f(an) = f(ag).
Hierzu sei € € R;. Dann existiert § € Ry mit (125), und wegen lim,, o0 an, = ag
existiert ng € N mit VpeN nong |an — ao| <6, also nach (125) |f(an) - f(ao)| <e.
»<=" Angenommen (125) ist falsch, d.h.

Jeer, Vser, Jaens (Ja —ao| <0 A |f(a) - f(ag)| 2 ¢€).

Insbesondere existiert zu &, := %,n e N,, eine Zahl a,, € M mit

35d.h. per definitionem, daR ao ein Haufungspunkt von M ist.
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|lan —aol <én A |f(an) = f(ao)[ 2 ¢,
—_—
= lim,4ean =ag = f(ay,) konvergiert
nicht gegen f(ag)

im Widerspruch zur Voraussetzung auf der rechten Seite. O

Im folgenden Beispiel, das wohl auf Dirichlet zuriickgeht, lernen wir eine
Funktion kennen, die so weit wie nur irgend moglich von Stetigkeit entfernt ist:
Sie ist in keinem Punkt stetig.

1, falls t € Q,
0, fallste R\Q,

| Beweis: 1. Fall: ¢y ¢ Q. Die dekadische Entwicklung von tq liefert uns dann
gemah Kapitel 4 eine Folge (ay )ney in Q mit limy, 00 ay, = tg und

lim f(a,)=1%0= f(t),

Beispiel. i1 R—>R, {+~ ist in allen ¢y € R unstetig.

n—>oo

=1

d.h. f ist nicht stetig in tg.
2. Fall: ¢ty € Q. Dann definieren wir die Folge (ap)nen, in R N Q durch

VneN, @p =10 + % Dann gilt limy,— 00 an, = to und

lim f(a,)=0#1=f(to),

—00
n ——

=0
also ist f nicht stetig in tp. |

Definition 5.5 (Summe, Differenz, Produkt und Quotient von Funktionen,
Polynome, ganz-rationale und rationale Funktionen).

(i) Seien M, N Mengen und f: M - K, g: N - K zwei Funktionen.
Wir definieren dann neue Funktionen f+g,f—-g,f -g: M n N - K durch

Vaernn (f £9)(a) = f(a) £g(a) und (f-g)(a) := f(a)-g(a).

Ferner definieren wir i: (M A N)~G'({0}) - K durch
g

f) f(a)

Vgt o (£) (@ =

te(MAN)\g- (10D \ 4 g(a)

(ii) Sind ag,...,a, € K, so heifst Z apz® Polynom mit Koeffizienten ag, ... an,.

k=0

n

Ist a, # 0, so heifst n der Grad des Polynomes Z akack. a, nennen wir
k=0

dann den Leitkoeffizienten des Polynomes.

Im Falle n =0 und a, =0 definieren wir den Grad des Polynomes als —oo
und den Leitkoeffizienten als Null.
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Die Funktion K - K, x — Z akack, heifst eine ganz-rationale Funktion.
k=0

Der Grad, die Koeffizienten und der Leitkoeffizient der ganz-rationalen

Funktion sind per definitionem diejenigen des zugehdrigen Polynomes.

(iii) Sind f,¢: K - K zwei ganz-rationale Funktionen, so heift die Funktion

i: K~ g'({0}) = K eine rationale Funktion.
9

Satz 5.6. Seien M, N Teilmengen von K, f: M - K, g: N - K Funktionen und
ag € M nN. Dann gilt:

(i) f,g stetig in ag = f + g, f-g stetig in ag.
(ii) f,g stetig in ag und g(ap) #+ 0 = g stetig in ag.
Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz 5.4 und Satz 4.4. O
Das folgende Korollar zeigt, dal die ,zusammengesetzten Funktionen aus
Eulers o.g. Definition stetig sind.

Korollar 5.7. Jede (ganz-)rationale Funktion ist stetig.

Beweis. Nach Beispiel 5.2 (i) und (ii) sind konstante Funktionen und x ste-
tig. Aus jenen lassen sich alle ganz-rationalen Funktionen durch endlich viele
Additionen und Multiplikationen von Funktionen bilden. Rationale Funktionen
erhdlt man, indem man zusétzlich den Quotienten zweier ganz-rationaler Funk-
tionen bildet. Satz 5.6 liefert die Stetigkeit. O

Satz 5.8. Seien M, N Teilmengen von K, f: M - K, g: N - K Funktionen und
ag € N derart, daff g(ag) € M. Dann gilt:
g stetig in ag und f stetig in g(ag) == f o g stetig in ag.

Beweis. Sei (ay )nen, eine Folge in g' (M) mit lim,, o0 a,, = ag. Da g stetig in
agp, gilt zunichst nach Satz 5.4 lim,,, 0 g(an) = g(ap), und da f stetig in g(ap),
folgt sodann erneut aus Satz 5.4 lim,,. e f(g(an)) = f(g(ao)) = (f o g)(ap)-
Damit ist die Stetigkeit von f o g in ag gezeigt. O

Satz 5.9. Seien M eine Teilmenge von K, f: M — R eine reelle Funktion und
ag € M derart, daf$ f in ag stetig ist. Dann gilt:

> >
f(a()){ < }0 Eand 35€R+VGEM (|a —a0| <)= f(a) { < }0)
Beweis. Sei € e R, mit 0<e < |f(ag)|- Da f stetig in ag, existiert 0 € R, mit

Vaerr (la = aol <6 = |f(a) - f(ao)| <e).

—~—c<f(a)~f(ao)<e

Hieraus folgt fiir a € M mit |a —ap| <0

0°< flag) —e < f(a), falls f(ag) >0 und
0’y flag) +e> f(a), falls f(ap) <O0. O
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Bemerkung. Fiir eine komplex-wertige Funktion f: M — C, die in ag € M
stetig ist und dort nicht Null ist, folgt (z.B. durch Anwendung des Satzes auf
|f]) die Existenz einer §-Umgebung auf der f nicht verschwindet.

Satz 5.10 (von Bolzano). Seien a,b € R mit a < b und f:[a,b] - R eine
stetige Funktion mit f(a)- f(b) <0. (D.h. f(a) und f(b) haben unterschiedliche
Vorzeichen.) Dann ezistiert £ € [a,b] mit f(&) = 0.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf
f(a) < 0 und f(b) > 0 ist. (Sonst gehen wir von f zu -f iiber.) Die Menge
M = {t € [a,b]| f(t) < O} ist nicht leer und durch b nach oben beschrinkt.
Daher existiert £ :=sup M € R, und es gilt a <£ <b.

Wir zeigen, dafs f(£) =0.

f(€) < 0 kann nach Satz von Bolzano nicht gelten, da dann ¢ € R, mit
f(&+9) <0 existiert, im Widerspruch dazu, daf £ obere Schranke von M ist.

Angenommen f(£) > 0. Dann existiert erneut wegen des letzen Satzes ¢ € R,
mit f(£-9) >0, im Widerspruch dazu, dak & die kleinste obere Schranke von
M ist. O

Korollar 5.11. Jede reelle ganz-rationale Funktion von ungeradem Grad besitzt
(mindestens) eine reelle Nullstelle.

Beweis. Seien n € N und aq,...,a,+1 € R mit agy1 # 0. Zu zeigen ist, daf
f(z) = X3¢ apa® eine reelle Nullstelle besitzt. Ohne Einschrinkung kénnen
wir annehmen, dall as,+1 > 0. (Sonst gehen wir von f zu —f iiber.) Dann gilt
fiir jedes t € R*

f(t) A2n ag t—+oo

W=a2n+1+7+...+m —> a2n+1>0,

also existieren C, D € R, mit

VteR (ltl Z C =

10, ).

t2n+1 -

Inbesondere gilt f(C) > DC?**! >0 und f(-C) < D (-C)?***! <0, also folgt die
Behauptung aus Satz 5.10. O

Satz 5.12 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und f:[a,b] > R eine
stetige Funktion. Ferner sei n € R eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann
existiert € [a,b] mit f(&) =n.

Beweis. Im Falle f(a) =n oder f(b) =7 ist nichts zu zeigen.

Betrachte daher den Fall, daf 7 echt zwischen f(a) und f(b) liegt. Die
Behauptung folgt dann durch Anwendung des Satzes von Bolzano 5.10 auf die
Funktion g := f —n: [a,b] = R: Es gilt g(a) - g(b) <0, also existiert & € [a,b] mit
g9(&) =0, d.h. genau f(&) =n. O
Satz 5.13 (vom Maximum bzw. Minimum3®). Seien a,b € R mit a < b und
f:[a,b] = R eine stetige Funktion. Dann nimmt f auf [a,b] ein Mazimum und
ein Minimum an, d.h. es existieren t.,t* € [a,b] mit

f(&)=sup{f(t)|te[a,b]} eR und f(t.)=inf{f(¢)|t € [a,b]} eR.

36yon Karl WeierstraR (1815-1897)
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Beweis. Wir zeigen nur, daf f auf [a,b] ein Maximum annimmt. Die Argu-
mentation fiir ein Minimum verlduft analog.
Zuniachst gilt:
f([a,b]) ist nach oben beschrinkt. (126)

| Angenommen (126) ist falsch. Dann existiert eine Folge (sp)nen in [a,b]
mit Voeny f(85) > n. Weil [a,b] beschrankt ist, ist (sy, )pen beschrankt und besitzt
somit nach Satz von Bolzano-Weierstraft 4.11 eine konvergente Teilfolge. Ohne

Beschrankung der Allgemeinheit konvergiere (s,)nen gegen s* e [a,b]. Da f
stetig ist, gilt
F(s") = F(lim s,) = Tim £(s,) = +co,
Widerspruch! Also ist die Annahme falsch und (126) ist gezeigt. |
Wegen (126) existiert m* := sup f([a,b]) € R. Nach Definition des Supre-
mums existiert eine Folge (¢, )ney in [a,b] mit limy, oo f(£,) =m*. Weil (£,,)nen
als Folge in [a, b] beschrénkt ist, konnen wir wieder ohne Einschréinkung anneh-

men, dafs (t,)neny konvergent ist gegen eine Zahl t* € [a,b]. Sie Stetigkeit von f
liefert dann wie oben

f(t7) = lim f(t,) =m™ =sup f([a,b]),

n—oo

und der Satz ist bewiesen. O

Korollar 5.14. Seien a,beR mit a <b und f: [a,b] - R eine stetige Funktion.
Dann ist f([a,b]) ein kompaktes Intervall von R.

Beweis. Nach dem letzten Satz 5.13 existieren ¢,,t* € [a,b] mit

f(la;b]) € [f (), f(E7)],

wobei f(t.) = min f([a,b]) und f(t*) = max f([a,b]). Aus dem Zwischenwert-
satz 5.12 folgt weiter

[f (&), F(E)] € £ ([a,0]),
also gilt Gleichheit. O

Definition 5.15 ((Strenge) Monotonie von Funktionen). Seien M c R und
f+ M - R eine Funktion.
streng monoton wachsend
monoton wachsend
monoton fallend
streng monoton fallend

f heifst

genau dann, wenn gilt

Vi teem |1 <t2 = f(t1)

vV IV IN A
~
—
~
)

N
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Beispiel.

(i) Fiir n € Ny ist 2"|[o 4e0[ Streng monoton wachsend.
| Fiir n =1 ist das klar.

Gelte die Behauptung fiir n € Ny, d.h. fiir ¢1,t5 € [0, +0o[ mit ¢; < to gilt
(t1)™ < (t2)™. Hieraus und aus 0 < t; < to folgt dann wegen Satz 2.15 (34),
da® gilt (t1)"*! < (t2)™*. |

1
(ii) Fiir n € Ny ist —[10 4oo[ Streng monoton fallend.
x

[ Fiir t1,t2 € ]0,+00[ mit ¢; < t2 gilt nach (i) 0 < (¢1)" < (t2)", also
_1 > _1 ]
()™ 7 (&)

Satz 5.16. Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] - R eine stetige Funktion.
Dann gilt:
f ist injektiv <= [ ist streng monoton.

Beweis. ,=* Aus der Injektivitat von f folgt insbesondere f(a) # f(b). Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit gelte f(a) < f(b)3".
Seien nun t1,t9 € R mit a < t; <ty <b. Definiere dann ¢: [0,1] - R durch

g9(t) = fa+t(tr —a)) = f(b-t(b-12)).

Als Summe bzw. Komposition solcher ist g eine stetige Abbildung, und es gilt
g(0) = f(a) - f(b) < 0. Wir folgern hieraus g(1) <0, d.h. f(¢1) < f(t2).
Angenommen g¢(1) > 0. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz 5.12 eine
Zahl £ € [0,1] mit g(&) = 0, also f(a+&(t1 —a)) = f(b-E&(b-t2)). Wegen
a<a+{(ti—a) <ty <ty <b-£(b-t2) < b widerspricht das aber der Injektivitét
von f.
<= ist trivial. O

Satz 5.17 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Seien a,b € R mit a < b und
fila,b] = [f(a), f(b)](c R) eine streng monotone stetige Abbildung. Dann ist

f:[a,b] = [f(a), f(b)] bijektiv und f~': [f(a), f(B)] = [a,b](c R) ist stetig.

Beweis. Die Bijektivitat von f: [a,b] — [f(a), f(b)] ist klar nach dem letzten
Satz 5.16.

Sei 1, € [f(a), f(b)]. Wir zeigen, dak f~! in 7, stetig ist.

Sei (1 )ney eine Folge in [f(a), f(b)] mit lim,e 7, = 1x. Nach Satz 5.4
haben wir zu zeigen, daf lim, e £~ (9,) = f71 (1) gilt.

Angenommen das ist falsch, d.h. es existiert eine Zahl € e R, derart, daf gilt

VTLQENEITLEN (TL 210 A |f_1 (nn) - f_l (77*) 2 E)'

Folglich gibt es eine Teilfolge (7;, Jnen von (7n)nen mit

Voen [£7 (i) = £ 71 (m4)

STWir zeigen, daR f streng monoton wachsend ist. Im Falle f(a) > f(b) erhilt man, daR f
streng monoton f&llt.

>e. (127)
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Nun ist (f7 (77Z-n))n€N eine Folge in der beschrinkten Menge [a,b], besitzt also

eine konvergente Teilfolge ( ft (nj’in))neN — nach Satz von Bolzano-Weierstrafs
4.11 -, fiir deren Grenzwert t, wegen Satz 4.6 gilt: t, € [a,b]. Aus (127) folgt

[ts = ()] 2 . (128)

Nun ist f aber nach Voraussetzung stetig in ., d.h. es gilt
£y = f (Clim 77 3,0)) = tim £ (57 03,)) = B, =0
also t, = f (n+), im Widerspruch zu (128). O

Beispiel 5.18. Fiir jedes n € N mit n > 2 ist {/x: [0,+o00[ — [0, +oo[ stetig.

Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, dak {/xfpgpn) ¢ [0,k"] — [0, k] fiir
jedes k € N stetig ist, und dies ist aber nach dem letzten Satz 5.17 klar, da
x"[10,%1: [0, k] = [0,k"] bijektiv und stetig ist. O

Zum Abschlufs dieses Kapitels beschéftigen wir uns kurz mit gleichmdfiger
Stetigkeit, die in der Funktionalanalysis und der Theorie der Differentialglei-
chungen eine wichtige Rolle spielt. Der Begriff der gleichméfigen Stetigkeit ist
stiarker als der der Stetigkeit: Ist eine Funktion auf ihrem Definitionsbereich
gleichmafig stetig — es macht keinen Sinn von gleichméafiger Stetigkeit in ei-
nem Punkt zu reden —, so ist sie in jedem Punkt des Definitionsbereiches stetig.
Wir zeigen, dafs eine auf einem kompakten Intervall definierte stetige Funktion
bereits gleichméfig stetig ist. Dies werden wir spater z.B. ausnutzen, wenn wir
zeigen, dals sie dann auch Riemann-integrierbar ist.

Definition 5.19 (gleichméRige Stetigkeit). Seien M eine Teilmenge von K und
f+ M - K eine Funktion.
f heilst gleichmdfig stetig genau dann, wenn gilt
Veer, Jser, Yaaem (la—al<d=|f(a) - f(a)| <e).

Beispiel.

(i) Seien a,b e R mit a <b. Dann ist $2|[a7b]: [a,b] = R gleichmékig stetig.

| Zum Beweis s.u. Satz 5.20. |
(ii) 2% R - R ist nicht gleichmifig stetig.

| Zu € :=1 € R, existiert kein ,hinreichend kleines* § € R, mit
Vi seR (|t -s|<0=> |t2 - 32| < 1) .

Angenommen doch. Dann kénnen wir ohne Einschrénkung voraussetzen,

dak gilt 6 < 2. Mitt::%—%,s::%Jrg gilt dann |t - s| = & < § und

2
[t? — 52| = |t — st + 5| = g% 1, Widerspruch! |
(iii) %|]071]: 10,1] — R ist nicht gleichméfig stetig.

| Zu e := 1 existiert kein  hinreichend kleines“ § € R;. Nimm andernfalls
0 <1 an und setze t := %,s:=5. Es gilt |t—s|=g<5und |%—%|=%21.]
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Satz 5.20. Seien a,b € R mit a < b und f:[a,b] - K eine stetige Funktion.
Dann ist f: [a,b] > K gleichmafig stetig.

Beweis. Angenommen f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es eine Zahl
€ € R, derart, daf gilt

Ve, Jysepany (It -1 <8 ALF() = F(B)] 2 €).

Hieraus folgt die Existenz von Folgen (¢ )nen,, (tn)nen, in [a,b] mit

~ 1 ~
Vnel\h |tn _tnl < E A |f(tn) - f(tn)l 2 E.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf 4.11 besitzt (¢, )nen, eine konvergente
Teilfolge (ti, Jnen,, fur deren Grenzwert ¢, wegen Satz 4.6 gilt: ¢, € [a,b]. Aus
Voen, [ti, —ti,| < in folgt dann, da® auch (#;, ),en gegen t, konvergiert, also gilt

lim f(t;,) = f(t.) = lim f(%;,),

n—o00 n—o00

im Widerspruch zu Ve, |f () = f(ti,)| 2 €. -
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6 Differentialrechnung

Wie schon zu Beginn von Kapitel 4 erwdhnt, wurde die Differentialrechnung
von Isaac Newton (1643-1727) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ent-
wickelt. Anstelle der heute in der Analysis iiblichen Verwendung der Epsilontik
zur Definition der Differenzierbarkeit, die wir in diesem Kapitel behandeln, ha-
ben sie infinitesimale Grifien verwendet, wie es in moderner Formulierung im
Anhang A beschrieben ist. (Die Epsilontik fliefit in der folgenden Definition 6.1
(i) bei der Grenzwertbildung ein.)

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir sowohl reelle als auch
komplexe Analysis betrieben, weil sie sich in den Themenbereichen Konvergenz
und Stetigkeit nicht wesentlich unterscheiden. Von nun an studieren wir nur
noch die reelle Theorie. Man kann zwar die Definition der Differenzierbarkeit
(s.u. 6.1) vollig analog fiir Funktionen G - C auf offenen Teilmengen G von C
geben — diese nennt man dann in einem Punkt von G komplex differenzierbar
oder auf G holomorph, falls sie in jedem Punkt komplex differenzierbar sind —,
erhilt aber teilweise viel stirkere Aussagen {iber ebensolche als es analog fiir
(reell) differenzierbare reellwerige Funktionen auf Teilmengen von R der Fall ist.
Des weiteren gibt es Sétze, die keine komplexen Analoga besitzen. Das Studium
komplex differenzierbarer Funktionen G — C ist Inhalt der mathematischen
Disziplin Funktionentheorie.

Definition 6.1 (Differenzierbarkeit). Seien M c R, f: M - R eine Funktion
und tg e M.

- f(t
(i) f heifst differenzierbar in to = lim,_, Ltf(o) existiert in R.
,1' —
_ 2
M\{to}—»R
- f(t
Ist f in to differenzierbar, so heifit die reelle Zahl lim M der

x-to x -1
Wert der (ersten) Ableitung von f in to oder der Differentialquotient von

df
dx

f in tg, und man bezeichnet sie mit | f'(to) | oder (to). PPFerner heifit

f(to) + f’(to)(x - to): R—R
die lineare Approzimation von f an der Stelle tg.

(ii) f heift differenzierbar <= M offen und Vieps f differenzierbar in t.

(iii) Die Funktion | f’: {t € ]\04|f differenzierbar in t} - R|, ¢ = f'(t), heift die

df
dz’

(erste) Ableitung von f. Statt f’ schreibt man auch

% Diese Schreibweise (lies ,df nach dz in %) fiir f'(to) wurde von Leibniz eingefiithrt. Er
fakte diese Zahl in sehr vager Weise als den Quotienten infinitesimaler Grifien, der Differen-
tiale df und dx, auf.
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Bemerkung.

1.) Anstelle des Grenzwertes in (i) kann man auch dquivalent fordern, daf
iy £ (o + 1) = f(to)

h—0 h
mites iberein.

existiert, und in diesem Fall stimmen die beiden Li-

2.) Nach Satz 5.4 und Definition 5.1 existiert der Differentialquotient in ¢o
genau dann, wenn
<o),

t) - f(t
J4er Veer, J5er, Viem (lt —to| <0 = ‘M -A

und in diesem Fall gilt f'(to) = A.
Beispiel.

(i) Konstante Funktionen sind differenzierbar. Sie besitzen sdmtlich die kon-
stante Funktion vom Wert 0 als Ableitung. (Klar.)

(ii) z: R - R ist differenzierbar und besitzt die konstante Funktion vom Wert
1 als Ableitung. (Klar.)

(iii) 2™ R — R ist fiir n € N, n > 2, differenzierbar mit Ableitung nz"': R - R.

" = (ta )7 n-1 N
O ) S )
k=0

(iv) |z]: R > R ist in ¢p = 0 nicht differenzierbar.

tl =t t
[|t|_71€00| - 9 :{ _11” izg }konvergiert nicht fiir t — 0. |

Satz 6.2. Seien M cR, f: M - R eine Funktion und tg € M. Dann gilt:
f differenzierbar in to = f stetig in tg.

Beweis. Es geniigt offenbar fiir jede Folge (an)nen in M N {to}, die gegen ¢
konvergiert, zu zeigen, daf lim,,, f(a,) = f(to) gilt. Und dies folgt aus

o) = 1(t0) - LT o, )0 -
an —to
”—>_+>oof,(t0) —

Satz 6.3. Seien M cR, f: M - R eine Funktion und tg € M. Dann gilt:

f differenzierbar in to mit f'(to){ Z }O

<
>

—  Jser, (Vte]—6+to7to[f(t){ }f(to) A Vte]to,tg+6[f(t){ Z }f(to))
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x—to

Beweis. Nach Voraussetzung gilt limg_,, M{ Z }O. Daher existiert
eine Zahl § € R, derart, dab gilt | - § + to,to + 6[ ¢ M (beachte, dak t, € ]\04) und
f(t)—f(to){ > }O

Vte]—5+t0,t0+5[ t— t() <
Hieraus folgt die Behauptung, da t —tg <0 flir t <tg und ¢t -t > 0 fiir t > ¢o. O
Hauptsatz 6.4.

Vor.: Seien M,N cR, f: M - R, g: N - R zwei Funktionen, to e M NN und
AeR. Ferner seien f und g in tg differenzierbar.
Beh.:

(i) (Summenregel, R-Linearitit der Differentiation)
f+g: MnN - R ist differenzierbar in to und (f £9) (to) = f'(to) £¢'(to),
Af: M — R ist differenzierbar in to und (Af) (to) = Af'(to).

(ii) (Leibnizsche Produktregel)
f-g M nN - R ist differenzierbar in ty und

(f-9) (to) = f'(to)g(to) + f(to)g' (to)-

(iii) g(tp) + 0 = %: N ~g ({0}) = R ist differenzierbar in to und

(-4

(iv) (Quotientenregel)
g(tg) #0 = %: Mn (N N §1({0})) — R ist differenzierbar in to und

Yy [ (t)g(to) = f(to)g' (to)
(5) (fo) = g(to)? '

Beweis. Es sei (ap)ney eine Folge im jeweiligen Definitionsbereich der zu
untersuchenden Funktion, die den Wert ¢y nicht annimmt, mit lim,, e a, = to.
Dann gilt:

Zu (i):
(f £9)(an) = (f £ 9)(to)
an—to
_ f(an)_tf(t()) ig(an)_f(t()) ni)oo f’(to)ig'(to),
an =10 an =10

(Af)an) - (Af)(to)  _ | flan) = f(to) noseo

Qp, —t() Qp, —t()




u (ii): Wegen

( n)g(a ) ()g(to)
fla )g( 0) + f( )(g(an)—g(to))

+( t0))(9(ax) - 9(to))

gilt
(f-9)(an) = (f-9)(to)

n—>-+eo an — to
= f'(to)g(to) + f(to)g (to) + f'(to) - 0 = f'(to)g(to) + f(t0)g' (to)-

o

Zu (iii): Aus Stetigkeitgriinden gilt tg € N \ g ({0}) und weiter

(3) (@) - (3) ) _ ey~ 50

an—to an—to

~ 1 g(an) —g(to) noves 1
Ha)gE)  an—to ser? )

(iv) folgt aus (ii) und (iii). O

Korollar 6.5.
(1) Seien n €N und ay,...,a, € R. Dann ist die ganz-rationale Funktion
n
Z akwk: R—R
k=0
differenzierbar mit Ableitung

n—1

n
3 kapat = Y (k + 1)agaa™: R — R.
k=0

(ii) Jede rationale Funktion R — R (mit reellen Koeffizienten) ist differenzier-
bar.

Beweis. Klar nach Beispiel (i) und (ii) zu Definition 6.1 und dem letzten
Satz. O

Beispiel.

z? '_2x(x+3)—w2_w2+6x
z+3) (z+3)2  (z+3)2
Hauptsatz 6.6 (Kettenregel). Seien M,N Teilmengen von R, f: M - R,

g: N - R Funktionen und tq € N derart, dafl g(to) € M. Dann gilt:

g differenzierbar in to und f differenzierbar in g(to)

o]

— toeg (M), fog: G (M) —R differenzierbar in to und
(fog) (to) = f'(9(to)) - g’ (o)
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Beweis. Wir beweisen zuniichst to € g*(M):
Zu zeigen ist die Existenz einer Zahl § € R, mit

] -0+ to, 1o + 5[ c N und Vte]—6+to,to+5[ g(t) e M. (129)

[ Zunéchst folgt aus tg € N und g(to) € M die Existenz von d1,¢ € Ry mit
] -1 +to,to+01[ c N und | —e+g(to),g(to) + e[ € M. Nach Voraussetzung ist
g in tg differenzierbar, also nach Satz 6.2 insbesondere stetig. Daher existiert
eine Zahl d9 € R, mit

Vienmlt = to| < 62 == |g(t) — g(to)| <e.

Nun hat § := min{dy,d2} die in (129) genannten Eigenschaften. |
Wir definieren f: M — R durch

) L0t g5 5 4 g(t)
(s) = ’

s—g(to)

' (g(t0)) fiir s = g(to)-

Da f in g(to) differenzierbar ist, ergibt sich die Stetigkeit von f in g(to). Au-
Rerdem gilt 3
Vsen f(s) = f(g(to)) = £(s) (s — g(t0)); (130)

beachte, dafs (130) fiir s = g(t) trivial ist. .
Nun folgt aus der Stetigkeit von g in tg (nach Satz 6.2) und der von f in
g(to) fiir jede Folge (an)nen in g (M) N {to} mit lim, e ay, = to

f(g(an)) - f(g(to))

an — 1o

Wir betrachten eine bijektive differenzierbare Funktion f: I — J zwischen
offenen Intervallen I und J von R. Setzen wir voraus, daf f~': J — I differen-
zierbar ist, so folgt aus dem letzten Hauptsatz wegen f~'o f =idy, dak gilt

RN
Vieer (F71) (F(t0)) - f'(to) = 1.
Also ist f'(tp) # 0 notwendig fiir die Differenzierbarkeit von f=* in f(to),
1
und in diesem Falle gilt (f_l), (f(to)) = 70

0

Der néchste Satz zeigt, daf diese Bedingung auch hinreichend ist.

Satz 6.7 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion).
Vor.: Seien I,J offene Intervalle von R und f: I — J bijektiv und stetig. (Dann
ist f nach Satz 5.16 streng monoton wachsend oder fallend, und f~': J — I ist
nach Satz 5.17 stetig.)

Ferner sei tg € I derart, daf§ [ differenzierbar in tg ist.

Beh.: f'(ty) # 0 = 7! differenzierbar in to und (f_l), (f(to)) = !

"(to)

~

89



Beweis. Sei (an)nen eine Folge in J \ {f (to)} mit lim,, e ayn = f(to). Da f7!
stetig in f (o) ist, ist dann (b, )nen, Wobei b, == f~1(a,) fiir alle n € N, eine Folge
in I\ {tp} mit limy,_ o by, = tg. Weil f in tg differenzierbar ist, gilt weiterhin

Lo () = f(t0)

n—oo bn, — 1o

=f’(t0) + 0.
f(bn) B f(tO)

Wir kénnen nun ohne Einschrinkung annehmen, dafs gilt V ey — +0,
n — L0
und es folgt fiir alle n e N
P =S bt 1 e
an = f(to) f(bn) = f(to) M fr(to)
n—L0
Od

Beispiel 6.8. Fiir n € N mit n > 2 ist ¥/z|g,: Ry - R, differenzierbar mit

Ableitung |r,: Ry > Ry,
n

1
(ay
[ f:=2"[g,: Ry - R, ist streng monoton wachsend und differenzierbar mit
fr=na" g, und f7! = Yalg,: Ry > R,
Sei nun sg € R;. Dann existiert ¢y € Ry mit so = (t9)" = f(to), und es gilt
f'(to) = n(to)™ ' # 0. Aus dem letzten Satz folgt daher die Differenzierbarkeit

von f~= /z|r, in f(to) = so und
1 1 1

Fito) nto)™ ! n(v/so)™ ]

Satz 6.9 (von Rolle®®). Seien a,b € R mit a <b und f: [a,b] = R eine stetige
Funktion mit f(a) = f(b), die auf |a,b[ differenzierbar ist.
Dann ezistiert € € Ja,b[ mit f'(§) = 0.

(f_l)/(So) =

Beweis. 1. Fall: f konstant vom Wert f(a) = f(b). Dann folgt f’ =0, und
die Behuptung gilt mit £ = “T”’.

2. Fall: 3y ¢1q01 f(t0) > f(a) = f(b). Nach Satz vom Maximum 5.13 existiert
€ € [a,b] mit f(§) = max f([a,b]) > f(to) > f(a) = f(b), also insbesondere
€ €]a,b[ und f differenzierbar in &.

Da f in £ maximal wird, so kann nach Satz 6.3 weder f/(£) > 0noch f/(£) <0
gelten, d.h. f/(¢) =0.

3. Fall: 3 ¢jq01 f(t0) < f(a) = f(b). Zeigt man mittels Satz vom Minimum
analog zum 2. Fall. O

Hauptsatz 6.10 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung?). Seien a,b e R mit
a<bund f:[a,b] = R eine stetige Funktion, die auf Ja,b[ differenzierbar ist.
f(b) -~ f(a)

p—

Dann ezistiert £ € |a,b[ mit f'(€) = b

%nach Michel Rolle (1652-1719)
“ODjeser auf Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) zuriickgehende Satz ist der wichtigste Satz
der Differentialrechnung.
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Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion
F: [a,b] — R, t — f(t) - M,

wobei A € R so gewihlt sei, dak F(a) = F(b) gilt, d.h. f(a) + Aa = f(b) + b,
bzw. A = —W. Es gilt also Yye[q,) F'(t) = f(t) - %t.

Offenbar erfiillt F' (anstelle von f) alle Voraussetzungen des Satzes von Rolle
6.9, und somit existiert £ € Ja,b[ mit 0 = F'(§) = f'(§) - W, d.h. genau
f’(é) — f(b[))_f(a)' U

Satz 6.11 (Verallgemeinerer Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien
a,beR mit a<b und f,g: [a,b] > R zwei stetige Funktion, die auf |a,b[ diffe-
renzierbar sind. Ferner gelte

Vielas( 9 (1) # 0,
(also nach Satz von Rolle g(a) # g(b).)
[ _ f(b) - f(a)

Dann existiert § € Ja,b[ mit —>= =

g€ g(b)-g(a)

Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion

F: [a,b] — R, t — f(t) - Ag(t),

wobei A € R so gewdhlt sei, daf F'(a) = F(b) gilt, d.h. A = _J;EZ;:;[((S))' Es gilt
b)-f(a
als0 Viepap) (1) = (1) - L0-LD (1),
Offenbar erfiillt ' (anstelle von f) alle Voraussetzungen des Satzes von Rolle

6.9, und somit existiert £ € Ja,b[ mit 0 = F'(§) = f’(f)—’;gzg:g((g)) g’ (&), d.h. genau

. ! b)-f(a
(beachte, dafs ¢'(£) # 0 gilt) ch,((g)) = J;Eb;_g((a)). O

Bemerkung.
1.) 6.10 ist ein Spezialfall von 6.11. (g = 7|[q4].)

2.) Sind die Voraussetzungen von 6.11 erfiillt, so folgt aus 6.10 nur

F(b) - fa) L0

9(0) —g(a) ~ L0

wobei &1, & € ]a,b[ und evtl. & # &s.

Unter Zuhilfenahme des Mittelwertsatzes 6.10 kdnnen wir die folgenden Aus-
sagen liber das globale Verhalten differenzierbrer Funktionen beweisen:

Hauptsatz 6.12.
Vor.: Seien J ein Intervall von R und f: J - R eine stetige Funktion, die auf

J differenzierbar ist.

Beh.:
(i) Vt 3f'(t) =0= [ konstant,
€
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IN IV

(i) Vtef} f’(t){ wachsend }’

}O = f monoton { fallend

NV

, wachsend
(i) Vte3f (t){ }O = [ streng monoton { fallend }
Beweis. Seien a,b € J beliebig mit a < b.

Zu (i): Aus dem Mittelwertsat 6.10 folgt die Existenz von § € ]a,b[ mit

f(0) = f(a) = (b-a) f'(§) =0,
=0

also f(a) = f(b). Aus der Beliebigkeit von a,b ergibt sich (i).
Zu (ii): Aus dem Mittelwertsatz folgt erneut die Existenz von £ € Ja,b[ mit

b

IN IV

F(8) - F(a) = (b-a) () {
>0

VvV oIA

f(b). Hieraus folgt (ii).

also f(a) {

(iii) beweist man analog zu (ii). O

Bemerkung. In (i) und (ii) gilt sogar ,<>“ anstelle von ,=> denn <= ist
trivial nach Definition der Ableitung.

Dagegen gilt in (iii) i.a. nicht ,<*, wie das Beispiel der Funktion z3: R - R
zeigt.

Satz 6.13 (Darbouxscher*! Zwischenwertsatz fiir die Ableitung).
Vor.: Seien J ein offenes Intervall von R und f: J — R eine differenzierbare
Funktion.

Ferner seien a,be J mit a <b und n € R eine Zahl zwischen f'(a) und f'(b).

Beh.: Ei§e[a,b:| f/(g) =

Bemerkung. Im Falle, dak f’ stetig ist, folgt dieser Satz sofort aus dem Zwi-
schenwertsatz fiir stetige Funktionen. Aber f’ braucht nicht stetig zu sein! *2

Beweis. Im Falle f’'(a) =n oder f/(b) = n ist nichts zu zeigen.

Liege daher n also echt zwischen f’(a) und f’(b). Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit gelte dann f’(a) <n < f’(b). (Ansonsten gehen wir von f zu —f
iiber.)

1. Fall: n=0, f'(a) <0 und f’'(b) > 0.

Nach dem Satz vom Minimum 5.13 existiert eine Zahl £ € [a,b] derart, dafs
flia,p) in § minimal wird. Wegen f’(a) < 0 folgt mit Satz 6.3, daf fiir alle € € R,
hinreichend klein f(a +¢) < f(a) gilt, also wird f|[, ] in @ nicht minimal, d.h.
&>a. Aus f'(b) >0 ergibt sich analog £ < b.

“'nach Jean Gaston Darboux (1842-1917)
“Die in 0 durch 0 fortgesetzte Funktion z” cos (%) ist differenzierbar aber ihre Ableitung
ist in O unstetig. Zur Diskussion der Funktion cos siehe 7.2.
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Weil fi44] in § € ]a, b = [a,b] minimal wird, zeigt uns eine erneute Anwen-
dung von Satz 6.3: f'(§) =0.

2. Fall: ) € R beliebig mit f'(a) < n < f/(b). Wir wenden dann den ersten
Fall auf die Funktion g := f —nx|;: J > R an. Dies liefert dann die Existenz von
€ €]a,b[ mit ¢’(£) =0, und d.h. genau /(&) =n. O

Definition 6.14 (n-malige (stetige) Differenzierbarkeit). Seien M c R und
f+ M - R eine Funktion.

(i) a) Wir definieren rekursiv fiir jedes n € N eine Teilmenge M,y von M

dTL
und eine Funktion f(”) = d—i:: M,y = R| - die sog. n-te Ableitung
x

von f — wie folgt:
n=0: My :=M, O = 1 My — R.
n=1: Myy:={te ]\°4|f differenzierbar in t}, f(1) = f": My - R,
n=2: Mgy :={teMguy|f differenzierbar in ¢},
FO == (1) Mgy > R,
n>3: My ={teMgy_y) | f(*=1) differenzierbar in ¢},
£ = (FD): My~ R.

b) Seien n e N und ¢ty e M.
[ heilkt n-mal differenzierbar in to <= to € M.

Ist f in to n-mal differenzierbar, so heiRt die reelle Zahl | £ (ty) | der
Wert der n-ten Ableitung von f in tg, und man bezeichnet sie auch
d"f

—(%o0).
dx"( 0)

f heildt n-mal stetig differenzierbar in ty genau dann, wenn sogar gilt

mit

to € ]\m und zusitzlich f( in ¢q stetig ist.
c) Seitge M.
f heifst beliebig oft differenzierbar in ty genau dann, wenn f m-mal
differenzierbar in tg ist fiir alle n € N.
(ii) Sei neN.
f heit n-mal (stetig) differenzierbar genau dann, wenn f in jedem ¢ € M

n-mal (stetig) differenzierbar ist.

(iii) f heikt beliebig oft differenzierbar genau dann, wenn f in jedem t € M
beliebig oft differenzierbar ist.

Beispiel 6.15. Jede (ganz-)rationale Funktion R — R (mit reellen Koeffizien-
ten) ist differenzierbar und besitzt als Ableitung wieder eine (ganz-)rationale
Funktion; somit ist sie beliebig oft differenzierbar.
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Hauptsatz 6.16. Seien tg € R sowie a, € R fiir alle n € N und bezeichne R den
Konvergenzradius der Potenzreihe Yoo an(x —to)". Ferner sei f die durch die
Potenzreithe dargestellte Funktion.

Ist R>0, soist f auf | — R +to,to + R[ differenzierbar, und es gilt

Vte]—R+to,to+R[ f,(t) = Z nan(t - to)n_l-

n=1
Beweisskizze. Zunichst besitzt Y00, na,(x — o))" denselben Konvergenz-
radius wie Yoo an(z — )", denn der der ersten Reihe stimmt mit dem von
(x—t0) &0 nan(z—t0)" ' = ¥, na,(x—ty)" iiberein und nach Beispiel 4.47
5.) gilt lim,, 0 ¥/n =1, also

limsup v/n|ay,| = limsup v/|an|-

n—>00 n—o00

Sei nun ¢ € R mit |t —tg| < R. Zu zeigen ist, dal zu jedem ¢ € R, ein ¢ € R,
existiert derart, daf fiir alle s € R mit |s —¢| < ¢ gilt

s)—=f(t ad
J) =1 Y nan(t-to)" | <e. (131)
s—t n=1
Sei € > 0 und s € R mit |s —tg| < R. Dann existiert eine Zahl r € R, mit
|s —to] <7 < R, und Y52, nlan|r™ ! ist konvergent, also existiert ein ng € N
derart, dafs

o0

Z n|an| Pl
n=ng

Nach dem Mittelwertsatz 6.10 existieren &, ,n € N, zwischen s und ¢ mit

(132)

W] Mm

f(S) _f(t) _ inan(t—to)"_l

s—t n=1
ad —to)" = (t—to)"

= Z(an(s 0)" = (t=to) —nan(t—to)"_l)
n=0 s—t

(n an (€5 —t0)" ™ —na, (t - to)”_l)

I
M8

S
Il
o

nan ((& -to)" " = (t—t0)"™"),

I
M8

n=0
also gilt fiir diese s
no
LS. von (131) < Y nlanl||(& —to)" ™" = (t —to)" |
n=0
) nlallg "+ Y nlanl |~ to"
n=ng+1 ~—— n=ng+1 ——
<r <r
(132) _ 11 2
< Y nlanl|(6 - t0)" ! = (b= t0)" |+ 2,

n=0

und die endlich Summe in der letzten Zeile wird fiir s in einer hinreichend
kleinen §-Umgebung von ¢ kleiner als 5. Beachte, daf dann auch die £, in dieser

0-Umgebung liegen. O

94



Korollar 6.17. Seien ty € R sowie a, € R fir alle n € N und bezeichne R den
Konvergenzradius der Potenzreihe f = Y700 an(z —to)".

Ist R >0, so ist f auf | — R +to,to + R[ beliebig oft differenzierbar, und es
gilt fiir jedes i € N und jedes t € | — R+ to,to + R[

FOW) =Y n(n+1)... (n-i+1) anlt—tg)" i =il 3 (Z *,”)am(t ~ty)"

n=i n=0 v
n! _ _(n
(n—i)! _Z'(i )

Insbesondere erhalten wir

f(i)(to)'

i!

vieN a; = (133)

Beweis. 6.17 folgt sofort aus 6.16 durch vollstdndige Induktion nach ¢ e N. O

Korollar 6.18 (Identitétssatz fiir Potenzreihen). Seien tg € R sowie ay,b, € R
fiir alle n € N und bezeichne R, sowie Ry den Konvergenzradius der Potenzreihen
Yooan(z —to)"™ und ¥olobn(x —to)". Ferner seien f bzw. g die durch die
Potenzreihen dargestellten Funktionen.

Gilt Ry > 0 sowie Ry >0 und existiert § € R, mit 6 < min{R,, Ry} und

Vte]—5+t0,t0+5[ f(t) =g(t),
so folgt Viena; = b;.
Beweis. Klar nach (133). O

Satz 6.19.
Vor.: Seien tg € R sowie ap € R fiir jedes k € N und f: J - R die durch die
Potenzreihe Y52 ar(x —to)* dargestellte Funktion, d.h.

J={teR| Y ay(t-to)" konvergent in R}
k=0

und Viey f(t) = Siogar(t —to)".
Beh.: f ist stetig.

Bemerkung.
1.) Sei R e [0,+00] der Konvergenzradius von Y72 a,(z —to)", also

]—R+t0,t0+R[CJC [—R+t0,t0+R].

In allen Punkten von |- R+ tg,to + R[ ist f nach 6.16 sogar differenzier-
bar, also stetig.

Der nicht-triviale Teil der Behauptung
ReJ bzw. —-ReJ = f stetigin R bzw. —-R

heifst Abelscher Grenzwertsatz.
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2.) Ist R wie in Bemerkung 1.), so braucht f im Falle R € J bzw. —R € J nicht
links- bzw. rechtsseitig differenzierbar®® in R bzw. —R zu sein.

Wir werden in 7.4 sehen, daf = + Y.;7, ((n 11))nac das Konvergenzintervall

[-1,1] hat und in -1 nicht rechtsseitig differenzierbar ist.

3.) Ein zu 6.19 analoges Resultat fiir komplexe Potenzreihen, die im inneren
ihrer Konvergenzkreise stets komplex differenzierbar sind, fiir die Rand-
punkte ihrer Konvergenzkreise gilt nicht — auch nicht fiir evtl. vorhandene
reelle Randpunkte, in denen die Potenzreihen konvergieren!

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafs
gilt R =1 und tp = 0. (Ansonsten gehen wir von aj zu %‘“ und von x € J zu
x € {to} + J iber.) Im {ibrigen betrachten wir nur den Fall R = 1 € J, d.h.
Yoo ar existiert und ist somit gleich f(1). (Der Fall —-R = -1 € J folgt dann
durch Ubergang von Y52, apz® zu Y52, —apz®.)

Fiir n e Nu{-1} setzen wir s,, := Y3_gar und s :=1lim,,e0 S, = f(1).

Sei nun te|-1,1[.

Fiir n e N gilt

n n n—1
Za Z Sk — Sk-1)t =(1—t)(28ktk)+snt".
k=0 k=0 k=0

Aus limy, 500 S, = f(1) und limy, 60 t™ = 0 folgt lim,,, 00 s,t™ = 0, also ergibt
sich

F) = (1-1) Y syt (134)

k=0
ad 1
Aufserdem gilt wegen Z th= —
= -t
f(1)=s=(1-t) Zstk (135)
Sei nun € € R,. Dann existiert zunichst kg € N derart, daf
VkeN (k > ky = |Sk - Sl < %) (136)
und sodann ¢ € ]0,1[ mit
ko L
vte]—5+1,1[ —t z |Sk - Slt < 5 (137)
k=0

st M ¢ R, f: M — R eine Funktion und ¢o € R derart, daf § € Ry mit I := ] -0 + to,to] € M

existiert, so heifit f in to linksseitig differenzierbar genau dann, wenn limosp—0 W in

R existiert (d.h. per definitionem wenn limy,_.q M
nennt man die linksseitige Ableitung von f in to und bezeichnet sie mit .

Analog definiert man im Falle [to,t0 + 6] ¢ M die rechtsseitige Differenzierbarkeit von f in
to und setzt im Falle der Existenz des Limes in R = limg<h_o %H(t‘)) (definiert

analog zu oben.) Diese Zahl heifst dann rechtsseitige Ableitung von f in to.

in R existiert.) Diesen Grenzwert

Es ist leicht einzusehen, daf im Falle to € M gilt, daf f genau dann differenzierbar in ¢ ist,
wenn f in to links- und rechtsseitig differenzierbar ist und zusatzlich f'(to-) = f'(to+) gilt.
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(Beachte, daf der Ausdruck auf der linken Seite der letzten Ungleichung fiir ¢
von links gegen 1 gegen 0 strebt.)
Nun folgt fiir alle te | -6+ 1,1[ c]0,1]

£ =L P 1= 3 (51-5)
ko 00
< —t)(z_:|sk—s|tk)+(1—t)( > |sk—s|tk) (138)

k:k0+1
(136) (187) £
<

wl
wlm

|

Bemerkung. Die dritte der obigen Bemerkungen im Hinterkopf, sollten wir
uns nun natiirlich fragen, an welcher Stelle des gerade gefiihrten Beweises die
Argumentation im Falle eines komplexen Definitionsbereiches zusammenbricht.

Wir haben bei der Abschétzung (138) ausgenutzt, dak |t| = ¢ gilt. Dies gilt
aber natiirlich nur fiir reelle ¢ in einer hinreichend kleinen §-Umgebung von 1.

Die obige Argumentation kann im allgemeinen Falle nur aufrecht erhalten
werden, wenn |1 —¢| 52, [t[* = B |§I beschrénkt ist, d.h. wenn ¢ nur in einer der
kompakten Mengen {a € Us(1 )||1 al| < C(1-|a|])} mit C € [1,+oo[ liegen darf.

Hauptsatz 6.20.

Vor.: Seien M c R, tg e M, n € Ny und f: M — R eine Funktion, die in tg
n-mal differenzierbar ist.

Wir definieren dann die n-te Taylorsche*® ganz-rationale Funktion von f in
to als die folgende ganz-rationale Funktion g: R - R vom Grade <n

(k) ’ (n)
Zf fo) :U—to)k=f(t0)+m(x—t0)+...+f—(to)(x—to)".

n!

Beh.: g, approximiert f in tg von hoherer als n-ter Ordnung, d.h. per defini-
tionem f(to) = gn(to) und

f(#) — gn(t)

im =0.
t=to  (t—to)"

n=f—gn: M - R heifit das n-te Taylorsche Restglied von f in tg.

Bemerkung. Im Falle n =1 gilt g1(z) = f(t0) + f'(to) (x—to), d.h. die Behaup-
f(t) — f(tO) - f,(tO)'

tung besagt gerade lim
g gt g s t—to

Beweis. n =1: Klar nach Bemerkung.

n+~n+1: Sei n € Ny und die Behauptung gelte fiir n. Sei dann f: M — R
in to (n + 1)-mal differenzierbar, also ist f auf einer offenen Umgebung von ¢
n-mal differenzierbar und f’: M — R in ¢y n-mal differenzierbar.

“nach Brook Taylor (1685-1731)
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Sei g: R - R die (n + 1)-te Taylorsche ganz-rationale Funktion von f in ¢
und §: R - R die n-te Taylorsche ganz-rationale Funktion von f’ in t.

Man rechnet miihelos nach, dak gilt ¢’ = g, also auch auf dem Definitionsbe-
reich von f’, der ty enthélt,

(f-9)=f-3 (139)
Ferner gilt nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf f’)
, .
Jim f((f)_—;jff) - 0. (140)
to ist innerer Punkt von M, also existiert eine Zahl ¢ € R, mit
] —E+t0,t0+E[CM,

und wir kdnnen annehmen, dafk f dort differenzierbar ist. Nach dem Mittelwert-
satz existiert fiir jedes t € | —e +1tg,t0 +€[ ~ {to} eine reelle Zahl & zwischen ¢
und to mit

-0
(f —9)(t) - (f - 9)(to)
f)-9(t)  _ t—to _(f-9)(&)
(t =to)"* (t—to)" (t—to)"

(139) (/" -9)(&) (& —to)"
(& —to)» (t-to)""

Im letzten Ausdruck strebt der erste Faktor fiir ¢ gegen ¢ nach (140) gegen 0
(beachte, daft mit t auch & gegen t( strebt), und der zweite Faktor ist betraglich
kleiner als 1 (nach Wahl von &). Das Produkt strebt daher gegen 0, und die
Behauptung ist auch fiir n + 1 gezeigt. O

Definition 6.21 (Lokale Extrema, Vorzeichenwechsel). Seien M eine Teilmenge
von R, f: M - R eine Funktion und tg € M. Wir definieren:

strenges lokales Maximum
lokales Mazimum
lokales Minimum

strenges lokales Minimum

(1) f besitzt in toy ein

vV IN A

f(to)-

= 35er, VieMn]-o+t0 to+5[~{to} f (1)

\2

f besitzt in to ein lokales Extremum genau dann, wenn f in tg ein lokales
Maximum oder ein lokales Minimum besitzt.

(i) f besitzt in to einen Vorzeichenwechsel von{ ; } nach{ * }

= JseRr, vtEMﬁ]—5+t0,to+5[
(om0 )0) o= s0] 2 ).
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6.22 (Lokale Extrema).
Hauptsatz 1.

Vor.: Seien M cR, tg € M und f: M — R eine Funktion, die in to differenzier-
bar ist.
Beh.: f besitzt in to ein lokales Extremum = f'(tg) = 0.

Beweis. klar nach 6.3. (Fiihre f/(t9) > 0 bzw. f/(t0) < 0 zum Widerspruch.) O

Hauptsatz 2.

Vor.: Seien M c R, tg e M, n € Ny und f: M - R eine Funktion, die in tg
n-mal differenzierbar ist. Ferner gelte

f(to) = f"(to) = ... = " D(tg) =0,

f‘"’(to){ . }0-

Beh.:

(i) n gerade

Minimum
Maximum |~

= f besitzt in ty ein strenges lokales {
(i) n ungerade
== f besitzt in to kein lokales Extremum (genauer besitzt (f — f(to)) in

: : - +
to einen Vorzeichenwechsel von { N } nach ).

Beispiel. Seien n e N, und f:=2" R - R. Es gilt

View /O (2) =n(n—1)-+(n—i+1) """ =

also f/(0) = £ 1(0) =0 und f™(0) =n!>0.
Daher besitzt f in 0 im Falle n gerade ein strenges lokales Minimum und im
Falle n ungerade einen Vorzeichenwechsel von — nach +.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir ¢ € M ~ {to}
(n)
FO = ft)  fM(t0)  F() - Flto) - E (¢ - to)"
(t—to)" n! (t-to)"

f(t) - f““]lgto) (t —to)*
(t—to)" ’

und dieser Ausdruck konvergiert nach 6.20 fiir ¢t gegen ¢y gegen 0, d.h. nach

Voraussetzung
f(t) - f (o) f(")(to){ > }O.

lim =
t=to  (t—1to)" n! <
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Hieraus folgt offenbar die Existenz einer Zahl 6 € Ry mit | — 6 + tg,tp + [ ¢ M

und
Vie]-6+t0,to+d[~{to} W { Z }0. (141)

Zu (i): Ist n gerade, so gilt fir ¢ wie in (141) (¢t —tp)™ > 0, also nach (141)
>
s % Jrao)
Minimum

Maximum
Zu (ii): Ist hingegen n ungerade, so gilt fiir ¢ wie in (141)

d.h. f besitzt in tg ein strenges lokales

vt — (- <0 &2 10 - s 5 o

und

ot — (-0 >0 S 10 - s 7 o

d.h. f - f(to) besitzt in ¢y einen Vorzeichenwechsel von { ; } nach { J_r } m

Bemerkung. Aus (i) im Falle n =2 und Hauptsatz 1 folgt:

Seien M c R und tg € M. Besitzt die Funktion f: M — R in ¢y ein lokales
Maximum Minimum
Minimum Maximum } , und es

gilt

}, so besitzt sie dort kein strenges lokales {

fo.

Bei den folgenden beiden Satzen handelt es sich um Anwendungen des ver-
allgemeinerten Mittelwertsatzes 6.11:

f’(to) =0 und f”(to){

vV IA

Hauptsatz 6.23 (Regel von de 'Hospital®?). B B
Vor.: Seien o, € R mit a < B, J = |, B[, J = [, f] ¢ R sowie a € J und
seien f,g: J~ {a} - R differenzierbare Funktionen mit

VteJ\{a} g,(t) #0. (142)
Ferner gelte entweder
lim f(z) =limg(z) =0 (143)
oder
lim g(z) = +o0. (144)

45 Johann Bernoulli (1667-1748) unterrichtete Guillaume Francois Antoine Marquis de
I’Hospital (1661-1704) als Privatlehrer. Der Marquis kaufte Bernoullis Ergebnisse (u.a. diesen
Satz) und veré6ffentlichte sie dann zusammen mit eigenen unter seinem Namen in Analyse des
infiniment petits.
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[ Im Falle (143) folgt*® aus (142)

VteJ\{a}g(t) #0, (145)

und im Falle (144) dirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
daf (145) gilt. |
f'(x)

Beh.: Wenn limx_,am in R existiert, so existiert lim,_, fg; in R und die
Limites stimmen iberewn.

Beweis. Wir zeigen den Satz im Falle a = a. Der Fall a = 8 13uft analog, und

im Falle a € |a, B[ wende man diese Félle auf J n ] —o0,a[ sowie J n ]a,+oo[

an und nutze aus, daf lim,_, % in R existiert, wenn links- und rechtsseitiger

Grenzwert existieren und iibereinstimmen.*”

Nach Voraussetzung existiert c:=limg_,q g:g; e R. Es geniigt nun zu zeigen,
daf gilt
t
VqeR,cl<cE|seJ,s>the]a,s[ ¢ < %7 (146)
t
V02eR,cz>cE|seJ,s>the]a,s[ & <co. (147)

t)

(Ggf. ist eine der beiden Aussagen {ibrigens leer, weil es z.B. im Falle ¢ = —o0
kein ¢; wie oben gibt.)

Wir zeigen (147). Analog sieht man (146) ein.

Sei also co € R mit ¢ > ¢. Nach Voraussetzung existiert dann § € R mit § > a

und £(€)
eelasl gy <

Q
—

Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 6.11 folgt daher

F(8) - f(t) :f(f) < co. (148)

g(t) - g(t)

64 148t sich in a stetig durch 0 fortsetzen. Zwischen einer weiteren Nullstelle von g und a
lige daher nach dem Mittelwertsatz eine Nullstelle von g', im Widerspruch zur Voraussetzung.

TIst M c R, to e R und f: M~ {to} = R eine Funktion derart, daf ] — ¢ +to,t0o[ ¢ M fiir ein
0 € Ry, so heifst im Falle der Existenz des Limes in R

Ft07) = Jg 7o +10] = i, ftto +1)

der linksseitige Grenzwert oder Limes von f in to.
Analog definiert man im Falle ]to,to + [ ¢ M den rechtsseitigen Grenzwert oder Limes von
f in to und schreibt im Falle der Existenz des Limes in R

vt,te]a,§[,t¢f

f(to+) [s=| Jim f(to+h)|= lim f(to+h).

0<h—0

Es ist leicht einzusehen, daf im Falle | — 0 + to,t0 + [~ {to} c M gilt, dak f(t) genau dann fiir
t gegen to konvergiert, wenn f links- und rechtsseitig fiir ¢ gegen ¢o konvergiert und zusitzlich

f(to—) = f(t0+) gilt.
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1. Fall: Es gilt (143). Mit s := § folgt dann (147), da nach (148) fiir t € Ja, 5[

gilt R
0 T

9(0) " Jasbioa g(t) —g(D)

2.Fall: Es gilt (144). Sei £ € ]a, 5[. Dann existiert nach Voraussetzung 5 € R
mit 5> a derart, daf fiir alle ¢ € Ja, 5[ gilt
_9()
-0 (149)
und
0 - FD e e, £
9(t) g(t) —g(t)  ¢(t) 9(t)
S8 Y )
g(t) - g(t) g@®) ) g(t)
(148),(149) g@®)\ f(t)
e (-0) 0

Der letzte Ausdruck strebt fiir ¢ von rechts gegen a gegen ca, also folgt die
Existenz von s € ]a, 5[ mit
tela s[ﬂ < e,
()
d.h. (147) ist gezeigt und der Hauptsatz vollstdndig bewiesen. O

Bemerkung. Durch Anwendung auf Real- und Imagindrteil kann der letzte
Satz ins Komplexe iibertragen werden.

Beispiel. Sei n € N,. Die Regel von de I"Hospital ergibt dann

1
. In(x . P . 1
lim () = lim L __ = lim =0
n n—1 n )
T—>+oo I T—+00 NI T—>+00 NI

d.h. ,In strebt schwécher gegen unendlich als jede Potenzfunktion.“
n-malige Anwendung der Regel liefert aufserdem

d.h. e strebt schneller gegen unendlich als jede Potenzfunktion.“

Hauptsatz 6.24 (Taylorscher Satz).
Vor.: Seien J c R ein Intervall, n € N und f: J - R eine (n + 1)-mal differen-

zierbare Funktion. Ferner seien t,tg € J.
Beh.: Es existiert eine Zahl 9 € |0,1[ derart, daf8 gilt

/ (n) (n+1) _
f(t) =f(to)+@(t—to)+...+fn—§t°)(t—t0)"+f ((tSif)(f to))(t—to)"”.

102



Bemerkung.
1.) Der Spezialfall n =0 von 6.24 ist im wesentlichen der Mittelwertsatz 6.10.

2.) Unter der zusétzlichen Voraussetzung, daf f ("*+1) in einer Umgebung von
to beschrankt ist, folgt aus 6.24 die Behauptung von 6.20, denn dann gilt
(D) (¢ + 9 (t ~ t
t—to (n+1)!
Aber in 6.20 war die Behauptung unter der schwécheren Voraussetzung
der n-maligen Differenzierbarkeit von f in ¢y gezeigt worden.

Beweis. Im Falle ¢ =t ist die Behauptung trivial (mit ¢ = %)
Sei daher t # tg. Wir definieren differenzierbare Funktionen F,G: R - R
durch

Dann gilt

n  £(k+1) T n r(k) T
F’(I’) _ (Zf ()(t—w)k)— zf ()k(t—w)k_l

S = K
AR )
(k-1)!
n  £(k+1) n—1 r(k+1)
_ (Zf l(x)(t_w)k)_ Z:lf l(m)(t_w)k)
=0 k! =0 k!
f(n+1)($)
- n! ’
G'(z) = -(n+1)(t-z)"

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 6.11 existiert nun eine Zahl &,
die echt zwischen t und tg liegt, d.h. £ = tg + ¥(t — to) mit ¥ € ]0,1[ derart, dak
gilt

F'§) _ F(t) - F(t)
G'(€) G(to) - G(1)
———
AR
(n+1)!
n (k)
(Z o) t—to)k) - f(t)
_ \k=0
(t _ to)n+1 ’
und hieraus folgt die Behauptung. O

Korollar 6.25. Sei f: R - R eine ganz-rationale Funktion vom Grade <n € N.
Dann gilt fir alle tg e R

i f(’“) (to)
k=0
Bewers. Klar nach 6.24. O

(z —to)".



7 Elementare Funktionen

Die Funktionen, die wir in diesem Kapitel betrachten, sind von fundamentaler
Bedeutung in der Mathematik und den Naturwissenschaften, insbesondere in
der Physik und der Biologie.

Die wichtigste der Funktionen, die wir als elementar bezeichnen wollen, ist
die Exponentialfunktion. Alle weiteren im folgenden zu besprechenden Funktio-
nen stehen mit ihr im Zusammenhang. Entweder handelt es sich um solche, die
durch die Exponentialfunktion enthaltende Ausdriicke definiert werden kénnen,
oder deren Umkehrfunktionen.

7.1 (Die Exponentialfunktion). Per definitionem gilt fiir alle x € R

exp(z Z

2 23

—1+x+—+—+.... (150)
2 6

3|H

| Beachte, daf das Quotientenkriterium die Konvergenz der Reihe auf der
r.S. liefert. |
Insbesondere gilt exp(0) = 1, und man definiert die Eulersche Zahl

11
[€)=exp(1) =1+ 1+ o+ o+ (=2,718281...).

Nach 6.17 ist exp: R - R unendlich oft differenzierbar und gemif 6.16 gilt

exp’ = exp. (151)
’ 00 nxn 1 - 1 n
[eXp an - nl(nd) nOnl]
Es gilt das Addztzonstheorem er Exzponentialfunktion

Vaber €xp(a +b) = exp(a) - exp(b). (152)
| Fiir fest gewdhlte a,b e R sei
f=expla+b-x)-exp(z): R —R.

Mittels (151) rechnet man nach, daf f’ = 0 gilt, also folgt aus 6.12: f ist
konstant. Insbesondere gilt f(0) = f(b) und d.h. genau (152). |
Aus (152) folgt

1

Vaer exp(-a) = (153)

exp(a)

(wegen exp(a)exp(—a) =exp(0) = 1.)
Wir behaupten
exp(R) = R,. (154)
,C Sei t e R. Im Falle ¢ >0 gilt
2t
exp(t) =1+t+5+g+...>0.
[ S ——
>0

104



Im Falle t < 0 gilt —t > 0, also exp(—t) > 0 und folglich nach (153) auch exp(t) > 0.

,2 Wegen Y,y exp(n) =1+ n +%2 +... 2 n gilt lim,, . exp(n) = +oo,
——

folglich gilt nach (153) auch

lim exp(-n) = lim =0.
i % Sp ()
Ferner ist exp stetig (sogar differenzierbar), also folgt aus dem Zwischenwertsatz
offenbar ,,2“. |
Aus (154), (151) folgt Vier exp’(t) = exp(t) > 0, also ist exp: R — R, streng
monoton wachsend (und surjektiv).

Bemerkung. Analog zum Beweis von (152) kann man mittels  komplexer Dif-
ferentialrechnung” zeigen, daf (152) auch fiir die komplexe Exponentialfunktion
und a,b € C gilt, also folgt

exp(x +1y) = exp(x) - exp(iy).

Des weiteren gilt wegen 4.37 (i)
. o (iy)? | (w)? | Gy)! | (iy)°
= 1
exp(iy) +iy + 5 + - + ol + 120 +

2 3 .4 5
1+iy—y——iy—+y—+iy—+...
2 6 24 120

2 4 3 5
1—y—+y——+... +1 y—y—+y——+...
2 24 6 120

cos(y) +1isin(y),

also ergibt sich die Eulersche Formel

exp(z +1y) = exp(z) (cos(y) +isin(y)) . (155)

Wir beweisen in 7.2 die 27-Periodizitat von cos und sin, wobei 7 die Kreiszahl
ist. Also folgt aus der Eulerschen Formel

exp: C — C* ist 2ri-periodisch.

Ubrigens folgt ebenfalls aus der Eulerschen Formel, daf exp(C) = C* gilt.
Genauer bildet exp fiir jedes halboffene Intervall I der Lange 27 die Menge Rx [
bijektiv auf C* ab.

7.2 (Die Funktionen Sinus und Cosinus). Per definitionem gilt fiir alle x € R

oo 2n+1 3 5
sin(r) = Y (1) = r -
= (2n+1)! 3l " 5l
L) 2n 2 4 (156)
cos(m)=2(—1)"w - Ty
fogar (2n)! 21 4l

| Beachte, daf die beiden Reihen in (156) nach dem Quotientenkriterium
konvergieren. |
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Insbesondere gilt
sin(0) =0, cos(0) =1, sin(-z) = -sin(z), cos(-x) = cos(z).

Nach 6.17 sind sin, cos: R — R beliebig oft differenzierbar, und nach 6.18 gilt
offenbar
sin’ =cos und cos’ = -sin. (157)

Es gelten die Additionstheoreme von Sinus und Cosinus

Vaper sin(a+0b) =sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b),

cos(a +b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), (158)

also insbesondere sin(2z) = 2sin(z) cos(z) und cos(2z) = cos?(x) - sin?(z).
[ Zum Beweis von (158) betrachte fiir a,beR
f=sin(a+b-1z)-cos(z) +cos(a+b-x)-sin(z): R — R,
g:=cos(a+b-x)-cos(x)—sin(a+b-=x)-sin(z): R — R.
f und g sind konstant (wegen f’ = 0,¢" = 0), also gilt f(0) = f(b) sowie
g(0) = g(b), und dies liefert die Behauptung. |

Ferner gilt
sin® +cos? = 1 (159)

| f:=sin?+cos®: R —» R ist (wegen f’ =0) konstant vom Wert f(0) = 1. |
Wir werden nun zeigen, daf cos in 0, 2[ genau eine Nullstelle besitzt. Hierzu
zeigen wir zunéchst

cos(0) =1>0 und cos(2) <0. (160)
[ cos(0) = 1 haben wir oben schon konstatiert.

22 24 26 28 210 212
-t 4+ = —+ — -+
20 4! ¢! 8 10! 12!

22 24 26 28 210 212
l- -+ ]-...
21 4! (6! 8!) (10! 12!)
4 16 26 22\ 210 22
l1-—+———1-—]-—11- - ..
2 24 6! 7-8 10! 11-12

>Y0 >0
<0

cos(2) = 1

1-2+2=-1<0]
37 3

N

Ferner gilt

¥ 1eq0.2[ Sin(t) > 0. (161)
[ Fiir ¢ € ]0,2[ gilt
B30t 2\ t° t2
in(t)=t-—+—-—+-...=t[1-—|+=[1-—]+...>0.
s =t-gi gt ( 2.3) 5\ T6.7) " |
>0 >0
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Wegen V0,91 cos’(t) (157) —sin(t) (1?) 0 ist cos|[o2] nach 6.11 streng mo-
noton fallend. Aus (161) und dem Zwischenwertsatz folgt daher:

Es existiert genau eine Zahl £ € ]0,2[ mit cos(&) = 0. Wir definieren nun die
Kreiszahl

= 2¢ (= 3,141593...).

Dann gilt also
T
5 ist die einzige Nullstelle von cos |} of (162)

und

oS |[07%] ist streng monoton fallend von cos(0) =1 nach cos (g) =0.

Wegen Viejo, x| sin’(t) = cos(t) > 0, sin(0) = 0 und sin® (%) =1 -cos? (%) = 1
gilt weiterhin

sin|[0,%] ist streng monoton wachsend von sin(0) =0 nach sin (g) =1.

Wir erhalten

sin (g - w) (158) sin (g) cos (—x) + cos (g) sin (—x) = cos (—z) = cos (z),
S——— S———
1 =0

=0 =1
sin () (5 9 sin (g) Ccos (g) =0,
N——
=0
(158) . .
cos(m—x) =" cos(m) cos(-x) —sin () sin (-z) = —cos (z),

[ A N ——
=-1 =cos(z) =0

cos (m + x) (138 cos (m) cos (x) — sin () sin (z) = —cos (z) ,
S—— S—_——
) =0
(158) . .
cos (2 +x) " =" cos (27) cos (x) — sin (27) sin (z) = cos (),
——— —_——
=1 =2sin () cos (m) =0
——
cos (x - g) U2 cos (z) cos (—g) —sin(z)  sin (—g) = sin (z) .
S ——’
= —sin (%) =-1
Hieraus folgt
sin und cos sind 27 — periodisch, (163)

sin ({0}) = {km |k €Z} und @1({0})={(k+%)w|keZ}. (164)
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Bemerkung.

1.) Es folgt leicht, da die Abbildung
[0, 27 — R?, ¢ —> (cos(t),sin(t))

den Einheitskreis {(x,y) e R?|2? +y? = 1} in R? parametrisiert.

Fiir ¢ € [0,27] hat der auf dem Einheitskreis von (cos(0),sin(0)) = (1,0)
gegen den Uhrzeigersinn nach (cos(t),sin(t)) verlaufende Bogen die Lénge

[ ” cos(x),sin( )'(7‘)”d7’ / H —sin(x),cos(z))’ ( THdT

Asm( ) + cos?(T dT—[ dr =t,

2.) Aus der Eulerschen Formel (155) folgt

vgl. Kapitel 11.

sin(z) = % (exp(iz) — exp(-ix)), (165)
cos(xz) = % (exp(iz) + exp(-ix)) . (166)

3.) Die komplexen Funktionen sin, cos: C — C sind surjektiv, vgl. Funktionen-
theorie.

7.3 (Die natiirliche Logarithmusfunktion).

(i) Nach 7.1 ist exp: R - R, bijektiv und streng monoton wachsend. Wir
definieren den logarithmus naturalis (natirlichen Logarithmus)

In:=exp 't R, — R, (167)
also ist

In: Ry — R bijektiv, streng monoton wachsend und In(1) =0, In(e) =

(168)
Fiir alle ¢ € R folgt aus exp’(t) = exp(t ) >0 und 6.7, dak In in exp(t) e R,
differenzierbar ist mit In'(exp(t)) = o (t) eXp(t) Daher gilt
In: R, — R ist differenzierbar mit In’ = l|R+. (169)
x

Fiir alle ¢,d € R haben wir

In (exp(c) -exp(d)) =In(exp(c+d)) =c+d =1n(exp(c)) +In (exp(d)),

also gilt
Vaber, In(a-b) =1In(a) +1n(b) (170)
und somit (wegen In (%) +1n (a) 17 14 (1)=0)
. m(l) - —In(a). (171)
a
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(ii) (Potenzreihenentwicklung der Funktion In(1 + z))

Fiir jedes te ] - 1,1 gilt

, (169) 1 1 >, >,
(In(1+z)) (t) "= T 1o k;Z::o(_t)k = ];::O(—l)ktk,
d.h.
(In(1+2)) [j-11 = i(-n%k =l-z+a? -2 +2t -+, (172
k=0

Die rechte Seite von (172) ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1,
die durch gliedweise Differentiation aus der Potenzreihe

00 _1k 2 3 4 5
Z( ) oy T8 T T
&kl 2 "3 475

erhalten wird, und letztere hat das Konvergenzintervall | —1,1], vgl. 4.25
und 4.36.

Wir definieren f:]-1,1] = R durch

Vi £(0) = 50 E gt (173)
€l-1,1] = k+1

Aus 6.16, (173) und (172) folgt

flj=1,1p ist differenzierbar und Yyep_q 4 f'(t) = In(1 +2)"(¢), (174)

~

< (f-In(1+z)) (t)=0
und aus dem Abelschen Grenzwertsatz 6.19 folgt zusétzlich

f ist stetig in 1. (175)

Aus (174) und (f -In(1 +2)) (0) = f(0) — In(1) =0 ergibt sich
=0 =0

Vte]_m[ f(t) = ln(l + t) (176)
Aus (175), (176) folgt, dafs (176) auch fiit ¢t =1 gilt, d.h.
f(1) =In(1+1) =1n(2). (177)

Wegen (176), (177), (173) ist gezeigt

) (_1)k kil 1'2 1'3 fL'4 1'5
11+ _ = = -t — — — 4+ — -+ ,
n( 33)|] 1,1] ,§)k+1x T 3
insbesondere
= (-1)* 1 1 1
In(2) = =l-—+-——+-—+
n(2) ggkwl 3
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Beispiel 7.4. Nach 7.3 (ii) gilt

Vte]—l,l] (1 + t) ln(l + t)

11
—~
—_
+
~
N
Eo
Lp~e
—~
|
—_
N

i k+1 i k+1
) _1)k-1 _1\k-2
= t+ Z (( 1) + ( 1) )tk:
= (_1)k_1 (k:%)k

und diese Reihe konvergiert fiir ¢ = -1 gegen

el 1 ” 1
-1+) ——— =-1+ lim S R———
20 A G
N——
-1 1
TRk
1 1 1 1 1 1
=—l+lml-=-+=-—-+...+- + -—=-1+1-1lim — =0.
n—>o00 2 2 n-1 n-1 n n—oo n

1 k
Die Potenzreihe x + Z k—i)kxk stellt nun nach dem Abelschen Grenz-

wertsatz 6.19 und 6.16 elne stetige Funktion
f: [_17 1] — R

mit f(=1) =0 und Yy 1) f(t) = (1 +2)In(1 +¢) dar, die auf | - 1,1[ differen-
zierbar und offenbar in 1 linksseitig differenzierbar ist.

f ist in —1 aber nicht rechtsseitig differenzierbar:

f(—1+h})l—f(—1) hln(h)

= limo<p-0 -

Es gilt ndmlich limgyp_
7.5 (Die allgemeine Potenz).
(i) Wir definieren
Y aeR, VbeR :=exp (b In(a)) . (178)
Bemerkung.
1.) In 2.46 (i) war o’ definiert worden fiir alle a e R>R,, und be Zc R
als ab = ﬁa fiir b> 0 und o’ = % fiir b < 0. Die friithere Definition

=1
ist mit (178) vertréiglich.
| Es gilt ndmlich fiir a € Ry

exp (0-1n(a)) =exp(0) =1
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und fiir b € N nach 7.1 (152)

exp((b+1)1In(a)) = exp(bln(a)+In(a))
exp (b 1n(a)) exp (In(a)) =exp (bIn(a)) a

sowie nach 7.1 (153)

-
exp (b1n(a))

2.) Im Spezialfall a = e gilt nach (178) fiir jedes b € R wegen In(e) =1

exp (b In(a)) = ]

e’ = exp(b).

Es gilt fiir alle a,a1,a2 € Ry, b,b1,b0 € R und m,n e N,

abr - a% = "2 (179)
b
(a")" = a", (180)
a? -} = (ay-a2)", (181)
1
b
-, (182)
ar = Vam=Ya, (183)

: 1
insbesondere a=» = {/a.

[ Zu (179): 1.S. = exp (b1 1n(a)) -exp (b2 In(a)) = exp ((by + b2) In(a)) =r.S.
Zu (180):

LS.

exp (baIn(a™)) = exp (baIn (exp (b1 1n(a))))
exp (ba by In(a)) = r.S.

Zu (181):

1.S. = exp(bln(ay))-exp (bln(az)) =exp (b(In(ay) +1n(asz)))
= exp(bln(aiaz)) = r.S.

Zu (182):1.S. =exp (-bln(a)) = m =r.S.

Zu (183):

()

exp (% ln(a))n = exp (nln (% ln(a))) = exp (n% ln(a))

= exp(mln(a)) =a™

— Vam =a™, also auch /a = aw und nach (180) ¥/a" =a™n . |
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(i)

(iii)

Sei a € R, fest vorgegeben. Dann heift
a>:R—R
die Ezponentialfunktion zur Basis a.
Imm Spezialfall a = e = exp(1) gilt also
e’ =exp: R — R. (184)
Es folgt offenbar
a®: R — R ist differenzierbar mit (a*)" = In(a)a®. (185)

Im Falle a = 1 ist a” konstant vom Wert 1. Im Falle a € Ry ~ {1} gilt
a”(R) = Ry, und a” ist streng monoton wachsend fiir a > 1 sowie streng
monoton fallend fiir 0 <a < 1.

Sei b € R fest vorgegeben. Dann heifst
R, —R
Potenzfunktion zum Erponenten b.*® Es folgt

2% R, — R ist differenzierbar mit (:Ub), = bt (186)

[ Die Differenzierbarkeit ist klar. Auferdem gilt

(=)

exp (bIn(z))" = exp’ (bIn(z)) bln’(z) = exp (bIn(x)) bé

1
bt AT0,082) b1

Im Falle b =0 ist 2° konstant vom Wert 1.

Im Falle b # 0 gilt 2°(R,) = R, und 2 ist streng monoton wachsend fiir
b > 0 sowie streng monoton fallend fiir b < 0. Insbesondere bildet z® R,
bijektiv auf R, ab, und es gilt fiir die Umkehrfunktion

(acb)_l = b, (187)

1 1\b
| Denn nach (180) gilt fiir alle ¢t e R, (tb) b=t= (xz) ]

7.6 (Die allgemeine Logarithmusfunktion). Sei a € R, ~ {1}. Nach 7.5 (ii) ist
a”: R - R, bijektiv und streng monoton wachsend fiir a > 1 sowie streng mono-
ton fallend fiir 0 < @ < 1. Wir definieren den Logarithmus zur Basis a

log, = (a®) " : R, — R. (188)

(Der Exponent —1 meint hier die Umkehrfunktion und nicht etwa das Reziproke
von a®.)

“8Fiir be N bzw. be —-N, kann man 2® natiirlich wie friither auch als Funktion R — R bzw.
R* — R betrachten.
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Fiir a = e erhalten wir offenbar den natiirlichen Logarithmus In.

Fir a = 2 nennt man log, auch den bindren, dualen oder dyadischen Lo-
garithmus (i.Z. 1d fir logarithmus dualis) und fir a = 10 den gewdchnlichen,
Briggschen oder dekadischen Logarithmus (1.Z. 1g fir logarithmus generalis).

Die Definition impliziert

wachsend  fiir a > 1,

log,: R, — R bijektiv und streng monoton{ fallend  fiir O<a<1,

(189)
und aus z = a'°%(*) = exp (log, (z)In(a)) folgt sofort
1
log, () = 1), (190
In(a)
also auch
1
log,: Ry — R ist differenzierbar mit log,” = i (191)
In(a)x
Fiir alle b,b1,bs € R, gilt
log,, (b1 - by) =1log,(b1) + log, (b2) (192)
log, (b}2) = by - log, (b1) (193)
1
1 -b) = 194

[ (192) und (194) haben wir in 7.3 (i) schon fiir a = e gezeigt und folgen
daher aus (190). Ebenfalls hieraus und ln(bliz) = In (exp(bzIn(b1))) = boIn(by)
folgt (193). |

7.7 (Die Funktionen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus). Wir defi-
nieren fiir alle z e R

o 20+l 3 5
inh(z) = =r+—+
sinh(z) nz::o Cn+l) T3 TE T
o 2n R (195)
cosh(z) = )’ =1+ +=—+
Zoany

| Beachte, dak die beiden Reihen in (195) nach dem Quotientenkriterium
konvergieren. |
Insbesondere gilt

sinh(0) =0, cosh(0) =1, sinh(-x) = —sinh(z), cosh(-x) = cosh(x)

exp(z) = cosh(x) + sinh(x),
also auch () 1( o )
cosh(z) = 2 (exp(z)+exp(-z)),
sinh(z) = % (exp(z) - exp(-z)). (196)
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Nach 6.17 sind sinh, cosh: R - R beliebig oft differenzierbar, und nach 6.18
gilt offenbar
sinh” = cosh und cosh’ =sinh. (197)

Es gelten die Additionstheoreme von Sinus hyperbolicus und Cosinus hyper-

bolicus
(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b

a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b

sh(a)
insbesondere sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z) und cosh(2x) = cosh?(z) + sinh?(x).
| Zum Beweis von (198) betrachte fiir a,beR

Vaber sinh(a+b) =
cosh(a +b) =

),
) (198)

9

f=sinh(a +b-x)-cosh(x) +cosh(a +b - x) -sinh(z): R — R,
g:=cosh(a+b-x)-cosh(z) +sinh(a + b -x) -sinh(z): R — R.
f und g sind konstant (wegen f’ = 0,¢' = 0), also gilt f(0) = f(b) sowie
g(0) = g(b), und dies liefert die Behauptung. |

Ferner gilt
cosh? —sinh? = 1 (199)

[ f:=cosh? —sinh®: R — R ist (wegen f’=0) konstant vom Wert f(0) = 1. |
Offenbar gilt

Vier, sinh(¢) >0 und lim sinh(t) = +oo, (200)

t—>+o0

also folgt aus sinh(-z) = —sinh(x) und dem Zwischenwertsatz
sinh(R) = R. (201)
Weiterhin gilt

Vie[0,+00[ COSh(f) 21 und lim cosh(t) = +oo,

t—+o00

also folgt aus cosh(-z) = cosh(z), cosh(0) =1 und dem Zwischenwertsatz

cosh(R) = [1, 00]. (202)
Des weiteren gilt
sinh und cosh |[g eo[ sind streng monoton wachsend. (203)
[ (203) folgt aus
Vier sinh’(t) = cosh(t) (2g2) 0 und Vg, cosh’(t) = sinh(t) (230) 0
sowie 6.12. |
Bemerkung.

1.) Es folgt leicht, daf die Abbildung
R — R?, t —> (cosh(t),sinh(t))

den rechten Ast der Hyperbel {(z,y) € R? |22 - y? = 1} parametrisiert.
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2.) Aus der 27i-Periodizitdt der komplexen Exponentialfunktion und (196)
folgt, dak auch die komplexen Funktionen

sinh, cosh: C — C,

die man (195) entsprechend definiert, 27wi-periodisch sind.

7.8 (Die Funktionen Tangens (hyperbolicus) und Cotangens (hyperbolicus)).
Wir definieren die Funktionen

sin

tan := —: R\ Gos' ({0}) — R Tangens,
cos
cot i= 22 R\ ﬁl({O}) — R Cotangens,
sin
inh
tanh:= 2L R — R Tangens hyperbolicus,
cosh
h
coth := C.OS :R* >R Cotangens hyperbolicus.
sinh
Es gilt offenbar
tan(-z) = —tan(x), cot(-x) = —cot(z) (204)
tanh(-z) = —tanh(z), coth(-xz) = -coth(x)

Aus der Quotientenregel folgt die Differenzierbarkeit von tan, cot, tanh, coth

und
2

tan’ = —COS_CO;;SmQ = 1 +tan® = golsz X
’ _ _sin®+4cos® _ _ =1
cot = n? (1+cot?) = s (205)
tanh’ = 7“5};20;;21“}‘ =1 -tanh® = —Coih2
r _  sinh®—-cosh? _ _ 2_ 1
coth’ = B = 1 -coth” = p
Ferner gilt
tan, cot sind 7 — periodisch. (206)
[ Es gilt
tan(z+7) = sin(z + ) _ sin(z) cos(7) + cos(x) sin ()
cos(z +7)  cos(x)cos(m) —sin(x)sin ()
—sin(x)
= Teos(z) = tan(z),

und die zweite Aussage folgt analog oder aus cot = ﬁ |
Weiterhin gilt:

tan |]—%,%[: ] - 35,5 [ — Rist bijektiv und streng monoton wachsend,
cot |jo,r* ]0, m[ — R ist bijektiv und streng monoton fallend, (207)
tanh: R — | - 1, 1[ ist bijektiv und streng monoton wachsend,

coth|r,: Ry — |1, +oo[ ist bijektiv und streng monoton fallend.

| Die Monotonie-Aussagen folgen aus (205).
Wir verwenden im folgenden fiir @ € R die Schreibweisen ¢ - a+ bzw. t - a—.

Damit ist gemeint, dafs ¢ von rechts bzw. links gegen a strebt.
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Zum Tangens:

—-1
—_——~—

in(t
lim tan(¢) = lim sin(t)
t>—T+ t—-T+ cos(t)

= -0

{

-0+

Zum Cotangens:

t
lim tan(t) = lim C.OSJ =
t—>0+ t—0+ SIn t)

——
-0+

+00

—--1

——

t
lim tan(¢) = lim C?S( ) =
tom— t-m— sin(t)
——
-0+

Zum Tangens hyperbolicus: Nach 7.7 gilt fiir jedes t e R

exp(t) —exp(-t) 1 1

tanh(t) = = -
anh(t) exp(t) +exp(-t) 1+ exp(2t) +1’

—1
exp(2t)

und dieser Ausdruck strebt fiir ¢ gegen +oo gegen 1 und fiir ¢t gegen —oo gegen
-1
Zum Cotangens hyperbolicus: Es gilt

-1
———
h(t
lim coth(¢) = lim C?S (t) = +00,
t—>0+ t—-0+ sinh(t)
—_——
-0+
und nach 7.7 gilt fiir jedes ¢t e R,
exp(t) + exp(-t) 1 1

coth(t) exp(t) —exp(-t) 1- m * exp(2t) -1’

und dieser Ausdruck strebt fiir ¢ gegen +oo gegen 1. |
Schlieflich gilt

tan (g - w) = cot(z). (208)
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| Denn

T cos(
tan (— - :U)
2

s s
2 2
sin(%—x) cos(%)cos(—x)—sin(

)sin(-z)

)sin(-z)

—z) sin(%)cos(-z) +cos (

ISIERINIE

_cosCr) _eos(@) ey

—sin(xz) sin(x)

Bemerkung. Die komplexen Funktionen tanh := SIB:C \ cosh({0}) —

cosh

coth := €8 C < sinh({0}) - C sind mit sinh und cosh ebenfalls 27i-periodisch.

sinh *

7.9 (Die Arcus-Funktionen).

(i) Nach 7.2 ist Sin|[_%7%]: [-5,5] = [-1,1](c R) bijektiv und differenzier-
bar®®. Wir definieren die Arcussinus-Hauptwert-Funktion durch

. . -1 T T
arcsin := (sm|[_%,%]) ([-1,1] — ([—575] c) R.

Nach 5.17 ist arcsin stetig, und wegen Vi_z = sin’(t) = cos(t) > 0 folgt

us
57
aus 6.7 die Differenzierbarkeit von arcsin mit

Vte]_%%[ arcsin’(sin(t)) = = : 7

d.h.
1
Vie]-1,1[ arcsin’(t) = — - (1 —tz)_%. (209)
-1
Es folgt
v arcsin(t) = i (_%) ~n/ 2+l
te[-1,1] = om+ 1 (21())
1t3 1-3¢° 1-3-5¢"
= f+-—tFt——+———=+
23 245 2:4-67
| Beweisskizze: Zunichst zeige®® man fiir jedes b € R
Vieerag 2o | )t =1 +1)". (211)
n=0 \TV

Aus (211) kann man (210) fiir alle ¢ € | - 1,1 herleiten.

“°In den Randpunkten ist darunter rechts- bzw. linksseitige Differenzierbarkeit zu verstehen.
*0Tip zu (211) im Falle be R\ N:
Seien f,g: ] -1,1[ = R gegeben durch

co

b\,n
Viel-1,1[ f(t) = Z (n)t und g(t) = (1 +t)b'
n=0
Hier muf iibrigens die Wohldefiniertheit von f tiberpriift werden, d.h., dafs die in der Definition
von f angegebene Reihe Konvergenzradlus 1 hat.

Zeige dann f'(z) = bﬁ:), g'(z)= bgf und differenziere ggf;
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(iii)

Fiir t = 1 betrachte fiir n e N,

123 +1-3---(2n—1) 1
23 7 2:4-(2n) 2n+1

Uberlege dann zunichst
sp(x) < arcsin(x) < arcsin(1) auf [0, 1]

und folglich auch auf [0,1]. Analog verfahre man fiir ¢ = 1. |
Aus (210) folgt (fur t=1)

—_
w
—
w
(@)

=1+

+

T (212)

N | —
W~
[\
N
| —
[\
N
(@)}
N

2

Nach 7.2 ist cos|jo - [0,7] = [-1,1](c R) bijektiv und differenzierbar.
Wir definieren die Arcuscosinus-Hauptwert-Funktion durch

arccos := (cos|[077r])_1: [-1,1] — ([0,7] ©) R.

Es gilt
Vie[-1,1] arcsin(t) +arccos(t) = g (213)

| Wegen cos (£ - z) =sin(z) gilt Z -z = arccos(sin(z)). Dies liefert (213)

mit = = arccos(t). |
Aus (213) und (i) folgt, dak arccos stetig und auf | — 1, 1[ differenzierbar
ist mit

1
V1i-t2

Nach 7.8 ist tan|]_%7%[: 1-%,5[ = R bijektiv und differenzierbar. Wir
definieren die Arcustangens-Hauptwert-Funktion durch

Viel-1,1[ arccos’(t) = - (214)

-1 T
arctan := (tanh_%,%[) R — (] - 5[ c) R.

Aus tan’ = 1+tan? > 0 und 6.7 folgt die Differenzierbarkeit von arctan mit

1
Vie-z,21 arctan’(tan(t)) = m,

d.h. )
v tan’(t) = . 215
e actan' (1) = — (215

Hieraus folgt
1 — n — n n
Vie)-1,1] arctan’(t) = o) D) =Y (D)) (216)
n=0 n=0



Analog zu den Ausfiihrungen in 7.3 (ii) (dort wurde In(1 + x) betrachtet)
sieht man (zunéchst fiir z € ] - 1,1] und sodann)

$2n+1

on+1

arctan |[_y 7= ), (-1)" (217)
n=0

Insbesondere gilt wegen arctan(1) = 7 die folgende Gleichheit, die Leibniz
mit den Worten ,numero deus impare gaudet” kommentierte:

E=Z(_1) =1_l+l—l+—.... (218>
4 Ao+l 3.5 7

(iv) Nach 7.8 ist cot|jo »: ]0,7[ — R bijektiv und differenzierbar. Wir definie-
ren die Arcuscotangens-Hauptwert-Funktion durch

arccot := (cot |]077r[)_1: R — (]0,7[ o) R.
Aus cot (% - x) = tan(z) folgt wiederum
Yier arctan(t) + arccot(t) = g, (219)

also ist arccot differenzierbar mit

1
1+¢2

Vier arccot’ (t) = (220)

Bemerkung (zur Namenswahl Arcus-Funktionen). Wéhle s € [-1,1] und setze
dann ¢ := arccos(s) € [0,7]. Der Bogen (lat.: Arcus), der auf dem Einheits-
kreis von (cos(0),sin(0)) = (1,0) gegen den Uhrzeigersinn nach (cos(t),sin(t))
verlduft, hat Léange ¢.

7.10 (Die Area-Funktionen).

(i) Nach 7.7 sind sinh: R — R, cosh (g oo [0, +00[ — [1,+0o[ bijektiv und
differenzierbar®'. Wir definieren den Areasinus hyperbolicus durch

Arsinh := (sinh) " : R — R
und den Areacosinus hyperbolicus durch
Arcosh := (cosh|[07+°°[)_1: [1,+00[ —> [0, +oo].
Arsinh und Arcoshly; e[ sind differenzierbar mit

1

. / _ _ 2y—1
Vier Arsinh’(t) = — " (1+¢7)72, (221)
1
! —_
Vie]1,+00[ Arcosh’(t) = Nk (222)

*Im Randpunkt ist darunter rechtsseitige Differenzierbarkeit zu verstehen.
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(iii)

[ Dies folgt aus sinh’ = cosh = V1 +sinh? sowie cosh’ = sinh = Vcosh? -1
und 6.7. |

Aus (221) folgt

l\)lb—‘

t2n+1

= ()
Z: (223)
o 1t3 gi_ 1-3-547
- 'T23 245 2467

[ Fiir ¢ €] - 1,1[ folgt (223) aus (211). Fiir ¢t = £1 die Reihe auf der r.S.
von (223) nach (210) absolut konvergent, also konvergent. Hieraus und aus
dem Abelschen Grenzwertsatz 6.19 folgt dann (223) auch fiir ¢ = +1. |

Aus (223) und (226) (s.u.) ergibt sich iibrigens

Vie[-1,1] Arsinh(?)

11 1.3 1 1351
1 =lo—. g2 20 o
In(1+v2) =5 3" 235 3267
11 131 135 1
In(VZ-1) =14 =-z—>.2 Ly
n(V2-1)=-1+3-3-3 c4 56 7 "

Nach 7.8 sind tanh: R - | = 1,1[(c R), coth |g,: Ry — ]1, +00o[ bijektiv und
differenzierbar. Wir definieren den Areatangens hyperbolicus durch

Artanh := (tanh):]-1,1] — R
und den Areacotangens hyperbolicus durch

Arcoth := (coth |g, ) ™' : 1, +00[ — (R, ©)R.

Artanh und Arcoth sind differenzierbar mit
1 — 2 2.4 .6
ke Yot =1+ttt 0+, (224)
n=0
1
1-t2

Vie-1,1[ Artanh’(t) =
Vte]1,+00[ Arcoth’(t) = (225)

[ Dies folgt aus tanh’ = 1 —tanh? > 0 sowie coth’ |z, = 1 - coth? |z, <0 und
6.7. |

Es gilt
Arsinh = In(z+Vz?+1), (226)
Arcosh = In(z+Va? - 1)|[1 1eo[s (227)
1 l+z
Artanh = 3 In ( = ac) =11 (228)
1 z+1
Arcoth = 3 In (m — ) [J1,400[ (229)

[ Leite die rechten Seiten von (226) - (229) ab und stelle fest, daf die Ergeb-
nisse die rechten Seiten von (221) - (225) sind. Daher geniigt es zu zeigen,
dak beide Seiten von (226) - (229) an jeweils einer Stelle iibereinstimmen,
und das ist trivial. |
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Bemerkung (zur Namenswahl Area-Funktionen). Wahle s € [1, oo[ und setze
t := Arcosh(s) € [0, +oo[. Dann ist der Flicheninhalt der Fliche (lat.: Area), die
von den geradliniegen Verbindungen des Ursprunges mit (cosh(xt),sinh(£t))
und dem auf dem rechten Ast der Hyperbel {(z,y) € R?|y? = 22~1} verlaufenden
Bogen von (cosh(-t),sinh(-t)) nach (cosh(t),sinh(¢)) berandet wird, gleich ¢.
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8 Riemannsche Integration

Integrationstheorie beginnt schon in der Antike. Archimedes von Syrakus (287
v. Chr. — 212 v. Chr.) berechnet den Flacheninhalt der Fliche zwischen der Pa-
rabel x2|[0,t] und der Abzisse als %t?’ und nimmt dabei bereits Ideen Bernhard
Riemanns vorweg. Den Zusammenhang zwischen der geometrischen Anwendung
— namlich allgemein der Bestimmung des Fliacheninhaltes der Fliche zwischen
einem Funktionsgraphen und der Abzisse — sowie einer Art Anti-Ableitung ent-
decken Newton und Leibniz im 17. Jahrhundert unabhingig voneinander, als sie
die von ihnen entwickelte Differentialrechnung betreiben. Ihr Ergebnis nennen
wir heute den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Cauchy sowie
kurz darauf Riemann und Darboux entwickeln dann im 19. Jahrhundert die
Integrationstheorie, die man heute in der gymnasialen Oberstufe unterrichtet.
Diesem Zugang wollen wir uns im folgenden zuwenden.

Generalvoraussetzung. Seien in diesem Kapitel stets a,b € R mit a < b. Dann
ist also [a,b] insbesondere ein kompaktes Intervall von R.

Definition 8.1.

(i) Eine Zerlegung 3 von [a,b] ist per definitionem eine endliche Teilmenge
von [a,b] mit a,b € 3. Dann existieren also eindeutig bestimmte k € N
sowie ag,...,ar € R mit a =ag < ... < ax = b und 3 = {ag,...,ax}. Die
Zahlen ag,...,a; heiken Teilpunkte von 3. Wir schreiben auch kurz

3a=ap<a1<...<ap=b.

(ii) Fiir zwei Zerlegungen 3,3 von [a,b] definieren wir:
3 heifst Verfeinerung von 3 : <= 3 c 3
FEine Verfeinerung einer Zerlegung entsteht zu jener also aus dieser durch

Hinzunahme weiterer (oder keiner) Teilpunkte.

(iii) Ist 3:a=ap<a; <...<a=">b eine Zerlegung von [a,b], so definieren wir
die mazimale Intervallinge von 3 als

d(3)|==max{a;—a;—1|ie{1,...,k}}.

Definition 8.2 (Ober- und Untersumme). Sei f: [a,b] - R eine beschrinkte
Funktion. Wir definieren dann zu jeder Zerlegung 3:a=ap <a; <...<agp=1b
von [a,b] die Obersumme von f bzgl. 3 als

S (f,3) —ZM a; —ai-1), wobei M;:= Mg, | o =sup f ([ai-1,a;]) eR

und die Untersumme von f bzgl. 3 als

m Zml —aj-1), wobel m; =mg, | q =inf f ([ai-1,a;]) € R.

(Dak gilt M;,m; € R fiir i € {1,...,k}, folgt aus der Beschranktheit von f.)
Trivialerweise gilt stets

S (£,3)26(f.3).
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Lemma 8.3. Seien f:[a,b] - R eine beschrinkte Funktion und 31,32 zwei
Zerlegungen von [a,b].

(i) 32 Verfeinerung von 3
= 6(f732) < 6(f731) A g(faal) Sg(faSQ)a

d.h. beim Ubergang zu einer Verfeinerung wird die Obersumme hochstens
kleiner und die Untersumme hochstens grofier.

(it) S(f,31) <& (f,32),

d.h. jede Untersumme ist untere Schranke fiir alle Obersummen, und jede
Obersumme ist obere Schranke fir alle Untersummen.

Beweis. Zu (i): Sei 31:a=ap < aj <...<ag =b eine Zerlegung von [a,b].
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit existiere c € Jag, a1[ mit

Jta=ap<c<ar<...<ag=0>.
Dann gilt

g(f731)_€(f732) = Maya (a1 - ao) _Mao,C(C_QO)_MC,a1(a1_C)

=(c—ap)+(a1-c)

= (Mllo,al - Maoﬁ) (C - aO) +(Mao,a1 - MC,lll) (al - C)
——— ———
>0 >0

Wegen f([ao,c]) c f([ao,a1]) und f([c,a1]) € f([ao,a1]) haben wir sowohl
(May,ay — Magyc) 20 als auch (Mg q, — Mcq,) 20, also folgt

6 (f,31)-6(f,32) 20.

Analog sieht man ein

§ (f731) _§ (f732) = (mao,al - mao,c) (C aO) + (mao,al - mC,al) (al - C)
——— - ———
<0 >0 <0 >0
< 0.

Zu (ii): Betrachte 3 = 31 U 39, also ist 3 Verfeinerung sowohl von 3; als auch
von 32. Dann gilt

|

Definition 8.4 (Ober- und Unterintegral). Sei f: [a,b] = R eine beschrinkte
Funktion. Wir definieren dann das QOberintegral von f als

f(z)dx |:=inf {@(f,B) | 3 Zerlegung von [a,b]} eR

) \Io-
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und das Unterintegral von f als

f(x)dz|:==sup{&(f,3) |3 Zerlegung von [a,b]} € R.

M —e

Beachte, dak {& (f,3) |3 Zerlegung von [a,b]} nach 8.3 (ii) nach unten und
{& (f,3) |3 Zerlegung von [a,b]} nach oben beschrankt ist.
Es gilt also fiir jede Zerlegung 3 von [a,b]

b
[f(x)dxs§(f,3),

b
[f(x)dng(f,3).

Lemma 8.5. Flir jede beschrinkte Funktion f: [a,b] - R gilt

b
f(x)dz < [ f(z)da.

m\w

Beweis. Nach 8.3 (ii) gilt fiir je zwei Zerlegungen 31, 32 von [a,b]

S (f,31) <6 (f.32).

Hieraus folgt zundchst nach Definition des Oberintegrals

b
S (f,31) s[f(x)dx

und sodann nach Definition des Unterintegrals die Behauptung. O

Definition 8.6 (Riemann-Integrierbarkeit). Sei f: [a,b] = R eine beschrinkte

Funktion. ,

4 b
[ heikt Riemann-integrierbar iber [a,b] <= [ f(z)dz = [ f(z)dz.

Ist f Riemann-integrierbar iiber [a,b], so heift die reelle Zahl

/bf(w)dw :=jf($)d$=jf($)dw 2

das Riemann-Integral von f iber [a,b].

*’Die Leibnizsche Bezeichnung fab f(z)dz entspricht der in 8.14 verstdndlicher werdenden
Auffassung, das Integral als Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Gréfen zu ver-
stehen. Das Zeichen [ ist in Anlehnung an den ersten Buchstaben des Wortes Summa ein
stilisiertes ,,S“.
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Satz 8.7 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium).
Vor.: Sei f: [a,b] > R eine beschrankte Funktion.

Beh.: f ist Riemann-integrierbar iber [a,Db]

<= Zu jedem € € R, existiert eine Zerlequng 3 von [a,b] derart, daf

&(f£,3)-6(f,3)<e.

Beweis. ,=“ Sei ¢ € R,. Nach 8.4 existieren Zerlegungen 31,32 von [a,b]

mit
b b
§(£30)- [ f@)de<s wd [ f2)do-6(£.32) <5
Lr—’ Lr—’
b b
Ver [ f(x) da V2] f(z)de

Dann ist 3 := 31 U3 eine Verfeinerung sowohl von 3; als auch von 39, also
folgt aus 8.3 (ii)

b b

S(/.3)-8(£.3) <8 (£.31) - [ f@)da+ [ f(2)dr-G(f.32) <=
a a
<6(f,31) 26(f.32) -

<

(NI

<

o

»,<" Sei € e R, beliebig. Wahle 3 gemifs der rechten Seite der Behauptung.
Dann gilt
b
8.5
0¢ [
a

<&(f,3) 26(f.3)

~

b
()do- [ f(2)dz <&(f.3) - &(£.3) <=

b b
Aus der Beliebigkeit von € € Ry folgt nun [ f(z)dz = [ f(z)da. 0

a

Beispiel 8.8.

1.) Seien ce R und f: [a,b] = R konstant vom Wert c.

Dann sind offenbar alle Ober- und Untersummen von f gleich ¢ (b - a),
also ist f Riemann-integrierbar iiber [a,b] mit

jf(m)d:n=c(b—a).

2.) f:[a,b] = R sei gegeben durch



Dann folgt fiir jede Zerlegung 3:a=ag<...<ap=b

k

g(f?B) = ZMZ (ai az—1)=(b_a)7
=1 —~—
. =1

S(f,3) = Y mi(a;—ai-1) =0,
Z'zl“—f—’

also ist f nicht Riemann-integrierbar iiber [a,b].

Satz 8.9. Jede monotone Funktion f: [a,b] - R ist Riemann-integrierbar iber

[a,b].

Bemerkung. Die Funktion f im obigen Satz ist im Falle monotonen Wachs-
tums beschriankt mit unterer Schranke f(a) und oberer Schranke f(b) und um-
gekehrt im Falle monotonen Fallens.

f braucht nicht stetig zu sein!

Beweis. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf
f monoton wichst. Ansonsten gehen wir von f zu —f iiber.
Seien n € N, und 3,, die dquidistante Zerleqgung von [a,b]

Jpa=ag<a;<...<ap=b

mit a; —a;_1 = b_Ta fiir i € {1,...,n}. Dann folgt fiir alle n € N,
— n b-a b-a
6(f73n) = Maifl,ai_:_ f(a1)+"'f(an) 5
i=1 n n
n b-a b-a
@(f73n) = Zmaifl,ai—:— f(a0)+"'f(an—1) 5
i=1 n n —

=a

also & (f,34) -6 (f,3,) = 2 (f(b) - f(a)) == 0.

Hieraus folgt nach 8.7 die Riemann-Integrierbarkeit von f iiber [a,b]. O
Hauptsatz 8.10. Jede stetige Funktion f: [a,b] - R ist Riemann-integrierbar
tiber [a,b].

Bemerkung. Die Funktion f im obigen Hauptsatz ist nach Satz vom Maximum
bzw. Minimum 5.13 beschrankt.

Beweis. Sei € € R, beliebig. Nach Satz 5.20 ist f gleichméRig stetig, also
existiert 0 € R, mit

€

Voiegun) ([t~ F1<6 = 1F0) - 7Dl < ) (230)

Wiéhle eine Zerlegung 3:a = ag < ... < a = b von [a,b] mit maximaler
Intervallinge d(3) < . Nach dem Satz vom Maximum bzw. Minimum 5.13
existieren zu jedem ¢ € {1,...,k} reelle Zahlen t¢;,T; € [a;—1,a;] mit

f(,—rz) = maxf([ai—laai]) = Mai,l,ap
f(ti) = mlnf ([ai—hai]) =Ma;_1,a;-
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Weiter gilt wegen |T; —t;| < 6 (da t;, T; € [ai-1,a;], |a; — a;—1| <d(3) < ) nach

(230)
(T - £t < 7. (231)

Nunmehr folgt

1l
0=~
—
~
—~
&3
N
|
~
—
Sy
N
N
—
£
|
&
I
-
N

S(f,3)-6(f.3)

i=1 ~
>0 >0
k
= 2IA(T) - ft)l (ai - ai)
i=1
231 k
(<) bfa;(ai—ai_l)zﬁ

Aus der Beliebigkeit von € € R, folgt nach 8.7 die Riemann-Integrierbarkeit
von f. O

Satz 8.11. Sei f: [a,b] > R eine beschrankte Funktion.
Dann existiert zu jedem € € Ry ein § € Ry derart, daf fir alle Zerlegungen
3 won [a,b] gilt:

b b
d(3)<d = O<6(f,3)[f(x)dx<5)/\(0</f(x)dx6(f,3)<€

Beweis. Sei € € R,. Per definitionem existieren Zerlegungen 31, 32 von [a,b]
mit

(232)

b b
0<8(£.31) - [ f@)do<s und 0< [ f@)do-&(f:32) <5,

Wir setzen 3¢ := 31 U 32 und bezeichnen mit kg € N, kg > 2, die Anzahl der
Teilpunkte der Zerlegung 39. Nach Voraussetzung gilt C := sup|f|([a,b]) € R,
und wir wahlen 6 € R, mit

2(k0—2)05<§. (233)
Wir zeigen, dafs fiir dieses § die Behauptung gilt. Sei dazu
a=ap<...<ap=>b

eine beliebige Zerlegung von [a,b] mit d(3) < d. Dann ist 3 := 3 U3 ebenfalls
eine Zerlegung von [a,b], und es gilt

b b
g(f,B)—ff(w)d%(§(ff5)—ff(w)dw)+(§(f,3)—§(f,3)), (234)

a

a

~

>0
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b b
ff(w)dm—@(f,s)=([f(x)dx—@(f,?}))+(§(f,’5)—§<f,3>). (235)

~

>0
Zum Nachweis der Behauptung geniigt es zu zeigen, dak die beiden Sum-
manden auf den rechten Seiten von (234) und (235) jeweils kleiner als 5 sind.

3 ist eine Verfeinerung von 3¢, und diese ist eine Verfeinerung sowohl von
3; als auch von 39. Daher folgt aus Lemma 8.3 (i)

b b
os€05y1[ﬂ@dx gﬁj@—ff@ﬂx

<
L 232
< @ujg—ff@mxk)g
b b
0< [ f@)de-6(£.3) < [ f@)dr-8(/.30)
b
< [r@ae-s3) <5

Zu zeigen bleibt daher

0<8(£,3)-6(£3) <5 md 0<6(£.3)-8(£3) <3. (236)

| ™

3 ist Verfeinerung von 3:~ a=ag<...<ag=Db, also induziert jene fiir jedes
i€{l,...,k} eine Zerlegung 3; von [a;-1,a;]. Es folgt

1l

Il
—_

]

0<&(f,3) —@(f,g) (Mai—hai(ai - aj-1) _g(fl[am,ai]’gi)) , o (237)

2

™M=

Il
—_

OS§(f75)_§(f>3) = (@(fl[ai,l,ai]vgi)_mai—hai(ai_ai—l))‘ (238>

Die Zerlegung 3¢ von [a, b] besitzt ko Teilpunkte, ko > 2. Wegen 3 = 3u3( hat
dann die Zerlegung 3 von [a,b] hichstens ko — 2 Teilpunkte mehr als 3. M.a.W.
gibt es in {1,...,k} hochstens ko — 2 Indizes derart, daf die entsprechenden
Summanden auf den rechten Seiten von (237) und (238) ungleich Null (d.h.
grober Null) sind. Und wegen C' = sup|f|([a,b]) sowie d(3) < ¢ sind diese
Summanden (betraglich) kleiner oder gleich 2C'6, also sind die rechten Seiten
von (237) und (238) kleiner oder gleich 2 (kg —2) C'6. Wegen (233) haben wir
daher (236) gezeigt, und hierauf hatten wir den Satz zuriickgefiihrt. O

8.12 (ausgezeichnete Folgen von Zerlegungen).

Definiton. Sei (3,),y eine Folge von Zerlegungen von [a,b].
(30),en heifst ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b] genau dann,
wenn gilt lim, . d(3,) = 0.
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Satz. Ist f: [a,b] - R eine beschrankte Funktion und (3,),.y eine ausgezeich-
nete Folge von Zerlegungen von [a,b], so gilt

b b
[ f@)de=1mE(£.3,) wnd [ f(2)de= lm & (£.3,).

Beweis. Sei € € R, beliebig. Wahle dazu § € R, geméf 8.11. Da nach Vor-
aussetzung vy € N mit Vo en pou, d (3,) < 6 existiert, folgt hieraus fiir v > v

S (f,3v) _fb ) da

<e und <e.

b
@(f,S,,)—ff(az)dm

|

Definition 8.13 (Riemannsche Summen). Sei f:[a,b] = R eine beschrinkte
Funktion.

(i) Sei 3:a=ap<...<ay=>b eine Zerlegung von [a,b].

Dann heift = = {&1,...,&} ein Zwischenpunktsystem von 3 genau dann,
wenn Ve xy i1 <& < a; gilt.

(ii) Sind 3,Z wie in (i), so definieren wir die Riemannsche Summe von f bzgl.

3 und = als
9(/3.3) = foz @i = ai1).

Dann gilt offenbar (wegen m; < f(&;) < M;)
S(f,3) <R(f,3,E) <6 (f,3). (239)

Hauptsatz 8.14. Sei f: [a,b] = R beschrinkt und Riemann-integrierbar iber
[a,b].

Sind weiter (3,),,y €ine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b]
und 2, ein Zwischenpunktsystem bzgl. 3, fir jedes v € N, dann gilt

b
[ f@)da = lim R(£.3,.5,).

Beweis. Nach 8.13 (239) gilt fiir jedes v e N

g(fvsv) S%(!ﬂBllva) Sg(fvsv)v

b b
und nach 8.12 strebt die linke Seite fiir v — oo gegen ff(ac vgr f f(z
a a

b b
und die rechte Seite gegen [ f(x)d z V& [ f(x)dz, also folgt die Behauptung. O
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Satz 8.15.
Vor.: Sei f: [a,b] > R beschrankt und Riemann-integrierbar iber [a,b]. Ferner
sei h: f([a,b]) = R eine Funktion mit

EILEIR+Vs,tef([a,b]) |h(t) - h(S)l <L |t - S|'53 (240)

Beh.: Dann ist auch ho f: [a,b] - R beschrankt und Riemann-integrierbar iber
[a,b].

Beweis. Mit f ist nach (240), (39) und (40) auch ho f beschrinkt.
Sei € € R,. Nach 8.7 existiert eine Zerlegung 3:a =ag < ...a; = b von [a,b]
mit

6(f,3)-6(f3)<

Fiir jedes i € {1,...,k} und alle s,t € [a;_1,...,a;] gilt nach (240)

W(f (1)) = h(f(s)I < LIf(2) = f(s)| < L (sup f([ai-1,a:]) - inf f([ai-1,a])),

also auch

o

sup(h o f)([ai-1,a:]) —=inf(h o f)([ai-1,a:])
< L(sup f([ai-1,a:]) = inf f([ai-1,a])).

Hieraus folgt &(ho f,3) - &(ho f,3) <&, also ist ho f nach 8.7 Riemann-
integrierbar iiber [a,b]. ]

Satz 8.16.

Vor.: Seien f,g: [a,b] = R beschrankt und Riemann-integrierbar iber [a,b].
Beh.: Dann sind auch f + g,|f|,f - g: [a,b] = R beschrinkt und Riemann-
integrierbar iber [a,b].

Beweis. Die Aussagen iiber die Beschranktheit sind trivial.
1.) Sei € € R;. Nach 8.7 existieren Zerlegungen 31, 32 von [a,b] mit

S(£.31) -6 (£.31) <5 und §(9.32) & (9.32) < 5

und nach 8.3 (i) gilt dann auch fiir 3 := 3; U 3,
§(£,3)-8(f.3) <5 md &(0,3)-8(5.3) <.
S(f,3)+6(9.3) <S(f+9.3) <6 (f +9,3) <& (f,3)+6 (g,3) impliziert
S(f+9,3)-6(f+9,3)<s,

also ist f + ¢ nach 8.7 Riemann-integrierbar.

53Gind M c R und h: M — R eine Funktion mit
Jrer, Vs,tens |h(t) —h(s)| < Lt - 5|,

so heilt h Lipschitz-stetig. Es ist klar, daf Lipschitz-stetige Funktionen stetig sind. (Setzte
beim Nachweis hiervon § = <.)
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2.) Wir definieren h: f([a,b]) - R durch h(t) := |t|. Dann erfiillt A nach
2.17 (40) die Voraussetzung (240) (mit L = 1) des letzten Satzes 8.15, d.h. h ist
Lipschitz-stetig, also folgt die Riemann-Integrierbarkeit von |f| iiber [a, b].

3.) f,g und damit auch f + g sind nach Voraussetzung beschrénkt, d.h. es
existiert C' € Ry mit (f £ g)([a,b]) c [-C,C], und Aa: R - R ist fiir A € R
offenbar Lipschitz-stetig (mit L =|A|), also insbesondere fiir A € {-1,1}.

Wegen 4(f-g) = (f+9)% - (f —g)? geniigt es daher nach 1.) und dem letzten
Satz 8.15 zu zeigen, daf w2|[_C7C]: [-C, C] - R Lipschitz-stetig ist. Dies ist aber
klar, da nach dem Mittelwertsatz 6.10 gilt

Vose-c.cplt = s*| <sup {|(2*)'(7) | 7 € [-C, O]} |t = 5| = 2C [t - s].

Hauptsatz 8.17 (Die R-Linearitat des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien f,g: [a,b] - R beschrinkt und Riemann-integrierbar iber [a,Db]
sowie A\, i € R,

Beh.: \f + ug: [a,b] - R ist beschrankt und Riemann-integrierbar iber [a,b],
und es gilt

b

b b
[ r@) +ng(@)) da= [ f@)daep [ g()do

a

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von \f + pug iiber [a,b] ist klar nach
8.16. Beachte, dal konstante Funktionen iiber [a,b] Riemann-integrierbar sind.

Sei nun (3,),y €ine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b] und
sei 2, fur jedes v € N ein Zwischenpunktsystem von 3,. Dann folgt nach 8.14

b
[ Or@+ng@)azr = lim KOS +pg.3,.5)

L AR(S,30.50) + 1R(0,30.50)

= /\ff(x)dx+,ujzg(m)dm.

Hauptsatz 8.18 (Die Monotonie des Riemann-Integrales).
Vor.: Seien f,g: [a,b] - R beschrinkt und Riemann-integrierbar iber [a,b].
Ferner gelte f < g, d.h. per definitionem ¥ c[q5) f(t) < g(t).

Beh.: fbf(x)dac Sfbg(:n) dz.

Beweis. Sei (3,),y eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b]
und sei =, fir jedes v € N ein Zwischenpunktsystem von 3,. Dann folgt aus

¥ Die linke Seite definieren wir als fab()\f +ug)(z) dz.
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Hauptsatz 8.14

[ f@)ae = Jm %(£.3,.2)
N——

a
Vér.%(ﬁ]? 31/7 EV)
b

lim R(£,3,,5,) = [ g(@)da.

a

IN

Satz 8.19.
Vor.: Sei f: [a,b] = R beschrinkt und Riemann-integrierbar tiber [a,b].
Beh.: |f|: [a,b] - R ist beschrankt und Riemann-integrierbar iber [a,b], und es

gilt
b
[ r@)aa

Beweis. Aus 8.16 folgt die Riemann-Integrierbarkeit von |f|, -|f|: [a,b] = R.
Aus 8.18 und —|f| < f <|f| folgt dann

b
< [1r@)da

b

—f|f(:n)|d:n=f—|f(m)|dxsjf(m)dm£/|f(:n)|d:n,

a

b

[ f(z)dz

a

d.h. sfb|f(x)|dac. O

Satz 8.20 (Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f: [a,b] > R eine
stetige Funktion. Dann existiert £ € [a,b] mit

Beweis. 8.20 ist der Spezialfall g = 1|[a,b] des folgenden Satzes 8.21. O

Satz 8.21 (Verallgemeinerter erster Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei-
en f,9:[a,b] = R Funktionen. f sei stetig und g beschrinkt und Riemann-
integrierbar dber [a,b] mit g > 0 (oder g < 0). Dann ist f-g beschrinkt und
Riemann-integrierbar tiber [a,b], und es existiert & € [a,b] mit

b b

[ 1@)-g@)daz= 1) [ g(o)da®

a a

*Die rechte Seite definieren wir als fab |f|(z)dz.
Die linke Seite definieren wir als fab(f -g)(z)dzx.
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Beweis. Wir zeigen den Satz nur im Falle g > 0. Der Fall g <0 lauft analog.
Die Riemann-Integrierbarkeit der betrachteten Funktionen iiber [a,b] ergibt
sich aus der bisherigen Diskussion in diesem Kapitel.

Wir setzen G := fbg(w) dz,m := min f([a,b]), M = max f([a,b]) € R. (Die

a
Existent von m, M folgt aus der Stetigkeit von f mit 5.13.) Dann gilt (da g > 0)
mg<f-g< Mg, und aus 8.17, 8.18 folgt

b
mGS[f(:U)-g(m)d:USMG.

b
1. Fall: G = 0. Dann gilt auch [ f(z)-g(2)dz = 0 und die Behauptung ist

a
trivialerweise fiir jedes £ € [a, b] erfiillt.
2. Fall: G #0. Dann gilt

und nach Definition von m, M folgt die Behauptung aus der Stetigkeit von f
und dem Zwischenwertsatz 5.12. O

Bemerkung. Die Voraussetzung, dafs g keinen Vorzeichenwechsel besitzt, ist
notwendig fiir die Giiltigkeit dieses Satzes: Fiir jedes n € R gilt ndmlich (s.u.)

L, 1 1
O<f1w dw:flw-wdwqtnflwdwzo.

Definition 8.22. Seien M c R mit [a,b] ¢ M und f: M — R eine Funktion
derart, dafs f |[a7b] beschrankt ist. Ferner sei ¢ € R. Wir definieren dann:

(1)



(ii) f heikt Riemann-integrierbar diber [a,b], wenn die Einschrinkung f|qs)
Riemann-integrierbar iiber [a,b] ist, d.h.

b
[b f()de = ]b Mian(@) dz = [ f()do - fb f(x)de,
jf(w)dw::—ff(w)dw
b a

~

—
8

~
o,
8
1l

c b
ff(x)dx+ff(x)dx,

jf(x)dx+jf(x)dx.

Beweis. Wir kénnen a < b < ¢ annehmen, denn in den Fallen ¢=a bzw. c=b
ist die Behauptung klar nach Definition 8.22 (i).

Sei (31) ey €ine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b] derart, daf
Vo en € € 3, gilt. Dann existieren fiir jedes v € N eindeutig bestimmte Zerlegungen
3!, bzw. 37 von [a,c] bzw. [¢,b] mit 3, = 3], U 3. Wegen d(3]) < d(3,)
und d (3)) <d(3,) sind auch (3)),, bzw. (3)),.y ausgezeichnete Folgen von
Zerlegungen von [a,c] bzw. [¢,b], und fiir alle v € N gilt offenbar

~~

—~~
8

N—
oL
8
Il

— 812 = =
S (f731/) =" 6 (fl[a,c]a;allz) +6 (fl[c,a]731,/,) :
b
Die linke Seite der letzten Gleichung geht fiir v - oo gegen f f(z)dz,

er erste Summand der rechten deite gegen acl(x)dx = T)dx un
d S d der rechten Sei fliaey(@)dz *2* [ f(z)da und

b b
der zweite Summand gegen ff|[c,b](w) dz 52 ff(w) dx, woraus die erste

Behauptung folgt.
Die zweite Behauptung zeigt man analog. O

Hauptsatz 8.24.
Vor.: Sei f: [a,b] > R eine beschrankte Funktion.
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Beh.:

(i) f Riemann-integrierbar iber [a,b]
== Ve de[ap],c<d | Riemann-integrierbar diber [c,d].

(ii) Fiir alle c € R mit a < c<b gilt:

[ Riemann-integrierbar iber [a,c] und f Riemann-integrierbar iber [c,b]
== f Riemann-integrierbar iber [a,b] und

fbf(x)dx:jf(x)dx+[bf(x)dx.

Beweis. Zu (i): Wegen a < ¢ <d < b folgt

d d
also sind alle drei Summen gleich Null, insbesondere gilt [ f(z)dz = [ f(z)dz,

(&
und das bedeutet gerade, dal f iiber [¢,d] Riemann-integrierbar ist.

Zu (ii): Aus

j_)f(x)dx 823 jf(x)dx+[bf(x)dx
ver jf(x)dx+[bf(x)dx

folgt offenbar die Behauptung. O
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Lemma 8.25.
Vor.: Sei f: [a,b] > R beschrankt und Riemann-integrierbar iber [a,b].
Beh.:

(i) Yeetuy | f(z)dz =0,
(ii) Yoy enctay | S(@)dz =~ [ f(z)dz,

(i) Yoy epnetas] | F(@)dz = [ f(z)da+ [ f(z)da.

(iv) Falls f: [a,b] = R zusdtzlich stetig ist, so gilt

1
Ver eoefap] Foefo,1] fe1 +9(ca —c1)) = P f f(z)dz.
C1

Beweis. (i) und (ii) sind trivial nach Definition 8.22.

(iii) ist in den Féllen ¢; = ¢a bzw. ¢y = ¢z klar nach (i), und falls ¢; < ¢p < ¢3,
so gilt (iii) nach Definition 8.22 und Hauptsatz 8.24 (ii). Hierauf lassen sich die
iibrigen Fille (als Ubung) durch Fallunterscheidung zuriickfiihren.

Zu (iv): 1. Fall: ¢1 < co. Dann folgt (iv) aus dem ersten Mittelwertsatz der
Integralrechnung 8.20.

2. Fall: ¢ < ¢;. Dann existiert nach 1. Fall 9 € [0,1] derart, dak gilt

C1

! f(x)de.

C1—C2
Cc2

flea+9(c1 —e2)) =

Hieraus folgt nach (i) die Behauptung von (iv) mit 9 := 1 - 1. O

Definition 8.26. Seien J ein nicht-entartetes®” Intervall von R sowie f: J - R
eine Funktion.

(i) f:J — R heilst differenzierbar genau dann, wenn f in jedem t( € 3 (im Sin-
ne der fritheren Definition 6.1) differenzierbar ist und in min J bzw. max J
rechts- bzw. linksseitig differenzierbar ist (vgl. die Fufnote in Bemerkung
2.) zu 6.19), falls min J bzw. max.J existieren.

Bemerkung. Eslakt sich zeigen, dak f: J — R genau dann differenzierbar
ist, wenn ein offenes Intervall J von R mit J c J und eine differenzierbare
Funktion f:J — R mit f = f|5 existieren.

[ Falls J einen Randpunkt enthélt, so setze f dort durch die lineare Funk-
tionen mit Steigung der rechts- bzw. linksseitigen Ableitung in diesem
Randpunkt fort. |

*"Ein Intervall J von R heifit nichi-entartet genau dann, wenn gilt #J > 1.
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(ii) Falls f: J — R differenzierbar ist, so wird durch
f':=f'l;: J — R, wobei f: J — R wie in der Bemerkung in (i)

die sog. (erste) Ableitung von f definiert. Diese Definition ist unabhingig
von der speziellen Wahl von f, denn offenbar gilt fiir alle ¢ € J

Fb),  firt e,
fi(t) = f'(t+), firt =minJ, falls min J existiert,
f'(t-), firt =maxJ, falls max J existiert.

Anstelle von f’ schreibt man auch %.

Bemerkung. Falls J offen ist (d.h. J = J), so haben wir in (i) und (ii) nichts
Neues definiert.

8.27. Analog zu 6.2, 6.4 und 6.6 beweist man die folgenden Sitze.

(i) Satz. Seien J c R ein nicht-entartetes Intervall, f: J - R eine Funktion
und tg € J. Dann gilt:
f differenzierbar in to = f stetig in tg.

(ii) Satz. Seien Jy,Js c R nicht-entartete Intervalle, f: J; - R, g: Jo = R zwei
Funktionen und tg € J := JinJa . Ferner seien f und g in tg differenzierbar.

a) (Summenregel)
fxg: J > R st differenzierbar in to und (f £g) (to) = f'(to) £g'(to).
b) (Leibnizsche Produktregel)
frg:J =R ist differenzierbar in ty und
(f-9)(to) = f'(to)g(to) + f (to)d (to)-

¢) (Quotientenregel)
g(to) #0 = L: 7~ ({0}) > R ist differenzierbar in to und

Y o f(t0)g(to) = f(to)g' (to)
(E) (fo) = 9(t0)? '

(iii) Satz (Kettenregel). Seien I,J nicht-entartete Intervalle von R, f: I - R,
g: J = R zwei Funktionen. Ferner gelte g(J) c I und sei tg € J. Dann gilt:

g differenzierbar in ty und f differenzierbar in g(tg)
= fog:J — R ist differenzierbar in ty und

(fog) (to) = f'(9(t0)) - ¢’ (t0).

a

Definition 8.28. Seien J c R ein nicht-entartetes Intervall und f: J — R eine
Funktion.

(1) f heilst stetig differenzierbar genau dann, wenn f differenzierbar und
'+ J > R stetig ist.
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(ii) F:J — R heilt Stammfunktion von f genau dann, wenn F' differenzierbar
ist mit F’ = f.

Hauptsatz 8.29 (der Differential- und Integralrechnung).
Vor.: Seien J ein nicht-entartetes Intervall von R sowie f: J - R eine stetige
Funktion.
Beh.:
(i) (Leistung der Intergralrechnung fir die Differentialrechnung)

Zu jedem c € J ezistiert genau eine Stammfunktion F: J — R mit F(c) =0,
ndmlich

Vies F(t) = f £(x)da. (241)

(Beachte, daf§ die rechte Seite nach 8.10 und 8.22 als reelle Zahl wohlde-
fingert ist.)

(ii) (Leistung der Differentialrechnung fir die Integralrechnung)
Ist F1: J - R eine beliebige Stammfunktion von f, so folgt

d
Veaes [ F@)de=| A@I]=|[F@)])E]= F(d) - ().
Beweis. Sei F: J - R durch (241) definiert. Dann gilt
ﬂ@:/ﬂ@m?ﬁo (242)
und auferdem fiir alle tge J, t € J~ {to}
t to t
8.25(iii)
F()-Flto) = [ f@)da~ [ f@@)az™ %" [ f(@)aa,
c c to

also existiert nach 8.25 (iv) eine Zahl ¥; € [0, 1] mit

F(t) - F(to)
t—to

t
=#i%[f@ﬁm=ﬂm+%ﬁ—%»

t—to
— 1o

und somit wegen der Stetigkeit von f in tg

L F() - ()
t—to t—1o

= f(to)-
Damit ist gezeigt:
F ist Stammfunktion von f. (243)
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Sei nun Fi: J — R eine beliebige Stammfunktion von f. Dann gilt:

F - Fy: J - R ist konstant. (244)
Zu (244): F — F ist mit F' und F; differenzierbar, und es gilt

Vies (F = F1)'(t) = f(t) - f(t) =0,

also ist F' — F} offenbar auch konstant auf J.

Zu (1): Zunéchst ist die Existenz klar nach (242), (243), und die Einzigkeits-
aussage folgt sodann aus (244).

Zu (ii): Nach (244) ist F'— Fy: J — R konstant, also folgt fiir alle ¢,d € J

F(e) - Fi(c) = F(d) - F1(d),
und hieraus ergibt sich mit (242) sowie (241) die Behauptung von (ii). O

Beispiel.

) [sin(z)dz = —cos(z)|y = —cos(m) +cos(m) =1+1=2.

¢
4.) Sei t € R,. Dann gilt: [ 1dz = In(z)|% = In(t).
1

Hauptsatz 8.30 (Partielle Integration).
Vor.: Seien J ein nicht-entartetes Intervall von R, ¢,d € J und f,g: J - R zwei
stetig differenzierbare Funktionen.

d d
Beh.: [ ['(@)-g(2)dz = f(2)-9@)li - [ f(2)-g'(@)da

Beweis. Wir definieren h: [a,b] - R durch

Vies hit =]f@)%ﬂm+ff - () 9(0) + £(c) -g(c).

stetig stetig

Nach 8.29 (i) und 8.27 (ii) ist h differenzierbar, also nach 8.27 (i) auch stetig,
und es gilt

Vies h'(t) = f/(t) - g(t) + f () - 9" () = £'(t) - 9(t) - f(t) - 9’ (t) =0

sowie h(c) =0, also auch nach 6.12 (i): h = 0. Insbesondere folgt h(d) = 0, und
hieraus ergibt sich die Behauptung. O
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Beispiel. Seien c¢,d € R. Dann gilt

d d
fcosz(:n)dm = sin(:n)cos(m)ﬂ—f— sin?(z) dz
pd pt T

=1-cos2(z)

d

(sin(x) cos(x) +x)|g— /cosz(:n) dz,

[

also
d
f cos®(z) dx = % (sin(z) cos(x) + w)|2

C

Satz 8.31 (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g: [a,b] > R
Funktionen. f sei stetig differenzierbar sowie monoton und g stetig. Dann ist
f g beschrinkt und Riemann-integrierbar iber [a,b], und es existiert £ € [a,b]

mit ,
[f z)dz = f(a [g Ydz + f(b [9
13

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f monoton wachsend, also
gilt f'>0.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert eine
differenzierbare Funktion G: [a,b] - R mit G’ = g. Dann folgt aus Hauptsatz
8.30 (dort f=G und g = f)

b b
[ 1@ 9@y dw= 1) Gl - [ F(@)-Gla)da

Aus dem Verallgemeinerten ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung 8.21
folgt aukerdem wegen f’ >0 die Existenz von & € [a,b] mit

b b
[ 1'@)-6@) =6 [ f@)de=6© f@l..

Die letzten beiden Gleichungen ergeben die Behauptung. O

Hauptsatz 8.32 (Substitutionsregel).
Vor.: Seien J ein nicht-entartetes Intervall von R, ¢,d € J und f: J - R eine
stetige Funktion.

Ferner seien auch I ein nicht-entartetes Intervall von R, a,8 € I sowie
e: I > R eine stetig differenzierbare Funktion mit o(I) c J, p(a) = ¢ und

p(B)=d

d B
Beh.: [f(x)dx:[(focp) (t) - (t)dt

e
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Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert
eine differenzierbare Funktion F: J - R mit F’ = f. Dann ist nach 8.27 (iii) auch
Fop: I - R differenzierbar, und es gilt

(Fop)(t)=(F'op)-¢ =(fop)-¢.

Die Funktion auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist nach 8.27
(i), (iii) mit f,¢ und ¢’ stetig, also folgt wiederum aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

[ f@dr = F(d)-F() = (Fop)d) - (For)(o)

C

B
[ o) wat

|

Beispiel. Der Flicheninhalt des Halbkreises mit Mittelpunkt 0 und Radius 1
in R? betrigt 5

1 —sin?(t) cos(t) dt
—————

=y/cos?(t)=|cos(t) |t€[_ 22 Jcos(t)

\wlﬂ

1
f\/l—dew
|

SME]

3
1 jus
= f cos?(t) dt % 3 (sin(t) cos(t) +t)|2=
2
-3
= 1 tlgﬂ- = z
2 "2 2

8.33 (Uneigentliche Riemann-Integrale).
(i) (Uneigentliche Integrale tiber beschriankten Intervallen von R)
a) Sei f:[a,b] = R eine Funktion mit
Vielap[ fla) Deschrénkt und Riemann-integrierbar {iber [a,t].

Falls f zusitzlich auf ganz [a,b[ beschrénkt ist, so kann man zei-
gen, dak jede Fortsetzung f:[a,b] - R beschrinkt und Riemann-
integrierbar iiber [a,b] ist. In diesem Fall nennen wir f eigentlich
Riemann-integrierbar iber [a,b[ und setzen das eigentliche Riemann-
Integral von f idber [a,b[ als

/bf(w)dw::/bf(x)dx.

141



(Uberlege als Ubung, daf diese Definition unabhéngig von der spezi-
ellen Wahl der Fortsetzung f ist.)

Im folgenden nehmen wir daher an, daf f nicht beschrinkt ist. Wir
definieren dann:

f uneigentlich Riemann-integrierbar iber [a,b]
t

= limy;,_ [ f(x)dz existiert in R.
a

Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f iber [a,b[ als

t

fbf(x)dx ::tl_i}gl_ff(x)dx.

a

Sei f:]a,b] = R eine Funktion mit
Vielap[ flie,p) eschriankt und Riemann-integrierbar iiber [¢,0].

Falls f zusétzlich auf ganz ]a,b] beschrankt ist, so kann man zei-
gen, dak jede Fortsetzung f: [a,b] = R beschrankt und Riemann-
integrierbar iiber [a,b] ist. In diesem Fall nennen wir f eigentlich
Riemann-integrierbar iber |a,b] und setzen das eigentliche Riemann-
Integral von f iber ]a,b] als

ff(w)dw::jf(x)dx.

(Diese Definition ist unabhiingig von der speziellen Wahl der Fort-
setzung f.)

Im folgenden nehmen wir daher an, daf f nicht beschrénkt ist. Wir
definieren dann:

f uneigentlich Riemann-integrierbar iber |a,b]
b

= limy,q4 [ f(z)da existiert in R.
t

Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f iber ]a,b] als

b b
ff(ac)dx = tl—liszrff(x)dx
a ¢

1
Beispiel. Seien a,b € R,. Wir wollen —/jg): ]0,0] - R integrieren.
x

Sei t € ]0,b[. Dann gilt:
1. Fall: a=1.

b
/d_w = ln(x)?.
J x
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2. Fall: a# 1.

b
[ d_ac = #x—aﬂ b
Sz —a+1 .
b —a+1
d d O<axl
Hieraus folgt [ ar _ = )
0 xa +°°7 « Z 1

Sei f:]a,b[ = R eine Funktion mit

Vi1 taelabl t1<ta flit1,¢2] beschrankt und Riemann-integrierbar
iuber [tl,tg].

Falls f zusétzlich auf ganz ]a,b[ beschrankt ist, so kann man zei-
gen, dak jede Fortsetzung f: [a,b] = R beschrankt und Riemann-
integrierbar iiber [a,b] ist. In diesem Fall nennen wir f eigentlich
Riemann-integrierbar iber a,b[ und setzen das eigentliche Riemann-

Integral von f iber Ja,b[ als

/bf(:n)d:n:/bf(x)dx.

(Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Fort-
setzung f.)

Im folgenden nehmen wir daher an, daf f nicht beschrinkt ist. Wir
definieren dann:

f heifst uneigentlich Riemann-integrierbar iber ]a,b] genau dann,
wenn fiir ein (und damit fiir alle) c € ]a, b[ gilt:

f |]a7c] ist eigentlich oder uneigentlich Riemann-integrierbar tiber ]a, c]
und ficp ist eigentlich oder uneigentlich Riemann-integrierbar iiber

c b
[c,b[, und es sind nicht [ f(z)dz = +o0 und [ f(z)dx = —oo oder

a
sowohl jenes gleich —oo und dieses gleich +oo.
Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f iber Ja,b[ als

[bf(x)d$==fcf(x)d$+[bf(x)dw,

wobei ¢ € ]a, b[ beliebig sei. (Beachte, daf die Integrale auf der rechten
Seite dieser Definition geméf a) und b) definiert sind.) Fiir jedes
C € Ru{+o0} setzen wir hierbei C' + (+00) = (+00) + C' = +00 und
D + (—o00) = (—00) + D = —o0 fiir jedes D e Ru{-o0}.

Beispiel. Fiir t € ]0,1[ und s e ] —1,0[ gilt

val 2

t
dw ) 1- .
[ = arcsi (l’)lé t_)—> arc51n(1) = g’
-
0
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d o
f S arcsin(x)|2 ey —arcsin(-1) = z,
1-22 2

=7
V1-22

(ii) (Uneigentliche Integrale iiber nicht-beschrénkten abgeschlossenen Inter-
vallen von R)

1
d
also folgt [ a
1

a) Sei f:[a,+o00[ - R eine Funktion mit
ViR t>a f|[a7t] beschréankt und Riemann-integrierbar iiber [a,t].

Wir definieren dann:

f uneigentlich Riemann-integrierbar iber [a,+oo[
t

= limy 100 [ f(2) do existiert in R.

a
Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-

Integral von f iber [a,+oo[ als

+00 t

[f(x)dx = tginm[f(x)dx.

a a
Beispiel. Seien a,a € R,. Wir wollen ia|[a7+°°[: [a,+0o[ - R inte-
grieren. v
Sei t € R, mit ¢ >a. Dann gilt:

1. Fall: o = 1.
t
dz t
[= = m@,
a
2. Fall: a# 1.
t
[d_x Ep—— x‘a”t,
Q:a —Oé + 1 a
a
+°°d + O<a<l
00 «
Hieraus folgt f & ={ a1 w7
el & a>1.
a a-1"

b) Sei f:]-o00,b] - R eine Funktion mit
Vier t<h f |[t7b] beschrénkt und Riemann-integrierbar iiber [¢,b].

Wir definieren dann:
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f uneigentlich Riemann-integrierbar iber | — oo, b]
b

= limy,_oo [ f(z)dx existiert in R.
t

Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f iber | - oo0,b] als

b b
[ f(x)dx:= tlim [ f(z)dz
— oo e t
c) Sei f: R — R eine Funktion mit
Vi1 toeR 1 <t flit1 4,7 beschrankt und Riemann-integrierbar

iiber [tl, tg].

Wir definieren dann:

f heilst uneigentlich Riemann-integrierbar iber R genau dann, wenn
fiir ein (und damit fiir alle) ¢ € R gilt:

flj=c0,c] ist uneigentlich Riemann-integrierbar iiber | — oo, c], flic,+oof
ist uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [¢, +oo[, und es sind nicht

C +o0
[ f(z)dz =+0c0 und [ f(z)dx =-o0 oder sowohl jenes gleich —oo

und dieses gleich +oo0.

Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f iber R als

]wf(x)dx [ f(x)dw+7°f(x)dx,

wobei ¢ € R beliebig sei. (Beachte, dafs die Integrale auf der rechten
Seite dieser Definition geméaf a) und b) definiert sind.) Fiir jedes
C e RuU {+00} setzen wir hierbei wieder C' + (+00) = (+00) + C' = +00
und D + (—o00) = (—o0) + D = —oo fiir jedes D e Ru {—o0}.

+o00

Beispiel. [ 1‘1; = limg_, _o arctan(z)

+limy— o0 arctan (z)[h =

2

(iii) (Uneigentliche Riemann-Integrale tiber unbeschrankten offenen Intervallen
von R)

a) Sei f:]a,+oo[ - R eine Funktion mit

Vi1 toe]a ool t<ta f|[t17t2] beschrankt und Riemann-integrierbar
iuber [tl,tg].

Wir definieren dann:

f heilst uneigentlich Riemann-integrierbar iber |a,+oo[ genau dann,
wenn fiir ein (und damit fiir alle) c € ]a, +oo[ gilt:
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flja,c] ist eigentlich oder uneigentlich Riemann-integrierbar iiber ]a, c]
und fic,+oof ist uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [c, +oo[, und

C +o0
es sind nicht [ f(z)dx = +oco und [ f(z)dz = —o0 oder sowohl jenes

a
gleich —oo und dieses gleich +o0.

Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f dber ]a,+oo[ als

]oof(x) dz := fc flz)da + ]oof(x) dz,

wobei ¢ € ]a,+oo[ beliebig sei. (Beachte, dafs die Integrale auf der
rechten Seite dieser Definition geméf (i) b) und (ii) a) definiert sind.)
Die Summen mit nicht-reellen Zahlen sind hierbei wie oben zu ver-
stehen.

Sei f:]—o00,b[ - R eine Funktion mit

Vi1 tae]-o0b],t1 <t2 f|[t1,t2] beschrankt und Riemann-integrierbar
iiber [tl,tg].

Wir definieren dann:

f heilst uneigentlich Riemann-integrierbar iiber | — oo, b[ genau dann,
wenn fiir ein (und damit fiir alle) c € ] - oo, b[ gilt:

flj=c0,c] ist uneigentlich Riemann-integrierbar tiber | = oo, c], flic +oof
ist eigentlich oder uneigentlich Riemann-integrierbar iiber [c,+oo[,

c b
und es sind nicht [ f(xz)dz = +oo und [ f(z)dx = —oo oder jenes

gleich —oo und dieses gleich +o0.

Ist diese Bedingung erfiillt, so setzen wir das uneigentliche Riemann-
Integral von f iber | — oo, b[ als

fbf(x)dx:fcf(x)dx+fbf(x)dx,

wobei ¢ € | — o0, b[ beliebig sei. (Beachte, dal die Integrale auf der
rechten Seite dieser Definition geméf (i) a) und (ii) b) definiert sind.)
Die Summen mit nicht-reellen Zahlen sind hierbei wieder wie oben
zu verstehen.

Warnung. In (i) ¢), (ii) ¢), (iii) a) und b) haben wir uneigentliche Riemann-

Integrale durch zwei voneinander unabhéngig Grenzwertprozesse definiert. Das

folgende Beispiel zeigt, daf diese nicht simultan durchgefithrt werden diirfen:
Die Funktion sin: R — R ist nicht uneigentlich Riemann-integrierbar iiber R,

¢
/ sin(x) dz = —cos(z)[ = —cos(t) +1,
0
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0
f sin(z) dz = - cos(x)|% = =1 + cos(~t) = =1 + cos(t)

konvergieren nicht fiir ¢ gegen +oo. Aber es gilt
¢
tlim fsin(x)dx =~ lim cos(t)[", = lim 0=0.
—>+o00

t—>+o0 t—>+o00
-t

+ o0
(Falls [ f(z)dz fir eine Funktion f:R — R allerdings existiert, so gilt
+00 - t
[ f(z)dz =limye0 [ f(z)da.)
—o0 -1
Wir wollen im folgenden die Integration rationaler Funktionen studieren.
Hierzu stellen wir in 8.34 zunéchst drei Ergebnisse bereit.

8.34.

(i) Satz. Es seien f,g: R - R zwei ganz-rationale Funktionen mit
Grad(f) > Grad(g).

Dann existieren ganz-rationale Funktionen q,r: R - R mit
f=9-q+r
und Grad(r) < Grad(g).
Beweis als Ubung durch vollstindige Induktion nach Grad(f)-Grad(g). O
(ii) Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra im Reellen). Sei g: R - R eine
ganz-rationale Funktion vom Grade n € N mit Leitkoeffizient Eins.
Es existieren dann r,s € N, sowie a1,...,ar,b1,...,bs,C1,...,¢cs € R und

Niyeeey e, M1, ..., Mg € Ny derart, daf§ gilt:

a) (Primfaktorzerlegung von g tiber R)
g =Tl (z —a;)" - H§=1(w2 +bjx+c;)™.

b) Die ay,...,a, sind paarweise verschieden.

¢) Die (bi,c1),...,(bs,cs) sind paarweise verschieden.

d) Fir jedes j € {1,...,s} gilt b? —4¢; <0, d.h. 22 + bjx + ¢; hat keine
reelle Nullstelle.

Die in a) angegebene Darstellung von g ist bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig bestimmit.

Satz 2 (von der Partialbruchzerlegung im Reellen). Seien f,g: R — R

ganz-rationale Funktionen mit Grad(f) < Grad(g). g sei gemdf Satz 1 in
Primfaktoren zerlegt.
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Dann ezistieren zu jedem i € {1,...,r} reelle Zahlen A; 1, ..., Aijpn, € R und
zu jedem j € {1,...,s} reelle Zahlen Bj1,...,Bjm;,Cj1,...,Cjm; € R mit
n;, m; € Ny derart, dafy gilt

zT: Aio - A, )
g G\ (z- al) (ac a;)? (z —a;)m
Zs:( 5,1 x+C]1 + +Bj,mj'l'+0j,mj

2 +bjz+c)t T (a2 +bjr+e)™

(245)

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden.
Beweise von Satz 1 und Satz 2 vgl. [11, Nr. 69]. O

Bemerkung (Methode zur Bestimmung der Koeffizienten in (245)). Mul-
tiplikation von (245) mit g liefert f = g-h, wobei h die rechte Seite von
(245) ist. Ordnet man g-h nun nach den Potenzen von x — beachte, dak g-h
eine ganz-rationale Funktion ist —, so liefert der Koeffizientenvergleich mit
den Koeflizienten von f ein eindeutig 16sbares lineares Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten A; ., Bj ,, Cj ..

8.35 (Integration rationaler Funktionen). Es seien f,¢g: R — R ganz-rationale
Funktionen mit V(451 9(t) # 0. Wir wollen ein ,allgemeines Rezept zur Be-

b
rechnung von [ % dz angeben.
a

(1)

Falls Grad(f) > Grad(g), so bestimme zundchst gemal 8.34 (i) ganz-
rationale Funktionen ¢,7: R - R mit Grad(r) < Grad(g) und

f(x) = g(x) - q(z) + ().

Beispiel.
( 2% +422 +x -1 ) : ( 22+2 ) = gc+4+_2—_9
T+ 2
-( 23 +2x )
407 -z -1
(422 8 )
-z -9

Dann gilt also

b b b
fMdm=fq(x)dx+fMdm,
J 9@ J (@)
wobei das Integral iiber die ganz-rationale Funktion ¢ trivial zu l6sen ist.

Wegen (i) diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dak gilt Grad(f) < Grad(g) und daf der Leitkoeffizient von ¢ gleich Eins
ist.

Bestimme dann geméf 8.34 (ii) Satz 1 die Primfaktorzerlegung von g iiber
R — das ist evtl. schwierig — und danach die Koeffizienten der Partialbruch-

zerlegung von 5 wie in 8.34 (ii) Satz 2.
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Beispiel.

1) f(z) =32z" +5und g(z) = (z - 1)3(x + 2) (2 + z + 2)?, die Primfak-
torzerlegung von g ist also bereits gegeben.

Dann existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen Ay, Aj2, Ais,
Ag1, Br1, Biz, C11, C12 mit

3%7 +95 _ Aqq + Ao + Ais + Aoy
(x-1)3(z+2)(22+2+2)2  z-1 (z-1)2 (z-1)3 z+2
+Bnl’ +C1p Bz + Cpo

2?2+r+2 (22 +x+2)2

Multipliziert man die letzte Gleichung mit g(x), so erhilt man durch
Koeffizientenvergleich ein eindeutig lésbares lineares Gleichungssy-
stem fir A1, A1, A13, Ao1, B11, B12, C11,Ch2. Dieses kann man mit
Methoden der linearen Algebra 16sen.

2.) f(z) =2 und g(z) = (x - 1)(z + 2). Dann existieren eindeutig be-
i : 2 _A A
stimmte Aq, Ay € R mit O = x—_ll + x_+22
Denn wegen

v 2 _ Aq N Ay
e (2,1} (z-1)(z+2) z-1 z+2
= Voerof-2,1} 2 = A1(z +2) + A2 (z - 1)
= Voerof-2,1} 2 = (A1 + A2)z + (241 - A3)
= (A1 +A42=0) A (241 - A2 =2)
2 2

:Alzg/\Agz—g

" 2 22
B G- D@+2) 3@-1) 3@+2)

(iii) Wegen (ii) ist das Integrationsproblem reduziert auf die Berechnung von
Integralen der folgenden Form, wobei n € N, ist:

[b o 1n(|1w—a|>|21, o on=l
J (x —a)n _n—l(w—a)"—la’ n>2,
- x - dx
f gy dr f ETET (246)
a a
wobei die Nenner in (246) keine reellen Nullstellen haben, d.h. es existiert
genau eine Zahl ¢ € R, mit ¢?= v - (5)2

2 2
Wegen 22+ Bz+y = (x + g) +(2=¢2 ((% - 2—@) + 1) kénnen die Integrale

in (246) durch einfache Substitution zuriickgefiihrt werden auf Integrale
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der Form

l111(3U2+1)|I;, n=1,

b 2
dem 1 1
(z2+1)" -
a 2(n-1) (z2+ 1)1

und f . Letzteres 1aft sich, da fiir n > 2

.. d
gilt — zeige dies als Ubung —, rekursiv auf f . arctan ()|’ zu-
(22 +1)
a
riickfiihren.
Beispiel.

1.) Bestimmung der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung von m lie-

fert —— =+ - —Z_ also gilt

z(z2+1) ~ . 2241

2 2 2
1[% = Ji—x—l[(xzdfl):[ln(x)—%ln(wQJrl)]l

! 1
x 1 1 1
z =~ arct Z=
f w2+1 fx2+1 (m2+1 _1) g arctan(@)]y +

-1

8.36. Zum Abschlufs dieses Kapitels sei noch erwihnt, dalt — im Gegensatz zur
Bestimmung der Ableitung — das Auffinden einer Stammfunktion zu ernsten
Schwierigkeiten fithren kann. Es erstaunt daher nicht, daff ganze Biicher aus
Integraltafeln bestehen.

Der Vollsténdigkeit halber sei angemerkt, daf die zu einer (auf einer Teilmen-
ge von R definierten) reellwertigen Funktion f hdufig verwendete Schreibweise

f f(z)dx| fiir das sog. unbestimmte Integral von f die Menge aller Stamm-

funktionen von f bezeichnet. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung ist klar, dals aus der Kenntnis einer Stammfunktion £ von f folgt
[ f(z)dz={F +C|C eR}.

In der Literatur findet sich haufig der Ausdruck [ f(x)dz = F(z) + C. Ob-
wohl die Bedeutung dieser Notation offensichtlich ist, so ist sie doch nicht ganz
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unproblematisch, da auf der linken Seite der Gleichung eine Menge und auf der
rechten Seite eine Funktion steht.

Das Nachschlagewerk schlechthin ist [2]. Es enthélt nahezu alle bekannten In-
tegrale, die man durch elementare Funktionen darstellen kann. Auch im Internet
finden sich viele Integraltafeln, siehe z.B. http://www.integral-table.com.
Nach der Meinung des Autors findet der Leser dort die in der Praxis am héu-
figsten bendtigten unbestimmten Integrale.
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9 Grundlagen der Topologie

Der Begrift Topologie leitet sich von den griechischen Worten 7émog (dt.: der
Ort) und A\évyos (dt.: das Wort, die Lehre) ab. Die Topologie, als Teilgebiet der
Mathematik, beschéftigt sich mit der relativen Lage — dem Ort —, die Punkt-
mengen — sog. Rdume — zueinander einnehmen; hierbei spielen im Gegensatz zur
Geometrie quantitative Grofsen wie Abstinde oder Winkel keine Rolle. Konkre-
ter gesprochen, handelt es sich um die Lehre von Rd&umen zwischen denen man
den Begriff der stetigen Abbildung definieren kann und das Studium letzterer.
Natiirlich soll der Begriff der Stetigkeit dabei so eingefiihrt werden, daf im Spe-
zialfall die in Kapitel 5 eingefithrten stetigen Abbildungen von Teilmengen von
R wiedererkannt werden. Eng verbunden mit der Definition der Stetigkeit ist die
der Folgenkonvergenz. Auch diese 1dft sich auf topologischem Niveau einfiihren.

Wir interessieren uns in diesem Kapitel bei unserer Diskussion im wesent-
lichen fiir Rdume, die Teilmengen von endlich-dimensionalen euklidischen Vek-
torrdumen sind. Wenn sich die Beweisfiihrung aber von der in allgemeineren
Raumen nicht unterscheidet, so formulieren wir unsere FErgebnisse in der allge-
meineren Form. Eine tiber dieses Kapitels hinausgehende (aber dennoch einfiih-
rende) Behandlung des Themas stellt der Inhalt des Buches [12] dar.

Generalvoraussetzung. Seien stets n,m e N,.

Einfiihrung
9.1 (Euklidisches Skalarprodukt, Norm und Metrik).

(i) Soweit nicht ausdriicklich anders erwdhnt, betrachten wir auf

R"™ = {(a17 cee aan) | Vie{l,...,n} a; € R}
das aus der linearen Algebra bekannte euklidische Skalarprodukt
n
va:(al,...,an),b:(b1,...,bn)E]R” <CL, b>2 = Z a; b;.
i=1
(...,...)2 ist offenbar bilinear, symmetrisch und positiv definit®®.
Definiton. Ist V' ein R-Vektorraum, so heifit eine positiv definite sym-

metrische Bilinearform (...,...): V xV — R ein Skalarprodukt auf V.5

(ii) Soweit nicht ausdriicklich anders erwdhnt, betrachten wir auf R" die eu-
klidische Norm
I =1l R — R,

die jedem a € R"™ seine Léinge

lall = v/{aal, = ‘ 212

Tst V ein R-Vektorraum, so heifit eine symmetrische Bilineraform (...,...): V xV - R
positiv definit genau dann, wenn Veey (a,a) 20 A ({a,a) =0 < a = 0) gilt.
Das Paar (V,(...,...)), das wir auch kurz mit V bezeichnen, heit ein euklidischer Vek-

torraum — auch wenn im Falle V =R" das Skalarprodukt nicht das euklidische ist.
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(iii)

zuordnet. Es gilt (vgl. lineare Algebra)
(N1) Vgere a] 20 A (la] =0 <= a=0), (Positiv-Definitheit),
(N2)  VawVoas JAal=Plal,  (Homogenitit),
(N3) Vabern ||a + 0| < [|laf + [0, (Dreiecksungleichung)
sowie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(CS) Vapes I{a,B)] < fal o]

Definiton. Sei V ein R-Vektorraum. |...[: V' - R mit (N1)-(N3) — und
somit auch (CS), falls ||...| durch ein Skalarprodukt induziert ist (s.u.) —
mit V' statt R™, heift eine Norm auf V. Das Paar (V| ...|) heift dann

ein normierter Vektorraum. Fiir (V... |) schreiben wir auch kurz V.

Ist auf dem R-Vektorraum V ein Skalarprodukt (...,...) gegeben, so wird
durch Vv ||lal| := v/{a,a) in kanonischer Weise eine Norm induziert.

Die euklidische Metrik °
d=dy:R"xR" —R
ordnet je zwei Elementen a,b € R™ ihren euklidischen Abstand oder ihre
Distanz
d(a,b) = la b (247)
zu. Dann gilt

(D1) Vgpernd(a,b) 20 A (d(a,b) =0 <= a=0>0), (Positiv-Definitheit),

(D2) Va,berr d(a,b) = d(b,a), (Symmetrie),
(Dreiecksunglei-
(D3) Vabcern d(a,c) <d(a,b) +d(b,c), chung).

| (D1) ist klar nach (N1).
(N2)
Zu (D2): d(a,b) = [la=b] =|-1]a=-b] =" b - a] = d(b, a).
Zu (D3):
d(a,c) = Ja=c|=l(a=-b)+ (-0
(N3)
< fla=bll+]b-cl = d(a,b) +d(b,c). ]

Definiton. Ist M eine Menge, so heiit eine Abbildung d: M x M — R,
die (D1)-(D3) mit M anstelle von R" erfiillt, eine Metrik auf M. Das Paar
(M,d) heift dann ein metrischer Raum. Anstelle von (M,d) schreiben
wir auch kurz M. Ubrigens ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes
natiirlich in kanonischer Weise selbst ein metrischer Raum.

Ist (V]|...]|) ein normierter Vektorraum, so wird V' in kanonischer Weise
zu einem metrischen Raum, indem man eine Metrik d durch (247) fiir alle
a,b eV definiert.

Wir betrachten jeden normierten Vektorraum als metrischen Raum mit
dieser kanonischen Metrik.

%0vom griechischen perpiros (dt.: aus dem Meter)
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Definition 9.2 (Offene und abgeschlossene Mengen in metrischen Réumen).
Sei M ein metrischer Raum.

(i) Fiir jedes a € M und jedes ¢ € R, heifit die Menge

[U-(a)| == {p e M|d(a,p) <<}

die (offene) e-Umgebung von a.
(ii) Eine Teilmenge G von M heifit offen in M genau dann, wenn gilt
VaeG356R+ Ue(a) cd.

Beispiel. Offene e-Umgebungen sind offen.

[ Seien némlich a € M sowie ¢ € R, gegeben und b € U.(a), also d(a,b) <e.
Zu zeigen ist, dak ¢ € Ry mit Us(b) c U.(a) existiert. Wir zeigen, daf
0:=¢e—d(a,b) € R, dies leistet:

Fiir c e Us(b) gilt d(a,c) <d(a,b) +d(b,c) <d(a,b) +d=¢. |

(iii) Eine Teilmenge A von M heifst abgeschlossen in M genau dann, wenn ihr
Komplement M \ A offen ist.

Warnung,. , Abgeschlossen” bedeutet nicht das Gegenteil von ,offen“. Z.B.
sind @ und R" stets sowohl offen als auch abgeschlossen in R". Dagegen
ist ]0,1] ¢ R weder offen noch abgeschlossen in R.

Satz 9.3 (Metrische Rédume als topologische Rdume). Seien M ein metrischer
Raum und

Ty :={U c M|U offen in M} c*B(M).
Dann gilt:

(Tl) ®7M ETM

(T2) (I beliebige Menge A Viey Ui € Tay) = UUZ- €T
(T3) U,Uye Ty == Ui nUz e Ty "
Beweis als Ubunyg.
Definition 9.4 (Topologischer Raum, offene Mengen, abgeschlossene Mengen,
Umgebungen).

(i) Ein Paar (M, 7Tu), bestehend aus einer Menge M zusammen mit einer
Teilmenge Tar von P(M), das (T1)-(T3) ertiillt, heifst ein topologischer
Raum.

Tar nennt man dann Topologie fiir M und die Elemente von Ty die offenen
Mengen des topologischen Raumes (M, Tyr).

Anstelle von (M, Tys) schreiben wir auch kurz M.

Beispiel. Ist M eine Menge, so heifst {@, M} die triviale Topologie fir M
und P(M) die diskrete Topologie fiir M.
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(ii) Sei M ein topologischer Raum.

(a) A heikt abgeschlossen in M genau dann, wenn M \ A offen ist.

(b) Ist p e M, so heifst eine Teilmenge U von M Umgebung von p in M
genau dann, wenn U offen in M ist und p e U gilt.

Mit |U°(p, M) | bezeichnen wir die Menge aller Umgebungen von p in
M.

Bemerkung. Ist (M,d) ein metrischer Raum, so wird durch den in Definiti-
on 9.2 und Satz 9.3 beschrieben Prozefs nach letzterem eine Topologie auf M
definiert. Jeder metrische Raum ist also in kanonischer Weise ein topologischer
Raum.

Wir betrachten jeden metrischen Raum als topologischen Raum mit dieser
kanonischen Topologie.

Definition 9.5 (Teilraumtopologie). Seien (N, Tx) ein topologischer Raum und
M eine Teilmenge von N sowie G eine Teilmenge von M.
G heilt offen im Teilraum M wvon N genau dann, wenn eine in N offene
Menge H existiert mit
G=HnM.

Satz. Seien (N,Tn) ein topologischer Raum und M eine Teilmenge von N.
Dann st
Tu,n ={G c M |G offen im Teilraum M von N}

eine Topologie fiir M, die sog. Teilraumtopologie von M bzgl. N.

Beweis als Ubunyg. O

Wir betrachten eine Teilmenge eines topologischen Raumes stets als topo-
logischen Raum mit der durch den umgebenden Raum induzierten Teilraumto-
pologie.

Bemerkung. Ist M eine Teilmenge eine metrischen Raumes N, so stimmt die
Teilraumtopologie von M bzgl. der durch den metrischen Raum N induzierten
Topologie fiir N offenbar mit der Topologie, die durch den metrischen Raum M
— als metrischer Teilraum von N — induziert wird, iiberein.

Definition 9.6 (offener Kern, innerer Punkt, abgeschlossene Hiille, Beriihrungs-
punkt, Rand). Sei M eine Teilmenge eines topologischen Raumes (N, 7Ty ).

(i) Wir definieren den offenen Kern von M in N als

M= U U (248)
UeTw . UcM

Nach (T2) ist M offen in N, also ist M offenbar die grofste offene Teilmenge
von N, die in M enthalten ist.

155



(i)

Es gilt:

MM, (249)
M = {p eN | HUEUO(p,N) Uc M} (250)

Einen Punkt p € N mit Jyqyop, vy U ¢ M nennen wir einen inneren Punkt
von M in N.

[ (249) folgt trivial aus (248).
Beweis von (250): ,,c“ Sei p € M. Dann existiert nach (248) ein U € Ty mit

UcMund peU, also U e U%(p, N) mit U c M, d.h. p ist innerer Punkt
von M in N.

,2“ Sei p ein innerer Punkt von M in N. Dann existiert U € U°(p, N) mit
U c M. Folglich gilt nach (248): pe M. |

Die abgeschlossene Hiille von M in N ist definiert als

= N A (251)

AcNabgeschlossen, Ao M

Wegen (T2) ist M abgeschlossen in N, also ist M offenbar die kleinste
abgeschlossene Teilmenge von N, die M umfaft.

Es gilt:

MeMcT, (252)
M ={peN|Yyaepn UnM +a}. (253)

Einen Punkt p € N mit Yyegop vy U N M # & nennen wir einen Beriih-
rungspunkt von M in N.

[ (252) folgt trivial aus (251).

Beweis von (253> 77C“ Seien pE€ nAcNabgeschlossen,ADMA und U € uo(pv N)
beliebig. Angenommen U n M = @. Dann ist p kein Element der abge-
schlossenen Obermenge N \ U von M, Widerspruch!

»2“ Sel p € N mit Vygopn)U N M # @. Angenommen es existiert eine
abgeschlossene Obermenge A von M mit p ¢ A, d.h. p liegt in der of-
fenen Menge N \ A, die wegen A > M mit M einen leeren Schnitt hat,
Widerspruch! |

Der Rand von M in N ist per definitionem die Menge

=T~ M. (254)

Aus (250) sowie (253) folgt sofort
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OM ={pe N|Vyawpuy(UnMa)a(Un(N\M)#g)}, (255)

und dies zeigt auch, daf OM =M n N ~ M in N abgeschlossen ist.
Die in M enthaltenen Punkte heiffen Randpunkte von M in N.
Beispiel.

(i) Wir betrachten R? mit der durch die euklidische Metrik induzierte Topo-
logie. Die abgeschlossenene Einheitskreisscheibe {(x,y) € R?|2? +y? < 1}
besitzt sich selbst als abgeschlossene Hiille in R? und die offene Einheits-
kreisscheibe {(x,y) € R?|2%+y? < 1} als offenen Kern in R?. Beider Mengen
Rand in R? ist der Einheitskreis {(x,y) e R*|z? +y? =1},

(ii) Wir betrachten M := {(z,y,0)|z? + 42 < 1} als Teilmenge der Hyperebene
R? x {0} des R? mit der durch den euklidischen R? induzierten Topologie.
Dann ist {(x,y,0)|2? +y? < 1} die abgeschlossene Hiille von M in R%x {0}
und {(z,y,0)|2? +y? <1} der Rand von M in R? x {0}.

Betrachtet man hingegen M als Teilmenge des euklidischen R?, so sind
abgeschlossene Hiille und Rand von M in R3 gleich {(z,y,0)|2? +y? <1}.

Satz 9.7 (Metrische Rdumen als Hausdorff-Raume). Sei M ein metrischer
Raum — z.B. M c R™. Dann hat M die sog. Punktetrennungseigenschaft, d.h.
sind p,q € M derart, daff gilt p # q, so existieren U e U(p, M) und V e U*(q, M)
mitUnV =a.

Beweis. Wegen p # ¢ und (D1) gilt € := %d(p,q) € R,. Da U.(p) und U(q)
offen sind, geniigt es zu zeigen, daf ihr Schnitt leer ist.

Angenommen es existiert a € U-(p) N Uz(q), d.h. d(p,a) <e und d(q,a) <e.
Dann folgt aus (D2), (D3): 2e =d(p,q) < d(p,a) +d(a,q) < 2e, Widerspruch! O

Definition 9.8. Ein topologischer Raum M, der die Punktetrennungseigen-
schaft hat, heift Hausdorff ®'-Raum oder hausdorffsch.

Beispiel. Der letzte Satz zeigt, daf jeder metrische Raum hausdorffsch ist. Fiir
topologische Raume ist dasi.a. nicht richtig, denn ist M eine Menge mit #M > 2,
so ist M, versehen mit der trivialen Topologie {@&, M}, nicht hausdorffsch.

Satz 9.9. Seien M ein Hausdorff-Raum (2.B. M c R"™) und p € M. Dann ist
{p} abgeschlossen in M.

Beweis. Zu zeigen ist, daf M \ {p} offen ist.

Zu jedem g € M \ {p} existieren nach 9.8 U, e U°(p, M) sowie V, eU°(q, M)
mit U,nV, = @. Insbesondere gilt wegen g € Vi p ¢ V,, d.h. V;, ¢ M ~{p}. Hieraus
folgt

M= U Y (236)
qeM~{p}

[ ,c* gilt wegen Vgenr(py ¢ € Vg und ,5 wegen Vgeprogpy Vg € M N {p}. |

Die rechte Seite von (256) ist mit den V; nach (T2) offen. Damit ist der Satz
gezeigt. O

nach Felix Hausdorff (1868-1942)
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Konvergenz von Folgen
9.10 (Konvergenz von Folgen).

Definition 1. Seien M ein topologischer Raum, (pi).y eine Folge in M und
peM.

Pk konvergiert in M gegen p
keN 9 geg

= VUeu°(p,M)E|koevaEN (k>ko=>prelU)

Lemma. Sind M ein Hausdorff-Raum (z.B. M c R™) und (pi) ey €ine Folge
i M, die sowohl gegen p e M als auch gegen q € M konvergiert, so gilt p=q.

Beweis. Angenommen p # ¢. Dann existieren nach 9.7 U € U°(p, M) und
V elU(q, M) mit UnV =g. Nach Voraussetzung existieren ki, ks € N mit

VieNkok: Pk €U und  Vien pok, Pk €V,

also folgt fiir ko := max{k1,ka}: pr, € U n'V, Widerspruch! O

Definition 2. Sind daher M ein Hausdorff-Raum (z.B. M c R") und (pk) ey
eine Folge in M, die gegen p € M konvergiert, so ist p mit dieser Eigenschaft
(nach dem Lemma) eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim pg [:=p

k—oo

und nennen p den Grenzwert oder Limes von (pg )y fir k gegen unendlich.

Bemerkung. Im Falle eines nicht-hausdorffschen Raumes M kann man zwar
Definition 1 geben, aber eine konvergente Folge konvergiert i.a. nicht gegen nur
einen Punkt. Versieht man z.B. eine Menge M mit der trivialen Topologie, so
konvergiert jede Folge in M gegen jeden Punkt von M.

Satz 9.11. Seien M eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raumes
N (2.B. N cR") und (pr)ken eine Folge in M. (Letzteres heifft Vpenpr € M)
Ist dann p € N derart, daf$ (pr)ren gegen p konvergiert, so gilt p € M.

Beweis. Da M abgeschlossen ist, ist NV \ M offen. Angenommen pe N \ M.
Nach 9.10 Definition 1 existiert ko € N derart, dafl ViengskoPr € N N M, im
Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 9.12. Sei M ein metrischer Roum — z2.B. M c R™. Dann gilt fir alle
Folgen (pr) ey ™ M und alle pe M:

lm pp=p <= Ve, IpoenVien (k2ko= preU(p) ).  (257)
k— o0 ———

< d(p,p) <e

Die rechte Seite von (257) besagt gerade, daf§ limy_, o d(pg,p) =0 im Sinne von
Definition 4.1 gilt.
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Beweis. Zu ,,=*: Sei e € R,. Da U.(p) in M offen ist, folgt nach Voraussetzung
der linken Seite von (257) dann, daf ko € N mit Vjen gk, Pk € Us(p) N M c Us(p)
existiert.

Zu <" Sei U € U°(p, M). Zu zeigen ist, daf fast alle®? pj, in U liegen. Da,
U offen ist, folgt nach Definition 9.2 (ii) die Existenz von € € Ry mit U.(p) c U.
Nun existiert hierzu geméf der rechten Seite von (257) ko € N derart, dafs gilt

V ke, k2o Pk € Us(p) c U -

Satz 9.13. Fir alle k e N seiay = (a1 4,...,0n%) €R" unda = (a1,...,a,) € R".
Dann gilt

lim ay, =a (in (R",d2)) == Vie(1,..n} klim a; = a;.

k—o0

Wir bereiten den Beweis von 9.13 durch das folgende Lemma vor:
Lemma 9.14. Fir a=(ay,...,a,),b=(b1,...,b,) e R" gilt
la = blleo < d2(a,b) < vV/nfla=blle,
wobei wir ||a = bl := max{|a; = b1|,...,|an —byn|} setzen.

Beweis. Fur i e {1,...,n} gilt

|la; —bi| =/ (a;i =b;)* < i:l(aj— j)2=d2(a,b)

und
da(a,b) = 4 ‘ i(aj ~b;)? <v/nmax{ (a1 - 01)%,..., (an —bp)2} = /1 |a = bl|oo.

O
Bemerkung (Maximumsnorm). Durch
Vaz(ar,..an)ern lafoo = max{|ar,... |an| }
wird eine Norm auf R™ definiert, die sog. Mazimumsnorm.
Beweis von Satz 9.13. ,,=“ Es gelte limy_, ax = a, d.h. nach 9.12

lim da(ax,a) =0,

k—o0

also fiir alle 1 ¢ {1,...,n}

) 9.14
0= lim do(ag,a) > lim |a;; —a;| >0
k—oo

k—o0

und somit limy_,e0 @; 1 = ;.

52d.h. per definitionem alle bis auf endlich viele
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» =" Gelte Vier1  ny limgoeo aif = a.
Ist dann € € R,, so existieren also Ny,..., N, € N mit
€
Vieq1,...n} VkeN k2N, |aik — ail < NG
Fiir k£ € N mit k& > max{Ny,..., N, } folgt
9.14 €
do(ag,a) < v/nmax{|ag—ail,...,|ank —anl} < \/ﬁ—n

N

d.h. nach Satz 9.12: limj,_, . aj = a. O

:E’

Der Satz von Bolzano-Weierstrafs

Definition 9.15 (Beschranktheit, Kompaktheit). Seien V ein endlich-dimen-
sionaler normierter R-Vektorraum und M c V.

(i) M heikt beschrankt <= 3cerVpenr |p] = d(p,0) < C.

Ist M allgemeiner eine Teilmenge metrischen Raumes (N, d), so heifst M
genau dann beschrinkt, wenn fiir ein (und damit fiur alle) py € M gilt

3¢,y er. Vpens d(p,po) < Cy.
(i1) M heilt kompakt :<=> M ist beschriankt und abgeschlossen.

Warnung. In allgemeinen metrischen Rdumen (N,d) nennt man Teilmengen
M von N, die beschrankt und abgeschlossen sind, nicht kompakt, da solche die
unten zu beweisenden ,schonen Eigenschaften“ von Kompakta i.a. nicht haben.

In beliebigen topologischen Raumen N heifit eine Teilmenge M von N kom-
pakt, wenn jede Uberdeckung von M durch offene Mengen von N eine endliche
Teilitberdeckung besitzt.%® Man kann dann zeigen, dak diese Definition im Falle
eines endlich-dimensionalen normierten R-Vektorraumes mit unserer Definition
iibereinstimmt.

Definition 9.16. Eine Folge in einem metrischen Raum heifst beschrinkt genau
dann, wenn die Menge ihrer Folgenglieder beschrankt ist.

Satz 9.17. Seien M ein metrischer Raum und (pg)ken eine in M gegen p € M
konvergente Folge. Dann ist (py)gen beschrankt.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ko € N mit Vien gok, Pk € Ui(p), d.h.
V ke, koko A(Pr, p) < 1, also folgt Vien d(pr,p) < max{|poll,. .., |lpro-1l, 1} O

Definition 9.18 (Haufungspunkt). Seien M eine Teilmenge eines metrischen
Raumes N und pe N.

p heikt Haufungspunkt von M in N
(i)
= Yyeyop,n) U N (M ~{p}) +@
ii
4(—J> Es existiert eine Folge in M ~ {p}, die (in M) gegen p konvergiert.

53Genauer heift M genau dann kompakt, wenn fiir jede Menge I und alle in N offenen
Mengen U; (i € I) aus U;e; Ui o M die Existenz einer endlichen Teilmenge Ip von I mit
Uier, Ui o M folgt.
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| Zum Beweis von (ii): Beim Nachweis von ,=*“ wihle man zu jedem k € N
ein p € U_1_(a) n (M \ {p}) und betrachte die Folge (pi)ren. ,,<=* folgt sofort
k+1

aus der Definition der Konvergenz in 9.10. |
Bemerkung.

1.) Ein Element von M braucht nicht Hiufungspunkt von M in R" zu sein:
Die Menge der Haufungspunkte von Z in R ist die leere Menge.

2.) Ein H#ufungspunkt von M in N braucht nicht Element von M zu sein:
Die Menge der Haufungspunkte von Q in R ist R.

Satz 9.19 (von Bolzano-Weierstraf).

(i) (Folgenversion)
Jede beschrinkte Folge in R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) (Teilmengenversion)
Jede beschrankte unendliche Teilmenge von R™ besitzt (mindestens) einen
Hiufungspunkt.

Bemerkung. Wir werden in Satz 9.41 — letztenendes unter Verwendung von
Satz 9.19 — sehen, daf je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-
Vektorraum dieselbe Topologie erzeugen. Hieraus folgt dann, daf der Satz auch
fiir jeden endlich-dimensionalen normierten R-Vektorraum anstelle von R" gilt.

Beweis. Zu (i): Sei ( (a1k, .., an) )kEN eine beschriankte Folge in R™, d.h.
—_——

= ak)
es existiert C' € Ry mit Ve ||lax |2 < C. Dann gilt

9.14
Vieq1,..n} Veenlai k| = laix = 0] < da(ag,0) = [lagll2 < C. (258)

Nach dem reellwertigen Satz von Bolzano-Weierstraf 4.11 (ii) besitzt daher
(a1,)ren eine konvergente Teilfolge (a1 j, (k))ken-

Wegen (258) konnen wir nun 4.11 (ii) auf (as j, (x)) ey anwenden und erhal-
ten eine konvergente Teilfolge (as j,(x))ken- Da (aq j, (k) )ren bereits konvergierte,
so natiirlich auch (ay j,(x))ken-

Nach insgesamt n-maliger Anwendung von Satz 4.11 (ii) erhalten wir schlieft-
lich eine Teilfolge ((al,jn(k)v . ’a"vjn(k)))keN von (ay)ken derart, dak fiir jedes
i€{l,...,n} die Folge (a;;,())ken konvergiert. Die Behauptung von (i) folgt
dann aus Satz 9.13.

Zu (ii): Sei M eine beschrankte unendliche Menge. Die Unendlichkeit von
M bedeutet genau die Existenz einer injektiven Abbildung

N— M, k v+ py. (259)

Da M beschrankt ist, so auch (pg)ken, also besitzt (pg)reny nach (i) eine
gegen ein a € R™ konvergente Teilfolge (p;(x))ren-

Wir behaupten, dafs ¢ Hiufungspunkt von M in R" ist.

Aus der Injektivitdt der Abbildung (259) folgt, dak p;,) = a fiir hochstens
ein ko € N gilt. Falls ein solches ko existiert, so ist (pj(x+1+k))ken eine Folge
in M ~ {a}, die gegen a konvergiert. Andernfalls hat bereits (p;(x))ren diese
Eigenschaft. a
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Satz 9.20. Seien K eine kompakte Teilmenge von R™ und (pg)ren eine Folge
in K. Dann besitzt (pg)ken eine in K konvergente Teilfolge.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus 9.19 (i) und 9.11. O
Bemerkung.

1.) Wenn wir 9.41 bewiesen haben, folgt, daft auch dieser Satz fiir beliebige
endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume anstelle von R" gilt.

2.) In einem beliebigen topologischen Raum M nennt man eine Teilmenge K
folgenkompakt, wenn sie die Eigenschaft des letzten Satzes hat, d.h., wenn
jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Man kann zeigen, daf in metrischen Raumen die Begriffe der Kompaktheit
(vgl. die Warnung in 9.15) und der Folgenkompaktheit zusammenfallen.

Stetigkeit

Definition 9.21 (Stetigkeit). Seien M, N topologische Rdume und f: M - N
eine Abbildung.

(i) Seipe M.
f heibt stetig in p = Y yauerpy,N) Iveuep,ary f (V) c U.
(ii) f heifst stetig <= Ypenr f ist stetig in p.
C(M,N) | bezeichne die Menge aller stetigen Abbildungen M — N.

Beispiel. Ist ¢ € N, so ist die konstante Abbildung f: M — N vom Wert ¢

stetig.
[ Denn sind p € M und U € U%(f(p),N), so gilt zum einen M € U°(p, M)

——

=q
und zum anderen f(M)={q} cU. |

Satz 9.22. Seien M, N topologische Rdume und f: M — N eine Abbildung.
Dann folgt:

(i) Fiir jede Teilmenge M wvon M und alle pe M gilt:
ft M — N stetig in p == flz;z M — N stetig in p.
(ii) Fir jede Teilmenge N von N mit f(M) c N und alle pe M gilt:
fi M — N stetig in p < f: M — N stetig in p.
Beweis als Ubunyg.

Bemerkung. Die Richtung ,<* in (i) ist i.a. falsch, wie das Beispiel M = &
zeigt.

Satz 9.23. Seien (M,Tar), (N, Tn) topologische Riume und f: M — N eine
Abbildung. Dann gilt:

[ ist stetig <= Vyern f (U) € Tu (260)

— VAcNabgeschlossenTI(A) abgeschlossen in M (261)

162



Beweis. Zu (260): ,=" Sei U offen in N. Wegen der Stetigkeit von f existiert
zu jedem p e T (U) — d.h. U e U(f(p), N) — ein V, € U(p, M) mit f(V,) c U,
d.h. V, ¢ ' (U). Dann folgt
fFoy="U W, (262)
pef (U)
und die rechte Seite von (262) ist offen nach (T2).
[ (262) ,c* gilt wegen Vpe?l(U)pe V, und ,,o* wegen V T () Vpc f (U).]
»<=“Sei pe M und U eUU(f(p), N).

Dann gilt p € TI(U) und nach Voraussetzung ist TI(U) offen in M, also

V=T (U) eU(p. M) ud f(V) = f(F (V) € U.
Zu (261): Fiir jede Teilmenge A von N gilt

A abgeschlossen < N\ AeTy und fl (NNA)y=M~ fl(A).
Daher folgt (261) aus (260). O

Satz 9.24. Es seien My, Ms, M3 topologische Rdume sowie f: Mo — Ms und
g: My — My zwei Abbildungen. Ferner sei p € My. Dann gilt:

(i) g stetig in p und f stetig in g(p) == f o g stetig in p.
(ii) g stetig und f stetig == f o g stetig.

Beweis. Zu (i): Zu Us € U°((f o g)(p), M3) existiert zundchst wegen der
Stetigkeit von f in g(p) ein U € U( (p), M) mit f(Us) c Us und sodann
wegen der Stetigkeit von ¢ in p ein Uy € U°(p, M1) mit g(Uy) c Uy, also folgt

(fog)(Uh) = f(g9(U1))  f(Uz) € Us.

Aus der Beliebigkeit von Us folgt die Behauptung von (i).
(ii) folgt trivial aus (i). O

Satz 9.25 (Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen). Seien M, N
metrische Riume und f: M — N eine Abbildung sowie p € M. Dann sind die
folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent:

(i) f ist stetig in p.
(ii) Veer,Iser, Ygers (d(p,q) <6 = d(f(p), f(q)) <e).
& f(Us(p)) < U-(f(p))
(iti) Fir jede Folge (pr)ken in M mit limy_,o py = p gilt limy,0 f(pr) = f(p)-

Beweisskizze. (i) <> (ii)* zeigt man sofort mittels Definition 9.21.

Zum Nachweis von ,(ii) = (iii)* verwendet man Satz 9.12 und wéhlt zu
vorgegebenem ¢ € R, eine Zahl § € R, geméf (ii). Aus limy_, o p = p folgt dann,
dak fast alle py in Us(p) liegen. Dies ergibt die Behauptung.

163



Zu ,(iii) = (ii)*“: Angenommen (ii) ist falsch. Dann existieren € € R, und eine
Folge (pi)ken in M mit

Y d
keN ( (prsp) < i1

und dies widerspricht (iii). O
Bemerkung.
1.) Beachte, daf wir in (ii) zwei verschiedene Metriken mit d bezeichnet haben.

2.) Die Eigenschaft (iii) nennt man Folgenstetigkeit von f in p.

In beliebigen topologischen Riumen folgt aus der Stetigkeit zwar Folgen-
stetigkeit, aber die Umkehrung ist i.a. falsch.

Definition 9.26.

(i) {eq,...,en} bezeichne im folgenden stets die kanonische Basis von R", d.h.

1, i=j,
vie{l,...,n} (ei = (eib s 7ein) A Vje{l,___,n} €ij = 5ij = { 0. i #:j. })’

und {x1,...,7,} bezeichne die dazu duale Basis von (R")”, dem R-Vektor-
raum aller Linearformen R" - R, d.h.

Vi,e{l,...,n} mi(ej) = 62]

Dann gilt fiir alle i € {1,...,n} und alle p = (p1,...,pn) € R”

n
ri(p) = 2 (ijﬁj) = Di,
j=1

m.a.W. ist z;: R™ - R die i-te Komponentenfunktion des R™.

Im Spezialfall n = 1 schreiben wir = anstelle von z1, im Spezialfall n = 2
auch = bzw. y anstelle von x1 bzw. x9 und im Spezialfall n = 3 auch x,y
bzw. z anstelle von z1,xo bzw. x3.

(ii) Seien M eine Menge und f: M — R" eine Abbildung. Dann ist fiir jedes
ie{l,...,n}
fi=zio fi M — R

die i-te Komponentenfunktion von f, also f = (f1,...,fn)-
Beispiel.

1) idge = (21,...,2p).
2.) Ist M c R™ und N eine Menge sowie f: M — R" eine Abbildung, so
gilt f=fo(xy,...,xn) = f(x1,...,2p).
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Satz 9.27. Seien M ein metrischer Raum sowie f: M — R" eine Abbildung
und pe M. Dann gilt:

fr M —R" stetig in p <= Yicq1, ny fit M - R stetig in p.

Beweis. Nach 9.25 ist f genau dann stetig in p, wenn f folgenstetig in p ist.
Dies ist nach 9.13 genau dann der Fall, wenn jede Komponentenfunktion von f
folgenstetig in p ist, d.h. nach 9.25 genau dann, wenn jede Komponente von f
stetig in p ist. O

Satz 9.28 (Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen). Es seien M ¢ R™ und
K c M derart, dafi K eine kompakte Teilmenge von R™ ist. Sei f: M — R"
ferner eine stetige Abbildung. Dann ist f(K) eine kompakte Teilmenge von R™.

Beweis. Zu zeigen ist, daf f(K) sowohl beschrinkt als auch abgeschlossen
in R™ ist.

1.) Angenommen f(K) ist nicht beschrankt. Dann existiert zu jedem k € N
ein py € M mit | f(pk)l2 >k, d.h. limgoeo | f(pr)ll2 = +o0. Nun ist (px)ren eine
Folge in dem Kompaktum K, besitzt also nach Satz 9.20 eine in K konvergen-
te Teilfolge. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konvergiere (pg)ren selbst
gegen ein p € K.

Dann folgt aus der Stetigkeit von f in p und Satz 9.25 limy_,« f(pr) = f(p),
d.h. limgeo d2(f (pk), f(p)) = 0. Hieraus ergibt sich ein Widerspruch, da fiir alle
ke N gilt:

do(f (i), 0) < da(f(pr), f(p)) +d2(f(p),0).

N——— ™ —
k- k-
= [ £ (pr)lla = +o0 =

2.) Angenommen f(K) ist nicht abgeschlossen in R™, d.h. R" \ f(K) ist
nicht offen in R™. Dann existiert ein g € R™ \ f(K') derart, daf ¢ nicht innerer
Punkt von R™ \ f(K) ist, d.h.

VUGZ/{°(q,]R") U¢ W \f(K) .
— —
<Unf(K)+@

Es existiert daher zu jedem k € N ein ¢ € f(K) mit do(qk,q) < ﬁ, d.h.
limg 00 g = q. Weiterhin gibt fiir k € N ein py € K mit f(px) = qx. Wegen der
Kompaktheit von K besitzt nun (pg)reny geméf 9.20 wieder eine in K konver-
gente Teilfolge, und wir kénnen erneut annehmen, daf (px)ren gegen ein p € K
konvergiert.

Da f nach Voraussetzung in p stetig ist, folgt nochmals aus 9.25

¢ =lim gy = lim f(px) = f(p),
d.h. g € f(K), Widerspruch! O

Korollar 9.29 (Satz vom Maximum bzw. Minimum). Seien M c R™, K ¢ M
derart, dafy K eine kompakte Teilmenge von R™ ist, und sei f: M — R eine
stetige Abbildung. Dann nimmt f auf K ein Mazimum und ein Minimum an.
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Beweis. Wir zeigen nur, daf f ein Maximum annimmt. Die Aussage fiir ein
Minimum zeigt man analog.

Nach 9.28 ist f(K') kompakt, also beschriankt. Daher gilt 7 := sup f(K) € R.
Da 1 das Supremum ist, existiert eine Folge (1 )ken in f(K) mit limg_, oo g = 7.
Als Kompaktum ist f(K) insbesondere abgeschlossen in R, also folgt aus 9.11:
ne f(K), dh. n=max f(K). |

Bemerkung. Wenn wir 9.41 bewiesen haben, so folgt, daf auch 9.28 und 9.29
fiir beliebige endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume V und W anstelle
von R™ und R" gelten.

Definition 9.30 (Hom&omorphismus). Seien M, N topologische Raume.
Eine bijektive stetige Abbildung f: M — N heifst Homdomorphismus genau
dann, wenn f~': N — M stetig ist.
M und N heiflen zueinander homéomorph, wenn ein Homdomorphismus
M — N existiert.

Satz 9.31. Seien K eine kompakte Teilmenge von R™ und f: K - R" eine
injektive stetige Abbildung. Dann ist f: K — f(K) ein Homdéomorphismus.

Beweis. Dak f: K — f(K) eine bijektive stetige Abbildung ist, ist klar nach
9.22 (ii). Zu zeigen ist, dak f~%: f(K) —» K stetig ist. Hierzu geniigt es nach
Satz 9.23 (261) zu zeigen, dak fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von K gilt:

f~1 (A) = f(A) ist abgeschlossen in f(K).

Sei also A ¢ K abgeschlossen in K. Dann% ist A abgeschlossen in R™ und
ferner als Teilmenge des Kompaktums K beschrinkt. Somit ist A eine kompakte
Teilmenge von R™. Nach 9.28 folgt nun die Kompaktheit von f(A) in R"™ und
somit insbesondere die Abgeschlossenheit. O

Bemerkung. Wenn wir 9.41 bewiesen haben, so folgt, daf auch 9.31 fiir belie-
bige endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume V und W anstelle von R™
und R" gilt.

Definition 9.32 (gleichmébige Stetigkeit). Seien M, N metrische Raume.
f: M — N heift gleichmdfig stetig genau dann, wenn gilt

v&ER+EI5€R+ Vp,qEM (d(p, Q) <0 = d(f(p), f(Q)) < 5) .

51Es gilt namlich allgemeiner:

Lemma. Sind M ein topologischer Raum, B ¢ M eine in M abgeschlossene Teilmenge und
A c B eine in B abgeschlossene Teilmenge, so ist A abgeschlossen in M.

Beweis. Zu zeigen ist, daf jedes pe M N A= (M~ B)u(B\ A) innerer Punkt von M \ A in
M ist. Im Falle p e M \ B ist dies klar, da B offen in M ist. Gelte daher p € B \ A. Zu zeigen
ist die Existenz von U e U°(p, M) mit U c M \ A.

Nach Voraussetzung ist B \ A offen in B, d.h. es existiert U € Ty mit BN A =U n B, also
folgt p e U bzw. U e U°(p, M). Auferdem gilt U c¢ M \ A, denn andernfalls wire

g+ UnAcUnB=B\NA,

insbesondere existierte g€ An (B \ A), im Widerspruch zu A c B. O
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Satz 9.33. Seien K eine kompakte Teilmenge von R™ und f: K - R" eine
stetige Abbildung. Dann ist f: K - R" gleichmdfig stetig.

Beweis analog zu Satz 5.20 unter Verwendung von 9.19 (i) und 9.11. O

Bemerkung. Wenn wir 9.41 bewiesen haben, so folgt, daff auch 9.33 fiir belie-
bige endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume V und W anstelle von R™
und R" gilt.

Satz 9.34. Sei V ein normierter R-Vektorraum.

(i) |...|: V = R ist stetig.

(ii) Die Addition sowie die Subtraktion ...+...:V xV =V und die skalare
Multiplikation ...-...: RxV =V sind stetig, wobei wir RxV und V xV
jeweils mit der Mazimumsnorm || ... |max, welche durch

1A, ©) lmax == max{[A], |vll} bzw. [[(v, w)[max = max{[lv]], [lw]}
fir alle (\,v) e RxV bzw. (v,w) € V xV gegeben ist, versehen.
Wir bereiten den Beweis von 9.34 durch das folgende Lemma vor:
Lemma 9.35. Sei V' ein normierter R-Vektorrawm. Fir alle v,w eV gilt
loll = llwll <[llvll = wl] < o = wl.

Beweis. Die erste Ungleichung ist trivial, und die zweite gilt, weil aus

loll = f[(v - w) +wl] <o - w] +[lw],
lwl = [(w=v) +vll < Jw =l +]lv] = [v-w] +]v]
sowohl [|v]| = |w| < [lv - w]|| als auch - (|jv| = |w|) < |v —w]| folgt. ]

Beweis des Satzes. (i) folgt sofort aus der zweiten Ungleichung des letzten
Lemmas.

Zu (ii): 1.) Seien (v,w) € V x V und (vk,wg)ken eine Folge in V' x V' mit
limg_, 0o max{ | vy — v||, |wg —w||} = 0. Dann folgt limg_eo v = v, limgeo Wi = w,
und fiir jedes k e N gilt

k
(o 2 wi) = (v £ w)| = [[(vg = v) £ (wy, = w)]| < o = o] + wg - w]| = 0.
—— N——

k—oo k—oo
— —0

2.) Seien (A,v) €e Rx V und (Mg, vk )ren eine Folge in R x V' derart, daf gilt
limg_, 0o max{|\x = A, |vr —v| } = 0. Dann folgt limy 0o Ak = A sowie limg_, 0o U = v
und fiir jedes k e N

IAeve = Aol = Ak (ve = v) + (A = A) v
< e ok =)+ 1 = A) vll = el llow = ol + Ak = Al o]l
—_— —— —\—
hoco
Aus 1.) und 2.) folgt die Behauptung von (ii). O
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Lineare Abbildungen
Definition 9.36. Seien V, W R-Vektorrdume. Wir setzen

L(V,W) |:= Homg(V,W) = {¢ € WV | R-linear}.

L(V,W) ist in kanonischer Weise ein R-Vektorraum: Fir ¢,v € L(V,W)
und A € R sind ¢ + 1, Ap € L(V, W) definiert durch

Vuer (0 +9)(v) = o(v) +U(v) A (Ap)(v) = Ap(v)).

Satz 9.37. Seien V,W normierte R-Vektorraume. (Beide Normen seien mit
| ...| bezeichnet.) Fiir jedes ¢ € L(V,W') sind die folgenden Aussagen paarweise
dquivalent:

(i) @ ist stetig.
(ii) @ ist stetig in 0.

(iii) ¢ ist ein beschrankter Operator, d.h. per definitionem

doerYwev (V)] < Co].

“ ist trivial.

Beweis. (i) = (ii)
Zu ,(ii) = (iii)*: Angenommen (iii) ist falsch. Dann existiert eine Folge

(Vi)ren in V' mit Veen, |e(vr)| > k2|lvk], also vp # 0. Folglich ist (m)kEN+

eine Nullfolge mit (beachte, da ¢ linear ist)

()
o]

im Widerspruch zur Stetigkeit von ¢ in 0 = ¢(0).
Zu ,(iii) = (i)*: Es seien v € V beliebig und (vg)ren eine Folge in V' mit
limg_, 00 v = v. Dann folgt aus der Linearitdt von ¢ und (iii) fiir jedes k € N

L]
oee K o]

)

k—o0

k—oo

le(vr) =)l = llp(vk = v) | < Cllve = 0] — 0,
d.h. ¢ ist stetig in v. O

Definition 9.38. Sind V, W normierte R-Vektorrdume, so bezeichnen wir mit
L.(V,W)|den R-Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen V — W.

Satz 9.39 (Operatornorm). Seien V,W normierte R-Vektorraume.
(i) Durch

Vecoovw) 1] = sup{% [veV {O}} (:=0, falls V ={0})

wird eine Norm, die sog. Operatornorm auf L.(V, W), definiert.
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(ii) Fir jedes f € L(V,W) gilt
1F1 = sup{[lf ()l [v eV A o] <1} = sup{||f(v)][[v eV A || =1} (263)

=0, falls V={0}

sowte

Voev [ £ ()l <71l (264)
Dariiber hinaus ist || f|| die kleinste reelle Zahl mit der Eigenschaft (264).

Beweis. Ohne Einschrankung sei dimg V' > 0.

Zu (1): 9.37 (i) = (iil)“ gibt die Wohldefiniertheit von || f|| fiix f € L.(V,W).
Beweis, dak |...| eine Norm fiir L.(V, W) ist:

(N1) ist trivial. Weiter gilt fiir alle f,g € L(V,W), A e R und ve V \ {0}

AN W) N 1Lf ()]

o] o]

[(F+9) ()] If @I, l9()]

ol ol o]

)

<[ £+ gl

also folgen (N2) und (N3).
Zu (ii): Sei f e L(V,W). Fiir alle v e V N\ {0} mit |v]| <1 gilt

5@ <

o]

<[ £l
weshalb

sup{[[f(v)[[|veV A o] =1} <sup{[lf (v)[[|v eV A [v] <1} <|f]

folgt.
Andererseits gilt fiir v e V \ {0}

@l || (v
ol ‘f (nvn)‘

also folgt auch ||f| < sup{||f(0)|||0 €V A ||7| =1}. Damit ist (263) gezeigt.
Die iibrigen Aussagen in (ii) folgen sofort aus der Definition in (i). O

<sup{[[f(0)[|o eV A o] =1},

Beispiel 9.40 (Spektralnorm). Wir versehen sowohl R™ als auch R™ mit dem

jeweiligen euklidischen Skalarprodukt (...,...)o und der daraus abgeleiteten
Norm | ... |[|2. Die zugehorige Operatornorm auf £.(R™,R"), die wir ebenfalls
mit ||... ||z bezeichnen, heift Spektralnorm.

Sei p € LAR™,R™). A e R™" bezeichne die Matrix von ¢ bzgl. der kanoni-
schen Basen von R™ sowie R™ und p sei der Spektralradius der symmetrischen
Matrix "A A e R™ ™ d.h. per definitionem

p = max{|\|| A Eigenwert von "4 A}.5?

Dann gilt

lell2 = /p-

%Hier sind sogar alle Eigenwerte nicht-negativ, da es sich um solche des Produktes einer
Matrix mit ihrer Transponierten handelt.

169



Beweisskizze. Man rechnet miihelos nach, dafs fiir jedes b € R™ gilt
(Ab, AD)S" = (TA Ab,b)S".

Da "A A symmetrisch ist, besitzt es reelle Eigenwerte A1,...,A\n, und die
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Daher existiert
eine orthogonale Matrix 7" € O(m) mit

Diag(Ai,... A\m) =T 1A AT.
Somit gilt fiir alle b= (by,...,by) € R™

(IATB|5")> = (ATbATb); =(AATHTb);"
Ty 1y AT b, 7T 0)E™ = (Diag(Mrs-.. A ) b, b}
= Y bk
=1

(Hieraus folgt auch, daf die Eigenwerte nicht negativ sind.)
Nun folgt aus der Orthogonalitit von 7', dak gilt T(S™ 1) = ™1 wobei
Sm=1= {b e R™||b|5" =1}, also ergibt sich mit der letzten Gleichung

lelz = sup{|lAbly" [be 5™} =sup{AT b3 [be S™ '} = /p.

O
Satz 9.41. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und || ... ||, ||... ||+
zwei Normen auf V. Dann ist die Abbildung
id: (V.. ) — (Vo[- 1)
etn Homdéomorphismus.
Beweis. Nach Wahl einer Basis {v1,...,v,} von V konnen wir V = R" an-

nehmen, denn unter dem Isomorphismus

n n
Vv —>Rn, Z)\Z’UZ —> Z/\iei,
i=1 i=1
entsprechen die Normen auf V' umkehrbar eindeutig den Normen fiir R”. Nun
geniigt es offenbar den Fall ||... ||« = ||...||2 zu zeigen. Hierzu verwenden wir
Satz 9.37 ,(iii) = (i)*
Fiir a,...,a, e Rund a = Y1 aje; € R” gilt mit C ==Y, ||lei]| € Ry

v v 9.14
lall < 3" laillleil < lalleo Y- llesll < C da(a,0) = Clalz.
i=1 i=1

Ferner ist S"! := {a € R"||a|2 = 1} als Urbild von {1} der stetigen Funk-

tion | ... [2: (R™,]...|2) = R abgeschlossen und trivialerweise beschrénkt (bzgl.
[ ...]l2), also kompakt. Daher nimmt die Beschrankung der stetigen (s.u.) Funk-
tion ||...[: (R™,|...[l2) - R auf S"* wegen [|S"7!| ¢ R, nach 9.29 ein Mini-
mum D € R, an. Also folgt ||m|| >D, dh. |a]z < % llall-

[].-- [l (R™,|...|]) = R ist stetig nach 9.34. Auferdem haben wir bereits
bewiesen, daf id: (R",||... |l2) = (R™, ... |) stetig ist. Daher folgt die Stetigkeit
von |...[: (R™]...]2) > R aus 9.24. | O
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Bemerkung. Der letzte Satz besagt, dafl je zwei Normen auf einem endlich-
dimensionalen R-Vektorraum dieselbe Topologie erzeugen, d.h. der zu Beginn
dieses Kapitels beschriebene Prozef liefert dieselben offenen Mengen.

Bisher haben wir auf R™ stets die euklidische Norm | ... |2 betrachtet. Nun
haben wir eingesehen, dals die spezielle Wahl der Norm auf R” fiir topolgische
Aussagen gar keine Rolle spielt.

Dariiber hinaus haben wir gesehen, daf wir jeden endlich-dimensionalen R-
Vektorraum V' nach Wahl einer Basis {v1,...,v,} via

n n
V—R", Y Nivi— ) e,
i=1 i=1
isomorph auf R"™ abbilden konnen, und die Normen auf V entsprechen dann
unter diesem Isomorphismus umkehrbar eindeutig den Normen auf R", d.h. to-
pologisch unterscheidet sich ein n-dimensionaler normierter R-Vektorraum nicht
von R",

Satz 9.42. Sind V,W normierte R-Vektorrdume mit dimg V < oo, so gilt
L(V,W)=L(V,W),
d.h. jedes ¢ € L(V,W) ist stetig.

Beweis. Wir konnen wieder V' = R"™ annehmen, und nach dem letzten Satz
geniigt es, auf V' die euklidischen Normen zu betrachten.
Fiir a1,...,a, € Rund a = Y}, ae; € R" gilt

n 9.14 )
jail < lalles” "< 5" (a,0) = Jall3",

also mit C':= 37, [[o(e;)] € Ry

le(a)ll = 3 laillp(en) < llallz™ C.
1=1

Dabher folgt aus Satz 9.37 die Stetigkeit von ¢. O

Bemerkung. Im Falle unendlich-dimensionaler R-Vektorrdume sind lineare
Abbildungen zwischen solchen i.a. nicht stetig, und je zwei Normen erzeugen
i.a. auch nicht dieselbe Topologie.

Wir versehen den unendlich-dimensionalen R-Vektorraum C*([0,1]) aller
unendlich oft differenzierbaren Funktionen [0,1] - R mit der sog. Supremums-
norm, die gegeben ist durch

V seco=(0,1]) | flloo = sup{|f ()| |t € [0,1]} € R.

[ Dafs auf der rechten Seite der Definition tatséchlich eine reelle Zahl steht,
liegt daran, daf f insbesondere stetig und [0,1] kompakt ist. Die Normeigen-

schaften folgen sofort aus den Eigenschaften der Betragsfunktion auf R. |
Die Abbildung

(010 ) — (€210, 11) - ) (265)

ist nach 6.4 (i) R-linear. Sie ist aber nicht stetig!
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| Fiir k € Ny sei fi := 2¥|[g.1) € C([0,1]). Dann gilt

d -
et | Flleo = Ik o1l =k 2 1 = || fill oo,

also kann 9.37 (iii) — dort ¢ = % — fiir kein C € R erfiillt sein. |
Wir definieren durch

Vpec= (o)) 1fler = 1f oo + 1f oo € R
eine weitere Norm auf C*°([0,1]). Im Gegensatz zu (265) ist die Abbildung

d o0 o0

- (€0 -+ ler) — (€=([0, 1D, -+ o)
stetig, insbesondere erzeugen | ... [ und ||... | o1 nicht dieselben Topologien fiir
c=([0,1]).

[ Zum Nachweis der Stetigkeit geniigt es nach 9.37 zu zeigen, daf gilt

d
¥ jec=o11) I flloo < I flle = 1 oo + 1F oo

und das ist trivial. |

Vollstindige metrische Rdume und Konvergenz in Ridumen von
Abbildungen

Wir studieren in diesem Abschnitt eine gewisse Klasse nicht notwendig endlich-
dimensionaler Vektorrdume, sog. Banachrdume, bzw. allgemeiner vollstdndige
metrische Rdume. Diese sind zwar auch fiir sich genommen von Interesse, wir
betrachten sie hier aber deshalb, weil wir Ergebnisse iiber sie teilweise fiir Be-
weise in den folgenden Kapiteln bendtigen werden.

Definition 9.43 (Cauchy-Folge, vollstdndiger metrischer Raum, Banachraum).

(i) Seien M ein metrischer Raum (mit Metrik d) — z.B. M c R"™ — und (pg)ken
eine Folge in M.

(P )ken heilt Cauchy-Folge (in M)
= VR, Hk’oevaz,leN (k‘ >koAl2ky= d(p]wpl) < g)_

Dann folgt:
(pk)ken konvergiert in M == (px)ken Cauchy-Folge in M.

[ Denn sind p in M, (px)ken konvergent gegen p und e € R, beliebig, so
existiert ko € Nmit Vs, d(pr,p) < 5, also folgt fiir alle k,1 € N mit &, 1 > ko

g g
d(prp1) < d(pr,p) +d(p,pr) < 5+ 5 =< ]

M heifit vollstindig <= Jede Cauchy-Folge in M konvergiert in M.

(ii) Ein normierter R-Vektorraum, der als metrischer Raum vollstdndig ist,
heift ein (R-)Banachraum®®.

%6nach Stefan Banach (1892-1945)
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Beispiel.

1.) R ist als normierter R-Vektorraum mit Norm |...| ein Banachraum (nach
Cauchyschem Konvergenzkriterium 4.12).

2.) Q ist als Teilmenge von R ein metrischer Raum, der nicht vollstandig ist.

[ Sei ¥, a;107 die dekadische Entwicklung einer nicht-rationalen reellen
Zahl a € [0,1]. Dann ist die rationale Folge (pg)ren, die gegeben ist durch
VieN PR = Zle ai10_i, offenbar eine Cauchy-Folge in @Q, die nicht in Q
konvergiert. |

Satz 9.44. Jeder endlich-dimensionale normierte R-Vektorraum ist ein Ba-
nachraum.

Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, daf (R",||... || ) ein Banachraum ist.
(Beachte, daf je zwei Normen auf R™ dieselbe Topologie erzeugen.)

Sei also ((al,k, eyl k) )kEN eine Cauchy-Folge in (R™,]... |le), d.h.

N— —

Veer, Joen Vi ten (k> ko Al >ko = [lag — arfloo <€) .
Dann folgt fiir jedes i € {1,...,n}
Veer, Ikgen Vi len (k >ko Al 2ko=aik—aije < E) ,
d.h. nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium 4.12
(@ik)ken ist konvergent in R.

Nach Satz 9.13 und der Tatsache, dafs Konvergenz in R™ nicht von der Wahl
der Norm abhéngt, ist dann auch (ar)gen konvergent in (R™, ... || )- O

Definition 9.45. Seien M eine Menge und W ein normierter R-Vektorraum.

(i) f: M — W heilst beschrankt <= sup{||f(p)|||p € M} < oo.

Wir bezeichnen dann den R-Vektorraum aller beschrinkten Abbildungen

M—»Wmit.

Die Vektorraum-Struktur auf B(M, W) ist gegeben durch

V5 geB(0,w) VR Vper (f +9)(p) = f(p) +9(p) A (Af)(p) = Af(p).
Beachte, daf die so definierten Abbildungen mit f und g auch wieder
beschrankt sind.

Durch
V resarw) 1 f oo = sup{[| f(p)[ |p € M}

wird dann offenbar eine Norm, die sog. Supremumsnorm auf B(M, W),
definiert.
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(ii) Ist M sogar ein topologischer Raum, so schreiben wir
Co(M, W) |:=B(M,W)nC(M,W)

fiir den R-Vektorraum der stetigen und beschrankten Funktionen M — W.

[ Die R-Vektorraum-Struktur vererbt sich von B(M, W), denn Cy(M, W)
ist nach Satz 9.34 (ii) bzgl. Addition und skalarer Multiplikation abge-
schlossen. |

Sind M, W wie in 9.45 und (fx)ren eine Folge in B(M, W), die gegen eine
Abbildung f: M — W bzgl. | ... |« konvergiert, so gilt

Veer, Inoen Vien (k2 ko = [|fr = fllo <€),

d.h. genau

VaeR+ Eik:oeI\IvkeI\IVpeM (k 2 ]{70 = ”fk(p) - f(p)” < 5) :
Dies motiviert Teil (ii) der folgenden Definition.

Definition 9.46 (Punktweise und gleichméfige Konvergenz von Folgen von Ab-
bildungen). Seien M eine beliebige Menge und N ein metrischer Raum. Ferner
sei (fx)rey eine Folge in N (d.h. eine Folge von Abbildungen f;: M — N) und
sei f: M — N eine Abbildung.

(1) (fx)ken konvergiert (punktweise) gegen f
= Vpem Veer, Ihpen Vien (k2 ko = d(fu(p), f(p)) <e).

(i) (fx)ken konvergiert gleichmdafig gegen f
= V€€R+3koevaevaEM (k > ko= d(fk(p)>f(p)) < 5) .

Bemerkung.

1.) Teil (i) der letzten Definition kann man allgemeiner fiir topologische (Haus-
dorff 57-)Réume N geben, indem man fordert

Vpen Y e f(p),N) ko Ve (B 2 ko = fir(p) €U).
Auf Teil (ii) trifft dies nicht zu.

2.) Unter punktweiser Konvergenz von Abbildungen bleibt i.a. weder Be-
schriinktheit®® noch Stetigkeit erhalten. Zur Stetigkeit vgl. 4.45 (i) a) Bei-
spiel 1.), und zur Beschrénktheit betrachte die Folge (fx)ken, die gegeben
ist durch

n+1, fallste]0, =]

v Ry — R, t+—> P k+1
ke fi: Re {1 falls ¢ € | 1]

9
T :

1
k+17
(fr)ken ist eine Folge beschréankter Funktionen, die punktweise gegen die
unbeschréinkte Funktion 1|g, konvergiert.

5"Die Hausdorff-Eigenschaft wird ben6tigt, damit der Grenzwert (eindeutig) existiert.

%®Eine Abbildung f: M — N zwischen einer Menge M und einem metrischen Raum N
heifst beschrinkt genau dann, wenn fiir ein — und damit fiir alle — g € N ein C; € R mit
Ve d(f(p), q) < Cy existiert.
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Satz 9.47. Seien M eine Menge, N ein metrischer Raum und (f)ken eine Fol-
ge beschrinkter Abbildungen fi: M — N, die gleichmafig gegen eine Abbildung
f+ M — N konvergiert. Dann ist auch f beschrankt.

Beweis. Seien g € N und € € R,. Da (fx)ren gleichméRig konvergiert, existiert
ko € N mit

Vpent d(fio (p), f(p)) <e. (266)
Da fi, beschrinkt ist, existiert C, € R mit
vpeM d(fko (p)7Q) < CQ' (267)

Es folgt flir jedes pe M

(266),(267)
<

d(f(p),q) <d(f(p), fro(P)) +d(fro (P), q)

e+ 4.
0

Satz 9.48. Seien M, N ein metrische Riume und (fi)ren eine Folge steti-
ger Abbildungen fi: M — N, die gleichmdfiig gegen eine Abbildung f: M - N
konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei pg € M. Zu zeigen ist, dafs f stetig in pg ist.
Hierzu sei € € Ry. Da (fx)ren gleichméfig konvergiert, existiert kg € N mit

€
Vpent d(fio (P), F(P)) < 3. (268)
Da fy, stetig in pyg ist, existiert J € R, mit

VpeM (d(p7p0) <d= d(fko (p)7 fko (pO)) < E) . (269)

Es folgt fiir jedes p € M mit d(p,po) <9

d(f(p), f(po)) < d(f(P); fro (P)) +d(fio (P), fio (P0)) +A(fio (P0), f (P0)) <&

~- ~-

(228)% (229)% (228)%
O
Satz 9.49. Seien M eine Menge und W ein vollstindiger R-Vektorraum.
(1) (B(M,W),|...|e) ist ein Banachraum.
(i1) Ist M ein metrischer Raum, so ist (Co(M,W),|...||ee) €in Banachraum.
Beweis. Es sei (fi)reny eine Cauchy-Folge in (B(M,W),]|...||e). Dann ist

(fx(P) ) ken fiir jedes p € M eine Cauchy-Folge in W also existiert eine Abbildung
£ M > W mit
Vpenr f(p) = lim. fi(p). (270)

Wir zeigen, dal (fx)ken gleichmifig gegen f konvergiert. Dann folgt (i) aus
Satz 9.47 und (ii) aus ebendiesem und Satz 9.48.
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Sei also € € R;. Da (fx)ken eine Cauchy-Folge bzgl. |... e ist, existiert
ko € N mit

Viaerpert (2 ko A 1> b —> d(RG) A0 <5). 1)

Sei pe M. Es geniigt zu zeigen

VkeN (k > ko = d(fk(p)>f(p)) <€) .

Wegen (270) existiert k, € N mit k, > ko

Vua (k2 by — d(0). F0)) < 5). (272

und es folgt fiir alle k e N mit k£ > kg

d(fr(p), f(p)) < d(fe(p), fr, (P)) +d(fr,(p), f(p)) <e.
(ar) (252)E

a

Satz 9.50 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien (M,d) ein vollstandiger metri-
scher Raum, A c¢ M eine nichit-leere abgeschlosssene Teilmenge und f: A - M
eine Abbildung mit folgenden Figenschaften:

f ist kontrahierend, d.h. per definitionem

3ceo1[Vpaead (f(p), f(q)) < Cd(p,q) (273)

und

f(A) c A (274)
Dann gilt
(i) Es existiert genau ein p, € A mit f(ps) = p«.

(ii) Ist pg € A beliebig gewdhlt und ist die Folge (p)ken rekursiv definiert durch
Vien Pk+1 = f(pr), so gilt limg_ o0 pr = px und dariber hinaus

Viken d(Prs P+ ) < 16_ch d(po,p1).- (275)
Beweis. Wir zeigen zunéchst:
(pr)ken ist Cauchy-Folge. (276)
[ Es gilt fiir alle k e N,
i) = A i) F@0) S Cd (i)

@), .
< C d(pk_g,pk_l)ﬁ...éc d(po,pl),
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also auch fiir [ e N,

- Ck
d(pk>pk+l) < Zd(pk+i7pk’+i+l) <

1
d 277
> — dpo. ). (217)
N—— ——

k—oo
—

<Ck+id(po,p1)

und hieraus folgt (276). |
Da M vollstindig ist, folgt aus (276) die Existenz von p, € M mit

]}Lrgopk = P,

und weil (pg)rey eine Folge in der abgeschlossenen Menge A ist, gilt p. € A nach
Satz 9.11.
Die Giiltigkeit von (275) folgt aus (277) durch Bildung des Grenzwertes fiir

[ — oo.

Zum Nachweis des Satzes bleibt daher zu zeigen, dak p, die in (i) genannte
Eigenschaft hat:

Aus (273) folgt, dak f: A — M stetig ist, also gilt

pe = im pryy = lim f(pg) = f(p.).
Sei p € A beliebig mit f(p) = p. Dann ergibt (273)

d(p«;p) =d(f(p+), f(p)) < C d(p«,p),
€]0,1[

und dies ist nur im Falle d(p.,p) =0, d.h. p = p., moglich. O

Satz 9.51. Sei V' ein normierter R-Vektorraum. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(1) V ist vollstindig.
(ii) Fiir jede Folge (p;)ien in V' gilt:

Z Ipsl| konvergiert in R % = Zpi konvergiert in V.
i=0 =0

oo k
Hierbei ist sz- definiert als Partialsummenfolge (zpz) .
1=0 ) keN

Beweis. (i) = (ii)* Aus der Konvergenz von Y [|lp;|| in R folgt nach dem
=0
Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Reihen 4.23

l
VaeR+ Eik:oeI\IVk,leI\I (l >k> kO S Z ”pz“ < 5) :
i=k+1

59d.h. per definitionem Y02, p; ist absolut konvergent.
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Da nach Dreiecksungleichung stets fiir [ > k gilt

l

k ! !
IIsz—ZE)szFII > pill < X il
i=

=0 i=k+1 i=k+1

i=0
(i) = (1)“ Sei (g;)ien eine Cauchy-Folge in V. Dann existiert zu jedem i € N
eine k; € N mit

k
S0 ist (Zpl) eine Cauchy-Folge in V', die wegen (i) in V' konvergiert.
keN

1
Visar (K2 i n 12— o - all < ).

und (g, )ien ist eine Folge in V' mit
1
Vien ||qk1 ~ ki ” < 5

Fiir i € N sei p; = qr,,, — qk;» also gilt Y [[pi]| €2 < oo. Wegen (ii) existiert
i=0
dann p € V mit

[—>o00

l
lim Y p;i  =p,
=0

——
=k — ko

und es folgt lim;_oo qi, = P + iy -
Schlieklich gilt auch limy_ 00 gk = P + qiy, d-h. (1) ist gezeigt.
[ Sei némlich € € R,. Da (g )reny Cauchy-Folge ist, existiert ig € N mit

. . £
Yk teN (k 20 AL 2io = [lqr —all < 5),

und wegen lim_, o g, = p + qi, existiert 41 € N mit i1 > 79 und

. £
Vien (l > i1 == |lgr, — (P + qro ) < 5)-
Daher folgt fiir fiir jedes k € N mit k > 41 (> 40)

lar = (2 + aro) Il < llaw = qr, | + lar;, = (P +aro)ll <& ]
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10 Differentialrechnung in endlich-dimensionalen
Raumen

Wir wollen nun die Differentialrechnung, die wir in Kapitel 6 fiir reelle Funk-
tionen auf Teilmengen von R betrieben haben, auf den Fall von Abbildungen
zwischen endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen ausdehnen.

In der eindimensionalen Theorie haben wir eine Funktion f aus R nach R

f(») = f(po) = A(p - po)

in pg differenzierbar genannt, wenn A € R mit lim =0
P=po P=Do
existiert, und im Falle der Existenz war A durch A := lim M eindeutig

p=po P —po
bestimmt.

Zumindest auf den ersten Blick stellt uns der Ubertrag auf den allgemei-
nen Fall allerdings vor Probleme. Zum einen macht der Differentialquotient fiir
vektorwertige Abbildungen f: V' — W auf einem Vektorraum {iberhaupt kei-
nen Sinn, da wir in allgemeinen Vektorrdumen nicht dividieren kénnen — und
das schon gar nicht, wenn die Vektoren im Z&hler und im Nenner auch noch
in unterschiedlichen Rdumen liegen. Zum anderen miissen wir einen adiquaten
Ersatz fiir die Multiplikation mit der reellen Zahl A finden.

Die Losung des zweitgenannten Problemes ist einfach: Die Multiplikation
x — A-x stellt eine lineare Abbildung R — R dar, und wir ersetzen sie im
allgemeinen Fall durch eine lineare Abbildung A: V - W.

Die Losung des ersten Problemes besteht aus der Wahl einer Norm auf V,
denn nach Anwendung dieser auf den Nenner, ist obiger Quotient wohldefiniert.
Wir miissen dann allerdings zeigen, daf die Existenz von A unabhingig von der
speziellen Wahl der Norm ist.

Des weiteren ist — im Gegensatz zum eindimensionalen Fall — die Eindeutig-
keit von A nicht sofort ersichtlich.

Generalvoraussetzung. Seien stets V, W endlich-dimensionale normierte R-
Vektorrdume.”™ I.d.R. bezeichnen wir beide Normen mit | ... |.

Definition 10.1 (Differenzierbarkeit und Differential). Seien M eine Teilmenge
von V und f: M — W eine Abbildung. Ferner sei pg € M.

(i) f heilt differenzierbar in pg
= Jaec(v,w) Veer, Jser, Vperr(po}

(||p_p0||<5=> ”f(p)_f(pO)_A(p_pO)” <€) (278)
lp = poll
klar
= duec(v,w)Veer, J5er, Y hev {0}
((po theM A ] <) = 10+ ) ‘||-£ﬁp0) —ARI a) (279)

"*Man denke hier nicht nur an die ,jiblichen® Vektorrdume. V und W kénnen auch Unter-
vektorrdume anderer Vektorrdume sein, z.B. Hyperebenen o.3.

Es sei angemerkt, daf man die Theorie leicht auf (evtl. unendlich-dimensionale) Banachriu-
me W iibertragen kann. Dann spielt die Wahl der Norm auf W eine Rolle — im Falle
dimg W < oo ist dies nicht der Fall.
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_ — A(p -
— 3Ae£(V,W) lim f(p) f(PO) (P pO) s
p=Po lp=poll
[ ,,(278) < (280)“ folgt aus Satz 9.25. |

Beachte, dafs (280) — und damit die Definition — nach Satz 9.41 nicht von
der speziellen Wahl der Norm auf W abhéngt.

Wir behaupten:

(280)

(a) Die Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Norm auf

V.
(b) Ist f differenzierbar in pg, so ist A € L(V,W) mit (279) (d.h. mit
(278), (280)) eindeutig bestimmt.

[ Zu (a): Seien || ... |1, || .- |2 zwei Normen auf V. Dann gibt es geméf der
Satze Satz 9.41 und 9.37 reelle Zahlen Cq,Cs € R, mit

1 1 1 1
V’UEV\{O} ||U||1 S Ol

A < Co .
lollz ollz = vl

Also folgt fiir pe M~ {po}

Hf(p)—f(po)—A(p—po) < o |[£ @)= f(po) — Alp—po)
I = pol1 - Ilp = poll2
< 10y f(p) = f(po) = A(p - po) ’
lp = pol1

und hieraus ergibt sich (a).

Zu (b): Erfiillten sowohl A; € L(V, W) als auch Ay € L(V,W) (279) an-
stelle von A.

Sei € € R, beliebig. Dann existieren 1,02 € R, derart, dak fir i € {1,2}

gilt
Us, ={po+h|heV A || <&} cM, (281)
p +h) - p —Ai h
V hev {0} (Ilhll <o = £ (po+ ) ”‘];l(” 0) = Ai(h)] <5). (282)

Hieraus folgt mittels der Dreiecksungleichung fiir jedes h € V \ {0} mit
[A] < 6 :=min{dy, o}
1(A1 = A2) (h)]|
1A

<2e. (283)

Sind M c V, g: M - W eine Abbildung und a € V ein Héufungspunkt von M in V (d.h.
per definitionem, daf eine Folge in M \ {a} existiert, die gegen a konvergiert), so heifst w e W

der Limes oder Grenzwert von g fir p gegen a (i.Z. |lim g(p) |) genau dann, wenn fiir jede
p—a

Folge (pr)ken in M mit limg_oo pr = a gilt limp—eo g(pr) = w.
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Da Ay, Ag linear sind, gilt fiir jedes A e R\ {0}
(AL = A2) (AR _ [[(As = A2) (R)]

IAR] I ’

also folgt, dafs (283) auch fir jedes h € V' \ {0} gilt. Aus 9.39 ergibt sich
dann ||A; — Az2| < 2e. Da dies fiir alle ¢ € Ry gezeigt ist, erhalten wir
A1 —A2 =0¢ ,C(‘/, W), d.h. A1 = Ag. ]

Ist f differenzierbar in pg, so heift das nach (b) eindeutig bestimmte Ele-
ment A € L(V, W) mit (278) (d.h. mit (278), (280)) das (erste) Differential
von f an der Stelle pg und wird mit bezeichnet.

(ii) f heifst differenzierbar :<= M offen und V,eps f differenzierbar in p.

(iii) Die Abbildung [df: {p € M| f differenzierbar in p} - L(V,W)|, p = d,f,
heifst das (erste) Differential von f.

Satz 10.2. Seien M cV, f: M - W eine Abbildung und p e M. Dann gilt:

o, |
0 )= 1m t

f differenzierbar in p == Vyev

Beweis. Im Falle v = 0 ist die Behauptung klar, sei also im folgenden v # 0.
Weiter sei (tx)ren eine Folge in R mit limg_, o tx = 0. Dann folgt aus 9.34 (ii)

limg 0o P+t v =p, und wegen p € M gilt p+1t; v e M fiir fast alle k € N. Hieraus
folgt wegen der Differenzierbarkeit von f in p

0 = lim fp+tev) - f(p) —dpf(trv)
koo 125 vl
C i Lt te0) = F(P) — tr dpf (v)
heo t [l
1 f(p+tev) - f(p)
o]+ - ~dpf )|
also auch klim flp+ tktv) - f(p) —d,f(v). .
—ee k

Bemerkung. Die Richtung , <" des letzten Satzes ist i.a. falsch, vgl. die Be-
merkung zu Satz 10.13 unten.

Satz 10.3. Seien M cV, f: M - W eine Abbildung und p € ]\04 Dann gilt:

[ differenzierbar in p = f ststig in p.

Fiir v € V heifit ?(p) die Richtungsableitung von f in p in Richtung v. Mit g(f) = ?
v v v

bezeichnen wir die entsprechende Abbildung von {p € M| lim;~o M existiert in W}
nach W, die sog. Richtungsableitung von f in Richtung v.
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Beweis. Sei (pg)ken eine Folge in M \ {p} mit limj_ . pr = p. Es geniigt
offenbar zu zeigen, daf dann limy_,« f(pr) = f(p) folgt. Fiir alle k € N gilt

17 ) - F)) = LT O )
o - pll
Lf (ox) = () =dpfpe=D)Il, oS (e =),
< Ipk = pll + ————=Ilpx - 1|
lpxk - pl ok — ol
(264) - ~d -

¢ 1) = J0) = ok =Dy g, ) -,

Ipx = 2 - N
k—oo k—o0
k:’: 0 nach Vor. — —

boco
also folgt limy_o f(px) = f(p). O

Satz 10.4. Seien M, N Teilmengen von V und f: M - W, g N - W Abbil-
dungen sowie XA € R. Dann gilt:
(i) f: M - W konstant
=V ]ajf differenzierbar in p und dpf =0e L(V,W).
PpE

(ii) p € L(V,W) == ¢ differenzierbar und ¥ pey dpp = ¢.

(iii) Fir alle p € MnaN gilt:
(f,g differenzierbar in p
= f+9g: MnN - W differenzierbar in p und d,(f +g) =dpf +dpg)

(iv) Fiir alle p € M gilt:
(f differenzierbar in p
= )\ f: M - W differenzierbar in p und dp(X f) = /\dpf)

Beweisskizze. Man tberpriift sofort, dak der Differentialquotient mit der
jeweils in der Behauptung als Differential genannten Abbildung gegen Null kon-
vergiert. O
Bemerkung. Sei n € N,. Nach (ii) ist ; € (R")" = L(R",R) (vgl. 9.26 (i))
differenzierbar, und es gilt V,ern dpa; = 2;, d.h.

dz;: R" — L(R",R) ist konstant vom Wert x;.

Hauptsatz 10.5 (Kettenregel).
Vor.: Seien Vi und Vo endlich-dimensionale normierte R-Vektorraume, M; Teil-
mengen von V; fir i € {1,2} sowie g: M1 — Vo, f: My — W Abbildungen mit

g(My) ¢ Ms. Ferner sei p € My derart, daff gilt g(p) € M.
Beh.: Ist g differenzierbar in p und f differenzierbar in g(p), so gilt

o]

e

peg (Ms), (284)
und f o g: g (My) - W ist differenzierbar in p mit

dil’(fog) =dg(p)f°d;l)g-
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Beweis. Wir zeigen zunéchst (284).

[ g(p) ist innerer Punkt von My, also existiert Us € U%(g(p), V) mit Us ¢ My,
und wegen der Stetigkeit von g: My - V in p (da g differenzierbar in p) existiert
weiter G € U%(p, M1) mit g(G) c U,. Da M; ein topolgischer Teilraum von V
ist, folgt die Existenz von H € U%(p, V1) mit G = H n My, d.h. es gilt

g(Hli) c U2 C Mg.

Da p innerer Punkt von M, ist, existiert ﬁl eU(p, V1) mit (71 c M;. Dann
gilt auch Uy :==Uy n H e U°(p, V1) und Uy ¢ My sowie

g( Up )cUzc My,
—
=U1OM1

also Uy c g1 (M), d.h. p ist innerer Punkt von g'(M>). ]
Wir definieren nun Abbildungen hi: M7 - Vo und ho: My — W durch

9(q) - 9(p) = dpg(q - p)

Vgernrinpy P1(q) = 17 =7l hi(p) =0
und
o 4 o
Vot totoy b2 () = f(@) f(g(z”?;)_ g(;()p”)f(q 9(p)) A hale(®) =0,

Dann folgt aus der Differenzierbarkeit von g in p und der Differenzierbarkeit
von f in g(p):

Veerng(q) = g(p) +dpg(q —p) +llg—pllh1(q), hi(p) =0
unth1 ist stetig in p 1 1 (285)
Voo (D) = (00 + dyp ST -90) + 1290 ma(D: e,
ha(g(p)) =0 und hy ist stetig in g(p).

Sei nun (qx)ren eine Folge in g'(Ma) N {p} mit limy_ e gx = p. Dann folgt
fir alle k e N

(fog)(ar) = f(g9(ar))

(286) flg(p)) + dg(p)f( 9(qx) - 9(p) )

285
2 dpg(qx = p) + lar = pl h1(aqr)

+lg(ar) = 9@ ha(9(ar)),

also auch

(£ o9) (a) = (fog) (p) = ((dgpyf) © (dpg)) (@ — )|
Iy £ (llaw = pll 7 (qk>)+||g(qk)— ()] h2(9(ar))||

(264)
ldgoy £l g = 2l 11 (@)l + g (ar) - 9@) | 2 (g(ar)) |
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Hieraus und aus

folgt

(285)

lg(ar) = g(p)l Idpg(ar =p) + llax = pll ha(qr)l

(264)
< |dpgll lax = 2l + llax = pll |21 (qr) |

|(£ 2 9) (ar) = (2. 9) () = ((dg@p) f) © (dp9)) (ax — 0

< k=l (lldg@y £ 171 (@) +(dpgll + 121 (@)l ) 1h2( g(ar) )I)-
N—— SN——— N——
k—oo k—oo k—oo
— 0 — 0
(285) (285) o - g(p) ,

k—oo
—

(286)

~

k—oo
—_—

Beachte, daf limy_0 g(qx) = g(p) gilt, weil g stetig in p ist, da g differenzierbar
in p ist.

Nun folgt lim

[(fo9) (a) = (fog) () = ((dgpyf) © (dpg)) (ar — a)|

-0.0
ko0 lax - pll

10.6 (Weg, Geschwindigkeitsvektor, Beschleunigungsvektor).

(1)

(i)

Sei M eine beliebige Menge. Dann ist ein Weg in M per definitionem eine
Abbildung eines Intervalles von R in M.

Seien J c R ein Intervall und ¢: J -V ein Weg in V sowie £y € J. Dann
folgt

c(to +h) - c(to)
h

c differenzierbar in ¢ty <= }lin% existiert in V. (287)

Gilt eine der beiden Seiten von (287), so folgt dariiber hinaus

t h) —c(t
c’(to) = }lli_rf(l)c( 0+ })l c(to)

= dy,c(1). (288)

' (to) heikt Geschwindigkeitsvektor von ¢ zur Zeit to oder die (erste) Ab-
lettung von c in ty.

[ Ist ¢ differenzierbar in t¢, so folgt die rechte Seite von (287) sowie (288)
aus 10.2.

. Mit

to+h) —c(t
Zu (287) ,,<": Existiere also v € V mit v = }lbin(l) clto + })l c(to)

Ae LR, V), Ver A(t) =tv
folgt dann

0 < lim c(to+h) —c(to) —hv  lim c(to +h) —c(ty) - A(h)'
h—0 h h—0 h
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Dabher ist ¢ differenzierbar in tp mit dyyc = A, d.h. dyyc(1) = A(1) = v, also
gilt die linke Seite von (287). |

Im Falle der Existenz von ¢_ := min J bzw. t, := max J heifst ¢ im Falle der
Existenz von ¢/(t_) = ¢/ (t_+) bzw. ¢/(ty) = ¢'(t.—) differenzierbar in t_
bzw. ty, und wir nennen diesen Vektor den Geschwindigkeitsvektor von c
zur Zeit t_ bzw. ty oder die (erste) Ableitung von c in t_ bzw. t,.

c heifit differenzierbar genau dann, wenn c in jedem t € J differenzierbar
ist. In diesem Falle heifst ¢’: J -V das Geschwindigkeitsvektorfeld von c.

Ist auch ¢’ in t € J differenzierbar, so heift ¢’(t) := (¢')’ (t) der Beschleu-
nigungsvektor von ¢ zur Zeit t oder die zweite Ableitung von ¢ in t, und im
Falle der Differenzierbarkeit von ¢’ heikt ¢’ := (¢/)’: J - R das Beschleu-
nigungsvektorfeld von c oder die zweite Ableitung von c.

Bemerkung. Der Spezialfall V =R von 10.7 (ii) zeigt, dak die Definitionen der
Differenzierbarkeit und der Ableitung in diesem Kapitel Verallgemeinerungen
der entsprechenden Definitionen in 6.1 — beachte, daf zu einem inneren Punkt
t € M c R per definitionem ein nicht-entartetes offenes Intervall J mit p € J c M
existiert — und 8.26 sind.

Satz 10.7 (Geometrische Veranschaulichung des Differentials). Seien M c V,

f: M - W eine Abbildung, die in p € M differenzierbar ist, und sei v eV,
Dann folgt fiir alle tg € R sowie € € Ry und jeden differenzierbaren Weg
cl-e+toto+e[ >V mit c(]—e+to,to+e[) c M, c(to) =p und ' (to) =v

(f o) (to) = deqro) f (€' (t0)) = dpf (v).
Beweis. Nach der Kettenregel 10.5 ist f oc in t( differenzierbar, und es gilt

(Foo)(te) Y dip(foe)(1) 'L (deguoyf) © (o) (1)

G2 4,1 () = d,pf (v).
O

Nachdem wir nun ein geometrisches Verstdndnis fiir die mehrdimensionale
Differenzierbarkeit gewonnen haben, wollen wir nun mittels des folgenden Satzes
den Zusammenhang zwischen reellwertigen und R"™-wertigen differenzierbaren
Abbildungen aufzeigen.

Satz 10.8.

Vor.: SeienneN,, M cV, f: M - R" eine Abbildung und pe M.
Beh.:

[ differenzierbar in p <= V(1 ny fi differenzierbar in p. (289)
Gilt eine der Seiten von (289), so folgt
Vieq,..ny (dpf)i = dpfi,
dh. dpf = (dpfi,- .. dpfa).

"Hierbei sind fiir eine Abbildung f: M — V auf einer Teilmenge M von R fiir t € M die
Limites f’'(t-) und f'(t+) vollig analog zur entsprechenden Definition in Kapitel 5 definiert.
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Beweis. 1.) Sei f differenzierbar in p und sei i € {1,...,n}. Da z; ¢ L(R™,R)
in f(p) differenzierbar ist, so ist nach der der Kettenregel 10.5 f; = z;o f: M - R
differenzierbar in p, und es gilt

dp fi = (dyppywi) o (dpf) = (dpf)i-

2.) Es sei f;: M — R fiir jedes i € {1,...,n} in p differenzierbar. Es gilt dann
d,fi € L(V,R), also auch (d,fi,...,dpfn) € L(V,R").
Weiter folgt fiir jede Folge (gx)ken im M N\ {p} mit limg_ oo qx = p

filar) = fi(p) — dpfilqr - p)

VZ' o hm = 0,
A= la -l
also auch nach 9.13
— ) = (dyfrs Ao f) (g —
lim flar) = F(P) = (dpf1,- - dpfu)(ar —p) _ 0,
ko0 lax = pll
d.h. f ist differenzierbar mit dp,f = (dpf1,...,dpfn). O

Wir haben in Kapitel 6 den Mittelwertsatz als das wichtigste Ergebnis der
eindimensionalen Differentialrechnung herausgearbeitet. Wir zeigen nun, daf
das entsprechende Analogon auch fiir reellwertige Funktionen auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum gilt, wihrend fiir vektorwertige Abbildungen nur eine
abgeschwichte Fassung giiltig ist.

Satz 10.9 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es seien M c V und
f: M - R eine Funktion. Weiter seien p,q € M mit p # q derart, daff gilt

[p.q] = {p+t(q-p) |t € [0,1]} € M sowie p,q[ = [a,b] ~ {a,b} < M,

und f ist in allen Punkten von [p,q] stetig und auf ]a,b[ differenzierbar. Dann
existiert ¥ € 10, 1[ mat

f(Q) - f(p) = dp+19(q—p)f(q _p)‘

Beweis. h: [0,1] >R, t— f(p+t(q-p)), ist nach Voraussetzung stetig und
auf 0, 1[ differenzierbar. Daher existiert nach dem Mittelwertsatz 6.10 ¥ € |0, 1]
mit h(1) —h(0) = A'(¥) = dyh(1), also gilt

F(@) = F(P) = dpraggepy @ (= p+(a=p)) (1)
Hieraus folgt die Behauptung.”™ O

Bemerkung. Der letzte Satz gilt nicht fiir vektorwertige Abbildungen! Be-
trachte ¢ [0,1] - R2, t — (cos(2nt),sin(2nt)). Dann gilt ¢(1) - ¢(0) = (0,0)
und Vye[o,20] doc(1) = ¢/ (9) = 2m(=sin(279), cos(279)) # (0,0).

"Man iiberlege sich zuniichst, daR es geniigt, den Fall V' = R™ zu betrachten und sodann

mit Satz 10.8, daf man die Ableitung von ¢t~ p +t(q — p) durch komponentenweises Ableiten
erhalt.
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Hauptsatz 10.10 (Mittelwertabschitzungssatz der Differentialrechnung). Sei-
en M cV und f: M - W eine Abbildung. Weiter seien p,q € M mit p # ¢

derart, daf§ gilt [p,q] ¢ M, und f ist in allen Punkten von [p,q] differenzierbar.
Dann folgt
17 (a) = f(p)| < sup{[ldaflla€[p.qa]}-a-pl.

(Die Operatornorm auf L(V, W) = L(V,W) (vgl. 9.37, 9.39) ist hier natirlich
bzgl. der Normen auf V und W zu bilden.)

Zusatz. Ist f nur in allen Punkten von |p,q[ differenzierbar und in p sowie q
stetig, wobei p,q nicht notwendig innere Punkte von M sein miissen, so gilt

I1f(q) = ()|l < sup{[daflllae]p,ql}-llg-pl.

Beweis. Im Falle C := sup{||d.f]|||a € [p,q]} = +oo ist nichts zu zeigen. Sei
daher C < +o0.
Sei € € R, beliebig. Wir definieren zwei Abbildungen

h: [0,1] — W, t+— f(p+t(q-p)),
A [0,1] — R, t > [[A(t) = h(0)| - t(C +&)lq - pl

und werden zeigen

A(1) <0. (290)

Die Behauptung folgt dann aus der Beliebigkeit von € € R..
Zu (290): Zunéchst ist A: [0,1] - R offenbar stetig. Als Urbild einer abge-

schlossenen Menge ist dann @ # A := Xl(] - 00,0]) abgeschlossen in [0, 1], und
es gilt s:=sup A € A.
[ Zum einen gilt 0 € A, also A # @. Zum anderen existiert eine Folge (sg)ren

in A mit limy_e s = s, und es folgt A(s) = limg_ oo A(sk) < 0 (beachte, daf A
0
<

stetig ist), d.h. s e A. |

Zum Nachweis von (290) geniigt es nun zu zeigen, dak gilt s = 1.

Beweis hiervon: Angenommen es gilt s < 1. Da f in p+s(q—p) differenzierbar
ist, existiert dann 0 € Ry mit [s,s +J] c [0,1] derart, dak fiir alle ¢ € [s,s + 0]
gilt

1/ +t(a-p)) = f(2+5(a-P)) ~ dpesep) [ (L= 5)(a-P) e
I(t = 5)(q - p)I 2’

1A () = h(s) = (t = 8) dpuas(g-p) [ (4 = P))] < g(t =) (a-p)l.
also nach 9.35 und der Definition von C'
1h(t) = h(s)] < %(t =s)l(a=p)[ +C (- s)]q-pl (291)
und somit nach Definition von A
At) = Ih(@) =h(O) - & (C+e)lg-pl

~—————

S”h(t)_h(s)||+||h(s)_h(0)” =t—s+s
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< R(t) = h(s)]| = (= s)(C +e)llg - pll
+[|R(s) = h(0)[| - s(C +€)llq - pll
“A(s)
(291) £
< Clt=s)lg=pl =t =s)(C+)la-pl+As)
seA

g
< —(t—8)5llq -p| <0.

Insbesondere gilt also A(s + ) <0, im Widerspruch zur Definition von s.
Zum Zusatz: In der Situation des Zusatzes haben wir gerade bereits bewie-
sen, dafs fiir alle ¢1,t5 € )0, 1[ mit ¢; < to gilt

If(p+ta(g=p)) = f(p+ti(g=-p))Il < sup{lldaf]|ace]p,q[}-(t2—t1)lla-pl-

Da f in p und q stetig ist, folgt die Behauptung des Zusatzes durch Grenzwert-
bildung fiir £t - 1 und ¢; - 0. O

Satz 10.11. Sei M eine offene Teilmenge von V mit der Eigenschaft, daf§ es
zu je zwei Punkten p,q € M endlich viele ag,...,ar € M mit ag =p, ax = q und
[ai—1,a;] € M firie{l,...,k} gibt. Weiter sei f: M — W eine differenzierbare
Abbildung mit ¥ aeprdof = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus 10.10. O

Wir haben in 10.2 bereits fiir eine Funktion V' — W die Richtungsableitun-
gen definiert. Im Falle V' = R besitzt V die kanonosche Basis {e1,...,em},
und die Richtungsableitungen in Richtung e; fiir i € {1,...,m} spielen eine be-
sondere Rolle. Sie sind namlich ,yerhdltnisméfkig einfach zu bestimmen* und
ermoglichen daher — wie wir in 10.13 sehen werden — die Angabe eines ,einfach
zu Uberpriifenden hinreichenden Kriteriums fiir Differenzierbarkeit.

Definition 10.12 ((Stetige) Partielle Differenzierbarkeit und partielle Ablei-
tungen). Es seien m € N., M c R™ und f: M - W eine Abbildung. Ferner sei
bo = (plw--vpm) eM.

(i) Seiie{l,...,m}.

f heilst partiell differenzierbar in p nach x;

f(po +tei) = f(po)
t
Falls f partiell differenzierbar in pg nach x; ist, so heiftt

of _ o f(po+te) = f(po)
Zm(pO) = lim ;

<= limy_,q existiert in W.

= (t'_>f(p17"'>pi—17pi+t>pi+1>---7pm))/(0)
= (t'_>f(plv"'>pi—1>t7pi+1>---7pm)),(pi)

die i-te partielle Ableitung von f in pg. Es gilt also gf (po) = g—f (po)-
€T; €;
Statt %(po) schreibt man auch | f,(po) |
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Wir setzen M, = {p € ]\°4|f partiell differenzierbar in p nach z;} und
nennen die Abbildung

0 _of. af

(),

die i-te partielle Ableitung von f. Statt % schreibt man auch

f heilst partiell differenzierbar nach x;
<= Vpenr f partiell differenzierbar in p nach z;.

(ii) f heifit partiell differenzierbar in po
= Vieq1,...my J partiell differenzierbar in pg nach z;.

f heilst partiell differenzierbar
= Vieq1,...my [ partiell differenzierbar nach z;.

(iii) f heift stetig partiell differenzierbar in pp genau dann, wenn es eine Um-
gebung U € U(pp, R™) mit U c M gibt derart, dal f|y partiell differen-
zierbar ist und %lU fiir jedes 7 € {1,...,m} stetig in pq ist.

f heilst stetig partiell differenzierbar
<= Vpenr [ stetig partiell differenzierbar in p.

Beispiel. f: R? - R2, (xz,y) = (e cos(y),e®sin(y)), ist partiell differenzierbar
mit
of of

%(w, y) = (e" cos(y),e”sin(y)) A a—y(w, y) = (=e”sin(y),e” cos(y)),

d.h. es gelten die sog. Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

or Oy oy ox

Bemerkung. Seien m € Ny, M c R™ und f: M — W eine Abbildung. Dann
gilt

_of
df—i;axidml.

Denn ist fin pe M differenzierbar, so gilt fiir v = 32 vie; € R™
dpf (Z Uiei) = > vidyf(e) =
i=1 i=1

_ Y x; (v
= i;axi(p)dp i(v).

i=1 Oz

_wof
(p)vi = 2o,

dpf(v) (p) zi(v)

Teil (ii) des folgenden Satzes stellt nun das angekiindigte hinreichende Kri-
terium fiir Differenzierbarkeit, welches sich mittels der Kenntnis der partiellen
Ableitungen iiberpriifen 14, dar.
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Hauptsatz 10.13.
Vor.: Es seien m € Ny, M c R™ und f: M - W eine Abbildung. Ferner sei

p=(p1,---sPm) € M.
Beh.:

(i) f differenzierbar in p

== [ partiell differenzierbar in p und Vie(1 . m) g—wf(p) =d,f(e;).

(ii) Ist f in p stetig partiell differenzierbar, so ist f differenzierbar in p.

Beweis. (i) folgt sofort aus Satz 10.2.

Zu (ii): Wir konnen offenbar ohne Beschrénkung der Allgemeinhet anneh-
men, dafs n € Ny mit W = R" existiert, und wegen Satz 10.8 geniigt es dann,
den Satz fiir den Fall W = R zu beweisen. Ferner versehen wir R™ mit der
Maximumsnorm | ... |-

Nach Voraussetzung existiert ¢ € Ry mit U := U.(p) ¢ M derart, dak f|y
partiell differenzierbar ist und 5 o7 -—|v fiir jedes i € {1,...,m} stetig in p ist. Wir
definieren eine Abbildung A € [,(]Rm R) durch

A(xy,...,x Zml (292)

C%UZ

(Beachte, ist f in p differenzierbar, so muf d,f = A gelten.)
Fiir jedes ¢ = (¢1,-.-,¢m) € U und jedes ¢ € {1,...,m — 1} ist dann auch
(P1s--sDiyQis1s- -, qm) € U, und es gilt

f(q)_f(p) = f((]h---,Qm)—f(Pla(D,---,Qm)
+f(P1,q2: - qm) = f(P1,P2,03 -+, Gm)

+f(p1;--- 7pm—17Qm) _f(pla--- 7pm)-

Nach dem Mittelwertsatz 6.10 — angewandt auf jede Zeile — existieren fiir
alle i € {1,...,m} reelle Zahlen &/ zwischen ¢; und p; mit

fla) - f(p) = 2 o

(p17"' api—17§g7Qi+1a"' 7QM) (ql _pi)7

und hieraus ergibt sich mit (292)
f(a) - f(p) - Alg-p)

lg = plloo
M- i 0 0
= ¢ b ( f(pb '7pi—17£g>Qi+17"'>qm)_ f(p))
1 lg—pleo ox;
_,_/
€[-1,1]

Fiir ¢ - p strebt auch (p1,...,pi-1,&],¢is1,---,qm) gegen p (beachte, dak
die {f zwischen ¢; und p; liegen), und %l(] ist stetig in p. Daher folgt, dafs der
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zweite Faktor eines jeden Summanden der rechten Seite der letzten Gleichung
gegen Null konvergiert, und der erste ist beschrankt. Damit konvergiert die
gesamte rechte Seite fiir ¢ » p gegen Null und somit auch die linke. Also ist f
differenzierbar in p mit d, f = A. O

Beispiel. f: R? - R?, (z,y) ~ (e®cos(y),e"sin(y)), ist differenzierbar, denn

%, %: R? - R? sind offenbar stetig.
y

Bemerkung.

(i) Die Richtung , <" in Teil (i) des letzten Satzes ist i.a. falsch. Die Funktion

1, fallsy=a2®>0
fiR? R, (m,y)H{’ eymEe

0, sonst,
ist partiell differenzierbar in (0,0) (mit Vg2 %(0,0) = 0), aber nicht
einmal stetig in (0,0).

(ii) Ist M eine Teilmenge von V anstelle von R™, so gilt (ii) entsprechend,
wenn man voraussetzt, dafs zu einer Basis {v1,...,v,,} von V alle Rich-

0 . i L
tungsableitungen of fiir i € {1,...,m} auf einer Umgebung von p existie-

ov;

ren und dort stetig sind.

Unser nichstes Ziel ist es, u.a. zu beweisen, daft mit zwei reellwertigen Funk-
tionen auch ihr Produkt differenzierbar ist. Dies 1dfst sich aus dem folgenden
Satz, der auch fiir sich von Interesse ist, ableiten.

Wir haben oben bereits eingesehen, daf lineare Abbildungen differenzierbar
sind und sich in jedem Punkt selbst als Differential besitzen. Wir zeigen nun,
dafs auch multilineare Abbildungen differenzierbar sind.

Satz 10.14. Seien k € N, und Vi,...,Vi endlich-dimensionale normierte R-
Vektorrdume. Ferner sei : Xf”:l Vi = W eine k-fach R-multilineare Abbildung.
Dann ist @ differenzierbar, und fir alle p = (p1,...,px),v = (v1,...,vx) € XX, Vi
gilt

k
dpp(v) = Z;(P(ph e+ 3 Die1,Vis Ditls - - - Dk)-

7

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf

ni,...,nk € Ny mit V3 = R™ ...V, = R™ existieren, also folgt szl Vi = R™ mit
n = Zle n; € Ny.

Fiir jedes i € {1,...,k} bezeichne {e;1,...,eipn,} die kanonische Basis von
Vi = R™. Dann konnen wir {e11,...,€1n15---,€k1,---,€kn, s mit der kanoni-
schen Basis des R" identifizieren. {z1,1,...,Z1nys--+, %k 15, Thn, | sei die dazu
duale Basis von (R™)".

Wir bezeichnen weiter mit ||...|; (¢ € {1,...,k}) bzw. |...||e die Maxi-

mumsnormen auf R™ bzw. R". Dann gilt also

va=(l11,1,~-70«1,n1,-~-70«k,17~~~,llk,nk )exi?:l R™i ViE{l,...,k}vje{l,...,ni} |ai,j| < ”az”Z < ||a||°°
(293)
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Wir zeigen zunéchst:

k
o: XR" — W ist stetig. (294)
i=1

| Fir i e {1,...,k} sei a; = Z;‘il a; jei; € Vi =R™. Dann gilt

ni ng
(P(ah e 7ak) = Z cee Z Qi Ak, gy, Qp(el,jlﬁ e ,eka),
Ji=1  jg=1
also
ni N
||(P(a1a---7ak)|| < Z Z |a1,j1|.“|ak7jk|||Sp(elvj1""7ek7jk)”
Jji=l  gi=1
(293) n1 n
< [alle & Z Z ”‘P(elev"'?eka)”'
Jji=1  gx=1
=CeR,

(294) folgt nun aus Satz 9.37. |
Sei nun p = (p1,...,pk) € szlVZ- = R™. Nach Voraussetzung ist dann fiir
jedes i € {1,...,k} die Abbildung

Pp,it R"™ — W7 qr— Qo(ph yPi-1,4,Pi+1,- - - apk)

linear, also nach 10.4 (ii) differenzierbar mit Vg ern: dgppi = @pi. Aus 10.13 (i)
folgt die partielle Differenzierbarkeit von ¢, ; sowie fiir alle j € {1,...,n;} und
q e R™

0y, ;
#(Q) =dgpp,i(€is) = ppi€is) = o(P1,- -, Pic1, €05y Pists - Pk),
Z?]
also
Oy &Pp,i
p) (plw-->pi—1,pi,pi+1,--->pk) = —(p) = <P(p1>---7pi—1,€z’,j>pi+1,---,pk)-
i j 0w j

(295)
Aus (294) und Satz 9.22 folgt nun zunédchst, daf die rechte Seite von (295)
stetig in p ist und sodann aus der Beliebigkeit von p € szl Vi=R"ie{l,...,k}
und j € {1,...,n;}, dak ¢ stetig partiell differenzierbar ist, also nach 10.13
differenzierbar.
Auferdem erhalten wir fiir alle p = (p1,...,pr),v = (v1,...,0) € XF R™
mit v; = (vi1,...,Vip,) firie {1,...,k} aus der Multilinearitét von ¢

¥
dpp(v) = Z Z Oz - (p) viji
i=17;=1 274

3

%

(295)

M-

<
l
—
<.
P
1l
—

Vi 4, (P(ph <oy Pi-15,645;5 Ditly - - - 7pk)
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Il
M=

2
o(p1,-..,pi-1, Z vi,jiei,jiapi+1a---7pk)
Ji=1

~
Il
—_

1l

Il
—

<P(P1> <oy Di-1,Vi Pigdy - - ,Pk%

2

und wir haben den Satz vollstandig bewiesen. O

Satz 10.15 (Verallgemeinerte Leibnizsche Produktregel). Es seien Vi,...,Vj
endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume und ¢: szl Vi = W eine k-fach
R-multilineare Abbildung. Des weiteren seien M eine Teilmenge von V und

fii M-V, ..., fi: M -V}, Abbildungen, die sdmtlich in p € ]\04 differenzierbar
sind. Dann ist auch po (f1,...,fx): M =W in p differenzierbar, und es gilt fir
alleveV

dp((,DO (flv"' >fk))(v) = Z(p(fl(p% 7fi—l(p)>dpfi(v)vfi+1(p)v"' >fk(p))

k
=1

Beweisskizze. Wie iiblich kann man den Beweis durch Basiswahlen auf den
Fall V; = R™ und V = R™ reduzieren. Mittels Satz 10.8 iiberlegt man sich, daf

(fi, s fe): M » X, R™ in p differenzierbar ist mit dpf = (dpfi,...,dpfr)-

Dann folgt die Behauptung aus der Kettenregel 10.5 und 10.14. O
Satz 10.16. Seien M, N Teilmengen von V undp e M nN. Ferner sei (...,...)

ein Skalarprodukt auf W.

(i) (Leibnizsche Produktregel)

Seien f: M - R und g N - R zwei Abbildungen, die in p differenzierbar
sind. Dann ist f-g: M n N - R in p differenzierbar, und es gilt fiir jedes
veV

dp(f-g)(v) =dpf(v)-g(p) + f(p) - dpg(v).

(ii) Seien \: N — R sowie f: M — W zwei Abbildungen, die in p differenzierbar
sind. Dann ist A- f: M n N = W in p differenzierbar, und es gilt fiir jedes
veV

dp(A- f)(v) = dpA(v) - f(p) + A(p) - dpf (v).

(iii) Seien f: M - W und g: N - W zwei Abbildungen, die in p differenzierbar
sind. Dann ist (f,g): Mn N — R in p differenzierbar, und es gilt fiir jedes
veV

dp({£9)) (v) = (dpf(v), 9(p)) + (f(P), dpg(v))-

Beweis. Da die Multiplikation R x R - R sowie die skalare Multiplikation
RxW > W und (...,...): W x W — R bilineare Abbildungen sind, folgt der
Satz aus der Verallgemeinerten Leibnizschen Produktregel 10.15. O

Korollar 10.17 (Quotientenregel). Es seien M und N Teilmengen von V und

fi M - R sowie g: N - R zwei Abbildungen, die in p € M n N differenzierbar
sind. Ferner gelte g(p) # 0.
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Dann ist g: Mn (N \§1({0})) - R differenzierbar in p, und es gilt fir jedes

veV
f _dpf(v)g(p) = f(p)dpg(v)
(5) - o) |

Beweis. Nach Voraussetzung ist g stetig in p, also ist p innerer Punkt von

N~ ({0}). Dann folgt aus der Kettenregel — angewandt auf % og an der Stelle

p — die Differenzierbarkeit von % in p mit dp(%) = —gc(l; ?2. Die Behauptung ergibt

sich nun aus der Leibnizschen Produktregel 10.16 (i) — angewandt auf f und %
an der Stelle p. O

10.18. Seien Vi, V5 endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume, M, N c V
und ®: M — L(V2, W) sowie ¥: N - L(V7,V5) zwei Abbildungen.

(i) Definition. Wir definieren ® o : M n N — L(V;, W) durch
Vperon (@ o W) (p) = 2(p) o ¥(p).

(o]

(ii) Satz. Ist pe M n N derart, dak sowohl ® als auch VU in p differenzierbar
sind, so ist auch ® o ¥ in p differenzierbar, und es gilt

Voev dp (P 0 W) (v) = @(p) 0 dp ¥ (v) +dp®P(v) 0 U(p) € L(V1, W).

Beweis. Die Abbildung L£(V1,V2) x L(Vo, W) — (V1, W), (¢, @) = @ o), ist
offenbar bilinear, also folgt die Behauptung aus der Verallgemeinerten Leibniz-
schen Produktregel 10.15. O

Satz 10.19.
Vor.: Seien m,n € Ny, M c R™ und f: M - R" eine Abbildung. Ferner sei f

in pe M differenzierbar.
Beh.: Die Matriz von dpf € L(R™,R"™) bzgl. der kanonischen Basen von R™
und R™ ist gleich

o on

8951 o 8xm
Tof=1: -~

Ofn O fn

8951 o 8xm P

JIpf heifit Funktionalmatrix oder Jacobi®-Matrix von f in p.

Fiir veR™ gilt also
U1 dpf(v)1
Um dpf(v)n

Beweis. Fiir i € {1,...,n} und v = Y7, vje; e R™ gilt

m 13(i af;
dpf (v) ‘198dpfz(zvyeﬂ)=Zvjdpfi(%')ml‘g( Zaa{ (®)v;
j=1 J

7=1

"Snach Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
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Satz 10.20 (Kettenregel in Matrizenschreibweise).
Vor.: Seien m1,ma,n € Ny, My eine Teilmenge von R™ und My eine Teilmenge

von R™2. Ferner seien g: M1 — R™? sowie f: My - R™ Abbildungen und p € My

derart, daf$ gilt g(p) € Ms.
Beh.: Ist g in p und f in g(p) differenzierbar, so ist f o g: g*(My) - R" in p
differenzierbar, und es gilt

jp(fog) = jg(p)f'jpg'

Bemerkung. Bezeichnet man mit yy,...,¥m, die Komponentenfunktionen auf
R™2 (anstelle von x1,...,Zm,) und die auf R™' weiterhin mit z1,...,Zy,, SO
besagt die letzte Gleichung fiir i € {1,...,n} und je{1,...,mq}

Ofog), . T2Ofi, . D

u( = ? —7r (p)

p)= g\p
Ox; =1 Ok Ox;j

In der Literatur findet sich hierfiir gelegentlich die abkiirzende, nach Meinung
des Autors ungliickliche, Schreibweise

Ofi Afi Oy

Oxj 4 Oyi Oz

Beweis. Klar nach der Kettenregel 10.5 und der linearen Algebra. O

Wir erinnern daran, daf wir in Satz 9.39 den Vektorraum L.(V,W) der
beschrinkten Operatoren zwischen den normierten Vektorrdumen V und W mit
einer Norm versehen haben. Da V endlich-dimensional ist, stimmt der Raum der
linearen Abbildungen £(V,W) mit dem der beschrankten Operatoren iiberein.
Daher macht es z.B. Sinn, von einer differenzierbaren Abbildung V — L(V, W)
zu sprechen, also auch von einer zwei-mal differenzierbaren Funktion V' — W.

Definition 10.21 (k-malige (stetige) Differenzierbarkeit, k-tes Differential).
Seien M eine Teilmenge von V und f: M — W eine Abbildung.

(i) (a) Wir definieren rekursiv fiir jedes k € N eine Teilmenge My von M,
einen R-Vektorraum £F(V, W) und eine Abbildung

d¥ f: My — LV, W)

— das sog. k-te Differential von f — wie folgt:
k=0: Mygy:=M,d°f = f: Mgy > W = L°(V,W).
k=1: Mgy :={peM]|f differenzierbar in p},

dLfi=df: My » L(V,W) = LY (V,W).

k=2: My :={peMqy|df differenzierbar in p},
d2f = d(dL f): Mgy - L(V,LHV,W)) = L(V, W),
P dp(dlf) = dgf.
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k>3: Mgy :={pe ]\—4—(;) |d(k_1)f differenzierbar in p},
d*f = d(d*f): Moy > LV, LNV, W) = LRV, W),
pe> dy(dLf) = dk .
(b) Sei k e N,. Wir setzen

LV, W) = {p e WV [ k-fach R-multilinear}.

Nach Korollar B.6 gilt dimg £¥(V, W) = (dimg V)* - (dimg W).

Dann hat man einen kanonischen R-Vektorraum-Isomorphismus
LEv.w) = c(v,L (v, W) — LE (v, W),
welcher durch die Zuordnung
Y —[(v1,...,0) ~ ( (1/)(211)(112)) e )(’Uk)]

gegeben ist. Die inverse Zuordnung lautet
O r—> (vl > (vg |—>...(kago(vl,...,vk))...)).

Wir werden in Zukunft £F(V, W) und £*(V, W) miteinander identi-
fizieren, d.h. wir fassen obigen Isomorphismus als Identitdt auf.

(c) Seien ke N und pye M.
J heilt k-mal differenzierbar in py <= po € M(z,).

Ist f in py k-mal differenzierbar, so heifst das Element dI;O f| von
LE(V,W) das k-te Differential von f in po.
Sei k € N.. f heilst k-mal stetig differenzierbar in py genau dann,

wenn sogar gilt po € My und dk f- My > LE(V,W) in pg stetig ist.
(d) Sei Do € M.
f heilst beliebig oft oder oo-mal differenzierbar in pg genau dann,
wenn f k-mal differenzierbar in pg ist fiir alle k € N,
(ii) Sei k € N.

f heilit k-mal differenzierbar genau dann, wenn f in jedem p € M k-mal
differenzierbar ist.

f heikt k-mal stetig differenzierbar (1.Z. f € |CF(M,W)|) genau dann,
wenn f in jedem p € M k-mal stetig differenzierbar ist.

(i) f heilt beliebig oft oder oo-mal differenzierbar (i.Z. f e|C™(M,W)|) ge-

nau dann, wenn f in jedem p € M beliebig oft differenzierbar ist.
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Satz 10.22. Seien M cV, f: M - W eine Abbildung, p € ]\04 und k e N,

k-mal differenzierbar in p, so gilt fir alle vi,..., v, €V

MLy e (o (A
8@1...8vkp '_avk ”‘81)2 81)1

insbesondere existiert die linke Seite.

)...)(p) —dbf (v, ),

st f

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach k € N,.

Den Fall k=1 haben wir bereits in 10.2 eingesehen.

Seien k e N,, f (k + 1)-mal differenzierbar in p, v1,...,v41 € V und gelte
9 o (0f i
vy, ( Ovg (81}1) )(p) pf V1, vk) (296)

Die Abbildung ®: LF(V,W) - W, ¢ = 1(vq,...,v;) ist linear. Daher ist

® o d*f nach Kettenregel in p differenzierbar mit

dp(® 0 d* ) (vgs1) = @ 0 dp(d¥ £) (vs1) = AL f (v1, - ., U, V)

Des weiteren gilt nach (296)

Qodl=dif(vi,...,vx) 8( i(ﬁ)---)(p%

9o U 9o \ Dy

also folgt aus dem bereits bewiesenen Fall fiir k =1

4y (#0d"f) () = 50— (5 (= (2L) ),

8’Uk+1 8_W ”‘81)2 81)1

d.h. wegen (297) gilt (296) fiir k£ + 1 anstelle von k.

(297)

a

Bemerkung. Wir haben schon im Falle k£ = 1 gesehen, dals aus der Existenz
aller partieller Ableitungen in einem Punkt nicht die dortige Differenzierbarkeit

folgt.

Wir halten ein Teilergebnis des letzten Beweises — namlich (297) — im fol-

genden Satz fest.

Satz 10.23. Seien M cV, f: M - W eine Abbildung, pg € ]\04 und k eN. Ist f
(k + 1)-mal differenzierbar in po, so ist fir alle vy,...,vx € V die Abbildung

d¥f (o1, k) Mgy — W, pr—dyf(v1,...,v)
differenzierbar in pg, und es gilt fir jedes vg1 €V

dyo (A7 (01, 08)) (0ke1) = A5 0n, v, v

k
Fiir v e V heilt —2L—(p) die k-te Richtungsableitung von f in p in Richtung (v1,. ..

Ovy...0v
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Satz 10.24.
Vor.: Seien n e Ny, Vi,...,V, endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume,

McV, f=(fi,....fn): M - X, V; eine Abbildung, p e M und k € Ny U {oo}.
Beh.:

(i) Es folgt

[ k-mal differenzierbar in p <= Vi1, ny fi k-mal differenzierbar in p,
(298)
und gilt eine der Seiten von (298), so folgt auferdem

Vie(t,..np (d5f), = dyfi,
d.h. dbf=(dkfi,.. dEf).

(ii) f k-mal stetig differenzierbar in p
<> Vieq1,...n}y Ji k- mal stetig differenzierbar in p.

Beweis. Wir kénnen zunéchst (nach Basiswahl) ohne Beschrankung der All-
gemeinheit annehmen, dak n; € Ny, i € {1,...,n}, mit V; = R™ existieren und
sodann, dab gilt Yy nyni =1 (Denn der allgemeine Fall folgt, wenn wir den
Satz fiir n = Yj-; n; bewiesen haben.)

Zu (i): Wir beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion nach k € N,
— damit ist dann auch der Fall k£ = co gezeigt —, wobei der Fall k = 1 bereits in
10.8 bewiesen wurde.

k- k+1:Ist fin p (k+ 1)-mal differenzierbar, so insbesondere k-mal auf
einer Umgebung U von p. Nach Induktionsvoraussetzung sind dann fi,..., fn
auf U k-mal differenzierbar mit Vg dl;f = (dl;fl, . ,dl;fn), und weiter ist d* f
in p differenzierbar. Also folgt aus 10.8 die Differenzierbarkeit von d*fi,...,d* f,
inp-dh. fi,..., fn sind (k +1)-mal differenzierbar in p — mit

A =d, (dEf)=(dp(a"A) ..o dp (A5 f0)) = (B A, it f)

Sind fi,..., fn in p (k+1)-mal differenzierbar, so k-mal auf einer Umgebung
U von p. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann f auf U k-mal differenzierbar
mit Ve d’;f = (d’;fl, . ,d’;fn), und d¥f,...,d*f, sind in p differenzierbar.
Wiederum nach 10.8 ist dann d*f in p differenzierbar, also f (k + 1)-mal diffe-
renzierbar in p, und es gilt d';*lf = (dl;”fl, . ,d’;*lfn) .

Zu (ii): Nach 9.27 ist d* f = (dkfl, e ,dkfn) genau dann auf einer Umgebung
von p stetig, wenn die einzelnen Komponenten dort stetig sind. Daher gilt (ii). O

Satz 10.25.

(i) Ist p: V= W linear, so ist ¢ unendlich oft differenzierbar, dy ist konstant
vom Wert ¢ und fir k e N mit k >2 gilt d*p = 0.

(ii) Sind Vi, Va endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume und auferdem
0 Vi x Vo = W eine bilineare Abbildung, so ist ¢ unendlich oft differen-
zierbar, dy ist linear, d%¢ konstant und fir alle k € N mit k > 3 gilt
d*bp = 0.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz 10.14. O
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Hauptsatz 10.26 (Kettenregel fiir k-malige (stetige) Differenzierbarkeit).
Vor.: Seien Vi und Vo endlich-dimensionale normierte R-Vektorraume, M; Teil-
mengen von V; fir i € {1,2} sowie g: My — Vo, f: My — W Abbildungen mit

g(My) € My. Ferner sei p € My derart, daf$ gilt g(p) € Ms.
Beh.: Ist k e Nyu{oo}, g k-mal (stetig) differenzierbar in p und f k-mal (stetig)

differenzierbar in g(p), so gilt p € (M) und f o g:g"(My) - W st k-mal
(stetig) differenzierbar in p.

Beweis. Wir beweisen beide Aussagen durch vollsténdige Induktion nach
k € N,. Damit haben wir dann auch den Fall k = co bewiesen.

1.) In der differenzierbaren Kategorie ist der Fall k£ =1 klar nach 10.5.

k — k +1: Seien g in p und f in g(p) (k + 1)-mal differenzierbar, also
auch d f k-mal differenzierbar in g(p). Dann folgt aus der Induktionsvoraus-
setzung, daf (d f) o g k-mal differenzierbar in p ist, und weiter nach 10.24 (i),
dak (dg,(d f)og) k-mal in p differenzierbar ist.

Die Abbildung

O: L(V1,V2) x L(Vo, W) — L(V1, W), (¥, 0) —> po¢) (299)

ist bilinear, also nach 10.25 unendlich oft differenzierbar, also folgt aus der In-
duktionsvoraussetzung die k-malige Differenzierbarkeit der rechten Seite von

d(fog)=((df)og)odg=Po(dg,(df)og)

in p, d.h. fogist (k+ 1)-mal differenzierbar in p.

2.) Zur stetig differenzierbaren Kategorie: Im Falle k = 1 seien f auf einer
Umgebung V e U°(g(p), M2) und g auf eine Umgebung U € U°(p, M;) differen-
zierbar und d f|y in g(p) sowie d g|y in p stetig. Da g stetig in p ist, konnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf g(U) c V gilt. Dann ist
fog auf U differenzierbar und

d(feg)=((df)eg)ly o dglv - (300)
~———— — ——
U—>£(V2,V3) U—>£(V1,V2)

Da d f stetig in g(p), g stetig in p, d f stetig in p, und weil (299) unendlich
oft differenzierbar ist, folgt, dak ((d f) o gly)edgly = Po(dg, (d f) o g) |u stetig
ist. Daher ist f o g stetig differenzierbar in p.

k — k+1: Seien nun f auf einer Umgebung V € U°(g(p), M2) und g auf eine
Umgebung U € U°(p, M) (k +1)-mal differenzierbar und d**! f|y; in g(p) sowie
d*1g|ly in p stetig. Wir konnen wieder annehmen, daf g(U) c V gilt, also ist
nach 1.) fog auf U (k + 1)-mal differenzierbar, und es gilt erneut (300).

Nun sind d f k-mal stetig differenzierbar in g(p), g sogar (k + 1)-mal stetig
differenzierbar in p und d f k-mal stetig differenzierbar in p. Weil (299) unendlich
oft differenzierbar ist, folgt aus 10.24 (ii) und der Induktionsvoraussetzung, daf
((df)ogly)odgly =Po(dg,(df)og)|uy k-mal stetig differenzierbar ist, d.h.
(fog) ist (k+1)-mal stetig differenzierbar in p. O
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10.27. Ist k € Ny, so gelten Satz 10.16 (d.i. u.a. die Leibnizsche Produktregel),
Korollar 10.17 (Quotientenregel) und Satz 10.18 (ii) entsprechend, wenn man
ydifferenzierbar durch ,k-mal (stetig) differenzierbar® ersetzt.

| Die Beweise fithrt man unter Verwendung von 10.25 und 10.26 vollig analog
zu oben. |

Beispiel. Es seien V7, Vs endlich-dimensionale normierte Vektorrdume sowie
g: Vi = Vo und f: Vo - W zwei zweimal differenzierbare Abbildungen. Dann
gilt

d*(fog) d(( (df)og )o dg

N——
Vi—L(Va,W)  Vi—L(,V2)

d((df)og) o dg
N e’ N——
Vi L(V1,L(Va,W)) V1—£(V1,V2)
+( (df)og )o d%g
——

——
Vi—L(Va, W) Vi—L(V1,£(V1,V2))

(@

d.h. es gilt fiir alle p,v,0 € V}

d2(fog) = (dz(p)-f 0dyg) © dpg + dgp) f © dpg,
d;z%(f Og)(U,’[J) = dﬁ(p)f(dpg(v)>dpg(ﬁ)) +dg(p)f(d12)g(vvﬁ))'

Ist M cR, f: M - R eine Funktion und k € N, so zeigt Satz 10.22, dal aus

der k-maligen Differenzierbarkeit von f in ¢t € M im Sinne von 10.21 die k-malige
Differenzierbarkeit von f in t im Sinne von 6.14 folgt. Wir werden zeigen, daf
auch die Umkehrung gilt und den Zusammenhang zwischen der k-ten Ableitung
f%®) (¢) und dem k-ten Differential d¥ f herausarbeiten. Fiir den Fall k = 1 haben
wir in 10.6 bereits gesehen, daf gilt f'(t) = def(1), also d¢f(s) = f/(t)s fiir s € R.
Ein dhnlicher Zusammenhang besteht auch fiir die htheren Ableitungen, die wir
auch allgemeiner fiir Abbildungen M — W einfiihren konnen.

Definition 10.28 (k-te Ableitung). Seien M c R, f: M — W eine Abbildung
und g e M. In 10.5 (ii) haben wir gesehen

f(to+h) = f(to)
h

f differenzierbar in tg <= f'(to) = }Lir% existiert in W (301)

und, daf im Falle der Giiltigkeit einer der beiden Seiten von (301) gilt
f'(to) = di, f(1). Dieses Element von W nennen wir den Wert der (ersten)
Ableitung von f in tg.

Setzen wir M(’l) = M(yy = {t € M|f differenzierbar in t}, so erhalten wir
eine Abbildung f() := f": M(’1) - W, t~ f'(t), aus R nach W, die sog. (erste)
Ableitung von f.
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Da die Ableitung einer Funktion selbst auch wieder eine Abbildung aus R
nach V ist, konnen wir fiir jedes k € N, rekursiv definieren

— . . . 10.29
M(,k+1) ={te M(’k) |f(k)(t) ist definiert} *" = Mj41)5

FED = (FO) s My — W

FE+D heift die (k +1)-te Ableitung von f.

Satz 10.29. Seien M c R und f: M — W eine Abbildung. Dann gilt fir alle
keN; und alle toe M

f k-mal differenzierbar in ty < f(k)(to) ist definiert. (302)

d.h. dfof ist definiert
Gilt eine der beiden Seiten von (302), so folgt auflerdem

F® (o) =df f(1,....1), (303)
N —
k Stiick

d.h. Vg, . seeR dfof(sl, sy SE) = 31---skf(k)(t).

Beweis. Ist f k-mal differenzierbar in tg € M, so folgt die rechte Seite von
(302) sowie (303) aus 10.22.

Zu (302) ,,<“: Den Fall k = 1 haben wir bereits in 10.6 (ii) bewiesen. Wir
nehmen daher induktiv an, daf die Behauptung bereits fiir k € N, gezeigt ist.

Sei tg € M und existiere f**1)(ty). Dann gibt es U € U°(p, M) derart, dak
f auf U k-mal differenzierbar ist, und nach Induktionsvoraussetzung gilt

View f® () = i £(1,..., 1), (304)
Wir definieren A € £¥(R, W) durch
Vi, someR A(S1, -y Sk41) = 815501 5 (t0) (305)

und werden zeigen, dafs die Behauptung mit dfgl f = A erfiillt ist. Hierzu bemer-
ken wir zunéchst, dak fiir B € L/(R, W) = L' (R, W) = L(R, L (R, W)), i e N,
gilt

1Blz: = sup{[B(@)l|zi-1 [t € R A Jt] = 1} = | B(1) ] zis, (306)
wobei die Normen jeweils die Operatornormen seien. Nun folgt fiir jedes h € R*
mit tg + h e U, daf gilt

k Leerstellen

dj o f —dif = Alh, T7T) :‘dfomf—dfof—A(h,.,...,.)
|h| h =
Lk
dk f_dkf 306
B ] s -
Lk
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(306)

I ((Ba(1)) (1) - (1) (W 20w

k Stiick k Stiick
k — & —_— k+1 Stiick
_ dt0+hf(17“'71)_dtof(17"'71) _A(i—/T)
- N .
(304),305) || f® (o + B) = fP (1) 0ol 720 nach vor
h w ’
Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. O

Korollar 10.30. Seien M cV, keN,, f: M - W eine Abbildung, die in pe M
k-mal differenzierbar ist, und sei v € V. Fir hinreichend kleines € € R, bildet
dann der unendlich oft differenzierbare Weg c¢: | -e,e[ - V, t » p+tv, das
Intervall | —e,e[ in M ab, und f oc ist k-mal differenzierbar in 0 mit

Viegt,.. iy (F 00)P(0) = d’oy £((0),....'(0)) = d} f (v,...,v).

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafs
gilt
Viel-e,e[ [ ist in ¢(t) (k- 1)-mal differenzierbar (307)

und zeigen zunéchst durch Induktion nach i € {1,...,k -1}, dak f o ¢ i-mal
differenzierbar ist mit

Vte]—a,a[ (f °© C)(Z) (t) = i(t) (Uv s 7’U)' (308>

[ Zu (308): Der Fall 7 =1 ist klar nach 10.7.

Seinun i€ Ny mit i <k—1und foc | —¢,e[ » W i-mal differenzierbar und
gelte (308) fiir dieses i.

Wegen di(t)f(fu,...,fu) =d'f(v,...,v)0c(t), i+1 < k—1, (307) und der
Differenzierbarkeit von c folgt aus Satz 10.23 und der Kettenregel 10.5 die Dif-
ferenzierbarkeit der rechten Seite von (308) und fiir alle t € | —¢,¢[

(Foa®D() = A (df (v 0)oc) (1)
10.5 deqry (A f (v, ..., v)) 0 dee(1)
10.23 dith (v, 0, (1) =dih f (v, v,0),

d.h. (308) gilt auch fiir i + 1 anstelle von i. |

Nun folgt aus (308) fiir ¢ = k — 1, der k-maligen Differenzierbarkeit von f
in p = ¢(0), Satz 10.23 und der Kettenregel 10.5 analog zur Argumentation im
vorangegangenen Induktionsschritt (f o ¢)(*)(0) = d'j(o)f(v, co, ). O

Als néchstes widmen wir uns den hoheren Differentialen und zeigen, daf
diese symmetrisch sind. Dies hat zur Folge, daf die Reihenfolge der einzelnen
Richtungsableitungen bei der Bildung der k-ten Richtungsableitung keine Rolle
spielt.
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Satz 10.31 (von Schwarz'’: Die Symmetrie des zweiten Differentiales). Seien

McV und f: M - W eine Abbildung, die in p € M zweimal differenzierbar ist.
Sind dann vy,v2 €V, so gilt

f(p+tog +tvy) = f(p+tuy) - f(p+tua) + f(p)
t2

A2 f(v1,v2) = 11113

Insbesondere ist df,f symmetrisch.

Beweis. Nach Basiswahl in W konnen wir W = R™ mit n € N, annehmen.
Da Konvergenz in R" gleichbedeutend ist mit der Konvergenz einer jeden Kom-
ponente, kdnnen wir weiter annehmen n =1, d.h. W =R.

Seien v1,v9 € V beliebig und € € Ry. Da f in p zweimal differenzierbar ist,
existiert eine Zahl § € R, mit

9
(foall+ Jroall) 1oz

Vnevs(p) I dpenf = dpf = dpf (hy ) < 5 [nl. (309)

Wir folgern hieraus

Vs usev (Ilmll + uzf <o

= | f(p+u +u2) - f(p+w) - f(p+uz) + f(p) - d2(ur,us)|| (310)
< Al + fua]) flus| )

(foall + floz]]) floz]

Ist dann ¢ € R* mit |[tv1] + ||t v2| < 4, so folgt

2 —dz(’Ul,’Ug)

N fp+tor+tvn) = f(p+to) = fp+ i) + f(p) - dp(tor,to)]
- >

Hf(p+t1)1 +tvg) — f(p+tv) — f(p+tve)+ f(p)

(310) & (tvrll + ([t val) [t vall _
2 (Jorll +lloz]]) oz

)

d.h. es gilt die Behauptung.

Zu zeigen bleibt (310). Beweis hiervon:

Seien also uy,us € V mit ||ug|| + [|uz|| < 6. Wir definieren dann eine differen-
zierbare Funktion

g [0,1] — R, t — f(p+uj +tuz) — f(p+tus).

Es gilt f(p+u1 +u2) = f(p+u1) - f(p+u2)+ f(p) = g(1) - g(0), also folgt
aus dem Mittelwertsatz 6.10 die Existenz einer Zahl £ € ]0, 1[ mit

""Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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fp+ur+uz) = f(p+ur) = f(p+uz) + f(p)
= 4'(9)
= dp+u1+£u2f(u2) - dp+£u2f(u2)
= (dp+u1+£u2f - dpf) (u2) - (dp+§u2f - dpf) (u2).

Wegen dl%f(ul, ug) = dl%f(ul +&ug,ug) — dl%f(éug, ug) folgt hieraus weiter

If(p+ur +ug) = f(p+ur) = f(p+uz) + f(p) —dpf (ur,u2)
< ||dp+u1+£u2f _dpf_dlzyf(ul +&ug,. .. )| [luz
| dpseus f = dpf = d2f(Eua,...)|[luzl]
(329) € €

lus + Eug|uz | +
2 (a1 + Jloall) flval 2 ([[oall + oz
9
< (]l + lluz]) fluzl,

(loall + oz]]) llvz|
d.h. es gilt (310), und der Satz ist vollstindig bewiesen. O

1€ uauz
1) llvall

Satz 10.32 (Die Symmetrie des k-ten Differentiales). Seien M c V', k € N, und

fi M - W eine Abbildung, die in p € M k-mal differenzierbar ist. Sind dann
V1,...,0 €V, s0 gilt fiir jedes o € Sk, wobei Sy, die Gruppe aller Permutationen
von {1,...,k} bezeichne,

dEf (1, 00) =dEF(Ua(1ys - Vo(r))-

Beweisskizze. Nach Satz 10.31 und Satz 10.22 kommutieren je zwei benach-

Do und %,ie{l,...,k‘—l}, in

barte Richtungsableitungen

a%(...a%(g—i)...)(p) =dbf(vr,. o, v8).

In der linearen Algebra zeigt man, daf jedes o € Si in der Form

o=Ty0...07, leN,,

geschrieben werden kann, wobei i; € {1,...,k 1} fiir j € {1,...,l}, und 7, ist
die Transposition, die die Elemente 7; und 4; + 1 vertauscht.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Es laft sich zeigen [10, Hauptsatz 8.22|, daf unter den Voraus-
setzungen des letzten Satzes gilt

dl;f(vla"' ,’Uk)

- Im (_1)kf(p) + Zi’le(_l)k—i Zl§j1<...<jisk: fp+t (Uﬁ T +Uji))
- t—0 tk )
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Korollar 10.33. Seien M cV, f: M - W eine Abbildung, p € ]\04 und k € N,.
Ist f k-mal differenzierbar in p, so gilt fir alle vy,...,vx €V und o € Sk

orf orf

vy ... Ovg, (r) = do(v1)...00(vg) ()

a

Definition 10.34 (k-malige (stetige) partielle Differenzierbarkeit, partielle Ab-
leitungen k-ter Ordnung). Seien m € Ny, M c R™ und f: M - W eine Abbil-

dung. Ferner sei pg = (p1,---,Pm) € M.
(i) Seiiye{l,...,m}.

In 10.12 haben wir bereits die sog. i1-te partielle Ableitung erster Ordnung
von f in pgy als
9 of . flpo+te,) - f(p)

e (f)(po) = e (po) = 11_{161 "

gesetzt, falls der Grenzwert auf der rechten Seite in W existiert. So er-

hielten wir auf My, = {p € M|lim¢o M existiert in W} eine

Abbildung
otf 0 of of
—_— = = : M, W, .
o omn (f) Fa Moo > Wo P 5 (p)
Wir definieren rekursiv fiir jedes k € N, und alle iy,... i1 € {1,...,m}
eine Menge
M = M - akf iell diff ierb
Tiyrosip,, = AP EMa, oy | m partiell differenzierbar

nach z;,, in p}

und, falls pg € Mwi1,~~~,rik+1» die (i1, ... ,ik+1)-te partielle Ableitung der Ord-
nung (k+ 1) von f in py durch

ﬁ( ) |:= 9 i (po)
axil e 81’@'}“_1 PoJ = axilﬁ-l 8'1'2'1 cee 8$Zk poJ-
[ heifst dann (k + 1)-mal partiell differenzierbar in py nach x;,,...,x;,,, .

Die zugehorige Abbildung (mit offensichtlicher Abbildungsvorschrift)

ak+1f

7 — W
8$Z’1 e al’ikﬂ

TigreTigq

heifit (i1,...,ik+1)-te partielle Ableitung der Ordnung (k +1) von f.
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(ii) Sei ke Ny.
f heil’t k-mal partiell differenzierbar in pg genau dann, wenn alle partiellen
Ableitungen von f bis zur Ordnung k in pg definiert sind.

f heillt k-mal stetig partiell differenzierbar in pg genau dann, wenn alle
partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung k in einer Umgebung U von
po definiert sind, diejenigen bis zur Ordnung k -1 sind stetig auf U, und
diejenigen der Ordnung k sind stetig in py.

(i) f heikt unendlich oft (stetig) partiell differenzierbar in py genau dann,
wenn f fiir jedes k € Ny k-mal (stetig) partiell differenzierbar in py ist.

(iv) Sei k € N,.

f heilst k-mal partiell differenzierbar genau dann, wenn f in jedem Punkt
von M k-mal partiell differenzierbar ist.

f heilst k-mal stetig partiell differenzierbar genau dann, wenn f in jedem
Punkt von M k-mal stetig partiell differenzierbar ist.

Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen
von f bis zur Ordnung k auf ganz M definiert und dort stetig sind.

(v) f heilst unendlich oft partiell differenzierbar genau dann, wenn f in jedem
Punkt von M unendlich oft partiell differenzierbar ist.
Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen
von f von beliebig hoher Ordnung auf ganz M definiert und dort stetig
sind.

Bemerkung. Seien m,k e N, M c R™ und f: M — W eine Abbildung. Dann
gilt, vgl. Satz B.12

d° f = Z Z _ g, ® dz;
21 . 1 *

=1 81’11 e awzk

. k
(Beachte, daf gilt Viiipe{l,...m} dkf(eil, €)= %{;xik.)
Satz 10.35. Seien m € Ny, M c R™, f: M - W eine Abbildung, p € M und
k € Ny. Ist f k-mal differenzierbar in p, so gilt fir alle iy,...,i; € {1,...,m}
und o € Sy,

ok f ok f
p)= p
8352-1 . c%cik 8wg(il) e axo(ik)
Beweis. Klar nach Korollar 10.33. O

Beispiel. f: R? - R sei gegeben durch

0, falls x =y =0,
f(z,y) ={ 2?y?

y
TY T sonst.

Zeige als Ubung, dak f zweimal partiell differenzierbar — also insbesondere
stetig partlell differenzierbar und somit differenzierbar — ist. Zeige weiterhin,
dafk aigy (0,0) =1#-1= a f —(0,0) gilt. Nach dem letzten Satz kann f daher
nicht zweimal in (0,0) dlfferenmerbar sein.
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Hauptsatz 10.36.

Vor.: Es seien me Ny, M c R™ und f: M - W eine Abbildung. Ferner seien
peM und ke Ny u{oo}.

Bebh.:

(i) f k-mal differenzierbar in p
= f k-mal partiell differenzierbar in p und falls k £ oo

ok f

Vil,...,ike{l,...,m} dl;f(eiu"' aeik) (p)

(ii) f k-mal stetig partiell differenzierbar in p
< [ k-mal stetig differenzierbar in p.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch den folgenden Satz vor:

Satz 10.37. Es seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, M eine Teil-
menge von V, F: M - LF(V,W), ¢ — F,, eine Abbildung sowie {v1,... v}

eine Basis von V und {w1,...,w,} eine Basis von W. Ferner seien p € M und
k eN,. Dann gilt:

(i) F stetiginp <= Y _ieq1,.my Fip,. .. 03): M - W stetig in p.

(ii) Ist pe M, so gilt:

F k-mal (stetig) differenzierbar in p
= Vi ieft,m) F(Wig, .o ,05): M =W k-mal (stetig) differenzierbar
n p.

Beweisskizze. Der Satz folgt sofort aus den Sétzen 9.27 und 10.24, da die

w? o F(vj,...,v;, ) die Komponentenfunktionen von F bzgl. der Basiselemente
(vi, ®...®v;, ) ®w; der in Satz B.12 genannten Basis von LE(V,W) sind und
F(viy, .. vi,) = i wj o F(viy, ..., 05 ) wj. O

Beweis des Hauptsatzes. (i) folgt sofort aus Satz 10.22.

Zu (ii): ,=“ beweisen wir durch vollstindige Induktion nach k£ € N,. Die
Differenzierbarkeitsaussage ist im Falle k£ = 1 klar nach Hauptsatz 10.13. Da die
0
E?f =d f(e;), i€ {1,...,m}, in p stetig sind, folgt aus Satz 10.37 aubkerdem die

2
Steltigkeit von df =¥ df(e;)dz; in p.

k— k+1: Sei fin p (k+ 1)-mal stetig partiell differenzierbar. Dann exi-
stiert eine Umgebung U € U°(p, M) derart, dak f auf U k-mal stetig partiell
differenzierbar ist. Nach Induktionsannahme ist f dann auf U k-mal stetig dif-
ferenzierbar. Zu zeigen ist, daf d¥ f stetig differenzierbar in p ist, d.h. nach Satz

. . k . .
10.37, daf fiir alle iq,...,i € {1,...,m} dkf(eil,...,eik) = #@mik stetig dif-
ferenzierbar in p ist. Nach dem bereits bewiesenen Fall fiir k£ = 1 ist hierfiir zu

. ok f
Ze1gern, daB m

Voraussetzung gegeben.

stetig partiell differenzierbar in p ist, und das ist nach
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o< Ist f k-mal stetig differenzierbar in p, so ist f insbesondere auf einer
Umgebung von U von p k-mal differenzierbar, also folgt aus (i), daf f k-mal

k
partiell differenzierbar auf U ist und ax_a#w =d*f(eiy. .. e, )|r. Nun ist
i) -0z,
d¥f = il Dipel dkf(el-l,... v€,)dzi, ® ... ®@dx;, auf U definiert und in p
k
stetig, also sind die ﬁ nach Satz 10.37 stetig in p. O

Beispiel. Die Funktion

0, falls = =0,

R— R, 2+—
g ’ {w4 sin (%) , sonst,

ist zweimal differenzierbar, aber nicht zweimal stetig differenzierbar in 0. Ent-
sprechendes gilt auch fiir f: R? - R, (z,y) = g(z).

Definition 10.38 (Polynom, ganz-rationale Funktion). Sind n € N, k € N, und
iy, € R fir alle i1,...,4, € {0,...,n} mit 4; +... + 4 <n, so heiit

n . .
Ay “_Z',.Z'lll ....Z'kzk
> X Gii

i=0 41,...,ipeN
i1+...+ik=’i
ein Polynom in k Verdnderlichen mit Koeffizienten a;, .., -
Existieren 41,...,4; € N mit ¢y +... +4, = n und a;, .4 # 0, so heifst n der
B 4 .
Grad des Polynomes 2ic0 Zil,...,ikEN7i1+...+ik=i iy, g TR TR
Im Falle n =0 und ao,... o = 0 definieren wir den Grad des Polynomes als —oo.
Die Funktion

n
k i1 7
R —>R, (wl,...,l‘k)l—>z Z ail,m,ikxl ...l’kk,
=0 i1,---7’ik€N

i1+ Hip=t

heift eine ganz-rationale Funktion (des RF).
Der Grad und die Koeffizienten der ganz-rationalen Funktion sind per defi-
nitionem diejenigen des zugehorigen Polynomes.

Hauptsatz 10.39.

Vor.: Seien M cV, pge M, ke Ny und f: M - W eine Funktion, die in pg
k-mal differenzierbar ist.

Wir definieren dann die k-te Taylorsche ganz-rationale Funktion von f in
po als die Funktion gi: V — W, die gegeben ist durch

k
1 7
Vpev gk (p) = f(po) + Z;dpof(p—po,---,p—po)-

i=1

i Stiick
Beh.: g;, approximiert f in py von hoherer als k-ter Ordnung, d.h. per defini-
tionem f(po) = gx(po) und
i 1P —gk(kp) _
r=po |lp=pol
Ry = f —gp: M - R heiffit das k-te Taylorsche Restglied von f in pg.
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Bemerkung. Im Falle V = R sei pg = (p1,...,pm). Fir jedes i € {1,...,k}

und alle z = (x1,...,2,,) € R™ gilt dann
) m m kf
dpof(w_p()r"aw_pO):jlz::l zz: (91'31. asz (pO) (le _pjl)(x]z _p]z)

Dies erkldrt die Namenswahl , k-te Taylorsche ganz-rationale Funktion von f in
4

po” im obigen Hauptsatz.

Beweis. Wir filhren den Beweis des Hauptsatzes durch vollstdndige Induk-
tion nach k € N,. Der Fall k£ =1 ist klar, denn die Behauptung ist dann gerade
die Definition der Differenzierbarkeit von f in py.

Sei k € Ny und die Aussage des Satzes fiir k bewiesen. Weiter sei nun f
(k + 1)-mal differenzierbar in pg und g die (k + 1)-te Taylorsche ganz-rationale
Funktion von f in pg, also

k+1
Vpev g(p Z o f (P =Po,-- . = p0)

i Stiick

Zu zeigen ist:

1) =9 @)l ) (311)

Veer, dser, Vpens (||P pol <0 = Ilp = poll*+t

Sei also € € R,. Da f in py (k + 1)-mal differenzierbar ist, ist f auf ei-
ner Umgebung Us(po) von po (mit 6 € R,) k-mal differenzierbar und wei-
ter dflu(po): Us(po) = LV, W) in po k-mal differenzierbar. Bezeichnet daher
g: V - L(V,W) die k-te Taylorsche ganz-rationale Funktion von df in pg, d.h.

k
Voer §(p pof@lzl( 1) 0=po.-...p-po) eLV.W),  (312)

% S{ﬁck
so existiert nach Induktionsvoraussetzung § € R, mit § <6 und

Idpf —3(p)ll

<e, 313
p=pol" (313)

VPEUJ (ro)~{po}

wobei wir L(V, W) — wie iiblich — mit der Operatornorm versehen.
Wir zeigen als néchstes

Vpev dpg = §(p).- (314)
| Beweis hiervon: Fiir i € {1,...,k+1} sei die Abbildung A;: V' — V' gegeben
durch A;(p) = (p = po,---,p=po). Dann gilt g = f(po) + LI & (i, f) oA, und

i Stiick
aus der Kettenregel folgt fiir alle p,v e V

k+1 k+1 1

dpg(v) = Z1(dA(p)(dpof))°dpAi(v)10'2:4(1)Z 7 (dau) (4 f)) (@ 0).

i= i=1?
7 Stiick
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Da d;of fiir jedes i € {1,...,k+1} i-fach multilinear ist, folgt aus Satz 10.14
und der Symmetrie von dp, f (vgl. Satz 10.32) weiter

k+1 -

v
dpg(’U) = Z;Edpof(p_p()v"'?p_p(bv)
- i—1 Stiick
S (312) _
= dpof(v)-'-zadpo (p_p(]»"'vp_p()vv) = g(p)(v)v
=1 v

i Stiick

also gilt dpg = §(p)- |
Nun folgt aus dem Mittelwertabschitzungssatz 10.10 fiir p € Us(po) — be-
achte, daf dann auch [p,po] c Us(po) —

=0
If)-g@) = [I(f-9)®)-(f-9)(po)l
10.10
< sup{|da (f —9) [|a € [p,pol}- - pol
314 -
CL sup{ldaf - §(a)] |a e [p,po]} - Ip - poll < Ip - pol .
~—
313)
<ella-pol*
Hieraus folgt (311), und der Hauptsatz ist gezeigt. m

Analog zur eindimensionalen Theorie ermoglicht der letzte Satz die Herlei-
tung notwendiger und hinreichender Kriterien fiir das Vorliegen lokaler Extrema.
Hierfiir geben wir zunéchst die folgenden Definitionen. Die nun einzufiihrende
Hesse-Matriz wird bei der Diskussion lokaler Extrema von Funktionen R™ — R
die Rolle iibernehmen, die die zweite Ableitung im Eindimensionalen gespielt
hat.

10.40 (Hesse-Matrix, (Semi-)Definitheit).

(i) Definition. Seien m € R,, M eine Teilmenge von R™ und f: M - R

eine Funktion, die in py € M zweimal differenzierbar ist. Dann heifst die
symmetrische Matrix

PI ) T )

0x1071 po 0x10x, po
Hpo f = ) : ) :
o f o°f

I (po) G - (po)

die Hesse™-Matriz von f in po.

" pnach Ludwig Otto Hesse (1811-1874)
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df,of(v,ﬁ) = diof (sz ei, ). j ej) =3 > viv; dgof(eiaej)

i=1 j=1 i=1j=1
= S i =3 (Hp o)y
i:lj:laxiawj ’ i=1 " !

1]
—~
s3]
s,
N
3
N
x
o
~
—
<
=
N ——

Hpo f ist also die Matrix von d1270 f bzgl. der kanonischen Basis des R"™.

Beispiel. Im Falle m =1 gilt H,,f = (f"(po))-

(ii) Definition. Seien k € N, und I: V¥ — R eine k-Linearform, d.h. genau
1 e £F(V,R). Wir definieren:

(a) 1 heibt positiv definit =V ey oy l(v; ..., v) > 0.
(b) [ heifst positiv semidefinit <= Yyey l(v,...,v) 2
(
(

)

)
¢) 1 heilt negativ semidefinit <= Yyey (v, ...,v) <
d) [ heift negativ definit <= Ve g0y (v, ... ,v) <O0.
)

(e) I heifst indefinit genau dann, wenn [ weder positiv noch negativ se-
midefinit ist, d.h. es existieren v_,v; € V mit I[(v_,...,v-) < 0 und
W(vg,...,vs)>0.

Bemerkung.

1.) Im Spezialfall V' = R und k gerade kann eine indefinite symmetri-
sche k-Linearform [ € £F(R,R) wegen Vg [(v,...,v) = oFI(1,...,1)
nicht existieren. Dies gilt entsprechend fiir jeden eindimensionalen
Vektorraum.

2.) Sind keN;, M cR und f: M - R eine in pg € ]\04 k-mal differenzier-
bare Funktion, so gilt nach Satz 10.29

positiv definit
positiv semidefinit
negativ semidefinit

negativ definit

&y, f = £ (po)

AN IN IV V
o

Lemma Sind k € N, und [ € £¥(V,R) eine symmetrische k-Linearform,
d.h. fiir alle vy, ... ,vx € V und jedes o € S, wobei Sy die Gruppe aller Per-
mutationen von {1,...,k} bezeichne, gilt [(v1,...,v%) = (Vo(1),- -+ Vo(r));
so folgt

(a) Ve l(v,...,0v) =0=1=0,

(b) k ungerade == (! indefinit v [ =0).
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Beweisskizze. Zu (a): Beweis durch vollstéindige Induktion nach k € N,.
Der Fall k£ =1 ist trivial.

kwk+1: Firv,weV und t e R gilt

kel (kv 1

0 = l(tv+w,...,tv+w):2( , )l(tv,...,tv, W, ..., w)
i=0 (3 —_——— ——
! i Stiick k+1-17 Stiick

k+1
k+1
Zt’( + )l(v,...,v, Wy, W ).

i=0 1 —— S ——
i Stiick  k+1—i Stiick

Da eine ganz-rationale Funktion nur dann konstant vom Wert Null sein

kann, wenn ale Koeffizienten Null sind, folgt hieraus I(v,...,v,w) = 0.
I(.y...,.,w) ist symmetrisch und k-fach linear, also nach Induktionsvor-
aussetzung identisch gleich Null, und es gilt I(v1,...,v,,w) = 0 fiir alle

V1,...,Un € V. Aus der Beliebigkeit von w folgt die Behauptung.

Zu (b): Entweder existiert v € V mit [(v,...,v) # 0 — und dann hat
l(-v,...,—v) das andere Vorzeichen —, oder aus (i) folgt [ = 0. O

(iii) Satz. Seien m € Ny, M c R™ und f: M — R eine in py € M zweimal
differenzierbare Funktion. Dann gilt:

(a) Die folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent:
1.) d2 f ist positiv definit.
2.) Alle Eigenwerte von H,, f sind positiv.
0°f > 0.

3) vke{l,...,m} det (&B—a-fj)i,je{l,...,k}

(b) Die folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent:

1.) dz%o f ist negativ definit.
2.) Alle Eigenwerte von H,, f sind negativ.

k 0%
3) Vaetr,m (D4 det (555) >0

(¢) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1.) d2 fist { positiy }semideﬁnit.

Po negativ

IN IV

2.) Alle Eigenwerte von H,, f sind {

}o.
(d) Die folgenden Aussagen sind &quivalent:

1.) dgof ist indefinit.

2.) Es gibt einen positiven und einen negativen Eigenwert von H,, f.
Beweisskizze. Das entscheidende Hilfsmittel ist die Tatsache, daf eine sym-

metrische Matrix diagonalisierbar ist (mit den Eigenwerten auf der Haupt-
diagonalen). Fiir weitere Ausfithrungen vgl. lineare Algebra. O
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(iv) Satz. Seien M c R? und f: M — R eine in py € M zweimal differenzierbare
Funktion. Dann gilt:

(a) 2, { positiv } definit <= det Hp, f >0 A %(po){ Z }O.

negativ

IN IV

(b) d? { positLy } semidefinit <= det H,,f >0 A Spur?—[pof{

Po negativ

fo.

Beweis. Klar nach (iii). O

(c) dgof indefinit <= det H,, f < 0.

Definition 10.41 (Lokale Extrema). Es seien M ein topologischer Raum und
f+ M — R eine Funktion sowie pg € M. Wir definieren dann in Verallgemeinerung
von 6.21 (i)

strenges lokales Maximum
lokales Mazimum
lokales Minimum

strenges lokales Minimum

f besitzt in pg ein

f(po)-

= 3Ueu°(p0,M)VpeU\{p0} f(p)

vV IV IAN A

f besitzt in pg ein lokales Extremum genau dann, wenn f in pg ein lokales
Maximum oder ein lokales Minimum besitzt.

10.42 (Lokale Extrema).

Hauptsatz 1.

Vor.: Seien M cV und f: M — R eine in py € M differenzierbare Funktion.
Beh.: f besitzt in pg ein lokales Extremum == d,,f =0 .

(Also gilt auch: dp, f # 0 = f besitzt in pg kein lokales Extremum.)

Beweis. Zu zeigen ist: Vyey dp, f(v) = 0.
Sei also v € V' beliebig. Da py innerer Punkt von M ist, existiert eine Zahl
€ € Ry derart, daf fiir den differenzierbaren Weg

cl-ee[—V, t—py+tu,

c(] -e,e[) € M gilt. Dann ist foc: | —e,e[ > R in pg differenzierbar und besitzt
in 0 ein lokales Extremum, also folgt mit 6.22 Hauptsatz 1

0= dp(foc) & dpy f(v).

|

Im Falle m € Ny und V = R™ heift das genau aa—f(po) =...= ;Tf(po) =0 bzw. Jp, f =0.
X1 m
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Hauptsatz 2.

Vor.: Seien ke N,, M cV und f: M — R eine in py € M k-mal differenzierbare
Funktion. Ferner gelte

dpof =0, ..., dE1f=0,
k
d,, f #0.
Beh.:
Q) & q d f besitzt i 0 lokal Maximum
i gerade un esitzt in po ein lokales 3y o

= dF negfxt} V1 semidefinit.
po positiv

(Also gilt auch:
k gerade und d';o f indefinit == f besitzt in py kein lokales Extremum.)

(ii) d¥ f{ negativ } definit — insbes. k gerade nach Lemma 10.40 (ii) -

Po positiv

Maximum
Minimum |-

== f besitzt in pg ein strenges lokales {

(iii) %k ungerade 80 == f besitzt in py kein lokales Extremum.

Beweis. Sei Ry das k-te Taylorsche Restglied von f in pg, vgl. Satz 10.39.
Dann gilt nach Voraussetzung fiir pe M \ {po}

fp)=flpo) 1 (p—po P - Po )= Ry (p)
lp=poll* k7" \lp=pol™ " lp-poll ] llp - pol

und die rechte Seite konvergiert fiir p - pg nach 10.39 gegen Null.

3 (315)

. . . . . Maximum
Zu (i): Es sei k gerade. Auferdem besitze f in py ein lokales { Minimum }

Dann folgt aus (315) die Existenz einer Zahl ¢; € R, mit

Re(p) 1 (p—po p-Do ){s}
v N — Y+ —d, f U, 0,
Pl G Ty o R o =pol ™ To =m0l | 2
und wegen lim,_,,,, % = 0 existiert weiter do € R, mit
L & P =Do P —Po <
VpeU52(Po)\{po} Edpof(llp—poﬂ’“" 1= pol > 0, (316)

denn andernfalls folgte ein Widerspruch zur vorherigen Ungleichung.
Ist nun v € V, so gilt fiir hinreichend kleines ¢ € R*: p; := pg +tv € Us, (po).
Also folgt aus (316)

t g v v <
— dkf(—,...,—){‘}o,
(Itl) P07\l Il )\ 2
und da k gerade ist, gilt dl;Of(”—;’”,...,ﬁ){ i }O. Hieraus folgt wegen der

Beliebigkeit von v € V' die Behauptung von (i).

80also d¥_ f indefinit nach Lemma 10.40 (ii)
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Zu (ii) und (iii): d’;of: VF - R ist stetig (sogar differenzierbar), also auch
V>R ve dlgo (v,...,v). Da S:={veV||v|| =1} kompakt ist, existieren somit

m = min{d];O(v,...,v)M €S} und M:=max{d§0(v,...,v)|UES}

als reelle Zahlen.
Ist dl;Of positiv definit, so folgt m € Ry, also —g57 < 0. Da limy, ., % =0,
existiert dann 03 € R, mit

Ry(p) m

VpeUgf,\{po} ||p—po||"" > _%'

Hieraus und aus (315) folgt nun fiir jedes p € Us, (po) ~ {po}

k
P-D pP-p pP-p Ry(p
fqo—fum>=ﬂ——¥l(d&f( b e T )
k! lp = pol Ilp = pol lp = pol
Z;n >—%

d.h. f besitzt in pg ein strenges lokales Minimum.

Ist d’;o f negativ definit, so ist df,o(— f) positiv definit, also besitzt —f nach
dem gerade Bewiesenem in pg ein strenges lokales Minimum, d.h. f besitzt in
po ein strenges lokales Maximum. Damit ist (ii) bewiesen.

Zu zeigen bleibt (iii): Sei k& ungerade. Nach Voraussetzung ist d® f # 0,

Po
also nach Lemma 10.40 (ii) indefinit. Dann folgt m < 0 < M, und wegen

lim,p, % = 0 existiert 4 € R, mit
v M R(p) om
Pl okl o —poflF T 2AT
Es existieren vy,vo € S mit m = dlgo(vl,...,vl),M = dlgo(vg,...,vg). Daher

gilt nach Definition von S fiir alle ¢ € [0,1] p; 4 :=po +1t %4 v; € Us, (po), © € {1,2},
und aus (315) folgt fiir alle t € ]0,1]

_ Ipre —pol”

Fpr) - £loo) = 1 ) <o

dk f V1,...,01 + k!
( w ( R

-m — —
m
<=3

_ Ip2e — ol

f(p2,t) = f(po) o 'M)>O.

dk f V2,y...,02 + k!
( w ( T

¥

M
>

Wegen lim;_o p1,¢ = lims—op2 ¢ = po kann f in py somit kein lokales Extremum
besitzen. 0
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Bemerkung. Besitzt f in pg € M ein lokales Extremum, so muf also einer der
folgenden vier Félle vorliegen:

'POEM\M:

po € M und f ist in pg nicht differenzierbar,

po € M, f ist in pg differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar, und
es gilt dp, f =0,

po € M, f ist in py zweimal differenzierbar, d,,f = 0 und dgof ist positiv
oder negativ semidefinit.

Beispiel. Wir wollen alle lokalen Extrema von f: R? —» R, (z,y) = 22 +y% -,
bestimmen. f ist unendlich oft differenzierbar, und es gilt:
T ~(20-ye 2y-ae).
o 2-y*e™ —e(zy+1)
Heewf = —eW(zy+1) 2-2%e™

B 2z y 1) (0 1 0 .
Tl =0= (2y m) (_emy) = (0) Wegen (—e:”y) # (O) folgt hieraus, dafs

die durch (g‘; z) dargestellte lineare Abbildung R? — R? nicht injektiv ist,

2z
2y

1. Fall: =y # 0. Dann folgt aus %(x,y) =0, dafs gilt 2z —ze® = 0, d.h.
22 =1n(2), also x = y = +1/In(2) und T f =0

2. Fall: x = —y # 0. Dann folgt aus %(x,y) =0, dal gilt 2z + ze® = 0, also
2+t = 0, Widerspruch!

3. Fall: x =y =0. Dann ist J, ,)f = 0.

Dabher folgt, da f héchstens in (0,0) und +(1/In(2),+/In(2)) lokale Extrema
besitzt.

d.h. O:det( i) =222 - 29?2 = 2(x +y)(z —y), also x = +y.

Ho,0)f = (_21 9 ) ist wegen 2 > 0 und detH g 0)f = 3 > 0 positiv definit,

also besitzt f in (0,0) ein strenges lokales Minimum.
2-2In(2) -2(In(2) +1)\. . : .
%;{:(\/IH(—Z),\/M)JC = (—2(111(2) f1) 2-2Mn(2) ist indefinit, denn es gilt
det?—[i(m \/m)f =-161n(2) < 0. Also besitzt f in +(1/In(2),+/In(2)) kein

lokales Extremum.

Der folgende Taylorsche Satz stellt im wesentlichen eine Verallgemeinerung
des Mittelwertsatzes dar. Da schon dieser nur fiir reellwertige Funktionen gilt,
kénnen wir von jenem auch nicht anderes erwarten.

Hauptsatz 10.43 (Taylorscher Satz).
Vor.: Seien ke N, M cV und f: M - R eine Funktion. Weiter seien pg,p € M

mit po # p derart, daf [po,p] c ]\04, und f ist in allen Punkten von [po,p] (k+1)-
mal differenzierbar.
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Beh.: Es ezistiert ¥ € |0,1[ derart, daf$ gilt

k

L
f) = f(po) + Zﬁdpof(p—po,...,p—po)
= i Stick
1 k+1
(k+ 1)[ dp;—+19(p—p0)f(p_p0>"' 7p_p0)'

k+1 Stick

Beweis. Wir wenden den eindimensionalen Taylorschen Satz 6.24 auf die
nach Voraussetzung differenzierbare Funktion

f{0,1] — R, t > f(po+t(p—po)),

an: Es folgt die Existenz von 9 €]0, 1[ mit

L) fE)
flo) = f(l)—;; T )
k .
020 f(p) + Y = di f(p = o .p ~p0)
i=1 %
1

k+1
+ (k + 1)] dp(-:+19(p—p0)f(p —Po,---,P _pO)'

|

Als néchstes beschéftigen wir uns mit Umkehrabbildungen differenzierbarer
Abbildungen. Im Eindimensionalen war es zu einer bijektiven Abbildung, die
in einem Punkt differenzierbar ist, notwendig und hinreichend fiir Differenzier-
barkeit der Umkehrabbildung im Bildpunkt, dafs die Ableitung der Abbildung
in dem Punkte nicht verschwindet. Das Analogon im hoéherdimensionalen Fall
dazu ist die dortige Bijektivitit des Differentiales. Die Notwendigkeit folgt aus
der Kettenregel, und daf dies auch hinreichend ist, werden wir unten zeigen.

Es sei aber auf folgenden Unterschied zwischen ein- und mehrdimensionaler
Theorie hingewiesen: Eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall von R
mit nirgends-verschwindender Ableitung ist injektiv. Dahingegen ist die Abbil-
dung

[ R2—R?, (2,y) — (" cos(y),e" sin(y)) ,

nicht injektiv, besitzt aber in jedem Punkt ein invertierbares Differential (wegen
det J(z,)f = € > 0). Sie ist jedoch, wie der néichste Satz zeigen wird, lokal
umkehrbar (d.h. jeder Punkt besitzt eine Umgebung, die bijektiv auf ihr Bild
abgebildet wird), und die lokale Umkehrung ist differenzierbar.

Hauptsatz 10.44 (Umkehrsatz).

Vor.: Seien M eine Teilmenge von V', pg € M und f: M — W eine in pg stetig
differenzierbare Abbildung. Ferner sei

dpo f: V — W bijektiv.

Insbesondere gilt dann dimg V' = dimg W.
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Beh.: Es ezistiert U e U%(po, V') mit U ¢ M und den folgenden Eigenschaften:
(i) flu: U — W st differenzierbar und bildet U homdéomorph auf f(U) ab,
(ii) f(U) eU(f(po), W), (flo)™': F(U) > W ist differenzierbar, und es gilt

Voerr d iy ((Flo) ™) = (dpf) ™

Zusatz. Dariiber hinaus gilt fir jedes k € N,

k-mal stetig differenzierbar
k-mal differenzierbar in pg

k-mal differenzierbar
f

k-mal differenzierbar
- (f|U)_1 k-mal stetig differenzierbar
k-mal differenzierbar in f(po)

Wir bereiten den Beweis des Umkehrsatzes durch das folgende Lemma vor:

Lemma 10.45. Die Teilmenge |Iso(V,W) | := {¢ € L(V,W)|p bijektiv} aller
R-Vektorraum-Isomorphismen V- — W wvon L(V, W) ist offen in L(V,W).
Dariiber hinaus ist die Abbildung

inv: Iso(V, W) — L(V,W), ¢ — ¢,
unendlich oft differenzierbar mit

Y petso(v,i) Vec (v dpinv (v) = =~ oo 7!,

Beweisskizze. Im Falle dimg V' # dimg W ist nichts zu zeigen. Daher kénnen
wir ohne Einschrankung annehmen, dafs n € Ny mit V = W =R" existiert.

Die Offenheit von Iso(V, W) folgt nun aus der Stetigkeit von det: R > R,
den Rest iiberlassen wir als Ubung mittels der Cramerschen Regel. O

Beweis des Hauptsatzes 10.44. Wir wihlen Skalarprodukte und damit auch
Normen auf V' und W. Damit sind dann auch £(V, W), L(W,V) und L(V,V)
mit den jeweiligen Operatornormen normiert. Da aus dem Kontext zu entneh-
men ist, welche Norm gemeint ist, werden im folgenden sémtliche Normen mit
| ...]| bezeichnet.

Wir setzen zur Abkiirzung

1

S (317)
2[| A1

A:=dy,f und C:=

Aus (317) und der stetigen Differenzierbarkeit von f in pg folgt sofort

Jser,  Us(po) € M,
flus(po) ist differenzierbar, (318)

VpEU(;(p()) ”diﬁf - A” <C.
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Sei im folgenden ¢ wie in (318). Wir behaupten

v A o (dpf - A)] < 3,

dpf e Iso(V,W).

peUs (po) (319)

[ Zu 319: Sei p € Us(pp). Dann gilt

wegen (264) B (318) _ (317) 1
< AT s =A< AT e R -

4700 (dyf - A)] :

Hieraus folgt fiir alle v € V mit d,, f(v) =0
4 1
[oll = 147" o (dpf = A) ()] < S o],

also v = 0. Somit ist d,, f injektiv, also aus Dimensionsgriinden ein R-Vektorraum
Isomorphismus. |
Wir zeigen als néchstes

vm,pzeUa(po) ||f(p1) - f(p2)|| 2 C”Pl —p2||. (320)

| Zu (320): Wir definieren F := (A™' o f —idy)|y;(py)- Dann folgt aus (318),
daff F' differenzierbar ist mit

(319) 1
< =

VpeUs(po) IdpF | = [A™ 0 dpf —idy | = |47 0 (d,f ~ A))|

Us(po) ist konwez®!, also folgt aus dem Mittelwertabschitzungssatz 10.10
fiir alle p1, p2 € Us(po)

1
|F(p1) = F(p2)| < §||P1 - pa;

und d.h. nach Definition von F

_ _ 1
1A o f(p1) =A™ o f(p2) =(p1 - p2)| < §||P1 -pa .

Wegen 9.35 folgt aus der letzten Ungleichung |[v]| > [|w| =||w - v| > %||w|| und
——
23 |lwl]

1AM (1) = F2) 2 A7 (f (p1) = F(p2)) I 2 %Ilm - pa.||

81q.h. per definitionem, daf mit p; und p2 auch alle Elemente von

Ip1,p2[ = {tp1 + (1 -t)p2|t €]0,1[}

in Us(po) liegen. Dies sieht man leicht mittels der Dreiecksungleichung ein:

I(tp1+(1-t)p2)—  po I =1t (p1 = po)+(1 1) (p2 — po) || <t llp1 — poll +(1-t) [[p2 — poll < 4.
—~ ——— ———
=t po+(1-t)po <5 <65
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Somit gilt

1£ (1) = @) 2 5 o = pall = Cllor = pal.

1
2| A=t

Damit ist (320) bewiesen. |
Wir setzen € := %C’é e R; und behaupten

U:(f(po)) © f(Us(po))- (321)

| Hierzu sei g € Uz(f(po)) fest gewdhlt. Wir definieren dan h: Us(po) — R
durch

Y et (o) (D) = (f(P) = a. F(P) = a) = | F(p) - q]*.

Nach der verallgemeinerten Leibnizschen Produktregel 10.15 ist h differen-
zierbar, und es gilt

VpEUL;(po)VUEV dph('U) =2 (dpf(v)> f(p) - Q)' (322>

Wir haben zu zeigen, daff 0 als Funktionswert von h auftritt.

Beweis hiervon: Sei r := %Hf(po) qll < 25 Det. = 0, also 0 <r < 4. Dann folgt

Y peUs (po) Uy (po) (1) 2 1e(po), (323)

denn fiir p € Us(po) ~ Uy (po) gilt

F@) -l S 1 wo) - 1) - 1 (o)

(320)
> C lpo =l =[1f(po) —qll 21 f(po) -l
——

Def. r
>Cr > 2| f(po)-dl

Wegen der Stetigkeit von h und der Kompaktheit von

Ur(po) ={p e Vllp-pol <7}

) von R ein Minimum, also existiert

)
h(p1). Insbes. gilt h(po) > h(p1). Nach

besitzt die kompakte Teilmenge h(U,(po)
p1€Ur(po) € Us(po) mit V75 h(p) 2
(323) gilt dann sogar

Y pets (po) M(P) 2 h(p1),

d.h. h nimmt in p; € Us(po) ein globales Minimum an. Aus 10.42 Hauptsatz 1
folgt nun dp, h =0, also nach (322)

Voev (dp, f(v), f(p1) —q) = 0. (324)
Nach (319) ist dp,, f € L(V, W) surjektiv, also existiert v; € V mit

dp, f(v1) = f(p1) - q,

d.h. nach (324)
h(p1) =(f(p1) - q, f(p1) -q) =0,
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und somit gilt f(p1) = ¢. Damit ist (321) gezeigt. |
Es gilt Uz(f(po)) € U(f(po), W). Wegen (318) ist fly;(py): Us(po) - W

. — . . .
stetig, also folgt U = fly,(po) (Uz(f(p0))) € U(po,Us(po)) © U(po, V). Wir

G

behaupten
flo: U — U(f(po)) ist ein Hombomorphismus. (325)

[ Dals flo: U - Uz(f(po)) stetig ist, haben wir gerade mitbegriindet. Die
Injektivitat ergibt sich aus (320) und die Surjektivitat aus (321).

Zur Stetigkeit von (f|y)™%: U-(f(po)) = U: Fiir alle q1,q2 € U-(f(po)) gilt
(flo) " (qr), (flo)t(q2) € U c Us(po), also nach (320)

I(Flo) ™ (an) = (Flo) ™ (a2) ] < éllf((fla)‘l(m)) = F((flo) ™ (@2) ] = lar - gl

also ist (f|r)™! stetig (sogar gleichmiRig stetig). |
Wir zeigen nun

¥ getr. (f(po)) (flu) ™ differenzierbar in ¢ und dg ((flv)™) = (dg(flo)) ™" - (326)

[ Sei hierzu q € U.(f(po)) fest gewshlt, d.h. p == (flz) " (q) € U c Us(po).
Dann existiert nach (319) (d,f)™' € £(W,V). Sei nun (gy)nen eine Folge in
U-(f(po)) mit ¢, # ¢ fiir alle ¢ € N und lim;, 0 ¢, = ¢. Wir setzen fiir jedes
neN: p, = (flv) " (gn). Dann ist (pp)ney eine Folge in U c Us(pg), und nach
(325) gilt p,, # p = ¢ fiir alle n € N sowie lim,,_,o p,, = p. Hieraus folgt fiir n e N

1)~ (an) = (flo) ™ (@) = [Apoy-2 ) (@n =D

0 <
lan = qll
=f(pn)-f(p)
(o)™ Vdpf(n-p)-( @n—q )]
i lan —al
. 1(dp )M HIdp f (o = 2) = (f (pn) = F())I
- lgn - qll
_ I )T ) = £(p) — dpf (Pn -~ D)
lgn - qll
n) — - d n - n
— ”(dpf)—l” ”f(p ) f(p) — Pf(p p)” ”p _p”
Ipn =2l I an—q |
"2%°0, da f in; differenzierbar =/ (Pn)=F(p)
——
(320)

Hieraus folgt (326). |
Damit haben wir den Hauptsatz (ohne Zusatz) bewiesen.
Zum Zusatz: Der Hauptsatz besagt u.a.

Voer@) do(flo) ™ = d ()1 f =invodfo (flo) ™ (a),

221



also gilt
d(flo)™ =invedfo (flv)™ (327)
Wir zeigen induktiv fiir jedes k € Ny

k-mal differenzierbar
! { k-mal stetig differenzierbar
k-mal differenzierbar
k-mal stetig differenzierbar

— (o™ { 2 =

| £ =1: Der obere Fall ist wegen des Hauptsatzes klar.
Sei f stetig differenzierbar, d.h. df ist stetig. Dann ist nach (327) (und
Lemma 10.45) auch d(f|y)~" stetig, d.h. (f|y)~" ist stetig differenzierbar.
k — k+1: Sei k e N, und (328) gelte fiir k.
Ferner sei f { (k + 1)-mal differenzierbar
(k + 1)-mal stetig differenzierbar
ro { k-mal differenzierbar

}. Dann ist f insbesonde-

k-mal stetig differenzierbar }, also ist nach Induktionsvoraussetzung auch

k-mal differenzierbar
k-mal stetig differenzierbar

(o)t {

Andererseits ist df { k-mal differenzierbar

k-mal stetig differenzierbar |’ Nach (327) st daher
k-mal differenzierbarer

-1 5. .- .
(d(flo)) ™ die Komposition. drei k-mal stetig differenzierbarer

} Abbildun-

k-mal differenzierbar
k-mal stetig differenzierbar
1 (k +1)-mal differenzierbar
tet, dak (flu) { (k + 1)-mal stetig differenzierbar
auch fiir k£ +1 gezeigt. |
Schlieflich haben wir zu zeigen, dafs fiir alle k£ € N, mit k£ > 2 gilt

gen und somit nach 10.26 }, und dies bedeu-

} ist. Damit ist dann (328)

f k-mal differenzierbar in pg = (f|)™* (k + 1)-mal differenzierbar in f(po).

Zum Beweis hiervon sei nun f k-mal differenzierbar in pg. Dann ist f (k-1)-
mal differenzierbar in einer Umgebung von pg. Also ist nach (328) auch (f|y)™*
(k — 1)-mal differenzierbar in einer Umgebung von f(pg). Daher und da df
(k - 1)-mal differenzierbar in po = (flr) ™ (f(po)), folgt aus (327) sowie 10.26,
da® d(f|y)~' (k- 1)-mals differenzierbar in f(pg) ist. D.h. genau, daf (f|y)~*
k-mal in f(po) differenzierbar ist. O

Bemerkung. Ist m € N, so besagt im Falle V = W = R™ die Vorausset-
zung dp, f: V. — W bijektiv des Umkehrsatzes genau det J,,f # 0 und die in
der Behauptung (ii) genannte Gleichung Vpey dy(p) ((f|U)_1) = (dpf)_1 genau

Voer Ty ((Flo) ™) = (T f) 7"

Wir betrachten nun ein Gleichungssystem F'(p,q) = 0, in dem zu jedem p
genau eine Losung q existiert, und wollen Voraussetzungen angeben, unter denen
q differenzierbar von p abhéingt, wenn wir an p ,differenzierbar wackeln®.

222



Definition 10.46 (Implizit definierte Abbildungen). Seien neben W auch V1, V3
endlich-dimensionale R-Vektorrdume, M; c Vi, My c Vo und F: My x My - W
eine Abbildung.

Wir definieren: F' definiert implizit eine Abbildung von My in My genau
dann, wenn

VpeM1 E”qE]\/IQ F(pa q) =0. (329)
Ist (329) erfiillt, so 148t sich zu jedem p € M ein eindeutig bestimmtes Ele-
ment f(p) € Ms mit F(p, f(p)) =0 zuordnen, d.h. man hat dann eine eindeutig
bestimmte Abbildung f: M} - Ms. Wir sagen dann auch: F' definiert implizit
die Abbildung f: My — M.
f ist also charakterisiert durch Fl({O}) = Graph(f).
Beispiel.

1.) Die Abbildung F := 2z + 3y — I: R x R - R definiert offenbar implizit
die Funktion f := %: R — R. In diesem Fall 1at sich die Gleichung
f(z, f(z)) =0 also sehr einfach nach f(z) auflésen, und man erhélt eine
explizite Formel fir f(x).

2.) Wir betrachten F := 22 +y+y?+1y> R xR - R und behaupten, dak F
implizit eine Funktion f: R — R definiert.
| Beweis hiervon: Fiir jedes feste p € R besitzt die Gleichung

F(p,q)=p* +q+q°+¢° =0
genau eine Losung q € R.
Denn ¢g: R — R, definiert durch g(t) := F(p,t) = p? +t +t> + 3, ist wegen
g'(t) = 1+2t+3t2 = (1 +t2) + 2t > 0 streng monoton wachsend mit
limy, 100 g(t) = £00, also ist g: R - R bijektiv. |
Fiir die durch F' implizit definierte Funktion f: R - R gilt also

F(, f(2)) ="+ f(2) + f(2)" + f ()" =0,
aber die letzte Gleichung 1aft sich nicht ohne weiteres zu einer expliziten
Formel der Gestalt f(z) = o auflosen.
nur abhéngig von x
Aus diesem Grunde weifs man a priori auch nicht, ob diese Funktion ste-
tig, differenzierbar oder stetig differenzierbar ist. Wir werden spéter aus

dem Satz iiber implizit definierte Abbildungen folgern, daf f aus diesem
Beispiel sogar eine unendlich-oft differenzierbare Funktion ist.

Hauptsatz 10.47 (Satz tiber implizit definierte Abbildungen).
Vor.: Seien neben W auch Vi,Vs endlich-dimensionale R-Vektorriume sowie

M c Vi x Vs, po € Vi,q0 € Vo und (po,qo) € M. Ferner sei F: M — W stetig
differenzierbar in (po,qo) mit F(po,qo) = 0.
Wir setzen fiir alle (p,q) € M derart, daff F' in (p,q) differenzierbar ist
IF(p,q)=dp (F(....q)) € L(V1, W),
F(p,q) =dq (F(p,...)) e L(V2, W)

und fordern, daf$ gilt 02 F (po,qo) € Iso(Va, W), d.h. auch dimg V5 = dimg W.
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Beh.: Es existieren Uy € U(po, V1) und Us € U%(qo, Vo) mit Uy x Uy ¢ M sowie
den folgenden Eigenschaften:

(i) Flu,xvy: Ur x Uy = W ist differenzierbar und definiert implizit eine Abbil-
dung f: Uy - Us,

(ii) f: Uy —» Uy ist differenzierbar und es gilt
Vpern dof = =(02F (0, £ (1)) 0 O1F (b, f (1)), (330)

Zusatz. Dariiber hinaus gilt fir jedes k € N,

F k-mal stetig differenzierbar

k-mal differenzierbar
k-mal differenzierbar in (po,qo)

k-mal stetig differenzierbar
k-mal differenzierbar in pg

k-mal differenzierbar
= f

Beweisskizze. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei M offen in V; x V3
und F differenzierbar auf ganz M. Wende dann den Umkehrsatz an auf die
Abbildung

he M —VixW, (p,q) — (p, F(p,q))-

cVixVa

Dann folgt die Existenz von U, € U(po, V1) und Uy € U%(qo, V2) derart, daf
g, v, Ur x Uz = k(U x Uz) die Behauptung des Umkehrsatzes erfiillt (dort

f=hund U =0, xUy).
Seien

b e LV, Vix W) mit Ve, t1(p) := (p,0)
und
mp e L(VIxVa,Vo)  mit Y, oevixws T2(05q) =4
die kanonischen Abbildungen sowie
Ur =11 (h(T1 x Ua)) € U%(po, V1)

Setze dann
fi=mo0 (h|z’jle2)_1 ou1: Uy — Us.

Dann gilt fiir jedes (p,q) € Uy x Uz

F(p,q)=0 <= h(p,q) = (p,0) e (T x Uy)
= (p.q) = (Mg, x0,) " 2 (p,q) = (Mg, 0,) " (0, 0)
g ( » M2 0 hlUlXU2) l(p’o))
— q—f( ),

also definiert F|y,«xu, implizit die Abbildung f: Uy - Us.
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Zu (330): Es gilt
V(p,q)eMV(vhvg) d(p,q)F(vth) = a1‘Z71(177Q)(rl}1) + aZF(p7Q)(v2)7
denn d(p’q)F(’Ul,’Ug) = d(p,q)F(vl,O) + d(p7q)F(O,U2) und

F(p+tvi,q) - F(p,q)

d(:n,q)F(UlaO) = lim =dp (F(...,q)) =01F (p,q)(v1),

t—0 t
d(pvq)F(()W?) = ...=0F(p,q)(v2).
Daher folgt aus Vv, F (p, f(p)), d.h. 0 = Fo f, daR fiir alle p € U; und
5,_/
=f(p)
vy € V1 gilt

0 = (djp)F) o (dgp o) (1) = dgp ppyy F (01, dpf (1))
OLF (p, f(p))(v1) + 0o F(p, f(p)) o dpf (v1).
Dies ergibt (330). O

Bemerkung. Sind m,n € N, so besagt im Falle V; = R™, Vo = W = R" und
F=(F,...,F,): M - R" die Voraussetzung

02 F (po, qo) € Iso(Va, W)

des Satzes {iber implizit definierte Abbildungen genau

OF 0F;
axm+1 o axm+n
det : : 0
OF,, oF,
axm+1 o axm+n (p0,90)
und (330) genau
oh  oh
oxy Oz,
vaUl
0f 0k
Z?xl c%cm p
OF, OF, T (oR OF,
0T 41 o OTp4n Oz o Oz,
) oF,  OF, oF, OF,
01 OLmin /(.1 (p)) 9y Ozm M (p,1(p))

Im Falle m =n =1 ist ersteres gleichbedeutend mit

F:vg (p07QO) #0

und letzteres mit F,, (p, f(p))
/ - Lt B, J\P))
peu, f'(p) = o (0, ()

wobei F:= F;: M - R und M c R2.
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Satz 10.48.
Vor.: Seien neben W auch V1, Vo endlich-dimensionale R-Vektorrdume, Uy bzw.
Uy eine offene Teilmenge von Vi bzw. Vo und sei F: Uy x Uy > W eine k-mal
stetig differenzierbar Abbildung, wobei k € N, U {oo}.

Ferner definiere F' implizit eine Abbildung f: Uy — Us, und es gelte

VpeU1 82F(p7 f(p)) € ISO(V2> W)

Insbesondere gilt dann dimg Vo = dimg W.
Beh.: f: Uy —» Us ist k-mal stetig differenzierbar und

Ve, dpf = =(82F (p, f(p))) ™ 001 F(p, f(p))- (331)

Beweis. Fiir jedes feste p € Uy erfiillen F' und (p, f(p)) alle Voraussetzun-
gen des Satzes iiber implizit definierte Abbildungen (dort (po,qo) = (p, f(p))).
Aus diesem (einschlieklich Zusatz) folgt daher, daf f lokal eine k-mal stetig
differenzierbare Abbildung ist und daf (331) gilt. O

Beispiel. F := 22+y+y%+13% R? - R? definiert implizit eine Funktion f: R - R,
vgl. 10.46 Beispiel 2.). Wegen F, = 1 +2y +3y? = (1 +y)? + 2y > 0 sind alle
Voraussetzungen des letzten Satzes 10.48 erfiillt (mit k& = oo), und es folgt, dafs
f unendlich-mal differenzierbar ist.

Definition 10.49 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen). Seien M ein

topologischer Raum, pg € M, f: M — R eine Funktion und ¢g: M — W eine

Abbildung. Wir definieren:

strenges lokales Maximum
lokales Mazimum
lokales Minimum

strenges lokales Minimum

f besitzt in pg ein unter der Nebenbedingung

g=0
strenges lokales Maximum
lokales Maximum
lokales Minimum
strenges lokales Minimum
f besitzt in po ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 genau
dann, wenn f |§1 (0} in po ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum besitzt.

1= pp € g {0} und 15110y besitzt in po ein

Hauptsatz 10.50 (Notwendige Bedingungen fiir Extrema unter Nebenbedin-
gungen).

Vor.: Seien M cV, py € M und f: M - R in pg differenzierbar sowie g: M - W
stetig differenzierbar in po mit g(po) = 0. Ferner sei dy,g € L(V, W) surjektiv,
also gilt insbesondere dimg V' > dimg W.

Beh.: Wenn f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 besitzt, so
ezistiert genau ein A € W* = L(W,R) mit

dpof =Aodpyg. (332)
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. L . lokales Maximum
Beweis. f besitze in pg ein lokales Jokales Minimum unter der Neben-
bedingung g = 0. Dann existiert eine Umgebung U von pg in V mit U ¢ M

und

Yy (g(p> 0— f<p>{ }f(po))- (333)

Offenbar existiert ein R-Untervektorraum V5 von V' mit

vV N

Vi@ Va =V, wobei Vi = Kern d,,g.% (334)
Nach Voraussetzung gilt d,,g(V') = W, also folgt
dpoglv, € Iso(Va, W). (335)
Wegen (334) ist
e Vix Vo —V, (v1,02) —>v1 + 02

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, und wir definieren M c Vi x Vs, ag € V1 und
bo € Vo durch .
M:=9" (M), (ao,bo):=¢ " (po),

also (M) = M, ¢(ao,bo) = ao + bo = po, und
f::fo<p:]\7—>R, §:=90@:M—>W

Aus den Voraussetzungen an f und g sowie 10.26 folgt nun

f ist differenzierbar in (ag, bo),
g ist stetig differenzierbar in (ag,by) und (336)
g(ao, by) = 0.

Ferner gilt fiir ¢ € {1,2}
9ig(ao,bo) = dpyglv; € L(Vi, W) (337)

| Zu (337): Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall ¢ = 2, den Fall ¢ = 1 zeigt
man analog.
Fiir alle vy € V5 gilt

2g(ao,bo)(v2) = dp, (G(ao,--.)) (v2)
mg(ao7bo+tvz)—§(ao,bo)

= 1
t—0 t
=(ao,bo)
. +tvg) —
_ 11_{%9( bo . 2) g(pO) :dpog(UZ)- ]

82Die direkte Summme Vi @ Va = V bedeutet per definitionem, da zu jedem v € V eindeutig
bestimmte v; € V73 und v2 € Vo mit v = v1 + v2 existieren.
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Nach (337) und (335) gilt
82§(a07 bO) € ISO(VQa W)7

also sind fiir M, (ag,bg) und § (anstelle von M, (po,qo) und F) nach (335) alle
Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Abbildungen 10.47 erfiillt.
Somit folgt

EIU1€Z/{°((10,V1)EIUQGZ/P(I)Q,VQ)EIhEU2Ul
Uy xUsc @ (M) =M, hist differenzierbar, h(ag) = bo,
Vaer, §(a;h(a)) =0 und dgyh = — (823(ao, b)) ™" o 81G(ag, by) . (338)

N e’ N——
= h 337
g(a+h(a)) CEDq,, glv, =0

Wir folgern aus (333)

}f(ao, bo)) S (339)

[ Zu (339): Aus (a,b) € Uy x Ua, gop(a,b) = g(a,b) =0 folgt p:=p(a,b) eU
und g(p) =0, also nach (333)

[\VARVAN

Y (a,b)els xUs (?](6% b) =0 == f(a,b) {

J wh =10

=fog0
Wir definieren die Funktion F: M — R durch

F(a) = f(a,h(a)) = f(a+h(a)),
also F' = f o (idy, +h). Nach (338) und (336) ist F' in ag differenzierbar und
}. Daher folgt

}f<po>>f<ao,bo>. ]

IV IN

Maximum

besitzt wegen (338) und (339) in ag ein globales { Minimum

aus 10.42 Hauptsatz 1

vvleVl 0= daoF(Ul) =d ao+h(ao) f(Ul + daoh(vl)) = dpof(vl)' (34())
— SN——
(338) (338)
=""ag+bo=po =0

Wegen (335) ist
A= (dpofle) °© (dpog|V2)_1 eW”

wohldefiniert, und es gilt trivialerweise dp, fly, = A o (dp,g) |v,, wihrend nach

(340)

(334)
dp0f|V1 =0 =" Ao (dpog) |V17

G20y il

also wegen V1 @ Vs
dpo f = Ao dy,g.

Damit ist die Existenz von A wie in der Behauptung bewiesen, und die

Eindeutigkeit von A € W* mit dp, f = Aod,,g ist wegen dp,g(V) G35 W Kar. O
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Bemerkung. Sind m,n € N, mit m > n, so besagt im Falle V' =R™ W =R"

und g =(g1,...,9n): M - R"™ die Voraussetzung
dpyg € L(V, W) surjektiv
genau
(gji (o) - %(po)
Rang D agni =n,
o () 5 (70)
299;( SRR
also genau, daf e : R-linear unabhéngig im R™ sind.
%(po) ) gj" (po)

Ox

m m
Des weiteren bedeutet dann (332) genau, daf eindeutig bestimmte reelle

Zahlen \q,..., A, mit

of dg;

D1 (o) Z": . (o)
: =) N\ :
Sy TS o)
oz, Po oz, Po

existieren, denn der Hauptsatz besagt, daf A = (A1,...,\,) € R = L(R™ R)

mit

agl 891

Do) o 2 ()
of of 961 Lo
(i 2 )= |
0y 0T, P 5

g"< 0) o 2 ()

0z 0T,

existieren.

Beispiel. Zu gegebenen m € Ny und ay,...,a, € R, betrachten wir folgende

Aufgabe:
Unter allen achsenparallelen Quadern im R™, die dem Ellipsoid

mog?
E:={(x1,...,xmy) e R™| 2—2—1=0}

einbeschrieben sind, ist der Quader grofiten Rauminhaltes gesucht.
Zeige, dafl genau eine Lisung des Problemes existiert und bestimme die Kan-

tenldngen des Quaders.
Wir definieren

fiR™ —R durch f(z1,...,2m):
g R™ — R durch g(xl,...,xm):Zx—ZQ—l.
~ a;
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Die Losung der Aufgabe besteht offensichtlich darin, das Maximum von f
auf (R;)™ unter der Nebenbedingung ¢ = 0 zu suchen.

Das Ellipsoid E = g'({0}) ist offenbar eine beschrinkte und abgeschlossene
Teilmenge von R™, also kompakt. Daher nimmt f|g als stetige Funktion auf F

an einer Stelle (t1,...,t;) € E ihren maximalen Wert an. Ohne Einschriankung
kénnen wir annehmen, dafl £; > 0,...,¢,, >0 gilt. Dies liefert
242
a1?
diy,tmyg =1 ¢ %0,
2tm

somit folgt aus dem Hauptsatz (bzw. der zugehorigen Bemerkung) die Existenz
einer Zahl X\ € R mit

d(t1,...,tm)f = >\d(t1,...7tm)g-

tortm, ;1_12

_gm t1t3tm =2 :
B : tm_
2

t1- b1 am

Hieraus ergibt sich zunéchst A # 0 und sodann

vt ()

ai am
also wegen Z Pl 1
=1 Y2
ZL/12 ZL/mz ai am

— =...=—— und (tl’“"tm)z(ﬁ’“"ﬁ)'

Damit haben wir gezelgt daf der gesuchte Quader elndeutlg bestimmt ist,

die halben Kantenldngen —— also den Rauminhalt —-¢aq++-a,, hat.

\/_ \/_ vm
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11 Lange und Riemannsche Integration von Wegen in
endlich-dimensionalen Raumen

Wir haben im vorangegangenen Kapitel bereits den Begrift des Weges einge-
fithrt, vgl 10.6. Wir fithren nun zunichst flir eine gewisse Klasse von Wegen
einen offensichtlich erscheinenden Begriff der Weglinge ein und leiten fiir sog.
stiickweise stetig differenzierbare Wege (s.u.) eine einfache Berechnung fiir deren
Lange her.

Generalvoraussetzung. Seien in diesem Kapitel stets a,b € R mit a < b. Dann
ist also [a,b] insbesondere ein kompaktes Intervall von R.

Weglinge

Definition 11.1 (Rektifizierbarkeit und Lange von Wegen). Seien V ein
endlich-dimensionaler normierter Vektorraum und ¢ [a,b] = V ein Weg in V.

(i) Fiir jede Zerlegung 3:a=ap<aj <...<ag=0b von [a,b] definieren wir

k
= % lleta;) = e(aj-1) | € [0, ool

Dann ist also L(c,3) die Lange des dem Weg eibeschriebenen Streckenzu-
ges durch die Punkte c¢(a) = c¢(ag),...,c(ax) = c(b).

Fiir zwei Zerlegungen 3,3 von [a,b] gilt dann offenbar wegen der Drei-
ecksungleichung

3 Verfeinerung von 3 = L(c, 3) > L(c, 3).

(ii) ¢ [a,b] -V heilst rektifizierbar genau dann, wenn
{L(c,3)|3 Zerlegung von [a,b]} cR
nach oben beschrinkt ist. In diesem Fall heiftt
L(c) |:==sup{L(c,3)|3 Zerlegung von [a,b]}
die Ldnge von c.

Bemerkung. Da je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum dquivalent sind, héngt die Rektifizierbarkeit oder Nicht-Rektifi-
zierbarkeit von ¢ nur von dem V zugrunde liegenden Vektorraum ab und
nicht von der speziellen Wahl der Norm auf V.

Im Falle der Rektifizierbarkeit von ¢ hingt die Linge von ¢ aber natiirlich
von der speziellen Wahl der Norm auf V' ab.

Beispiel. Wir betrachten auf R? die kanonische euklidischen Norm ||... |2
und definieren ¢: [0,1] - R? durch

(0,0), falls t =0,

c(t) :=(c1(t),ca(t)) = {(t,t cos(%)) ,  falls t €]0,1].
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c ist stetig aber nicht rektifizierbar.

| Die Stetigkeitsaussage ist klar. Die Nicht-Rektifizierbarkeit sieht man
folgendermafien ein:

Fiir jedes k € N, bezeichne 3 die Zerlegung 0 < ﬁ <...< % < % <1 von
[0,1]. Dann gilt
k
1 1
L(C73k) 2 C( A )_C(—,)
J; J+1 J /g
RN BB Y B GO0 LA G2 V2N D B 1
Z|C2(j+1) C2(j)|‘| j+1 i A
k
> Y1 e |
j=1J

Definition 11.2 (Stiickweise stetig differenzierbare Wege). Seien V' ein nor-
mierter Vektorraum endlicher Dimension und ¢: [a,b] = V ein Weg in V.

c heillt stickweise stetig differenzierbar genau dann, wenn eine Zerlegung
a=ag<ap<..<ag=Dbvon [a,b] mit c|,_ 4 stetig differenzierbar fiir alle
ie{l,...,k} ex1stlert Dies bedeutet, dab c|f4, | 4,1 fiir alle i € {1,...,k} zu
einem stetlg differenzierbaren Weg J; =V erweitert Werden kann, wobei J; ein
offenes Intervall von R mit J; o [a;,a;41] ist — ¢ braucht aber nicht stetig zu
sein.

Hauptsatz 11.3.
Vor.: Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Ferner sei

¢ [a,b] =V ein stickweise stetig differenzierbarer Weg in V.
Bebh.:

(i) c ist rektifizierbar und L(c f ' (¢)||dt, d.h. die Weglange ist das Zeit-
integral tber die Geschwmdzgkezt von ¢®3

Hierbei sei f I (¢)| dt := K, (Zil <" ()| dt, wobei clfa, , 4,1 stetig diffe-
renzierbar fir alle i € {1,... ,k}.

(ii) Ist 3, eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b], vgl. 8.12, so
gilt
I L(e,3,) = L(o)

Beweis. Wir beweisen den Hauptsatz nur im Falle, daf c auf ganz [a, b] stetig
differenzierbar ist. Den allgemeinen Fall fiihrt man dann leicht auf den speziellen
zuriick, indem man den bereits bewiesenen Teil auf jedes stetig differenzierbare
Teilstiick des Weges anwendet.

Wir zeigen zunéchst

V3 Zerlegung von [a,b] / I'(#) ]| dz. (341)

8TFiir ¢ [a,b] - V wie im Hauptsatz heift ||c'(¢)| die Geschwindigkeit von c zur Zeit t,
wobei t € [a,b].
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[ Zu (341): Sei 3: a =ag < aj <...<ag =b eine beliebige Zerlegung von [a,b].
Wegen

k
L(c,3) = 2_:1 le(ay) = e(aj-1)l

b k aj ,
Jo1etene=3 [ 1e e

geniigt es zum Nachweis von (341) zu zeigen, daf gilt

und

Vg le(a) = clag)l < [ 1 ®)]at

aj-1

Zum Beweis hiervon sei j € {1,...,k}. Wir kénnen ohne Einschréinkung
annehmen, daf c(a;) # ¢(aj-1), denn sonst ist die Aussage trivial. Es folgt

L.

lea;) = e(a;-1) [( ”C ) - ctds1

)
a] 1)
aj / ) (aJ 1
/ <c S ”>dt< ||c( )| dt.
Cs)
< @) -1

Damit ist (341) gezeigt. |
Wir zeigen als néachstes

b
Veer, d5er, V3 Zerlegung von [a,b] (d(S) <)== /; ' (¢) | dt < L(c, 3) +5) :
(342)
| Zum Beweis hiervon seien n := dimg V und vy, ..., v, eine Orthonormalbasis
von V. Fiir jedes i € {1,...,n} sei ¢;: [a,b] - R definiert durch

vte[a,b] ci(t) = (c(t),vi).

Mit ¢ ist dann auch jedes ¢; stetig differenzierbar, und es gilt

™M=

n
Vie[a,b] = > ¢i(t)v; und () =

i=1 7

Cg(t) V;.
1

Sei € € R;. Die stetigen Funktionen ¢ [a,b] - R sind nach 5.20 auch gleich-
méfkig stetig, also existiert zu ;= € R, jeweils ein J; € R, mit

Vosetasr (=51 <6 = () = ()] < ).
o b-a

Dann gilt mit § := min{dy,...,d,} € R,

Vosetosy (1t =51 <6 = Viegm KO ~ @] < 5=, (343)
b-a
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Sei nun 3:a =ag < aj < ...<ag = b eine beliebige Zerlegung von [a,b] mit

d(3) <6, d.h. mit
Vje{l,...,k:} a; —aj-1 < 4. (344)

Dann folgt fiir alle j € {1,...,k} und t € [a;_1,a,]

e oy - || L= Aei)
aj; —aj-1
9.35 ) - i
S O
aj —Qj-1
S ol
i=1 a; —aj-1
. y
10 ,(gm) mit fl] [aj—laaj]
9.35,|lvi[l=1 &
< Yo lei(t) = ci(&ip)l
i=1
343 n 344
( < ) Z b€ s da t,fij € [aj_l,aj] und |t—fij| Saj —Qaj-1 ( < ) (5
i=10—a
also

LTIl - 1(e.3)

k
> [T Ie@ldr- fetay) - ()
[ lete) el

[y

aj-1 aj —Qj-1

S Je(a;) - e(aj-1)]
- Y[ ew- FEEEEE Y

j: CLj_l aj—aj_l

c(a;) - elaj-1)

aj —aj-1
k:
9

womit (342) bewiesen ist. |
u (ii): Sei € € R,. Wéhle hierzu § € R, geméf (342). Nach Voraussetzung
von (ii) existiert vy € Ny mit

Voen, (v 219 = d(3,) <90).

Dann folgt fiir jedes v € Ny mit v > vy
(341)
30 [Mle@iar? 1es) ve,
und hieraus ergibt sich (ii).
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u (i): Aus (341) folgt sofort, dafs c rektifizierbar ist sowie

9 [ Iewlar

Angenommen es gilt L(c f |'(t)]| dt. Dann existiert eine Zahl € € R, mit

) +e< f I/ (¢)] at. (345)

Wihle zu € zunéchst ein 6 € Ry geméf (342) und sodann eine Zerlegung 3
von [a,b] mit d(3) < ¢. Dann folgt

Def. von L(c) (3 5) 42)
Le3) < SN

Widerspruch! Damit ist auch (i) bewiesen. O
Beispiel. Wir betrachten den Weg ¢: [0,27] — R? im euklidischen R?, der durch

Vie[0,2r] ¢(t) = (cos(t),sin(t))

t)||dt —e < L(c,3),

gegeben ist.
Man rechnet miihelos nach, daf L(c) = 27 gilt.

Riemannsche Integration von Wegen

Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir Wege, die in endlich-dimensionalen
R-Vektorraumen verlaufen, Riemannsch integrieren.

Definition 11.4 (Riemann-Integrierbarkeit). Seien V ein endlich-dimesnionaler
R-Vektorraum und ¢ [a,b] - V ein Weg in V.
¢ heilt Riemann-integrierbar iber [a,b] genau dann, wenn gilt

Vievs Loc: [a,b] — R ist beschrénkt und Riemann-integrierbar geméf 8.6.

b
Ist dies der Fall, so existiert genau ein / c(t)dt|e V, das sog. Riemann-
a

Integral von c dber [a,b], mit

Vie Z(Lbc(t) dt) - Lb(z o ¢)(t) dt. (346)

| Denn die Funktion
b
AV SR, [ / (1oc)(t)dt,

ist offenbar R-linear, also gilt A € (V*)*. Nach linearer Algebra ist

o (72 )

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, also existiert genau ein v = [, ab c(t)dt e V wie
n (346). |

Warnung. Die Bezeichnung Wegintegral lings eines Weges c hat eine andere
Bedeutung also Integral von c. Wir werden jenes in dieser Vorlesung allerdings
auch nicht diskutieren.
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Bemerkung. Im Spezialfall V =R" ¢ = (cy,...,¢,) ist (346) dquivalent zu

[abc(t)dt=([abcl(t)dt,...,[abcn(t)dt). (347)

[ Die Richtung (346) = (347) ist trivial, und (347) = (346) folgt daraus,
dak die zur Basis {ej,...,e,} von R™ duale Basis von (R")* {z1,...,2,} ist. |

Beispiel 11.5. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, v € V' und
¢ [a,b] = V der konstante Weg vom Wert v. Dann ist ¢ Riemann-integrierbar,
und es gilt

b
L c(t)dt = (b-a)v.

Beweis. Fiir jedes | € V* ist loc: [a,b] — R konstant, also nach 8.8 Riemann-
integrierbar. Ferner gilt

Z(Lbc(t)dt) (316) f(zoc)(t)dt%g(b-a)zw)

N——
=l(v)
llinear
= 1((b-a)v),
daher folgt die Behauptung. O

Satz 11.6. Jeder stetige Weg c: [a,b] = V in einem endlich-dimensionalen R-
Vektorraum V ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Jede lineare Abbildung I: V' — R ist stetig, also auch lo¢c: [a,b] - R.
Der Satz folgt nun aus Satz 8.10. O

Definition 11.7 (Riemannsche Summen). Es seien ¢ [a,b] - V ein Weg in
einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V,

3ta=ap<...<a=>b eine Zerlegung von [a,b]

und Z = {&1, ..., &k} ein Zwischenpunktsystem von 3, vgl. 8.13 (i).
Wir definieren die Riemannsche Summe von ¢ bzgl. 3 und = als

k
e 3.5) o S )ele) €

Satz 11.8. Es seien c: [a,b] — V ein Riemann-integrierbarer Weg in einem
endlich-dimensionalen R-Vektorraum V', (3,),y €ine ausgezeichnete Folge von
Zerleqgungen von [a,b] (vgl. 8.12) und Z, fir jedes v € N ein Zwischenpunktsy-
stem von 3,. Dann gilt

V—>00

b
/ c(t)dt = lim R(c, 30, 5).

Beweis. Fiir jedes [ € V* gilt

l(fabc(ﬁdf) = fab(l°c>(t>dt8'=“ lim %(lo¢,3,,5,)

V—>00

11.77l=11near lim 1 (9{(0731/7 Ey)) :
V—>00

und dies ist gleichbedeutend mit der Behauptung des Satzes. O
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Hauptsatz 11.9 (Die R-Linearitdt des Riemann-Integrales). Es seien V ein
endlich-dimensionaler R-Vektorraum, c1,co: [a,b] =V zwei Riemann-integrier-
bare Wege in V' und A1, A2 € R. Dann ist der Weg

Arcr + Agcot [a,b] — V, t—> Aicr(t) + Aaca(t)

Riemann-integrierbar, und es gilt
b

Lb()\lcl +)\262)(t) dt=)\1 Lbcl(t) dt+A2L Cg(t) dt.

Beweis. Fiir alle [ € V* sind [ o ¢1,1 o ¢o: [a,b] — R nach Voraussetzung
Riemann-integrierbar, also nach 8.17 auch Aj(l o c1) + A2(l 0 ¢2): [a,b] = R.
Hieraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von Ajcq + Aaco: [a,b] = V| denn die
Linearitét von [ liefert A\j(locy) + Aa(locg) =10 (Aeg + Aaca).

Des weiteren gilt fiir jedes [ e V*

(346)

Z(Lb()\lcl + Aoca) () dt) Lb M(loer) +Xa(loc)) (£) dt
8.17

= AlLb(locl)(t)dtJr)\g Lb(lo@)(t)dt

(346) All(/;bcl(t)dt) +/\2l(jlb62(t)dt)

[ linear b b
n l()\lj cl(t)dt+)\2[ cz(t)dt),

und hieraus folgt der Hauptsatz. O

Satz 11.10. Es seien V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum
und c: [a,b] =V ein stetiger Weg in V', also ist auch |c|: [a,b] = R stetig und
somat Riemann-integrierbar.
b
< [le)] at

Dann gilt
b
‘ [ ety

Beweis. Seien (3,),y €ine Folge ausgezeichneter Zerlegungen von [a,b] und
=, fir jedes v € N ein Zwischenpunktsystem von 3,. Dann folgt

b
A c(t)dtH L8 i |R(c, 3,,5,)|

S——

R el 30.2.)
8.14 b
< [l ar.
a
Damit ist der Satz gezeigt. O

Definition 11.11. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, J ein In-
tervall von R, ¢: J = V ein Weg in V sowie a,b € J mit b < a. Wir definieren

E’c(t)dt ::—ﬁc(t)dt und ﬁc(t)dt =0,
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Hauptsatz 11.12 (der Differential- und Integralrechnung).
Vor.: Seien V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, J > [a,b] ein Intervall
von R sowie ¢: J -V ein stetiger Weg in V.
Beh.:
(i) (Leistung der Intergralrechnung fir die Differentialrechnung)

Ist a € J, so existiert genau eine stetig differenzierbare Abbildung C: J - R
mit C' = c und C(a) =0, namlich

Vies C(1) = [ "e(r) dr.

(ii) (Leistung der Differentialrechnung fir die Integralrechnung)
Ist c|fqp1: [a,0] = R sogar stetig differenzierbar, so folgt

[ yar =[] = [Les]= e(v) -~ eta).

Beweis. Zu (i): Seien t € J und (t,)ney eine beliebige Folge aus J \ {t} mit
limy, o0 ty, = t. Dann folgt fiir alle [ e V*

(C () - 1(C(1)) Def. z(f” c(T)dT) -z(Ec(T)dT)
11.11,(346).8.22(7) [tn(loc)(T) dT—[t(lOC)(T) dr,

also

t—t Tt

Z(Z(C(t”))_l(c(t))) ! (ﬁtn(loc)(T)dT—ﬁt(loc)(T)dT)7

und nach 8.29 (i) konvergiert die r. S. fiir n — oo gegen (loc)(t) = 1(c(t)). Hieraus
folgt, dals C' differenzierbar ist und die stetige Abbildung c als Ableitung besitzt.
Zum Nachweis von (i) bleibt zu zeigen, dak C' mit C’ = ¢ und C(a) = 0
eindeutig ist, und dies folgt leicht aus Satz 10.11.
Zu (ii): ¢’ ist nach Voraussetzung stetig, also nach 11.6 Riemann-integrier-
bar. Des weiteren gilt fiir jedes [ € V* und t € [a, b]

(Lo ) (t) = dggyl o die(1) "™ Lo dye(1) = Lo & (1), (348)
also fiir alle [ e V*
b, (346) L (348) b /
z(j c(t)dt) A /a(loc)(t)dt 4 /a(zoc) (1) dt
YO (o e)(b) - (Lo e)(a) " U(e(b) - e(a)).

Hieraus folgt (ii). O
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12 Riemannsche Integration im R”

Analog zur eindimensionalen Theorie ist mehrdimensionale Integrationstheo-
rie dadurch motiviert, dafs man zu einer gegebenen nicht-negativen Funktion
f: M - R aus R" (n € Ny) nach R das (n + 1)-dimensionale Volumen der Or-
dinatenmenge {(p,t) € M xR|0 <t < f(p)} von f bestimmen méochte. Wir
verallgemeinern hier den Ansatz des in Kapitel 8 diskutierten Riemannnschen
Integrales und bemerken an dieser Stelle nur, daf man auch das sog. Regelinte-
gral oder die Lebesquesche® Integrationstheorie studieren kann.

Fiir ,schone* (z.B. stetige) Funktionen unterscheiden sich die drei Integrale
nicht, und auch der Aufbau der Integrationstheorien verlduft gleich: Zunéchst
definiert man das Integral fiir Treppenfunktionen® auf die offensichtliche Weise
und erweitert dann den Integralbegriff auf Funktionen, die sich durch Treppen-
funktionen approximieren lassen, indem man das Integral dann als Grenzwert
der approximierenden Treppenfunktionen definiert.

Die o.g. Integrale unterscheiden sich im Hinblick auf den Begriff der Ap-
proximation. Beim Regelintegral wird im Sinne gleichméfiger Konvergenz ap-
proximiert, beim Lebesgueschen betrachtet man Grenzwerte monotoner Folgen
von Treppenfunktionen und in der Riemannschen Theorie werden Funktionen
untersucht, deren Werte zwischen zwei Treppenfunktionen mit beliebig kleiner
Integraldifferenz liegen.

Die Menge der integrierbaren Funktionen nach Riemann ist dann grofier
als diejenige, die das Regelintegral zur Verfiigung stellt. Lebesgue-integrierbare
Funktionen wiederum sind stets Riemann-integrierbar.

Generalvoraussetzung. In diesem Kapitel sei stets n € N,.
Definition 12.1.
(i) Eine Teilmenge @ von R™ heifst ein kompakter Quader genau dann, wenn

gilt
Q=J1x...xJy,

wobei J; = [a;,b;] fir ¢ € {1,...,n} mit a;,b; € R und a; < b;.

(i) Ist @Q =[a1,b1] x ... x [apn,b,] € R™ ein kompakter Quader, so heift

[V, (@)]= [0 - )

das n-dimensionale Volumen von @) und

Diam(Q) |:=sup{|lp - q|2|p,q € Q}

der Durchmesser von Q.

84nach Henri Lebesgue (1875-1941)
85Eine Treppenfunktion ist eine Funktion, die auf endlich vielen paarweise disjunkten Qua-
dern konstant und ansonsten Null ist.
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(iii) Sind ke Ny und Q, @1, ..., Qk c R” kompakte Quader, so heifst

3={Q1,...,Qr}

eine Zerlegung von () genau dann, wenn gilt

(o] [e] k
Vije(t, ;) QinQj=@ und L_Jl Qi=Q

Q1,--.,Q heiken Teilquader von 3.

(iv) Sind k e Ny und 3 = {Q1, ..., Qk} eine Zerlegung eines kompakten Quaders
(in R™), so heift

d(3) |:= max{Diam(Q;)|i e {1,...,k}}
die Feinheit der Zerlegung 3.

(v) Sind 3,3 zwei Zerlegungen eines kompakten Quaders (in R™), so heikt
3 eine Verfeinerung von 3 genau dann, wenn jeder Teilquader von 3 in
einem Teilquader von 3 enthalten ist.

In diesem Fall gilt offenbar
d(3) <d(3). (349)

(vi) Seien @ ein kompakter Quader (in R"), k,k € N, und 3 = {Q1,...,Qx}
sowie 3 = (Q1,... ,Qv,;} zwei Zerlegungen von Q. Dann sind die nicht-leeren
Schnitte Q; n Qj, i € {1,...,k},j € {1,...,k}, Quader, und diese bilden
wieder eine Zerlegung von @, die man die Superposition von 3 und 3 nennt

und mit | 3 v 3| notiert.

Offenbar ist 3 vg sowohl eine Verfeinerung von 3 als auch von 5

Lemma 12.2. Es seien k € Ny und 3 = {Q1,...,Qr} eine Zerlegung eines
kompakten Quaders Q c R™. Dann gilt Vol,(Q) = ¥¥., Vol,,(Q;).

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion nach n € N,.
Fir n = 1 ist die Behauptung trivial. Sei daher n € N mit n > 2 und gelte das
Lemma fiir n—1.

Seien aj,b; € R, j € {1,...,n}, sowie aé—,bé— e R, je{l,...,n}, fiir alle
i€ {1,...,k} derart, dah gilt Q@ = X7_[a;,b;] und Q; = X]_[a},b;]. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit gelte a, < b, und Ve nya, < by,. Dann
existieren ko € Nund ¢1, ..., cpr1 € Rmit {a),, b [i e {1,...,k}} ={c1,..., Cros1}
und

Ap =C1 <...<Cky <Clp+1 = bn. (350)

Indem wir @1, . .., Qr jeweils mit den R’f:l X [cﬁ, c,ﬁl],f €{1,...,ko}, schneiden,
erhalten wir aus 3 eine Verfeinerung 3 = {Q1,...,Q;} von 3, d.h. zu jedem
ve{l,... k} existieren i € {1,...,k} und k€ {1,...,ko} mit

240



n-1 .
O, = Qi (B x [nrcun]) = ( X [az,bﬂ) ([ ] 0 [ e ])

n-1 =
(X [a;,bf]) X [Cry Cror1]-

=1

Zu i € {1,...,k} existieren eindeutige ki,i1,...,it, € Ny und Q;y,..., Qi €3
mit

ki __ 2 2
Qi=UQi, sowie Vi Qi nQi =2,
j=1

und nach eventueller Umnumerierung der Qvij, je{l,... ki }, konnen wir Zahlen
’{(il)v cee 7'%(2./%)7 K‘(ik’i'i'l) € {17 cee >k70} mit

afl = Cﬁ(h) <... < Cﬁ(iki) < Cﬁ(iki+1) = bzn (351)
und

- n-1
Vieqr, .}y @i, = (z—><1 [af,bﬂ) x [Ch(i;)s Crlijen)]

wahlen. Es folgt

k; - ki n—1 3 .
> Vol (Qi)) = X\ —aﬁ)) (Cr(ijin) ~ Cr(iy))
j=1 7=1\1l=1
n-1 ) k;
S 00 CR0) N Doy
= j:
1) (S i i
(=) ( (bl_al))'(bn_an)=V017L(Qi)>
=1
also auch
k _ k
ZVOln(QL) = ZVOln(Qz) (352)
=1 i=1
Fiir k€ {1,...,ko} sei nun

n-1
Q= (zX [az,bl]) X [Cr, Crort]
-1

der Teil von @, der ,zwischen* den Hyperebenen R™" ™! x {c,. } und R" ! x {c.41}
liegt. Es existieren dann wieder eindeutig bestimmte kg, x1,...,rk: € Ny und

Grreee sy, €3 mit

o]

k _ _° .
Qx = U an sowie vj,me{l,...,k;} Qﬁj n Qﬁm =, (353)
=1

und wir zeigen nun
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ko

k
Z:IVOIN(@F») = ;V()ln(@vi)a (354)
ko
Vol (Q) = 3. Voln (@), (355)

woraus mit (352) fiir n folgt. _
u (354), (355): Sei w € {1,...,ko}. Da die Q;, j € {1,...,kr}, Elemente

von 3 sind, existieren 05O, €R, LE{1,...,n~1}, mit
. n-1

an = (X [anj,l,bnj,l]) x [ci, vt ],
=1

und wegen (353) gilt

n—-1 n—-1
Vj,me{l,...,k* ( ]alij,h Kj,l [) (X] zm,l7 zm,l[) =,
=1 1
k: (n-1 n-1
U (X ;s Hj,z]) = X [ar, 0],
j=1\lI=1 =1

d.h. {Xl 1@k 050650115 € {1, ,k;}} ist eine Zerlegung von X!';' [a;, b;]. Daher
folgt aus der Induktionsvoraussetzung, daf gilt

n—1 n—1 ki (n-1
[[i-a) = VOln—l(X[alabl]) =V01n—1(U (X[an],z, n],]))
-1

1=1 j=1\ =1
kx n-1 kr n-1
ZVOln 1(>< a’HJJ? HJ, )= H(bH/Jv aH/J?
o =1 j=11=1

also auch

VOIH(QK) = (ﬁ(bl - al)) . (CH+1 - CH)
k

1l
—
——

7
—
—
S
B3
<!
T~
|
S
X
-
T~
~
N————
—

o

=

+

—

|
o
=
~
N————

=1\ i1
K _

= ZVOln(Qz*)
=1

Vol (Q) = (ﬁ(bz - az)) +(bn, —an)

=1

n—1 ko

(350) H (b - al)) : ( (Chs1 = C,.;))

=1 k=1

ko (n-1 ko

= ( (b - Gl)) (Chs1—Cx) = Z Vol,, (Qx)
r=1\1=1 k=1

ist auch (355) gezeigt.
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Definition 12.3 (Ober- und Untersumme). Es seien @) ein kompakter Quader
(in R™), k € N, sowie 3 = {Q1,...,Qx} eine Zerlegung von @ und f: Q — R eine
beschrinkte Funktion. Wir definieren dann die Obersumme von f bzgl. 3 als

k
& (f,3)|:=> M;Vol,(Q;), wobei M;:=sup f(Q;)€R,

1=1

und die Untersumme von f bzgl. 3 als

S(f,3) = zk:m,- Vol,,(Q;), wobei m; :=inf f (Q;) € R.
i=1

(Dak gilt M;,m; € R fiir i € {1,...,k}, folgt aus der Beschranktheit von f.)
Trivialerweise gilt stets

S (£,3)26(f.3).

Lemma 12.4. Seien Q ein kompakter Quader (in R") sowie f: Q — R eine
beschrankte Funktion und 31,32 zwei Zerlegungen von Q.

(i) 32 Verfeinerung von 31
= 6(f732) < 6(f731) A g(fvSl) Sg(f732)7

d.h. beim Ubergang zu einer Verfeinerung wird die Obersumme hochstens
kleiner und die Untersumme hochstens grofier.

(it) S (f,31) <& (f,32),

d.h. jede Untersumme ist untere Schranke fiir alle Obersummen, und jede
Obersumme ist obere Schranke fir alle Untersummen.

Beweis. Zu (i): Seien Q1,...,Qk (mit k € N,) die in 3; enthaltenen kom-
pakten Quader (in R™). Da 39 eine Verfeinerung von 3 ist, existieren dann zu
jedem i e {1,...,k} eindeutig bestimmte k;,i1,...9, € Ny, Qiy,..., Qi € 32,
derart, dak {Q;,, ..., Qi } eine Zerlegung von Q; ist. Lemma 12.2 ergibt

ki

Vieg1,...k} Voln (Qi) =Z 1, (Qs,)- (356)

Des weiteren gilt fiir jedes ¢ € {1,...,k} und jedes j € {i1,...,k;}

M;; == sup f(Qi;) < M; =sup f(Qs), (357)
k; k;
M; Vol,,( 2 M;, Vol (@) “2 SY (M - M, ) Vol (@) 50, (358)
j=1 j=1
c=inf f(Qi;) 2m; =inf f(Q;), (359)
k; ki
m; Vol ( Z Vol (Qi,) P23 (my - mi,) Vol (Qs,) “0,  (360)
: j:l
also auch
k (358) ki —
(f 31) ZMVOIH(QZ) EEMZJVOI (QZJ):G(f732)7
i=1 i=175=1



k;

k
@(fm%l Z m; VOI Z my; VOI QZJ) (fa 32)7

i=1 i=1j5=1

(360)

womit (i) gezeigt ist.
Der Beweis von (ii) kann von dem von Lemma 8.3 (ii) iibernommen werden,
indem man 31 U 39 durch 37 Vv 32 ersetzt. O

Definition 12.5 (Ober- und Unterintegral auf Quadern). Seien @ ein kompak-
ter Quader (in R"™) und f: @ — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren
dann das OQberintegral von f als

ff(wl,...,wn)d(wl,...,xn) = inf{@(f,:’)) | 3 Zerlegung von Q} eR
Q

und das Unterintegral von f als

f F@1se ) d@, o a) 1= sup{€(£.3) |3 Zerlegung von Q) € R.

Beachte, daf {& (f,3) |3 Zerlegung von Q} nach 12.5 (ii) nach unten und
{&(f,3) |3 Zerlegung von @Q} nach oben beschrankt ist.
Es gilt also fiir jede Zerlegung 3 von @

[f(xl,...,xn)d(xl,... W) <G (f,3),
Q
ff(xl,...,xn)d(ml,... )26 (3).
Q

Vollig analog zu Lemma 8.5 folgt:

Lemma 12.6. Seien Q ein kompakter Quader (in R™) und f: Q — R eine
beschrinkte Funktion. Dann gilt

/f 1y xp)d(zg,. .. 2 [f X1y p) d(ze, ..o ).

a

Satz 12.7. Seien Q c R" ein kompakter Quader und f: QQ - R eine beschrinkte
Funktion.
Dann existiert zu jedem ¢ € Ry ein 0 € Ry derart, daff fir alle Zerleqgungen

3 von Q gilt:

d(3) <6 — 0<B(/, C{_ T1yee ) d(1 . 1n) <E
(z1

und f
Q
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Beweisskizze. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, daf Vol, (Q) # 0
gilt, da die Behauptung sonst trivial ist.
Per definitionem existieren Zerlegungen 3; und 32 von ) mit

: (361)

N ™

osaf,sl)-/f(xl,...,xn)d(xl,...,xn) <
Q

0<

f(xl,...,mn)d(wl,...,xn)—@(f,BQ)< . (362)

| ™

O~

Wir bezeichnen mit 3¢ = {Q(l), . ,ng} diejenige Zerlegung von @, die aus
31V 39 entsteht, indem man sémtliche Teilquader, deren Volumen gleich Null
ist, entfernt.

Fiir jedes i € {1,...,ko} sei p; € R, das Minimum der halben Kantenlingen®
von Q9 und wir setzen p := min{p1,..., pr, } € Ry. Zur €]0, p[ sei dann QY (r) der
in QY enthaltene Quader, der denselben Mittelpunkt®” wie QY und Randabstand
T zZu Q? hat®®.

Sei ferner C' := sup f(Q) V¢ R. Wir wihlen § €]0, p[ mit
ko
20> (Volo(@F) - Vol (Q0(9))) < 5 (363)
i=1

und zeigen, daf dieses 0 die Behauptung erfiillt.
Sei 3 ={Q1,...,Q} eine beliebige Zerlegung von @ mit d(3) <. Dann ist
3:= 3V 3 ebenfalls eine Zerlegung von @ mit d(3) < J, und es gilt

|8 (43) - [ @ m) Ao, wa) |+ (8(£,3) -8 (£.3)).

- /f(xl,...,xn)d(xl,...,xn)—@(f,g) +(&8(1.3)-8(£,3)).
Q

Zum Nachweis der Behauptung geniigt es zu zeigen, daft die beiden Sum-
manden auf den rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen jeweils kleiner
als 5 sind.

86Die Kantenlingen eines Quaders X;-;[a.,b.] sind die reellen Zahlen by —az,...,bn — an.

8"Der Mittelpunkt eines Quaders X1 [a.,b,] ist (a1 + bl_%, cesQn + b"%)

%8 Der Randabstand von X7q[a.,b.] zu einem darin enthaltenen Quader Q° betrigt v (mit
r € R, hinreichend klein) genau dann, wenn gilt Q° = X, [a, + 7, b, — r](c X1 [a.,b.]).
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3 ist eine Verfeinerung von 3¢, und diese ist eine Verfeinerung sowohl von
31 als auch von 35. Daher folgt aus Lemma 12.4 (i)

0s€(f,3')—ff(xl,...,mn)d(xl,...,xn)

Q
g@(f,so)—[f(ml,...,xn)d(xl,...,xn)
Q
<E(£.30) [ flnm) A ) (331)2
Q
und
05/f(xl,...,xn)d(xl,...,xn)—@(f,g)
Q
< [ f@r o m)d@n e w) -8 (£.30)
Q
< [ ) ) -6 (£.3) JL
Q

Zu zeigen bleibt daher
0<8(£,3)-8(£3)<5 und 0<&(£.3)-&(£.3) <5

Beweis hiervon: 3 ist Verfeinerung von 3= {Ql, ..., Qr}, also induziert jene
fiir i € {1,...,k} eine Zerlegung 3; = {Q;,, .. Qlkl} von ;. Mit Lemma 12.4
folgt

1l

~
Il
—_

&

1l

~
I
—_
<.
1l
—_

(M; —sup f(Qs,)) Vol (Qs,),  (364)

I

~
Il
—_

0<6&(f,3)-6&(f.3) S (flo.»3i) —mi Vol (Q:)

M=
Mw

(mff(Qz) m;) Vol (Qy;).  (365)

<.
l

—
<.
1l

—

Die Summanden zu i € {1,...,k}, j € {1,...,k;} in (364) und (365) sind
Null, falls Vle{1 ko) @iy N 8@? @.De facto wird daher nur iiber diejenigen ¢, j

mit Jeg1, ko) QZJ maQO # @ summiert, und wegen C = sup f(Q) sind die Zahlen
in (364) und (365) dann (betraglich) kleiner oder gleich

2C Y Vol (@),

wobei die letzte Summe iiber alle 7; mit Jjeq1, ko) @ij ﬂ@Q? # & zu nehmen ist.
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Nun gilt d(3) < 6, also liegen alle Q;; mit ey, ko) @ZJ NnoQY # @ in der
Menge Ufﬁl Q~ QY(0), und diese hat (verwende Lemma 12.2) Volumen kleiner
(oder gleich) Zf’fl Vol,,(Q%) - Vol, (Q?(é)). Daher folgt, dak (364) und (365)

363
kleiner (oder gleich) 2C' fol Vol,, (Q%) - Vol,, (Q?(é)) ( < ) 5 sind. O

Definition 12.8 (Ober- und Unterintegral auf beschrankten Mengen). Es sei
M eine Teilmenge von R™.

(i) Ist f: M - R" eine Funktion, so definieren wir f: R” - R durch

_Jf(p), peM,
(p) =
0, p¢M.
(ii) Sind sogar M # @ eine beschrinkte®® Teilmenge (von R™) und f: M — R

eine beschriankte Funktion, so definieren wir das Ober- bzw. Unterintegral
von f durch

ff(xl,...,xn)d(xl,...,wn) ::ff|Q(x1,...,wn)d(xl,...,wn)E]R
M Q

bz

ff(wl,...,wn)d(wl,...,xn) ::ff|Q(w1,...,xn)d(x1,...,wn)ER,
i Q

M

wobei @ ein beliebiger kompakter Quader (in R™) mit M c @ sei.
| Wir miissen zeigen, daf dies wohldefiniert ist:

Seien Q = {Q c R"|Q kompakter Quader mit M c Q} und Q* := Ngeq Q-
Dann ist Q* offenbar der kleinste kompakte Quader (in R™), der M um-
fabt, d.h. Vgeq M c Q" c Q.

Es geniigt nun zu zeigen, daf fiir jeden kompakten Quader @ mit Q* & @
gilt

ff|Q*(x1,...,xn)d(x1,...,wn):ff|Q(x1,...,wn)d(wl,...,xn),
Q* Q

(366)
[f|Q*(x1,...,xn)d(ac1,...,azn)=/f|Q(x1,...,xn)d(ml,...,xn).
Q* Q

(367)

8Da je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum #quivalent sind, hingt
die Beschrinktheit nicht von der speziellen Wahl der Norm auf R™ ab.
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Beweis hiervon: Da f beschrinkt ist, existiert eine Zahl C' € R, mit
Voo |f () < C. (368)

Sei € € R, beliebig. Wir konstruieren einen Quader )7, indem wir jede
Seite?® von Q*, die keine Seite von Q ist, ,leicht nach auken verschieben®,
so dal gilt

Q"$Q cQ und Vol, (Q7) - Vol, (Q") < 3% (369)

(Dies ist moglich, da fiir j € {1,...,n} die Funktionen

7j-1 n
R — R, t|—>Voln(>([ai,bi]x[aj—t,bj]x X [ai,bi]),

i=1 i=j+1

Jj-1 n
R—>R, tlﬁVOln(X[ai,bi]X[aj,bj +t]>< >< [al,bz])
i=1 i=7+1

stetig sind.)

Jede Zerlegung 3; von Q7 lékt sich (durch ,Verlingerung der Seiten von
QZ“) zu einer Zerlegung 39 von QQ erweitern (d.h. per definitionem 51 c 39)
derart, da gilt S(flgs:,31) = 6(flo,32) und &(flg:.31) = &(flo,32);
beachte, daf die Teilquader von 32, die nicht in 37 liegen, nach Konstruk-
tion von @) keinen Punkt von M enthalten.

Umgekehrt existiert auch zu jeder Zerlegung 32 von @ eine Zerlegung
31 von QF mit &(floz,31) = 6(flg,32) und &(fler,31) = &(fle, 32);
erweitere némlich die Zerlegung {QZ} zu einer Zerlegung 3 von @ und
setze 31 :={Q €3, v3|QnQ*+ ).

Daher gilt

[f|Q*(x1,...,xn)d(x1,...,wn):/f|Q(x1,...,wn)d(wl,...,xn),
Q

Q:
ff|Q*(x1,...,xn)d(x1,...,wn) = [ flo(z1,...,zn) d(z1, ..., 2p),
Q:

d.h. wir haben (366) fiir @ anstelle von @ zu zeigen.

Gemif Satz 12.7 wihlen zu £ ein d; € R, derart, daf fiir jede Zerlegung
3 von @, gilt

d(3)<6 = Oﬁg(f

Q*vs) _Qf f(l'l,...,l'n)d(wl,...,l'n) < %7

0< [ flxy,... zp)d(z,. .. 20) —S(f
Q*

Q*73) <§

(370)

9Unter einer Seite eines n-dimensionalen Quaders Xi1[a;,b;] wollen wir im folgenden die
Teilmengen XJ_; [ai,bi] x {a;} x Xi-;1[ai,bi] bzw. XIZ| [ai,bi] x {b;j} x X;;1[ai,b:], wobei
je{l,...,n}, von 9 X [ai,b;] verstehen.
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und ein 8y € R, derart, daR fiir alle Zerlegungen 3 von Q7 gilt

d(5)<52 = Osg(le;,g)—Qf_f(ml,...,mn)d(ml,...,xn)<§,

0< [ far ) (o) - 6(flon3) <
Qs

wlm

(371)

Sei nun 3* eine beliebige Zerlegung von Q* mit d(3*) < min{dy,ds}. 3*
1aRt sich wie oben beschrieben zu einer Zerlegung 37 von Q7 erweitern,

und wegen (368), (369) gilt
&(f 537 <8(f
s(f :,37) <&(f

Q*’E )
Q*’E )

<&(flo
<&(fle

Q3") +
Q3") +

; (372)

(373)

COI(T)COI(T)
Wlmhwlm

Durch eventuelle Verkleinerung der Teilquader von 37, die mit dem Inne-
ren von Q¥ leeren Schnitt haben, laft sich erreichen, dak d(37) = d(3*)
gilt. Dann folgt aus (370), (371), (372), (373) und der Dreiecksungleichung

[f(xlv"wxn) L1y /f$17 » L (xlw"v'mn) <g,
(22

[f(xl,...,xn) T1,. /f 1y, X)) d(z,. ., x0)| <e.

Da ¢ € R, beliebig, folgen (366) sowie (366) fiir Q)7 anstelle von @, und
hierauf hatten wir den Nachweis der Wohldefiniertheit zuriickgefiihrt. |

Sinnvollerweise setzen wir ferner

ff 1, xp)d(z1,. .., 2 ff X1ye.yp) d(z1,. .., 20) =0.

Aus 12.6 und 12.8 folgt sofort:

Lemma 12.9. Seien M c R" eine beschrinkte Menge und f: M — R eine
beschrinkte Funktion. Dann gilt

ff Tiy--ey & 1'1, y L [f Llyeey L (l’lv"'»xn)-

|

Wie im Eindimensionalen heifst nun eine Funktion Riemann-integrierbar,
wenn in der Gleichung des letzten Lemmas Gleichheit gilt:
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Definition 12.10 (Riemann-Integrierbarkeit). Seien M c R" eine beschrénkte
Menge und f: M — R eine beschriankte Funktion.
f heilst Riemann-integrierbar iber M genau dann, wenn gilt

ff(wl,...,xn)d(xl,...,wn):ff(wl,...,wn)d(wl,...,xn).
i 7
M

Ist f Riemann-integrierbar iiber M, so heiftt die reelle Zahl

ff(ml,...,xn)d(xl,...,xn) = ff(ml,...,mn)d(xl,...,xn)
M M

= ff(ml,...,wn)d(xh---,wn)
M

das Riemann-Integral von f diber M.

Bemerkung. Der hier gegebene Integralbegriff (nach Riemann) stellt auch fiir
n = 1 eine Verallgemeinerung des in der eindimensionalen Analysis behandel-
ten Riemann-Integrales dar, insofern nidmlch, als die Integrationsbereiche keine
Intervalle zu sein brauchen.

Fiir Intervalle verwenden wir im folgenden auch die in Kapitel 8 eingefiihrten
Notationen.

Satz 12.11 (Riemannsches Integrabilitatskriterium).
Vor.: Seien M c R" beschrinkt, f: M — R eine beschrinkte Funktion und
Q > M ein M umfassender kompakter Quader in (R™).

Beh.: f ist Riemann-integrierbar tiber M
<= Zu jedem ¢ € R, existiert eine Zerlegung 3 von Q derart, dafs

& (flo.3) -6 (flo.3) <e.

Beweis analog zum eindimensionalen Fall in 8.7 (beachte 12.8), schreibe aber
31V 39 anstelle von 31 U 3. O

Auch der Beweis des néchsten Satzes verallgemeinert — wie wir nun sehen
werden — unsere frithere Argumentation.

Hauptsatz 12.12. Seien Q ein kompakter Quader (in R™) und f: Q - R stetig.
Dann ist f Riemann-integrierbar Gber Q.

Bemerkung. Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ist beschrénkt.

Beweis. Wir wihlen auf R™ speziell die euklidische Norm ||... |2.
Sei € € Ry. Nach Satz 9.33 ist f gleichmifig stetig, also existiert eine Zahl
6 € Ry mit
€

Vp.4e0 (Ilp—qllz <é=|f(p) - fla)l< Vol,,(Q) )
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Ferner seien k € N, und 3 = {Q1,...,Qx} eine Zerlegung von @ mit d(3) < 4.
Fiir jedes i € {1,...,k} ist Q; kompakt und f|g, stetig, also existieren nach Satz
9.28 Vi, W; € Qz mit
f(vi) =max f(Q;) = M; und f(w;) =min f(Q;) = m;.
Wegen v;, w; € Q; folgt |[v; —w; |2 < Diam(Q;) < d (3) <4, also
€

;) - D < ——. 374
1700~ 1)l < 75 (7Y
Hieraus ergibt sich
o k
& (£,3)-6(£.3) = X (f(vi)—f(wi)) Voln(Q:)
=] S ——
! >0
k
= 2 If(v) = fwi)| Vol (Qi)
i=1
(374)
L (
< Vol ZVO
Aus der Beliebigkeit von € € R, folgt nach 12.11 die Riemann-Integrierbarkeit
von f lber Q. O

Bemerkung. Der letzte Satz ist i.a. falsch, wenn man ) durch eine beliebi-
ge kompakte Teilmenge von R™ ersetzt: Die Smith?!-Volterra®®-Cantor-Menge
Mgy entsteht aus [0, 1] indem man irn ersten Schritt das in der Mitte lie-
gende offene Intervall ]2, 2[ der Linge I entfernt, im zweiten Schritt aus je-
dem verbleibenden Intervall das in der Mitte hegende offene Intervall der Lénge

% = (i)2 entfernt, im k-ten Schritt (k € N,) aus jedem verbliebenen Intervall

das in der Mitte liegende offene Intervall der Linge (%)k entfernt usw. Mgy o ist
eine kompakte Teilmenge von R. (Die Abgeschlossenheit ergibt sich, da Mgy ¢
als Schnitt aller verbleibenden” Intervalle — und die sind abgeschlossen — darge-
stellt werden kann.) Wir werden in 12.38 aber zeigen, dafs die stetige Funktion
Mgyt Msyc = R nicht Riemann-integrierbar iber Mgy ¢ ist.

Der néchste Satz ergibt sich sofort aus Definition 12.8 und Satz 12.7.

Satz 12.13. Seien M c R" eine beschrinkte Menge, f: M — R eine beschrinkte
Funktion und Q ein M umfassender kompakter Quader (in R™).

Dann existiert zu jedem € € Ry ein § € Ry derart, daff fir alle Zerlegungen
3 von Q gilt:

d(5)<(5$(0<6 le, J{ 1‘1, LT )d(wl,...,xn)<5)

wnd [0< [ f(an ) (e, ow) - S(fl.3) <
M

“'nach Henry John Stephen Smith (1826-1883)
“nach Vito Volterra (1860-1940)
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12.14 (ausgezeichnete Folgen von Zerlegungen).
(i) Es sei @ ein kompakter Quader (in R™).

Definiton. Sei (3,),.y eine Folge von Zerlegungen von Q.

(30),en heilt ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von () genau dann,
wenn gilt lim,, oo d(3,) =0

Satz. Ist f: Q — R eine beschrinkte Funktion und (3,),y eine ausge-
zeichnete Folge von Zerlegungen von @, so gilt

/f Z1y..-5T (xlv ) n)=1j1g§°§(f731/)7
ffw17 oy X (xlaawn):ylg{.lo@(fa5l/)
Beweis wie im eindimensionalen Fall, vgl. 8.12. O

(ii) Aus (i) und Definition 12.8 folgt:

Korollar. Sind M eine beschrinkte Teilmenge von R™, f: M — R eine
beschrinkte Funktion und (3,), eine ausgezeichnete Folge von Zerle-
gungen eines M umfassenden kompakten Quaders QQ c R"™, so gilt

/f Lly--,T (1'1, ) n)zylggog(,ﬂ@vau)v
/f Llyeey L (1'1, s n)zl}l{gg(le?SV)

|

Definition 12.15 (Riemannsche Summen). Seien @) ¢ R" ein kompakter Qua-
der und f: Q - R eine beschrinkte Funktion.

(i) Seien ke N, und 3 ={Q1,...,Qx} eine Zerlegung von Q.

Dann heift B = {by,...,by} eine Besetzung von 3 genau dann, wenn
Vie(1,..ky bi € Qi gilt. Im Fall n = 1 haben die Begriffe Besetzung von
3 und Zwischenpunktsystem von 3 dieselbe Bedeutung, vgl. 8.13.

(ii) Sind 3,B wie in (i), so definieren wir die Riemannsche Summe von f bzgl.

3 und B als
R3] 370000

Dann gilt offenbar (wegen m; < f(b;) < M;)
S(f.3)<R(£,3,8)<6(/.3). (375)
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Die folgenden Sdtze 12.16 bis 12.21 beweist man analog zu den entsprechen-
den eindimensionalen Resultaten in 8.14 bis 8.19.

Hauptsatz 12.16. Seien M c R" eine beschrinkte Menge, f: M — R eine
beschrinkte und tiber M Riemann-integrierbare Funktion und QQ > M ein kom-
pakter Quader (in R™).

Sind weiter (3,),,ay €ine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von Q und
B, eine Besetzung bzgl. 3, fir jedes v e N, dann g¢ilt

ff(xl,...,xn)d(xl,...,wn) = lim % (flg, 31, B)
M

Satz 12.17.
Vor.: Seien M c R"™ beschrankt sowie f: M — R beschrinkt und Riemann-
integrierbar iber M. Ferner sei h: f(M) — R eine Lipschitz-stetige Funktion.

Beh.: Dann ist auch ho f: M — R beschrinkt und Riemann-integrierbar iber
M. O

Satz 12.18.

Vor.: Seien M c R" beschrinkt und f,g: M — R beschrinkte und iiber M
Riemann-integrierbare Funktionen.

Beh.: Dann sind auch f+ g, |f|, f-9: M - R beschrankt und Riemann-inte-
grierbar tiber M. O

Hauptsatz 12.19 (Die R-Linearitat des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien M eine beschrinkte Teilmenge von R™, f,g: M — R beschrankt und
Riemann-integrierbar iber M sowie A, u € R.

Beh.: A\f + ug: M — R ist beschrdnkt und Riemann-integrierbar iber M, und es
gilt

[/\f(acl,...,xn)+,ug(:£1,...,xn)d(x1,...,:Un)
M

= )\ff(xl,...,xn)d(xl,...,wn)+ ,ufg(xl,...,xn)d(wl,...,xn).g?’
M M
O

Hauptsatz 12.20 (Die Monotonie des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien M c R"™ beschrinkt und f,g: M — R beschrinkt und Riemann-
integrierbar dber M. Ferner gelte f < g, d.h. per definitionem Y pers f(p) < g(p).
Bebh.:

/f(xl,...,xn)d(xl,...,xn)S/g(xl,...,xn)d(azl,...,xn).
M M

%Die linke Seite definieren wir als [ (A f +pg)(21,...,2n)d(21,. .., Tn).
M
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Satz 12.21.

or.: Seien M c R™ beschrinkt sowie f: M — R beschrinkt und Riemann-
integrierbar tuber M.
Beh.: |f|: M - R ist beschrankt und Riemann-integrierbar iber M, und es gilt

/fm,, G

[lf Z1y---,T |d(l‘1, y L )'94

|

Definition 12.22. Seien M c R”, M eine beschrénkte Teilmenge von M und
f: M — R eine Funktion derart, daf f|ys beschriankt ist. Wir definieren dann:

(ii) f heifst Riemann-integrierbar iber M, wenn die Einschrankung f|ys Rie-
mann-integrierbar iiber M ist, d.h.

/f Z1y---5,T 1'1, y L /f Llyeey L (xlv"'v'mn)-

In diesem Fall setzen wir

[fmb ) d(anon) = [ Ao ) d(o )
:ff(wl,...,wn)d(wl,...,xn):ff(xl,...,xn)d(wl,...,xn).
M

Beispiel. Die konstante Funktion 1 ist nach Satz 12.12 Riemann-inte-
grierbar iiber [0,1] und nach ebendiesem Satz auch iiber jedem in [0,1]
enthaltenen kompakten Intervall. 1 ist aber nicht iiber der kompakten
Teilmenge Mgyc von [0,1] integrierbar, vgl. die Bemerkung auf Seite
251.

Wir werden unten sehen, daf eine iiber ihrem Definitionsbereich integrier-
bare Funktion iiber jeder Jordan-mefbaren Teilmenge des Definitionsbe-
reiches integrierbar ist.

9Die rechte Seite definieren wir als f |fl(z1,...,zn)d(z1, ..., 2¢n).
M
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Lemma 12.23.

Vor.: Es seien Ny, No beschrinkte sowie disjunkte Teilmengen von R™ und
fi Ny u Ny - R eine beschrinkte Funktion.

Bebh.:

ff(wl,...,acn) x1,. ff Tl ey Tp)d(z1, ...y 20)
Ny

< f f(xl,...,xn)d(wl,...,xn)

N1uNs

S[f(wl,...,wn)d(wl,...,xn)+ff(xl,...,xn)d(xl,...,wn)
— No

< f(zr,.zn) (@, . 2n)

N1UN2

ff X1,y ) d(zy,. .. 2 ff 1y ey Tp) d(z1, ...y Tn).

Beweisskizze. Setze M := N7 W Ns. Seien () ¢ R" ein kompakter Quader
mit @ > M und (3,),y eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von @ und
f1, fo: @ - R beschrénkte Funktionen. Zeige dann fiir jedes v e N

@(f173u)+§(f2;51/) < @(f1+f2731/)S@(f175u)+g(f273u)
< g(.](.1'{'(](.2731/)Sg(flaBl/)+g(f2731/)'

| Die zweite Ungleichung folgt daraus, daf fiir alle Funktionen ¢;,g2: N - R
auf einer Menge N gilt

inf(g1(V)) =inf((g1 + g2 = g2) (NV)) 2 inf((g1 + g2) (N)) +inf(-g2(N)),
=-sup(g2(M))

und die dritte siecht man analog ein. |
Die Behauptung des Lemmas ergibt sich nun durch Grenzwertbildung fiir

v = oo mit f1:= (Fln )Mo und fa:= (flm)lo- H

Hauptsatz 12.24.
Vor.: Seien M c R" eine beschrinkte Menge, M c M und f: M - R beschrankt.
Beh.:

(i) [ Riemann-integrierbar iber M und f Riemann-integrierbar tiber M~M
= [ Riemann-integrierbar tiber M und

ffwl, e xp)yd(z, .., xn)

=/f(;nl,...,;nn)d(ajl,...,mn)+ [ flze,. .. zp)d(z, ... zp).
M

MM

255



(i) f Riemann-integrierbar iber M und f Riemann-integrierbar iber M
= f Riemann-integrierbar iber M ~ M und

[ flze, ... xn)d(z, ... zy)

Beweis. Zu (i): Aus Lemma 12.23 folgt

0</f Z1y---,T 33‘1, y L [f Llyeey L (xlv"wxn)

=/f($17"'7xn) X1, - [f'ml» y L (xlv"wxn)
M

+ ff(xl,...,xn)d(wl,...,xn)— f flxy,.. zp) d(x,. .. zp),

MM —
MM

und die letzten beiden Zeilen sind nach Voraussetzung jeweils gleich Null, also

auch die erste. Daher ist f iiber M Riemann-integrierbar.
Erneute Anwendung von Lemma 12.23 liefert nun

ff Tl ) d(zy,. .. 2 ff 1y p) (T, ...y 20)

Sff(xl,...,wn)d(wl,...,xn)+ f flxy,..o, ) d(x,. .. 2p)

MM

~

~

Vor.
Vgr. = f f(:l,’17...7xn)d(:l}1,...,:1}n)
f f(z1,.xn)d(z1,..sT0) ey

[f L1y---,T :L'lv » L =/ xla » L (xlw"vl'n)
M

und damit die Giiltigkeit der Gleichung in (i).
Zu (ii): Aus der zweiten und dritten Ungleichung in Lemma 12.23 folgt

ff 1, xp)d(zy,. .. 2 ff X1yeeoyp) d(z1,. .0y 2n)

12.23

< ff(xl,...,xn)d(wl,...,xn)S ff(wl,...,wn)d(wl,...,xn)

— MM
MM

256



12.23

< ff(wl,...,wn)d(wl,...,xn)—ff(xl,...,xn)d(xl,...,wn),
M

M

und sowohl die rechte als auch die linke Seite dieser Ungleichungskette ist nach

Voraussetzung gleich der rechten Seite der Gleichung in der Behauptung von
(ii). Hieraus folgt offenbar (ii). O

Korollar 12.25. Seien Ny, Ny c R™ beschrankt sowie f: Ny U No — R eine
beschrinkte Funktion, die iber N1, No und N1 n No Riemann-integrierbar ist.
Dann ist f iber N1 U Ny Riemann-integrierbar, und es gilt

f flze,. .., xp)d(zy, ..., xy,)

N1UN2

:[f(xl,...,xn)d(xl,...,wn)+ff(wl,...,wn)d(xl,...,xn)
N N2

- f flxy,.. zp) d(x,. .. zp).
NlﬁNQ

Beweis. Wende den Hauptsatz auf Ny U Ny = Ny u (Ny\ (NynNg)) an! O

Definition 12.26 (Charakteristerische Funktion, Jordan-mefbare Mengen und
ihr Volumen). Es sei M eine beliebige Teilmenge von R"™.

(i) Die Funktion , die gegeben ist durch
1, falls x e M,
Iy (z) =
0, falls x¢ M,
heifst charakteristische Funktion von M .

(ii) Sei M beschrankt.

a) Wir nennen

Vol,, (M) :=/d(x1,...,xn)
M

duferes Jordan® -Mafl von M und

Vol, (M) :=/d(x1,...,mn)
M

mneres Jordan-Maf§ von M.

Beispiel. Fiir M =[0,1] nQ gilt Vol,, (M) =1 und Vol,, (M) = 0.

%nach Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)
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b) M heikt Jordan-mefbar genau dann, wenn 13, Riemann-integrierbar
ist, d.h. genau Vol,, (M) = Vol (M).
Ist M Jordan-mefbar, so heifit

[Vol, (M) = fd(ml,...,wn) = Vol,(M) = Vol (M)
M

das n-dimensionale Volumen von M.

Ist M ein kompakter Quader, so ist M offenbar Jordan-mefbar, und
obige Definition des Volumens stimmt mit der aus Definition 12.1
iiberein.

Satz 12.27. Seien M,M,N; und Ny beschrinkte Teilmengen von R™. Dann
gelten:

(i) 0 < Vol, (M) < Vol (M)
(i) N1, Ny disjunkt
== Vol, (N1) + Vol,, (N2)

IN

Vol,, (N1 u N2)

Vol,, (N1) + Vo, (N2)

Wn(Nl U] NQ)
(

Wn Nl) +WH(N2)

IN IN

IN

(iii) M c M == Vol,,(M) < Vol (M) A Vol (M) <Vol, (M)
(iv) Vol,, (N1 u Ng) < Vol,,(Ny) + Vol,, (N2)
(v) M Jordan-mefbar und M ¢ M == Vol (M) + Vol,,(M ~ M) = Vol,,(M)
(vi) M Jordan-mefbar und M c M
= Vol (M) + Vol,, (M ~ M) = Vol,,(M) und
Vol,, (M) + Vol, (M ~ M) = Vol (M)
Beweis. (i) folgt aus Lemma 12.9, (ii) aus Lemma 12.23 und (v) sowie (vi)
aus (ii).

(iii) folgt durch Anwendung von (i) auf Ny = M ~ M und Ny = M.
(iv) folgt aus (ii) und (iii) wegen N U Ny = N3 u (Na \ (N1 N Ny)). O

Satz 12.28. Seien Ny, Ny c R™ beschrinkt, Jordan-mefbar und disjunkt.
Dann ist auch N1 v Ny Jordan-mefbar, und es gilt

Vol (N1 & Na) = Vol (N}) + Vol (N2).
Beweis. Der Satz folgt sofort aus Teil (ii) des vorherigen. O

Satz 12.29. Seien M eine beschrinkte Jordan-mefbare Teilmenge von R"™ und
M eine Jordan-mefibare Teilmenge von M.
Dann ist auch M ~ M Jordan-mefSbar, und es gilt

Vol,, (M ~ M) = Vol,, (M) - Vol,, (M).
Beweis. Der Satz folgt sofort aus Hauptsatz 12.24 (ii). O
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Korollar 12.30.

(1) Ist Q ein kompakter Quader in (R™), so ist 52 Jordan-meflbar, und es gilt

o]

Vol,, (@) = Vol,,(Q).

(i) Die Vereinigung endlich vieler kompakter oder beschrinkter offener Qua-
der’® Qq,...,Qr (in R™), die paarweise keine inneren Punkte gemeinsam
haben, ist Jordan-mefbar, und es gilt

Vol,, (Llj QZ-) = Zk:Voln(Qi).
i=1 i=1

Beweis. Zu (i): @ ist mefbar. Der Rand von @ ist Vereinigung endlich vieler
kompakter Quader (in R"™) mit Volumen Null, hat also geméaf Satz 12.27 (iv)

selbst das Volumen Null, und nun zeigt Satz 12.29, daf @ Jordan-mefbar mit
Volumen Vol,, (Q) ist.
(ii) folgt aus (i) mittels Satz 12.28. O

Satz 12.31. Sei M eine beschrinkte Teilmenge von R™. Dann gilt

Vol (M)
Vol,, (M)

inf{Vol,,(N*)|N* kompakt und Jordan-meffbar A M c N*},
sup{Vol,,(N.) | N, offen und Jordan-mefbar A N, c M}.

Beweis. 1.) Sind N,, N* wie in den Mengen auf den rechten Seiten, so ergibt
Satz 12.27 (iii) wegen N, c M c N*

Vol,, (M) < Vol,,(N*) und Vol,(N,) < Vol (M),

also folgt
Vol,(M) < inf{Vol,(N*)| N* kompakt und Jordan-mefbar A M c N*},
Vol (M) > sup{Vol,(N,)|N, offen und Jordan-mefbar A N, c M}.

2.) Sei € € R,. Es existieren kompakte Jordan-mefsbare Mengen N, N* der-
art, daf gilt N/ ¢ M ¢ N* und

0< Vol (N*) = Vol, (M) <e und 0<Vol (M)-Vol,(N!)<e.  (376)

[ Zu (376): Sei @ ein M umfassender kommpakter Quader (in R™). Nach
Satz 12.13 existiert eine Zerlegung 3 = {Q1,...,Qx} von @ mit

0<6((1m)lg,3) = Vol, (M) <& und 0< Vol (M)-6((1n)lg,3) <e. (377)

Setze dann
I"={ie{l,....k}|QinM+g} und N*":=Q= Q;,
iel*
96Q = X", J; ¢ R™ heift ein offener Quader genau dann, wenn Ji,...,J, offene Intervalle
von R sind.
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Lo={ie{l,....k}|Q;cM} und N;:={J Q.

i€ly

Wir erhalten also sowohl N als auch N* als Vereinigung kompakter Quader,
die keine inneren Punkte gemeinsam haben. (Falls N] = @, so ist die Vereinigung
leer.) Wegen (377) und Korollar 12.30 (ii) erfiillen N,, N* die Aussage (376). |

Schlieklich sei N, := N.. Dann ergeben Korollar 12.30 und (376)
0 < Vol,(N*) - Vol, (M) <e und 0<Vol (M)-Vol,(N,)<e,
und aus der Beliebigkeit von € € R, folgt auch

Vol (M)
Vol, (M)

v

inf{Vol,(N*)| N* kompakt und Jordan-mefbar A M c N*},
sup{Vol,, (N, )| N, offen und Jordan-mekbar A N, c M}.

IN

a

Bemerkung. Der Beweis zeigt, daf wir in Satz 12.31 N, offen durch ,N,
kompakt® ersetzen diirfen.

Korollar 12.32. Ist M eine beschrinkte Teilmenge von R™, so gilt

Vol,, (M) = Vol,(M) wund Vol (M) =Nol, (M).

Beweis. Fiir jede Jordan-mefkbare kompakte Menge N* o M gilt nach (251)
M c N*, also Vol,(M) < Vol,(N*). Aus Satz 12.31 folgt Vol,,(M) < Vol(M).
Andererseits ergibt M c M, dak Vol(M) < Vol,, (M), also folgt die erste Glei-
chung.

Die zweite Gleichung zeigt man analog. O

Satz 12.33. Es seien M eine beschrankte sowie Jordan-mefbare Teilmenge von
R"™, f:=idgn + a: R" = R" die Translation um a € R" und g :== Aidgn: R” - R"
die Dilatation mit Faktor X\ € R,.

Dann sind auch f(M) und g(M) Jordan-mefSbar, und fir die Volumina gilt
Vol (f(M)) = Vol,,(M) sowie Vol,,(g(M)) = A" Vol,,(M).

Beweis. Die Behauptung ist fiir kompakte Quader M (dann sind auch f(M)
und g(M ) kompakte Quader) trivial und liegt dann auch allgemein bei Riickgriff
auf Ober- und Untersummen auf der Hand. O

Definition 12.34 (Jordan-Nullmenge). Sei M c R™ eine beschrinkte Menge.
M heilkt Jordan-Nullmenge genau dann, wenn gilt Vol, = 0.

Aquivalent kann man offenbar auch fordern, daf M Jordan-mefbar ist und
Vol,, (M) =0 gilt.

Beispiel.

1.) Jede Teilmenge einer Jordan-Nullmenge ist eine Jordan-Nullmenge, ins-
besondere ist der Schnitt von Jordan-Nullmengen wieder eine solche.

2.) Die endliche Vereinigung von Jordan-Nullmengen ist ebenfalls eine solche.
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3.)

1)

Eine beschrinkte Teilmenge einer Hyperebene {(z1,...,2z,) € R"|z; = ¢}
(mit i€ {1,...,n} und c € R) ist eine Jordan-Nullmenge.

Seien m e {1,...,n -1}, K ¢ R™ kompakt und f: K — R"™" eine stetige
Funktion. Dann ist

{(e1, - wm, f(21, 0 om)) € R (21, . 2m) € K}

beschrankt und eine Jordan-Nullmenge.

Sei némlich @ ein K umfassender kompakter Quader in R™. Zu vorgege-
benem ¢ € R, gibt es wegen der gleichmafigen Stetigkeit von f auf K (vgl.
Satz 9.33) eine (hinreichend feine) Zerlegung 3 = {Q1,...,Qk} von @, so
dak fiir alle j e {1,...,k} gilt

€
= Vol (Q)

VP,QEQ]‘OK ”f(p) - f(q)”OO <Egp:= (25)
also erst recht

vie{l,...,n—m}vp,qe(@jnK |fz(p) - fz(Q)l <egp.

Die Menge {(x1,...,Zm, f(T1,...,2m)) | (21,...,2m) € Q; N K} ist also in
einem n-dimensionalen kompakten Quader mit Volumen gleich

(2£0)" " Vol (Q;)

enthalten. Das duflere Maf unserer fraglichen Menge ist also kleiner oder
gleich

k
(2g9)"™™ Z Vol,,,(Q;) = (2e0)" " Vol,,,(Q) < &,
J=1

womit die Behauptung gezeigt ist.

Die (n - 1)-Sphéire S™' = {(x1,...,7,) e R*| %, 22 = 2} von Radius
r € Ry in R™ ist beschrankt und eine Jordan-Nullmenge. Sie ist némlich
die Vereinigung der beiden ,Halbsphéren®

n—1
(z1,-..,2n) ER"lSL’n=\ r2 - Zmiz
i=1

und

n—1
(xlw"v'mn) ERnlxnz—\ r? - inQ )
i=1

welche nach 4.) — dort K := {(:Ul, o Tpo1) €RPTL Z;‘;ll xi2 < r2} — Jor-
dan-Nullmengen sind, also nach 2.) auch eine Nullmenge.

Satz 12.35. Sei M eine beschrinkte Teilmenge von R"™.

Dann ist M genau dann eine Jordan-Nullmenge, wenn zu jedem € € Ry
endlich viele kompakte Quader Q1,...,Qp (in R™) existieren derart, dafi gilt
M e UL, Qi und T, Vol (Qi) <.
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Beweis. ,=* Sei € € Ry und gelte 0 = Vol,, (M) = [ d(z1,...,2y).
M

Sei () ¢ R™ ein beliebiger M umfassender Quader kompakter Quader. Per
definitionem gilt [ 1p/d(z1,...,2,) = [ d(z1,...,2,) =0.
Q M

Nach Satz 12.13 existiert eine Zerlegung 3 = {Q1,...,Qr} von @ — d.h.
insbesondere M c UY, Q; — mit 0 < &(Txlg,3) <.

Ist T:={ie{l,...,k}|QinM # @}, so gilt &(Tas|g,3) = Lies Voln(Q;), also
leisten die @);, i € I, das Gewdinschte.

,<" Sei € € R,. Nach Voraussetzung existieren kompakte Quader Q1,...,Qk
(in R™) mit M c Ule Q; und Zle Vol,,(Q;) < €. Dann gilt

_ 12.27(444) 12.27(iv) E

Vol, (M) < Voln(LkJQi) < ) Vol (@) <e,
=1 i=1

und aus der Beliebigkeit von € € R, folgt Vol, (M) =0. O

Die Richtung ,,=* des gerade gefithrten Beweises zeigt auch die Giiltigkeit
des folgenden Korollares.

Korollar 12.36. Sei M eine beschrankte Teilmenge von R™.

Ist M eine Jordan-Nullmenge und Q ein beliebiger M umfassender Quader,
so existiert zu jedem € € Ry eine Zerleqgung von Q derart, daff die Summe der
Volumina der Teilquader, die einen Punkt von M enthalten, kleiner als € ist. O

Beispiel.

1.) {#= |k € N} ist eine abziihlbare Jordan-Nullmenge, da zu vorgegebenem
e € R, eine Uberdeckung {[0, £],endlich viele Punkte} durch (teilweise
entartete) Teilintervalle von [0, 1], deren Summe der Intervallingen kleiner
als € ist, existiert.

2.) (Eine iiberabz&hlbare Jordan-Nullmenge). Die Cantormenge C' entsteht
aus dem Intervall [0,1], indem man im ersten Schritt das offene mitt-
lere Drittel ]%, %[ entfernt, aus jedem verbleibenden Intervall im zweiten
Schritt wieder das offene mittlere Drittel entfernt usw. Nach k£ € N, Schrit-
ten erhilt man somit eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen,

deren Summe der Intervalldngen gleich (%)k ist.

Da zu vorgegebenem ¢ € R, ein kg € N, mit (%)k0 < € existiert, folgt aus
Satz 12.35, dak C' eine Jordan-Nullmenge ist.

Stellt man nun die in C' enthaltenen Zahlen 3-adisch dar, so erhilt man
genau die Zahlen (0,a_ja_z...)s mit Vien, a—; € {0,2}, und die Menge
dieser Zahlen ist offenbar gleichmé&chtig zur Menge [0,1] (dargestellt im
Dualsystem), also tiberabzéhlbar.

Satz 12.37. Sei M eine beschrinkte Teilmenge von R™.
Dann ist OM beschrinkt und M ist genau dann Jordan-mefSbar, wenn der
Rand OM von M in R"™ eine Jordan-Nullmenge ist.
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Beweis. Sei also M c R™ beschriinkt. Wegen Definition 9.6 (251) ist dann M

beschrankt und folglich auch OM = M \ M.
Wir beweisen nun die Aquivalenzaussage des obigen Satzes: ,=“ Sei M
Jordan-mefsbar. Dann gilt
— o 1227(vi) — __ o
Vol,(0M) = Vol,(M~M) <  Vol,(M)-Vol (M)
12£32 WH(M) —MH(M) Mmgﬁbar O,

d.h. OM ist eine Jordan-Nullmenge.

»<" Seien umgekehrt OM eine Jordan-Nullmenge und ¢ € R,. Nach Satz
12.31 existieren Jordan-mefbare Teilmengen N,, N* von R™ mit N, c M c N*
und Vol,,(N*) — Vol,,(N,) < €. Hieraus folgt mit Satz 12.27 (iii)

Vol,,(M) < Vol,(N*) < Vol,(N,) +¢ < Vol (M) +e¢,

womit wegen Satz 12.27 (i) und der Beliebigkeit von € € R, die Jordan-Mefbar-
keit von M bewiesen ist. O

Beispiel 12.38 (Die Smith-Volterra-Cantor-Menge ist eine kompakte Menge,
die nicht Jordan-mefbar ist). Man betrachte erneut die Konstruktion der kom-
pakten Menge Mgy ¢ in der Bemerkung auf Seite 251. Mgy ¢ ist abgeschlossen,

und es ist leicht einzusehen, daf gilt M;VC = @. (Dann gilt wegen Satz 12.31
auch Vol (Mgyc) = 0.) Um zu zeigen, dak Mgy nicht Jordan-mefbar ist,
geniigt es also zu zeigen, daf OMgyc = Mgy keine Jordan-Nullmenge ist.

Nach k € N, Schritten der Konstruktion von Mgy erhalten wir eine dis-
junkte Vereinigung von Teilintervallen J¥, ..., Jé“k von [0,1], deren Summe der
Intervallingen gleich 1 — Zle 2;—;1 =1- % Zf;ol (%)Z ist, also folgt fiir jede ausge-
zeichnete Zerlegungsfolge (3,),oy mit Vien Jf, e Jgk € 31, dak gilt

W(M )‘ng(fB)—liml—lyz_:l(l)i—l_l 1 _1
" sve A VT e 4i:0 2 - 41_%_2

Insbesondere ist nun Mgy ¢ keine Nullmenge und 1y, nicht Riemann-inte-
grierbar iiber Mgy .

Korollar 12.39. Seien M eine beschrinkte und Jordan-mefbare Menge und
My eine (beschrinkte Jordan-mefibare) Teilmenge von OM.
Dann ist M u My Jordan-mefbar, und es gilt Vol,,(M u My) = Vol,,(M).

Insbesondere sind M und M Jordan-mefbar und haben dasselbe Volumen

Vol,,(M) = Vol,,(M) = Vol,,(M).

Beweis. Wenn man eine beschrankte Jordan-mefbare Menge dahingehend
abéndert, dall man eine Teilmenge einer beschrankten Jordan-Nullmenge, die
dann selbst eine ebensolche ist, hinzufiigt oder entnimmt, so ist das nach den
Satzen 12.28 und 12.29 ohne Einflufs auf Jordan-Meflbarkeit oder Volumen. Das
Korollar folgt daher aus dem letzten Satz. O

Korollar 12.40. Sind N1, Ny zwei beschrankte mefSbare Teilmengen, so ist auch
thr Durchschnitt und ihre Vereinigung beschrinkt sowie mefbar, und es gilt

VOln(Nl UNQ) = VOln(Nl) +V01n(N2) —VOln(Nl n NQ)
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Beweis. Anhand von 9.6 (248) und (251) sieht man unmittelbar ein, dafs
Nin Ny cNyn Ny und N1 mN2 c N1 mN2 gelten, also folgt
(N1 nN2) N (N1 0 No)
(@)~ i) o (@ W) 1)

8(N1 I"]NQ)

n

c (M~ N1)u(No) ~ No) = 9(N1) ud(No)

und somit aus den Beispielen 1.), 2.) in 12.34 sowie Satz 12.37 die Jordan-
Mefbarkeit von Ny n Nyo. Wegen Nj u Ny = Ny w (Na\ (N1 nNz)) und den
Satzen 12.28, 12.29 ergibt sich dann die Jordan-Mefsbarkeit von N; U Ny und
die behauptete Gleichung fiir die Volumina. O

Lemma 12.41. Seien M c R"™ eine beschrinkte Jordan-mefbare Menge und
f+ M - R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt

inf f(M) - Vol,,( ff Tl ey Tp) d(z1, ... 20)

ff X1y, xp) d(z1, ... 2) <sup f(M) - Vol, (M).

Beweis. 7.B. mittels Riickgriff auf Ober- und Untersummen zeigt man, daf
die zu den Hauptsétzen 12.19, 12.20 analogen Resultate auch fiir Ober- bzw.
Unterintegrale gelten. Das Lemma folgt dann aus inf f(M) < f <sup f(M). O

Bemerkung. Ist f Riemann-integrierbar und f(M) = [inf f(M),sup f(M)], so
folgt die Existenz von £ € M mit [ f(z1,...,z,)d(21,...,2,) = f(§) Vol,,(M).
M

In etwas anderer Formulierung wird dieses Resultat in der Literatur als Mittel-
wertsatz der Integralrechnung bezeichnet.

Der n#chste Satz, der unmittelbare Folge von Lemma 12.41 ist, hat zur
Folge, dak beliebige Abdnderung einer Funktion auf einer Jordan-Nullmenge
ohne Einfluls auf Riemann-Integrierbarkeit und -Integral ist.

Satz 12.42. Jede auf einer beschrinkten Jordan-Nullmenge M c R™ definierte
beschrinkte Funktion f: M — R ist dber M Riemann-integrierbar, und es gilt

ff Tl ..y 2p)d(z1,. .., 20) =0.

a

Satz 12.43. Seien M c R" beschrinkt, f: M — R eine beschrinkte Riemann-
integrierbare Funktion und M eine Jordan-mefSbare Teilmenge von M.
Dann ist f iber M Riemann-integrierbar.
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Beweis. Seien ¢ € R, und @ ¢ R" ein beliebiger M umfassender kompakter
Quader. Nach Satz 12.11 existiert eine Zerlegung 3 = {Q1,...,Qx} von @ mit

& (flo,3) -8 (flo,3) < %

und dies gilt nach Lemma 12.4 auch fiir jede Verfeinerung von 3. Da M Jordan-
mefbar ist, konnen wir wegen Satz 12.37 und Korollar 12.36 folglich annehmen,
daft die Summe V5 € R der Volumina der Teilquader von 3, die einen Punkt
von OM enthalten, kleiner als ;% ist, wobei C' € R, eine (nach Voraussetzung
existierende) betragliche Schranke von f(M) sei. Wir definieren nun fiir jedes
iel:={je{l,....k}|QinOM # &} reelle Zahlen M? := sup f(Q; n M) und
m¢ :=inf f(Q; n M). Dann folgt

&((Flnle.3) -8 ((Fle-3)
<& (flg.3) -8 (flo.-3) + Z;(M m?)Vol, (Q;)
<G (fl0:3) -8 (flg.3) +2C Vo< S + 5 =<
und somit die Riemann-Integrierbarkeit von f|/. 0

Satz 12.44. Seien N1, No beschrinkte Jordan-mefbare Teilmengen von R™ und
fi Ny U Ny - R eine beschrankte Funktion, die sowohl diber Ny, als auch iiber
Ny Riemann-integrierbar ist.

Dann ist f auch iber Nyn No und N1 U No Riemann-integrierbar, und es gilt

[ flxy,.., ) d(x,. .. 2p)

N1UNso

=[f(x1,...,xn) 1. /f 1y Tp)d(z,. .., x,) (378)
N1

- / flz,... zp)d(xy, ..., 20).

N1NnNa

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von Nj n Ny folgt aus Satz 12.43 und
Korollar 12.40, die iiber N; U N3 und (378) dann aus Korollar 12.25. O

Hauptsatz 12.45. Seien M c R" eine beschrinkte und Jordan-mefbare Menge
sowie f: M - R eine stetige Funktion.
Dann ist f Riemann-integrierbar iber M.

Beweis. Seien € € R, und @ c R” ein beliebiger M umfassender kompakter
Quader.

M ist beschrankt, also ist M kompakt. Daher nimmt f als stetige Funktion
auf dem Kompaktum M ihr betragliches Maximum C := max |f|(M) € R an.

Ferner ist M Jordan-mefbar, also folgt aus Satz 12.37 und Korollar 12.36
die Existenz einer Zerlegung 3 = {Q1,...,Qk} von @ derart, daf die Summe
Vs € R der Volumina der Teilquader von 3, die einen Punkt von OM enthalten,
kleiner als ;7 ist. Dies gilt dann offenbar auch fiir jede Verfeinerung von 3.
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Sei i € [ := {j e{l,...,k}|Q; CH}. Dann ist f|g, stetig, und nach Satz
12.12 ist f|p, Riemann-integrierbar. Daher folgt aus Satz 12.11 die Existenz
einer Zerlegung 3; von @; mit g(ﬂQi,Bi) -S(flo,,3:) < 2L#I

Wir ersetzen jetzt in 3 jedes Q; mit Q; ¢ M durch die in 3; enthaltenen
Quader und erhalten somit eine Verfeinerung 3 von 3 mit

& ((Mnle:3)-&((Mnle:3) < X (8 (flow3) -& (flo30) +2C Vo
i€l
€ €
< —+-=e
2 2
Aus Satz 12.11 folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f iiber M. O

Der Hauptsatz gibt uns eine reichhaltige Menge integrierbarer Funktionen.
Wir wollen nun konkrete Mittel zur Berechnung von Integralen herausarbeiten.
Hierzu fithren wir zunéchst eine Schreibweise ein.

Definition 12.46. Sind n > 2, M c R" beschrankt, f: M — R eine beschrinkte

Funktion, k € {1,.. -1}, d1,... 0, € {1,...,n} mit i3 < iy < ... < i und
Jiyeensdnek €{1,.. n} {i1,... ik} mit j; < j2 <...< jn_k, so definieren wir
M(in.....ix)
={(Z1,- @i 1 Tiy 15 - s Tigg—1, Tigals -+, L) ER”_k|(w1,...,xn) e M}
sowie

/]fxla--'7 (xna"'7xik)d(wj1""7xjn—k)

-/ [ F@rseos ) A, o)A@, w0,
M(jl7'~~:jn—k) (Zly 2

ﬂf(xla--'>$n)d($i17~->$ik)d(mj17"'v‘rjn—k)

M

= / [ fler,. . xn)d(zey, .o z) | Ay, -, 25, )

M(©G1,sdin—k) (i1,0s0k)

[ f Z1y---5,T (xﬂ? xik)d(le7"'7xjn—k)

= f f (x1,...,zp)d(@iy, ... @) V(g ..oz, ),

M(jl7"'7jn—k) (Z17 -2

falls die rechte Seite existiert.
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Hauptsatz 12.47 (von Fubini®’).
Vor.: Seien n > 2, M c R" beschrinkt, f: M — R beschrinkt und Riemann-

integrierbar iber M, ke {l,...,n—=1}, i1,...,ix € {1,...,n} mitig <ig<...<ig
Uﬂdjl,...,jn_kE{l,...,n}\{il,...,ik} m’itjl <j2<---<jn—k-
Des weiteren mage fir jedes (xj,,...,2j,_,) € M(j1,...,jn-k) das Integral
[ fla,.. @) d(@iy, ..., @i, ) emistieren.
M(’il,...,ik)

Beh.: [[ f(z1,...,xn) (i, ... 2) A2y, ..., @), ) ezistiert, und es gilt
M
ff(xl,...,xn)d(wl,...,xn)
M

- ] fanm) A ) A ,).
M

Beweis. Geméaf der Definitionen 12.8 und 12.10 kénnen wir M ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit durch einen beliebigen kompakten Quader @ (in
R™) ersetzen. Der Einfachheit halber wihlen wir @ = [a,b]™ mit a,b e R, a < b,
so dak gilt M (z;,,...,2;,) = [a,b]F und M (z;,,...,2; )= [a,b]"".

Da das Volumen eines Quaders X, [a;,,b;] x X'7*[a;,,b;] mit dem des
Quaders X', [a;, b;] iibereinstimmt, erkennen wir durch Riickgriff auf Ober- bzw.
Untersummen, daf wir weiterhin Vje(; )4 = ! annehmen kénnen, und dann
gilt auch Viery  ngy Jeer =k +1.

Wir betrachten fiir v € N die Zerlegung 3, := {Jlk x JR | Lmoe {1,... ,1/}}
von [a,b]™, wobei

-1 l
Vi, .oy J1 = [a+ ——(b—a),a+ ;(b -a)],

v

und setzen fiir jedes [,m € {1,...,v}
¥ yefappnr Mi(q) =sup{f(p,q) |p € '}, My =sup f(JF x Jy7%).

Nun ist fiir jedes ¢ € [a,b]" ™" die reelle Zahl (b_Ta)k Y7, M;(q) die Obersum-
me von f(...,q): [a,b]* - R bzgl. {Jlk|l € {1,...,1/}}, also gilt

/_ flx1,... xp,q)d(z, ..., 2x) < (b—a)k 7

[a,b]*

und somit fiir alle Ge J* % me{l,...,v} (da Vie(1, .} M(§) < My,,)

/_ flz,... zp, ) d(xy, ... 2x) < (b_a)kéﬁlm,

[a,b]*

14

d.h. die Funktion p ~ f_ flx1,...,zp,x)d(z1, ... 2): [a,b]"F - R ist auf
[a,b]k

Ji* durch ((%2)" £, Mipn) 1ygv nach oben beschrinkt,

“"nach Guido Fubini (1879-1943)
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Hieraus folgt nach Definition des Oberintegrales

/ [ flre, ... xp)d(zy, .. zk) | d(@ks1s - -, Tn)

[a,b]"~* \[a,b]*

(S (1) S o) -(22) 5 3,

m=1 voro= v

und (b_Ta)n szzlﬁlm ist die Obersumme von f bzgl. 3,. Da (3,),y eine
ausgezeichnete Folge von Zerlegungen von [a,b]” ist, ergibt Grenzwertbildung
fiir v - o0

f f flre, ... xpn)d(zy, .. zk) | d(@ksty -, Zn)

[a,b]""* \[a,b]*

beachte hierbei, daf die rechte Seite nach Voraussetzung existiert.
Analog sieht man ein, daf gilt

[ [ flre, ... zn)d(zy, .. zk) | d(@ksts -, Tn)

[ab]"* \[a,b]"
2[f(xl,...,xn)d(xl,...,wn),
M
und da nach Voraussetzung alle [ f(z1,...,2,)d(z1,...,2) existieren,

[a,b]*
folgt aus den letzten beiden Ungleichungen

/f(ml,...,mn)d(xl,...,xn)
M

f flre, ... xp)d(xy, ..y z) | d(@ps1s -, 2n)
K[avb]’“

< f f flxy,.. zn) d(z, . 2k | d(@gss - 20)

[a,b]""* \[a,b]*

< /f(l’h ,xn)d(xly"' wmn)v

woraus sich die Behauptung ergibt. O

Bemerkung. Mehrfachhe Anwendung des Satzes von Fubini ermoglicht uns die
Riickfithrung der Integration einer Funktion aus R™ nach R auf die Bestimmung
eindimensionaler Integrale.
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Beispiel.

1.) Sei A das Volldreieck im R? mit Eckpunkten (0,0),(1,0) und (0,1), d.h.
A= {(z,y) €[0,1]?|y <1 -z}. Dann gilt

/myd(x,y) ﬂmydmdy //xydyd =j:£[ 2]1
0

A A

1 Ry
= fw(l z) dz = ac__ac_ ac_
2 138,
0
2.) (Das Fliche der Kreisscheibe). Es seien 7 € R, und
B? = {(z,y) e R?*| 2% + y% <%}

T

Dann ist B2 Jordan-meRbar (da B2 eine Jordan-Nullmenge ist) und

r Vri-y? T
/d(x,y) = / [ drdy =2 /\/TQ—yzdy
B2 e r

= 2[ r2 — (rsin(y))?rcos(y) dy

SIE]

3
= 22 f cos?(y) dy = 72 [sin(y) cos(y) +y] % = nr?.
2

VB

Satz 12.48 (Cavalierisches”® Prinzip). Es seien a,b € R mit a < b und M
eine beschrankte Jordan-mefibare Teilmenge von R™ x [a,b] derart, daf fir jedes
t € [a,b] die Menge

My :={peR"|(p,t) e M}

Jordan-mefibar ist.
Dann ist die Funktion t — Vol,,(M;): [a,b] - R Riemann-integrierbar iber
[a,b], und es gilt

b
Vol 1 (M) = j Vol (M, ) dt.

Beweis. Nach Voraussetzung ist 1ps Riemann—integrierbar iiber M und fiir

jedes t € [a,b] existiert Vol,,( = [ d(z1,...,2y,). Die Behauptung folgt nun
My
aus dem Satz von Fubini angewandt auf n + 1 anstelle von n und f:=13,. 0O

Beispiel (Das Volumen der n-dimensionalen Vollkugel). Es sei r € R,. Wir
wollen das Volumen von

B = {(x1,...,2p) ER™ |22 + ... + 2,2 <77}

berechnen. Wir hatten gezeigt, dak 0B” = S* ! das n-dimensionale Volumen
Null hat, so dak B;' nach Satz 12.37 tatséchlich Jordan-mefsbar ist.

“®nach Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647)
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Wir schreiben zur Abkiirzung w,(r) := Vol,, (B)') sowie wy, = w,(1). Wir
vereinbaren wg := 1 und wissen bereits

wi(r) =2r sowie wa(r) = wr?. (379)

Nach Satz 12.33 gilt
wn(r) =" wn, (380)
d.h. wir haben unsere Aufgabe vollsténdig geldst, wenn wir w,, berechnet haben.
Fiir jedes t € [-1,1] gilt
(B1'): {peR"|(p,1) € BT}
{(p1,- o spom1) € R Hpi® 44 pana® < 1=} = Bl

also folgt (fiir n > 2 aus dem Cavalierischen Prinzip, fiir n =1 trivial)

1 1
n—1
Wy, = [wn_l(\/l—tz)dt (380) wn_lf (vl—t2) dt = wy,_1 I, (381)
3

-1

wobei wir fiir jedes k € N setzen

I =

L

(V1 —t2)k_1 dt = icosk(t)dt. (382)

Es ist klar, daf gilt
Iy=m7 sowie I =2, (383)

und partielle Integration lehrt uns fiir k£ > 2

Pl
1 s k-1 k-1
Iy = / cos®(t) dt = — cosF () tsin(t)|, + [ cos®2(t) dt = —— I},_o,

J k 3 ko J k
32 2
(384)
also, falls k=2, [ e N,
(384) 2l-121-3 1
Ip=1Iy =" ———— ... =]
R e Y] (385)
und des weiteren, falls k=2l +1, ] e N,
(384) 2l 201-2 2
Iy =1 = ——— .. - 1.
k= L2141 +12-1 31 (386)
Aus (385), (386) und (383) folgt
1 2
Iy Iy=—Ig0 === (387)
n n
und somit fiir n > 2
2
Wn (321) Wn-1 [n (331) Wn-2 In—l In (337) _ﬂ- Wn-2- (388)
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Hieraus ergibt sich schlieklich fiir n = 2m, m e Ny,

_ (388) 2m o @emm™t @) ™
Wn =Woam = % Qm_g—...—m 2 = W (389)
und firn=2m+1, meN,
" _ (388) 2m " o (2m)™ "
n = 2m+1 = 2m + 1 2m-1 = ... = (2m+1)(2m_1)3 1 (390)
(3Z9) 2m+1ﬂ_m

(2m+1)(2m -1)---3°

Aus (389), (390) folgt tibrigens das tiberraschende Resultat limy, o0 wy, = 0.
(Beweise dies!)

Beispiel. Wir wollen das dreidimensionale Volumen des Schnittes M := Z1 N Zs
der beiden Vollzylinder

Zy={(z,y,2) eR*|2? +92 <1} und  Zy:={(z,y,2) eR*|2? + 22 <1}

berechnen.”® M ist Jordan-mekbar, da OM eine Jordan-Nullmenge ist.
Es gilt

M = {(z,9,2) eR¥|z?+22 <1 Ay? +22 <1}

= {(z,y.2) eR?|fz] <1 A Pyl < V=22 A o] < VI - 22,
und fiir jedes x € [-1,1] gilt
M, = {(y,Z) ER2|(I’,y,Z) EM}: [_‘ 1—1'2, v 1—1’2]2

ein Quadrat (d.i. Jordan-mefbar) mit zweidimensionalem Volumen 4(1 - z?).
Wir haben das Cavalierische Prinzip zwar nur fiir die letzte Koordinaten-
achse formuliert, aber es gilt natiirlich ebenso fiir jede andere auch. Es folgt

1
1
Volg(M):4f1—x2dx:§6.
-1

Beispiel 12.49. Seien M c R" beschrinkt sowie Jordan-mefbar und f: M - R
eine beschrénkte iiber M Riemann-integrierbare Funktion. Ferner gelte f > 0.

1.) (Volumina von Ordinatenmengen). Die Ordinatenmenge von f
My = {(p,q) € M xR[|0<q< f(p)} cR™

ist Jordan-mefsbar, und es gilt

V01n+1(Mf) = [f(xl, ,xn)d(ml,... ,xn).
M

“Der Rand von ([-1,1]% x [0,1]) n M ist ein Kreuzgewdlbe.
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| Zu gegebenem ¢ € R, gibt es eine Zerlegung 3 eines M umfassenden
kompakten Quaders (in R"), so dafs die Differenz der zugehoérigen Ober-
und Untersumme von f kleiner ¢ ist. Die Obersumme ist das Volumen
einer Jordan-mefbaren Menge N* > My, die Untersumme das Volumen
einer Jordan-mekbaren Menge N, c M;. (Beachte, daf sowohl N, als
auch N* die Vereinigung (n + 1)-dimensionaler kompakter Quader ist!)
Aus Vol,41(N*) = Voly,41(N.) < e und Satz 12.27 (iii) folgt
Vol41 (M) = Vol . (M) < Vol (N*) = Vol (V) <e.

~n+l1

Die Beliebigkeit von € € R, ergibt die Jordan-Mefbarkeit von M.
Ferner gilt nach Satz 12.48 (da Voly ([0, f(x1,...,2n)]) = f(21,...,22))

V01n+1(Mf) = ff(xl,...,xn)d(xl,...,mn),
M

womit die Behauptung gezeigt ist. |

Bemerkung. Umgekehrt folgt fiir Jordan-mefbares M mit dem Cava-
lierischen Prinzip aus der Jordan-Mefkbarkeit von My die Riemann-Inte-
grierbarkeit von f iiber M.

(Volumina von Rotationskoérpern). Seien speziell n = 2, M = [a,b] mit
a,beR, a<bund f:[a,b] - R stetig. Der Rotationskirper

Ryi={(2,y,2) €[a,b] xR |y + 2” < f ()%},

der entsteht, indem man den Graphen von f in der (z,z)-Ebene um die
x-Achse Rotieren 1aft, ist Jordan-meftbar, und es gilt

Voly(My) =7 Lbf(w)z da.

[ Der Leser iiberzeuge sich selbst von der Jordan-Mefsbarkeit der Menge
Ry, indem er verifiziere, daf ihr Rand eine Jordan-Nullmenge ist. Obige
Gleichung folgt dann sofort aus dem Cavalierischen Prinzip. |

Bemerkung. Die Aussage bleibt richtig, wenn man nur fordert, dak f
Riemann-integrierbar iiber [a,b] ist.

Der néchste Satz, den wir hier besprechen wollen, der Transformationssatz,
verallgemeinert die Substitutionsregel auf den n-dimensionalen Fall. Es handelt
sich um das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels, entsprechend umfangreich ist

sein Beweis. Wir beschreiben daher zunichst heuristisch die Idee des Satzes und

fragen uns, wie sich das Integral einer stetigen Funktion f: h(Q) — R berechnen
lakt, wobei h: U — R" eine auf einer offenen Obermenge U von () definierte
Koordinatentransformation sei. Letzteres bedeutet per definitionem, daf h eine
stetig differenzierbare Injektion mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung
h7l: h(U) » R™ ist.
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Sei nun 3 = {Q1,...,Qk} eine Zerlegung von @ in infinitesimal kleine“
Quader und {by,...,b;} eine Besetzung von 3. Dann sollte ndherungsweise

k
/ Fn, . ) d(@,. .o z )) Vol (h(Q;))
Q) =t

gelten. Jedes @Q; ist ein ,kleiner Quader bei b;*, d.h. es gilt ungeféhr

Qi ~b; + {Z tje; | vje{l,...,n} tj € [Oﬂéj]}
j=1

mit ,kleinen® 6; > 0.

h bildet {tjej |tj € [0,(5]]} auf die krumme Linie {h(t]’ej) |tj € [0,(5]]} ab,
welche wegen der Infinitesimalitét von ¢; sehr gut durch {t; dp,h(e;)|t; € [0,6;]}
approximiert wird, also gilt

h(Qq) » {Zt dp,h(ej) | ¥jeq,. n}tj€[075j]}>

und diese Menge hat nach Satz 12.33 dasselbe Volumen wie das Parallelotop

{Z h(ej) |V eq,. n}tj€[075j]},

welches nach linearer Algebra!®® das Volumen

|det dbihl VOln ({Z t; €; | vje{l,...,n} tj € [0,5j]}) = |det dbihl VOln(QZ)

J=1

besitzt.
Wir erhalten somit

k
[ 1w A ) x Y ((B)) Vol (h(@0))
n(Q) =

2
0=

~
Il
—_

(foh)(b;))|detdy,h| Vol,,(Q:)

~

(foh) (@1, an) - |detdgpy . ayh| (@1, 20).

@\

Anschaulich kann man sagen, dals die Funktionswerte bei der Koordinatentrans-
formation gleich bleiben und der Betrag der Funktionaldeterminante |det dh| die
Volumenveranderung des Definitionsbereiches beschreibt.

Obige Uberlegungen machen die Giiltigkeit des folgenden Satzes plausibel.

199 jier wird stillschweigend vorausgesetzt, daf das in der linearen Algebra definierte Volumen
eines Parallelotopes mit unserer Definition vertrdglich ist, obwohl wir dies noch gar nicht
gezeigt haben. Eigentlich sollte man auf (402) im spéter folgenden Lemma 12.53 (ii) verweisen.
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Hauptsatz 12.50 (Transformationssatz).

Vor.: Seien M eine beschrinkte sowie Jordan-mefibare Teilmenge von R™ und
h: U - R" eine auf einer offenen Obermenge U von M definierte stetig diffe-
renzierbare Abbildung, die M bijektiv auf h(M) abbildet, mit

Vpers dph € Iso(R™, R™). (391)

Beh.: h(M) ist kompakt und Jordan-mefibar. Des weiteren folgt fir jede stetige
Funktion f: h(M) - R, daf§ f iber h(M) und (foh)-|det dh| dber M Riemann-
integrierbar ist sowie

/f(xl,...,mn)d(xl,...,xn)
h(M) (392)
:Jé(foh)(xl,...,wn)-|detd($l,m7mn)h‘ d(z1,...,2,).

Zusatz. (392) gilt auch dann, wenn eine Jordan-Nullmenge N c M existiert
derart, dafi (mindestens) eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

o detdh verschwindet auf N,
o h ist nur auf M ~ N injektiv.

Bemerkung. In (392) steht der Betrag der Funktionaldeterminante. In der Be-
hauptung der Substitutionsregel 8.32 steht nicht der Betrag der Ableitung der
substituierenden Funktion. Der Leser mache sich klar, daft unter der Vorausset-
zung (391) die beiden Formeln (in (392) fiir n = 1) dennoch iibereinstimmen.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes durch mehrere Lemmata vor.

Das erste Lemma zeigt, dalt mit der Teilmenge M von R™ auch das Bild
h(M) unter einer C*-Abbildung h € C*(M,R") beschrinkt und Jordan-mefbar
ist. Beachte, dakt h(0M) c O(h(M)) gilt (wegen (255)) und verwende Satz 12.37.

Lemma 12.51 (Die Jordan-Nullmengentreue von C'-Abbildungen). Es seien
N cR" eine beschrinkte Jordan-Nullmenge und h: U — R" eine auf einer offe-
nen Obermenge U von N definierte stetig differenzierbare Abbildung.

Dann ist auch h(N) eine beschrinkte Jordan-Nullmenge.

Beweis. Da N beschrinkt ist, konnen wir ohne Beschriankung der Allgemein-
heit annehmen, daf dies auch fiir U gilt. Wir versehen den R" im folgenden mit
der euklidischen Norm ||... 2. Es existiert eine beschrénkte offene Menge V
derart, daf N c V c U, niamlich

V= |J Us, (p), wobei 8, € R, mit Us, (p) < U.
peN 2

V ist kompakt und h ist stetig differenzierbar, also existiert
C = max{|d.h||a eV} eR,

wobei ||... | die Operatornorm von L ((R™,]|...]2), (R™, ... |l2)) bezeichne.
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Seien nun ¢ € R, und W = X, J; c R ein kompakter Wiirfel'®* mit N c W.
Durch Zerlegung der J;, i € {1,...,n}, in hinreichend kleine und gleich grofse
Intervalle, erhalten wir mittels Satz 12.13 eine Zerlegung 3 = {W7,..., Wy} von
W bestehend aus Wiirfeln, so dals gilt

k k
g
NeclJw, und S Vol,(W;)< .
CU1 o Z; oln(Ws) < 5oems

(393)

Nach eventueller Verkleinerung von € und Entfernung der Teilquader, die
nicht in V liegen, kénnen wir annehmen, daf fiir jedes i € {1,...,k} gilt Q; c V.
(Beachte, daf alle Kantenléngen von W; gleich {/Vol, (W;) sind. Beispielswei-
se durch eine elementargeometrische Uberlegung sieht man ein, dafl deswegen

Diam(Q;) = /n Y/ Vol,( 7{/? gilt.) Da @Q; konvex ist, folgt dann aus
dem Mlttelwertabschatzungssatz 10 10 fiir p,q € Q;

| (p) = h(q)2 < C|lp - q|2 < C Diam(Q;) = Cv/n i/ Vol,(

Das durch h vermittelte Bild von W; gehort also einem Quader mit Volumen
(2C+/n)"Vol,,(W;) an. Wegen (393) ist demnach h(N) = UYL, h(N nW;) be-
schrankt und

_ [k

Vol,, (h(N)) = Vol, (U h(NﬂVVZ-)) < (2Cy/n)" ZVO]
i=1

Da dies fiir alle hinreichend kleinen € € R, gezeigt ist, ist h(N) eine Jordan-

Nullmenge. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt auch, dak das Bild einer auf einer Nullmenge
N c R" definierten Lipschitz-stetigen Abbildung N — R" eine Nullmenge ist. Es
gibt jedoch stetige surjektive Abbildung der Nullmenge [0,1] x {0} von R? auf
[0,1]2, die also als Abbildungen [0,1]x {0} - R? nicht nullmengentreu sind. Das
erste solche Beispiel wurde 1890 von Giuseppe Peano (1858-1932) konstruiert.

Wie oben erwdhnt, folgen die Mefibarkeitsaussagen des Transformationssat-
zes aus dem letzten Lemma, die Integrierbarkeitsaussagen ergeben sich dann
aus Hauptsatz 12.45. Die Beschranktheit — und damit die Kompaktheit — von
h(M) folgt iibrigens aus h(M) c h(M), da h(M) als Bild eines Kompaktums
unter einer stetigen Abbildung insbesondere beschrinkt ist.

Als néchstes reduzieren wir den Beweis des Transformationssatzes auf die
entsprechende Aussage fiir Quader.

Lemma 12.52. FEs seien M, h: U - R"™ und f: h(M) - R wie im Transforma-
tionssatz 12.50.

Wenn fiir jeden kompakten Quader Q) c ]\04

f f(fL'l,...,fL'n)d(Z'l,...,fL'n)
h(Q) (394)
:C{(f oh)(x1,...,xp) - |detd(xl,m7mn)h‘ d(z1,...,2,)

gilt, so folgt (391).

%' Eine kompakter Quader X! [a:,b;] (in R™) heift ein kompakter Wiirfel, wenn die Kan-
tenlingen by —ai,...,bn —an sédmtlich gleich grof sind.
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Beweis. Da Jordan-Nullmengen fiir die Integration keine Rolle spielen, ge-
niigt es (391) fir M anstelle von M zu zeigen. Wir kénnen weiter ohne Ein-

schrankung annehmen, dafl gilt M # @.

f baw. (f o h)-|detdh| ist auf dem Kompaktum h(M) bzw. M stetig und
somit beschrinkt. Daher existiert eine gemeinsame betragliche Schranke C' € R,
von f auf h(M) und (f o h)-|detdh| auf M, d.h.

| ((Foh)-ldetdhl) 7 [<C und | flgy | <€ (395)

Sei € € R,. Es gibt eine mekbare kompakte Menge K, c h(M) mit

Vol,, (h(M)) = Vol (K.) < %

vgl. die Bemerkung im Anschluf an den Beweis von Satz 12.31.

(396)

Da h stetig ist, ist mit K, auch K := El( K,) abgeschlossen und somit (als
Teilmenge der beschrankten Menge M) kompakt. Hieraus, der Abgeschlossen-

heit von R” ~ M und K n (R~ M) & folgt

—inf{p-qla|pe K A ge R M} > 0. (397)

[ Beweis von (397): Angenommen 6 = 0. Dann existieren Folgen (pg)reny bzw.

(qk)keny in K bzw. R™ N\ M mit limge |pr — gxll2 = 0. Wegen der Folgenkom-
paktheit von K (vgl. Satz 9.20) kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, daf
(pr)ken gegen einen Punkt p € K konvergiert. Fiir jedes k € N gilt dann

k—o00
lax = pll2 < llgk = prll2 + lpk = pl2 — 0,

also konverglert auch (qg)ken gegen p. Da R"~ M abgeschlossen ist, folgt weiter
pE]R"\M d.h. peKn(R”\M) Widerspruch! |

Wir wahlen nun einen M umfassenden kompakten Quader @ (in R") sowie
eine Zerlegung 3 = {Q1,...,Qk} von QQ mit

d(3) <5 und ¥ Vol (Q;) < % (398)

iEI@

wobei Iy == {i € {1,...,k}|Q; nOM # &}. (Letzteres ist moglich, da M mefbar
ist, der Rand also eine Jordan-Nullmenge ist.) Dann ist Ky := U;es @i, wobei

I={ie{l,...,k}|Q;c ]\04}, eine mefsbare (!) kompakte Menge, fiir die gilt

B(K.) =K cKoc M. (399)

| Nachhweis hiervon: Die zweite Inklusion ist trivial nach Definition von Kj.
Sei p € K ¢ (. Dann existiert 4o € I mit p € Qi,, und es geniigt Q;, ¢ M zu

398
zeigen. Dies ist aber klar, da fiir jedes g € Q;, wegen d(3) ( < ) d gilt |[p—ql2 <4,
d.h. nach (397) ge M. |
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Nun wird M von {Q;|Q; n M # @} iiberdeckt, und fiir jedes i € I gilt per
definitionem Q; c M, also Q; n (M ~ M) =@, d.h. (M~ K;) c Uier, @i und

o 398
Vol (M ~ Kp) < ¥ Vol (Qy) ¢ = (400)
iEIa

Wegen (399) gilt aukerdem K, c h(Kp), (h(]\}) N h(Kp)) c (h(]\}) N KL,

also nach (396)

Vol,, (h(M) ~ h(Kp)) < % (401)

Wegen Hauptsatz 12.24 (ii), Lemma 12.41 und (395) erhalten wir jetzt

/(f oh)(x1,...,xn)" ‘det d(xh___,xn)h| d(x1,...,20)

o

M
- f(foh)(xla7xn)‘detd(m1,,:vn)h| d(l’l,...,xn)
Ko
- f (Foh) (@1, 2n) - |detdey, . oyh| d(@rs-.. a0)
]\C;I\KO
° (400) €
<CVol,(M~NKpy) < =
sowie

/f(xl,...,xn)d(xl,...,wn)— [ flxy,.. zp) d(zy, ... 2p)

h(]\%) h(KO)

= / f(z1,... xp)d(zy, ..., xy,)
R(M)~h(Ko)

o (401) ¢
< Vol (h(M) N h(Ky)) < <.

Nach Voraussetzung gilt fiir jedes ¢ € 1

[f(a:l,...,a:n)d(ajl,...,mn)
h(Qq)
=f(foh)(xl,...,a:n)-‘detd(xl,___,xn)h| d(z1,... 20,
Qi
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woraus sich durch Summation

f flz,. .. zp)d(x, ... zp)
h(Ko)

:f(foh)(xl,...,wn)-|detd($1,m7mn)h‘ d(1, ... n)
Ko

ergibt. (Beachte, dak die @; und ebenso die h(Q;) nur Nullmengen gemeinsam
haben.) Daher folgt aus den letzten beiden Ungleichungen und der Dreiecksun-
gleichung

[ om @) detde,eph] (.. 0)

[}

M
- / flze, ... zp)d(zq, ... zn) | <e.
h(Ko)
Da e € R, beliebig gewéhlt war, folgt (391). O

Wir beweisen nun die folgenden Spezialfille des Transformationssatzes. Auf
(i) haben wir iibrigens bei seiner heuristischen Herleitung verwiesen.

Lemma 12.53. Sei M eine beschrinkte und Jordan-mefbare Teilmenge von
R™.

(i) Der Transformationssatz 12.50 gilt fiir h € C1(R™,R™) gegeben durch
V(:cl,...,xn)eRn h(xh cee 7'1'”) = (hl (xlv s ,l‘n),l'g, s 7'1'”)7

wobei die Voraussetzung (391) natirlich weiterhin gelte.

(ii) Sei ¢ € Iso(R™,R™). Dann ist o(M) mefbar, und es gilt (392) fir ¢
anstelle von h, insbesondere also auch

Vol,, (¢(M)) = |det ¢| - Vol,, (M). (402)

Beweis. Wegen des letzten Lemmas kénnen wir ohne Beschriankung der All-
gemeinheit annehmen, daf M ein kompakter Quader (in R™) ist. Wir schreiben
daher im folgenden @ anstelle von M.

Zu (i): Fir i e {1,...,n} seien a;,b; € R mit a; < b; gewdhlt derart, daf gilt
Q =X [ai, bi].

Dann gilt nach dem Satz von Fubini 12.47, den wir anwenden koénnen, weil

[a1,b1] — R, t —> f(t,x9,...,2p),

stetig ist, und der Substitutionsregel 8.32
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f flxy,. . zy) d(zq, ..., 20)
h(Q)

h1(b1,x2,...,Tn)
= / f(z1,29,...,2y) dzy d(ze, ..., xy,)

X 5las,b;] hi(a1,z2,...,zn)

b1
391
(391) f [f(hl(wl,...,xn),xg,...,wn)
Ja

X7 o laq,b;
oh
8—1(m1,...,xn)| dzy d(ze,...,x,)
x1
- [(foh)(g:l,...,:cn)-|detd(x1,___7xn)h‘ d(z1,. .., Tn).

Q

Zu (ii): Nach linearer Algebra 14t sich jedes ¢ € Iso(R"™,R™) als Komposition
endlich vieler ,elementarer Abbildungen folgender drei Typen darstellen:

e ©): ¢; \ multipliziert die 1-te Komponente mit A € R*,
. gpé»: gpé» vertauscht die i-te mit der j-ten Komponente, i,j € {1,...,n},
® P! V(:cl,...,xn)eRn C,D+(l‘1,l‘2, oo 7$n) = (.1'1 +X2,x2,... 7$TL)'

(Bei dieser Aussage handelt es sich um nichts anderes als um die Vorgehensweise
beim Gaufschen'9? Eliminationsverfahren, bei welchem man eine invertierbare
Matrix mit endlich vielen der genannten Umformungen in die Einheitsmatrix
transformiert.)

Fiir alle 11,15 € L(R™,R"™) gilt det(1)1 01b2) = det 1)1 -det 1ho. Daher geniigt es
zum Nachweis der Behauptung zu zeigen, dafs die Aussage des Lemmas auf alle
der obigen ,elementaren® Abbildungen zutrifft. Fiir cpz- ergibt sich dies leicht aus
dem Satz von Fubini, beachte det gpé» = -1. Fiir ¢ und ¢, folgt die Behauptung
aus (i). O

Bemerkung. (ii) gilt auch fiir nicht-invertierbares ¢ € L(R",R"), denn dann
sind sowohl die rechte als auch die linke Seite von (402) gleich Null. Beachte,
daf in diesem Fall dimp(M) < n gelten mufs und ¢(M) somit beschrinkte
Teilmenge einer Hyperebene ist, die als Bild einer beschrankten Teilmenge einer
achsenparallelen Hyperebene nach Beispiel 3.) in 12.34 und Lemma 12.51 eine
Nullmenge ist.

Obwohl beim Beweis des Transformationssatzes nicht bendtigt, folgern wir,
dak man den Betrag der Funktionaldeterminante einer C'-Abbildung als infi-
nitesimales Volumenverzerrungsverhdltnis von Wiirfeln unter ihr interpretieren
kann.

192nach Karl Friedrich GauR (1777-1855)
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Korollar 12.54. Es seien U c R offen, h € CL(U,R™) und (Wy)ren eine ab-
steigende'®® Folge nicht-entarteter'® kompakter Wiirfel in U derart, daf gilt
limy 00 Diam(W}) = 0. Ferner sei a € Ngey Wi'%® mit dgh € Iso(R™,R™). Dann
gilt
lim Vol,, (h(Wy))
k—oo VOln(Wk)

Beweis. 1. Fall: dgh = id. Wegen des Umkehrsatzes 10.44 inkl. Zusatz konnen
wir nach eventueller Verkleinerung von U annehmen, daf h(U) offen ist, h U
bijektiv auf A(U) abbildet und (hly)™": h(U) - R stetig differenzierbar ist.

Sei e € ]0,1[. Ggf. nach zweimaliger weiterer Verkleinerung ist U konvex,
und es gilt (verwende den Mittelwertabschéitzungssatz 10.10 sowie d,h = id)

= |det dgh| .

Vpaev [7(p) =M (@)oo < (1 +€)lp = gl eo-

Mittels analoger Begriindung (diesmal angewandt auf (h|y)™") kénnen wir
auch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

1

Yoaets [P = alw < 7= 1A (P) ~ ()

annehmen. Zusammengefaftt erhalten wir somit
Vpaet (1 =€)[lp = gllee < [A(p) = P(q) o0 < (L +€)]lp = qlloo- (403)

Fiir jedes k € N ist Wy ein Wiirfel. Ist daher pi der Mittelpunkt von Wy

sowie 1y, = %\”/Voln(Wk), so gilt Wi = {q e R"[|px = qlloc <71} = U2 (pr). Da
aus (403) folgt

n (U, ) c U o) <7 (U3, (r)))
Ugs o (i) < b (Uz2 (o)) < UGt oy, (B(0R)),

bedeutet dies

(1 -¢)"Vol, (Wy) < Vol, (h(Wy)) < (1 +¢&)"Vol, (W),
Vol,, (h(W4))

(1=9)" < <L o)

<(1+e)™.

Die Beliebigkeit von € € ]0,1[, von der die Kleinheit von U abhéngt, ergibt

=1=|detd,h]|.
koo Vol (W) ldet dah

193 Eine Folge (My)ren von Teilmengen einer Menge heifit absteigend genau dann, wenn gilt
Vien Miy1 © M.

1%Ein Quader (in R™) heift genau dann nicht-entartet, wenn sein n-dimensionales Volumen
grofer als Null ist.

10554 gibt genau ein a € Ny Wi. Wiahle ndmlich zu jedem k € N ein ap € Wj. Dann ist
(ak)ren wegen limy_,oo Diam(W;) = 0 eine Cauchy-Folge, die gegen einen Punkt a € Nyaqy Wi
konvergiert. Die Eindeutigkeit von a folgt aus limy_, . Diam(W}) = 0.
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2. Fall: dgh € Iso(R™,R™) beliebig. Wir setzen ¢ := ~(dah)_1 € Iso(R"™,R™)

und wenden den ersten Fall auf A := p o h an; beachte d, h = id. Mittels Lemma
12.53 (ii) (402) — angewandt auf M = h(W},) — folgt dann fiir jedes k € N

Vol (A(Wx)) _ Volu (h(Wy)) Volu (¢ o h) (Wy))
Vol,, (Wy) Vol,, (¢ (h(Wy))) Vol,,(Wy)
1 Vol ((¢oh) (Wk))

|deto|  Vol,(Wy)

also nach 1. Fall

Vol (W) 1 Vol ((eeh) (W) _
k—o0 VOln(Wk) |detg0| k—o0 VOln(Wk) |detg0|

= |det dgh.

a

Beweis des Transformationssatzes. Sei Q c M ein beliebiger kompakter Qua-
der (in R™). Nach Lemma 12.52 geniigt es, den Satz fiir Q anstelle von M zu
beweisen.

Die Integrierbarkeitsaussagen haben wir bereits oben behandelt. Zu zeigen
bleibt daher (392).

Wir filhren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach n € N. Fiir n =1
ist der Beweis bereits (unter schwicheren Voraussetzungen) in 8.32 erbracht
worden.

Gelte daher die Behauptung fiir n — 1. Wir wihlen eine Norm |... | auf R"
und werden zeigen:

Zu jedem p € Q existiert ein ep € Ry derart, daf U, (p) ¢ M und
(392) gilt fiir jeden n-dimensionalen kompakten Quader @, der (404)
in Ue,(p) enthalten ist, anstelle von M.

Hieraus ergibt sich (392) fiir Q anstelle von M wie folgt: (U% . (p)) 5 ist
pe

eine Familie offener Teilmengen von R", die die kompakte Menge @ iiberdeckt.
Daher!% existieren py,...,p; € Q mit Q c Ué’:l U%a (pi)-

Pi
Sei nun 3 = {Q1,...,Qx} cine Zerlegung von Q mit d(3) <min{ep,,...,p}-
Fiir alle ¢ € {1,...,k} und jedes p € Q; existiert ein j € {1,...,l} derart, dak

198 Es gilt folgender Satz, der inhaltlich zu Kapitel 9 gehért, vgl. auch die Warnung in Defi-
nition 9.15.

Satz. Sei K eine kompakte Teilmenge von R™ (i.S.v. Definition 9.15 (11)). Dann besitzt jede
Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von V eine endliche Teiliberdeckung von K.

Beweis. Da K beschrankt ist, existiert C' € Ry mit K ¢ W := {p e R"||p|l < C}.

1.) Wir zeigen zunédchst, daf der Satz fir W anstelle von K gilt und nehmen an, daf eine
offene Uberdeckung (U;),_, von W existiert, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Durch Halbierung von W =: Wy entlang der Koordinatenachsen erhalten wir 2" Teilwiirfel
von W, von denen mindestens einer, den wir Wi nennen, keine endliche Teiliiberdeckung durch
(Ui), s besitzt. Mittels derselben Vorgehensweise erhalten wir einen Wiirfel Wa ¢ Wi, der nicht
endlich {iberdeckt werden kann. Setzt man diesen Prozef fort, so ergibt sich eine absteigende
Folge (W;)ien kompakter Wiirfel, die sémtlich durch (U;),.; nicht endlich iiberdeckt werden
konnen.
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pe Ulgp (pj), und es gilt fiir jedes g € Q;
2

3
1
lg = p;ll < llg =pl + p - p;ll <d(3) + 36 Sy

d.h. Q; c e, (p;), also nach (404): (392) gilt fiir ); anstelle von M.

Summation iiber i € {1,...,k} ergibt dann (392) fir Q anstelle von M,
beachte, dak die @; und ebenso die h(Q;) nur Nullmengen gemein haben. Damit
ist dann der Hauptsatz gezeigt.

ohy O
_ oxy Oz,
Zu zeigen bleibt daher (404): Sei p € Q. Wegen (391) hat | : :
O Ol
Z?xl o (%Un P

den Rang n—1 und besitzt daher eine (n—1)-reihige quadratische Untermatrix,
die man etwa durch Streichen der j-ten Spalte, j € {1,...,n -1}, erhilt, deren
Determinante nicht verschwindet. Es bedeutet im folgenden keine wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit, aber einen Gewinn an Ubersichtlichkeit und
vereinfachter Schreibweise, wenn wir j = 1 annehmen. Da h stetig differenzierbar

ist, existiert dann eine Umgebung U € U%(p, M) mit

oh O
Oxy Oz

Veer det | : #0. (405)
O Ol
axz o 8wn q

Aus dem Umkehrsatz 10.44 inkl. Zusatz folgt offenbar die Existenz einer

Zahl ¢, € Ry mit U, (p) c U, Uc,(p) ¢ M und einer auf U, (p) definierten
Abbildung A mit den folgenden Eigenschaften:

h = (z1,ho(z1,. . Tn), s hp (1, . 2p)) |U5p(p): Uap(p)~—> R™ ist

stetig differenzierbar und bildet U, (p) bijektiv auf V' := h(U,(p))
- - -1

ab, Ve Z/l°(h(p),]R{”) und g := (h|U5p(p)) : V > R™ ist stetig diffe-

renzierbar mit Y,y dy,g = (dg(v)ﬁ)_1 € Iso(R™,R").

(406)

Fiir k£ € N hat der Wiirfel W}, die Kantenlénge 2,6%7 d.h. es gilt
C koo

Dlam(Wk) = \/EQk——l —> 07
also existiert (vgl. die Fuinoten in Korollar 12.54) genau ein a € Ny Wi € Wo =W c U;e; Us.
Wir wahlen i9 € I mit a € U;,. Da U;, offen ist, existiert dann ¢ € Ry mit U (a) c Us,.
Des weiteren existiert wegen limg_o Diam(Wj) = 0 und der Wahl von a ein ko € N mit
Wi, € U (a), also folgt, dakt Wy, von endlich vielen (ndmlich von Us,) der U;, i € I, iberdeckt
wird, Widersprllgh! _

2.) Sei nun (Ui)idK eine offene Uberdeckung von K. Wir setzen U;, := R" \ K, wobei i,
ein beliebiges Objekt sei, das nicht in I liegt, und Iw := Ik U {i»}. Da K abgeschlossen ist,
ist dann (Ui)idw eine offene Uberdeckung von W, die nach 1.) eine endliche Teiliiberdeckung

von W besitzt. Dann besitzt auch (ﬁi)idK eine endliche Teiliiberdeckung von K. |
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Weiterhin ist

k= (h1 (xl,gg(xl,...,xn),...,gn(xl,...,wn)),mg,...,xn)‘v: V —R"

406
(o )g(a:l,...,xn): V—Us, (p)

stetig differenzierbar, und per constructionem gilt
koh= h|Us,, ) (407)

Die Idee zum Nachweis von (404) ist es nun, auf £ Lemma 12.53 (i) und auf
die letzten (n—1) Komponenten von h die Induktionsvoraussetzung anzuwenden:
Sei @ = XL [ai,b;] ein in U.,(p) enthaltener kompakter Quader. Weiter
seien 7: R™ — R™! die (unendlich oft differenzierbare) Projektion auf die letzten

(n - 1) Komponenten und fiir jedes t € [a, b1 ]
Bt = il(t,$2, s 7xn)|Ut: U — Rn?

wobel U; = {(acg, ceyXp) € R"_1| Yo x;% < sp2 —t2}. hy als Komposition von h
und der Inklusion U; - R", (x9,...,z,) = (t,22,...,2,) stetig differenzierbar,
und aus (406), (405) folgt offenbar

7o hy: Uy —» R™ ! ist stetig differenzierbar und bildet Uy bijektiv
auf (7o hy)(Uy) ab mit Vyep, dyhy € Iso(R?L R,

Somit ergibt die Induktionsvoraussetzung — der Leser beachte, dafs die Menge

{t} x (m o hy) (X" y[ai, b;]) im Definitionsbereich V' von k liegt, da h die erste
Komponente invariant 1aft, vgl. (406) —

/ ((f o k) -|detdk]) (¢, 72, ..., 2n) (o, .., 2n)
(mohe)(XPy[ai,bi])

:(t7h2(t7x27"~7$n)7"'7h2(t7$27"~7mn))

e

- f ((fok)-|detdk]) (t,(mohy) (2. .. 2m))
Xiolai,bi]

’ |detd(x2,...,:cn)(7r ° Bt)l d(l’g, s 7'1'%)'

Da nach Definition von A in (406) gilt det A(gy,....0n) (T 0 hi) = det d(m%___,xn)ﬁ,
bedeutet dies nach dem Determinantenmultiplikationssatz der linearen Algebra
und der Kettenregel 10.5

f ((f o k) -|det dk]) (£, 22, ..., 2n) d(wo,...,2n)
(mohe) (X, ai,bi])

U9 ht w2,

_ f Fk (b ha(t, 2oy n)see Bo(t 2o, 7))
Xiolai,bi]

' |det d(t,xg,...,xn)(k ° ;L)l d(l‘g, v ,l‘n)
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(427) f o h(t7w27 cee 7wn) : |detd(t,m2,...,xn)h| d((L’27 cee awn)'

X o[ai,bi]
Da dies fiir alle t € [ay, b1 ] gezeigt, folgt aus dem Satz von Fubini

/ / ((f o k) -|det dk]) (1, .., 2n) d(@s,...,2) dzs

[a1,b1] (7rc>ht)(><I olai,bil])

/ [ foh(x,...,xn)-|detd(y,  o0hl d(22,. .. z,) doy

a1,b1] x?:g a;,b L

[ foh(@r,....wn)-|detdg, bl d(zr,....20),

i [azv i
also bleibt zum Nachweis von (404) zu zeigen

[ [ ((fok)-|detdk]) (z1,. .. 2n) d(22, ... 2n)dzs

[a1,b1] (WoiLt)(X?zg [a:,b:]) (408)

= f flxy,... ) d(z,. .. ).
h(XLLl[aL,bZ])

Beweis hiervon: Da fiir jedes t € [aq,b1] gilt

=2 1=2

5 " 406) ~ ¢
{t} x (wohy) (X[aiabi]) (2 h({t} X X[az‘,bi]),
ist die linke Seite von (408) wegen des Satzes von Fubini gleich

f ((fok)-|det dk]) (z1,...,2n) A(z1,. .. 2n),

h(X;, [aibi])

und diese Zahl stimmt nach Lemma 12.53 (i) — beachte die Definition von k und
j; (407),(406) (391),(406)

Vyey detd, det dg(v)h - detd,g + 0 — mit
/ f(z1,...,xp)d(zy, ..., xy)
(koh) (X1, [ai,bi])
R
(407)h(><” 1Laq:5:])
iiberein, womit der Transformationssatz vollstindig bewiesen ist. O

Beweis des Zusatzes. Da mit M auch M~ N beschrankt sowie Jordan-mefsbar
ist und M \ N durch h bijektiv auf sein Bild abgebildet wird, folgt die Behaup-
tung des Hauptsatzes fiir M \ N anstelle von M aus ebendiesem. Da aber Abén-
derungen auf einer Nullmenge keinen Einfluf auf Integrierbarkeit und Integral
haben, gilt die Behauptung auch fiir M. O

Wir stellen nun noch die wichtigsten Anwendungen des Transformationssat-
zes heraus.
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Beispiel 12.55 (Ebene Polarkoordinaten). Die C*-Abbildung
h21 RQ —_—> R2
(r,p) > (rcos(p),rsin(p))
bildet R, x [0,27[ bijektiv auf R? \ {0} ab, und es gilt
V(r,gp)ERer[O,ZW[ det d(r7¢)h2 =r>0.

Daher folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von
Fubini fiir alle p1,p2 € [0,00[, ¢1,02 € [0,27] mit p; < pa, ¢1 < ¢2 und jede
stetige Funktion f: ha([p1,p2] x [#1,¢2]) > R

P2 p2

[ rewd@y) - [ [rreese)rsin() drdp.
ha([p1.p2]x[d1,42]) $1 P1

Beispiel. Aus 12.55 erhalten wir erneut, daft die Fliche der Kreisscheibe vom
Radius p € R, gleich

27r2

2 p
d(wl,xg):ffrdrdgpzf%dcp:ﬂpz
00

h2([0,p]x[0,27r]) 0
ist.

Beispiel. Seien a,b,p € R,. Dann ist die Fliche der Ellipse

2 2
2y
E=={(x,y)€R2|;+b—25pz}

gleich abm p?. Denn die C*-Abbildung

h: R?2 — R?
(r,p) +—— (arcos(p),brsin(p))

bildet [0, p] x [0, 27| bijektiv auf E ab, und es gilt
v(r,cp)eR+x[O,27r[ det d(,n’(p)h =abr>0.

Daher folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von
Fubini

27r2

2T p
Vol (E) = [ d(x1,$2)=ab[[rdrd<p=ab/%d<p=ab7rp2.
0 0 0

h([0,p]x[0,27])
Beispiel 12.56 (Zylinderkoordinaten). Die C*°-Abbildung
h: R3 — R3
(r¢,2) = (rcos(p),rsin(p), 2)
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bildet R, x [0,27[xR bijektiv auf (R?\ {0}) xR ab, und es gilt

V(r,gp,z)ER+x[O,2w[xR det d(r,ap,z)h =r>0.

Daher folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von
Fubini fiir alle p1,p2 € [0,00[, ¢1,¢2 € [0,27],(1,(2 € R mit p1 < p2, ¢1 < 2,
(1 < (2 und jede stetige Funktion f: h([p1, p2] x [¢1, d2] x [¢1,¢2]) = R

f(x,y,2) d(z,y, 2)
h([p1,p2]x[P1,02]x[¢1,¢2])
C2 ¢2 p2

:fffrf(rcos(gp),rsin(cp),z) drdedz.
G 91 p1
Beispiel 12.57 (Réumliche Polarkoordinaten). Die C*-Abbildung
hs: R3 — R?

(r,p,9) > (rcos(p)cos(?),rsin(yp) cos(?),rsin(:F))

bildet Ry x [0,27[ x] -5, Z[ bijektiv auf (R* \ {0}) xR ab, und es gilt
V(i) eRox[0.20[x]- 2.5 detd i pyhz = 77 cos(9) > 0.

[ Nachweis hiervon: Es gilt hg = gok, wobei g, k: R® » R? gegeben sind durch

g(p7(p7z) = (h2(p790)7z) und k(r790719) = (TCOS(ﬁ),QD,TSin(ﬁ)).

k bildet Ry x [0,27[x] -7, 5[ bijektiv auf R, x[0,27[ xR ab, und letztere Menge

wird durch g bijektiv aufauf (R?\ {0}) x R abgebildet.
Des weiteren gilt fiir alle (r,,9) € R?

detd(, ,.9)(g o k) = detdy( 99 -det d(, , 9k = 12 cos (1),

womit die Aussage gezeigt ist. |

Nun folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von Fu-
bini fiir alle p1, po € [0,00[, o1, P2 € [0,27'('], 01,05 € [—g, %] mit p1 < pa, ¢1 < P,
01 < B2 und jede stetige Funktion f: hs([p1,p2] x [¢1,¢2] x [01,02]) = R

f(z,y,2) d(z,y, 2)
hs([p1,02]x[¢1,02]x[01,02])
02 P2 p2
=[/[f(rcos(gp)cos(ﬂ),rsin(@)cos(z?),rsin(z?))r2cos(ﬁ) dr dpdd.
01 ¢1 P1
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Beispiel. Wir berechnen das Trégheitsmoment O einer homogenen Hohlkugel
M = hz([r1,72] x [0,27] x [-F,5]) mit Radien r1,72 € Ry, 71 < 1y, der Mas-
sendichte m € R, bzgl. der z-Achse durch den Mittelpunkt, welches gegeben ist

durch
0= [ m (22 + %) d(x,y, 2).
M

Nach 12.57 gilt

e =

|
[ V)
I#\Nl:‘

2w T2 %
/[7‘ cos® drdcpdz?-%wm(rf—rf’)/cosg(ﬂ)dﬁ
0 m _%

9==
% mm (ra° —71°) [sin(ﬁ) - é sing(ﬂ)]ﬁ:_ ™ (r2° = 1r1°).

Beispiel 12.58 (n-dimensionale Polarkoordinaten). Fiir jedes n € N mit n > 3
definieren rekursiv eine C*°-Abbildung h,: R® - R"™ durch

hn(r, 0,01, ...y 0n—2) = (hpo1(r, 0,01, ..., Op-g) cos(Pn—2),7sin(,-2)),
d.h.

(hn)1(r o, 01, 0n2) = rcos(p)cos(Vr) - cos(Pn-2),

(hn)2(r o, 01, ..., Up-2) = rsin(y) cos(d) -+ cos(Pp-2),
(hn)3(7'7§071917"'719n—2) = T‘SiIl(’L91)COS(Q92)"' COS( 2)7
(hn)4(7’7§071917"' 719n—2) = T‘SiH(ﬁg)COS(ﬂg)"' COS( n-— 2)7

(hn)n-1(r, 0,01, ..., 0n—2) = rsin(d,_3)cos(Vn-2),
(hn)n (0,91, .., Up2) rsin(¥,_2).

(Fiir n = 3 stimmt diese Definition mit der in 12.57 {iberein.)
hy bildet Ry x [0,27[ x ] -Z, 5[ 2 bgektlv auf (R?~ {0}) x R"2 ab und fiir
(T7<p>1917---719n—2)€R+ [ W[X]—%a%[ gllt

detd(,.p9,,...0, 0)n = " cos(91) cos? (V) -+ cos™ 2 (9p_z) > 0.

| Die letzte Aussage sieht man induktiv ein.

Fiir n = 3 ist der Beweis bereits in 12.57 erbracht worden. Sei daher n > 4
und gelte die Behauptung fiir n — 1.

Es gilt h, = g o k, wobei g, k: R® - R" gegeben sind durch

g(pﬂD?ﬂlv oo ,19”_3,33”) (hn—l(p7(1071917 e 719n—3)7xn)7
k(r,o,01,...,9,-2) (rcos(Vp-2),0,01,..., 93, rsin(d,_2)).

k bildet R, x [0,27 x ] - T, Z["* bijektiv auf Ry x [0,27[ x] -2, Z[" xR

ab, und letztere Menge wird nach Induktionsvoraussetzung durch g bijektiv auf
(RZ\ {0}) x R*! x R abgebildet.
Weiter gilt nach Induktionsvoraussetzung fiir alle (7, p,91,...,9,-2) € R"

det d(r,cp,191,...,19n_2) (.g ° k)

det dp(rp.91,... 0029 At d (91, 0,_0)K
P2 cos (1) cos2(792) cos"_z(ﬁn_g)r cos(¥n-2).]
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Aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von Fubini folgt
fiir alle p1,p2 € [0,00[, ¢1,¢2 € [0,27], O1,1,012,...,0n 21,0022 € [-5, 5]

mit pP1 < p2, ¢1 < @2, 9171 < 91’2,... >9n—2,1 < Qn_g’g und jede stetige Funktion
frhs([p1, p2] x [o1,¢2] x [01,1,012] x ... x [Op_2,1,0n-22]) > R
::Q
f flxy,... my) d(zy, ... 20)
h3(Q)

On—2,2 01,2 ¢2 p2

= f ...[f[thn(r,cp,ﬁl,..-,ﬁn—z)

On-2,1 01,1 ¢1 P1
"L eos(97) cos? (V) -+ cos™ 2 (Vn_z) drdpdd; ... dd,_s.

12.59 (Uneigentliche Riemann-Integrale). Seien M eine beliebige Teilmenge von
R™ und f: M — R eine beliebige Funktion. Man kann nun auch in der mehrdi-
mensionalen Theorie das uneigentliche Riemann-Integral von f dber M definie-
ren. Hierbei nennen wir eine aufsteigende!®” Folge (M} )reny Jordan-meRbarer
(also insbesondere beschrinkter) Teilmengen von M ausschopfend, wenn fir
jedes 7 e Ry gilt

(i) (M ~ My) n B} ist Jordan-meRbar fiir jedes k € N,
(ii) limgee Vol, (M ~ M) nB)') =0.

Sei nun zunédchst f > 0. Dann heilt f uneigentlich Riemann-integrierbar iber
M, wenn eine ausschopfende Folge (Mp)keny von M existiert derart, dafs f|ar,
fiir jedes k£ € N beschrankt und Riemann-integrierbar iiber Mj ist. In diesem
Falle heifst
ffgcl, o xp)yd(z, .. x —hmffml, cxp)yd(zr, .., x,) € RU{+00}

k—oo

M,

das uneigentliche Riemann-Integral von f diber M. Man kann zeigen, daf die-
se Definition unabhéngig von der speziellen Wahl der ausschopfenden Folge
(M) keny von M mit der gewiinschten Eigenschaft ist.

Ist f beliebig, so heilst f uneigentlich Riemann-integrierbar dber M, wenn
sowohl f, := max{f,0} als auch f_ := max{-f,0} uneigentlich Riemann-inte-
grierbar iiber M sind und nicht sowohl [ fi(z1,...,2,)d(21,...,2,) als auch

M

[ f-(z1,...,zn)d(z1,...,2,) gleich +oo sind. Dann heifst
M

/f(ml,...,mn)d(xl,...,xn)
M
ff+ X1y ) d(zy,. .. 2 ff T1y...,op)d (xl,...,wn)e@

das uneigentliche Riemann-Integral von f diber M.

'9"Eine Folge (Mp )kenw von Teilmengen einer Menge heifit aufsteigend genau dann, wenn gilt
Vien Mg € Mpyq.

288



13 Gewohnliche Differentialgleichungen

Inhalt dieses Kapitels sollen folgende Themen sein:
e Einfilhrung
e Iixplizite Differentialgleichungen erster Ordnung
e Existenz- und Eindeutigkeitssitze

e Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten

Der Autor verweist hier auf die Kapitel 1, 2 und 3 sowie 6.19 und 6.20 seines
Skriptums iiber Gewdhnliche Differentialgleichungen, das auf seiner Homepage
unter http://www.mathemaik.uni-erlangen.de/~bock/DGL.pdf zu finden ist.
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A Der Korper *R der hyperreellen Zahlen

Definition A.1 (Filter). Sei I eine nicht-leere Menge. Ein Filter dber I ist eine
Menge F cP(I) derart, dak gilt:

(i) F#gund @ ¢ F,
(i) A,Be F = AnBeF,
(111) vBqu([) (ElAE]:ACBZBEJ—").

Beispiel A.2 (Der Filter der koendlichen Teilengen einer unendlichen Menge).
Sei I eine unendliche Menge. Dann ist offenbar

F:={AeP(I)|I~ A endlich}
ein Filter iiber I, der sog. Filter der koendlichen Teilmengen von I.

Satz A.3. Es sei F ein Filter iber einer nicht-leeren Menge I. Dann gilt fiir
Ag, .. Ap, AeP(I),neN,:

(A1,...,Ape FAAN...nA,cA) == AcF.

Beweis. Seien Ay, ..., A, € F. Wegen Definition A.1 (ii) gilt A;n...nA4, € F,
und mit Definition A.1 (iii) folgt aus Ay n...n A, c A, dak gilt Ae F. O

Definition A.4 (Ultrafilter). Ein Filter F heift Ultrafilter genau dann, wenn
fiir jeden Filter G mit F c G bereits F = G gilt.

Beispiel A.5. Seien [ eine nicht-leere Menge und g € I. Dann ist
Fi={AePB(I)|io e A}

ein Ultrafilter.

[ Dafs F ein Filter ist, ist klar.

Sei G ein weiterer Filter mit F c G und angenommen F # G. Dann existiert
A€ G mitig ¢ A Es gilt {ip} € F c G, also folgt aus der Filtereigenschaft (ii)
von G, dak @ = An{ig} € G, im Widerspruch dazu, daf G als Filter die leere
Menge nicht enthélt. |

Satz A.6 (Aquivalente Charakterisierung von Ultrafiltern). Ein Filter F iiber
einer nicht-leeren Menge I ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fiir alle A € B(1)
gilt: Ae Fv (INA)eF.

Beweis. Sei F ein Ultrafilter. A, (I ~ A) € F kann nach Definition A.1 (ii),
(i) nicht gelten. Ohne Einschrinkung sei A ¢ F, d.h. nach Definition A.1 (iii)
Vper B¢ Abzw. Bn(INA) #@. Dann ist G := {C € B(M) |Iper Bn(INA) c C}
ein F umfassender Filter mit I ~ A € G. Da F ein Ultrafilter ist, folgt F = G.
Insbesondere gilt I\~ A e F.

Gelte umgekehrt V gep(ry A€ F v I~ A€ F und sei G ein Filter tiber I mit
F c G. Angenommen es existiert A € G mit A ¢ F. Dann gilt aber I\ Ae F c G,
also auch @ = An (I~ A) € G, Widerspruch! O

290



Satz A.7. Zu jedem Filter iber einer nicht-leeren Menge I existiert ein diesen
Filter umfassender Ultrafilter iber I.

Zum Beweis, der {ibrigens das zum Auswahlaxiom 1.9 dquivalente Zornsche
Lemma verwendet, vgl. [13, S. 11]. O

Satz A.8. Sei F ein Ultrafilter dber einer nicht-leeren Menge I. Dann gilt fiir
A, Ap ePB(I),neN,:

Al u...u An efF—= Elke{l,...,n} Ak eF.
Sind Aq,..., A, disjunkt, so existiert genau ein k€ {1,...,n} mit Ay € F.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir n = 2 zu zeigen; der allgemeine Fall
folgt dann induktiv. Seien also A, Ay € P(I) mit A; U Ay € F und angenommen
A1 ¢ F A Ay ¢ F. Aus Satz A.6 folgt (I~ Ay), (I N\ Ag) € F, also (da F Filter)
I~ (A1 UAy) =(I~A)n(IN Ag) € F. Die Filterdefinition beinhaltet @ ¢ F,
somit folgt Ay U Ag ¢ F, Widerspruch!

Der zweite Teil der Behauptung ist klar. O

Wir fixieren nun einen den Filter der koendlichen Teilmengen von N umfas-
senden Ultrafilter F und definieren auf RY eine Aquivalenzrelation ~ durch

Vas(aianf=(Baert @ ~ B = {i e NJa; = fi} € F,
d.h. per definitionem, daf fiir alle o = (o )ien, 8 = (Bi)ien, ¥ = (74 )ien € RY gilt
a~a, (a~f=pF~a)und (a~B A [ ~y= a~7).
[ Die ersten beiden Eigenschaften sind klar, und die dritte gilt wegen
{ieN|a; =i} n{ieN|B; =7} c{i e N|a =7}

und Satz A.3. |
Zu einer Zahl a € R definieren wir die Folge ay € RY durch Vieyan(i) = a
und setzen fiir jedes a € RN

falls d,er @ ~ ap,

=]
{{5 eRY|B~a), sonst.

Beachte, daf RY nach linearer Algebra in disjunkte Aquivalenzklassen bzgl. ~
zerfillt.

Wir definieren nun := {@|a € RN}. Die Elemente von *R heifen hyper-
reelle Zahlen.

Fiir jede Teilmenge M von R setzen wir analog = {a|a e MN}08,
Dann gilt offenbar *M c *R.

Die Elemente von *N,*Z und *Q heilen hypernatirliche, hyperganze und
hyperrationale Zahlen.

198 Warnung: Fiir beliebiges a € RY mit @ € *M gilt i.a. nur {i € N|o; € M} € F und nicht
etwa Vienoy € M.
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Satz A.9. Seien o, 8 € RY und a € R. Dann gilt:
(i) =B+ a~p,
(i) an = a und R c "R.

Beweis. Zu (i): ,=“ Sei @ = B. Ist o ~ ay fiir ein a € R, so gilt @ = a. Daher
ist auch § = ay, und somit ist a ~ f.

Gilt o ~ ay fiir kein a € R, so ist @ nach Definition eine Aquivalenzklasse,
also ve@= 0, d.h. a~B.

,< Gelte a ~ (. Falls a € R mit o ~ ay existiert, folgt 8 ~ ay und somit
a=a= B

Gilt a ~ ay fiir kein a € R, so ist § ~ ay fiir kein a € R. Daher sind @, 3
Aquivalenzklassen, und wegen o ~ 3 gilt daher @ = .

Die erste Aussage von (ii) gilt wegen ay ~ ay, und die zweite folgt unmittel-
bar. O

Wir definieren nun eine Addition *+ und eine Multiplikation *- auf *R, indem
wir fiir alle a, 8 € RY setzen

atf=a+p,

~aB,

a™

™ ™I

wobei a + 3, a- 3 gegeben sind durch Yy (a0 + 8); = o + B, (- 8)i = ;- ;.
| Wir miissen natiirlich nachweisen, da diese Definition wohldefiniert ist:

Seien o, @&, 3, 5 € RN mit @ =& und 3 = 5. Nach Satz A.9 (i) gilt dann
Al = {iENlOéiZ&i}, A2 = {ZENl,@ZZBZ}E]:,

also -
A nAch:={iEN|ai+5i=O~éi+ﬁi}

und somit nach Satz A.3: A ¢ F. Aus Satz A.9 (i) folgt dann a + 5 = a + j.

Der Beweis von a- 3 = a - 3 verliuft analog. |
Satz A.10. Fir alle a,be R c*R gilt
(i) a*+b=a+Db,
(i) a*b=a-b,

Beweis. Seien also a,b e R. Zu (i): Es gilt ay = a,by = b, (a + b)y = a + b, vgl.
Satz A.9, und es folgt

a+b=(a+b)y Pl N % by = a %+ b

(ii) sieht man analog ein. O

Wir kénnen wegen des letzten Satzes nun + und - fiir *+ und *- schreiben,
da die letzteren Operationen erstere erweitern
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Satz A.11. (*R,+,-) ist ein Kéorper mit Nullelement 0 und Einselement 1.
Das zu @ € *R bzgl. + inverse Element ist —a := (-1) - @. _
Und im Falle @ # 0, ist das zu @ bzgl. - inverse Element (@)~! := B, wobei

(67} _1, alls a; # 0,
Vien Bi = (0x) I
, sonst.
Beachte @ #0 < ~(a~0y) & {ieN|a; =0} ¢ F & {ieN|a; #0} e F. O

Als nachstes definieren wir c *R durch
Voern @ € Ry == {i e N|a; >0} € F.

| Auch hier ist die Wohldefiniertheit zu zeigen:
Seien «, & € RN mit @ = & und gelte {i € N|ay > 0} € F. Nach Satz A.9 (i)
gilt dann {i e N|o; = &;} € F, also

{ieN|ai=di}m{z’eN|ai >0}C{iEN|di>O},
d.h. nach Satz A.3: {i e N|&; >0} e F. |
Satz A.12. (*R,+,-,*R,) ist ein angeordneter Korper.

Beweis. Nicht offensichtlich ist nur *R \ {0} = =*R, u *R,. Sei also @ € *R.
Zu zeigen ist, dak entweder {i € N|a; > 0} € F oder {i € N|a; = 0} € F oder
{i e N|a; <0} € F gilt. Wegen

{ieN|a; >0} u{ieN|a; =0} u{ieN|a; <0} =NeF
folgt dies Sofort aus Satz A.8. O
Satz A.13. Fir alle a e R gilt: a € "Ry <= a e R,.

Beweis. Da F als Filter iiber N die Menge N enthalten muf, (vgl. Definition
Al (i), (iii)), gilt

0 'R, €5 {ieN|an(i) >0} e F e a>0,
_i S——
=an =a

=N

a

Wegen des letzten Satzes konnen wir <,<,>,> (vgl. Definition 2.14) auf *R
erweitern, indem wir fiir alle @, 5 € *R

a<f = b-ae’R,,

o B <~ E<BV5=B

setzen. Wie in jedem angeordneten Korper definieren wir den Betrag durch

v | [ falls @ > 0,
Se* ol =
e —a, falls a<0.

Die Giiltigkeit des folgenden Satzes folgt direkt aus den letzten Definitionen.
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Satz A.14. Seien o, B € RN und a,c € R mit € >0. Dann gilt:
(i) =5+ {ieN|a; =B} € F,
(ii) a< B <= {ieN|a; <p;} € F,
(iii) o - B| < e <= {i e N||a; - Bi| <€} € F,
(iv) [@-a|<e<={ieN||a; —a|<e} e F.
Es gelten (ii), (ii1) und (iv) entsprechend mit > anstelle von <. O

Beweis. (i), (ii) sind klar, (iii) gilt wegen
1S. & -en<a-p<ee{ieN|-e<a; -5}, {ieN|a;-fi<e}e FerS.
und (iv) folgt aus (iii) wegen a = ay. O

Definition A.15. Seien @, 3 € *R. Wir nennen

a finit oder endlich <= J,n|a| < n,

@ infinit oder unendlich <= V|| 2n,

1
+1’
@, B infinitesimal benachbart (i.Z. @~ f) :<= @ — (3 infinitesimal.

@ infinitesimal <= Ven [@] <

Aussage (ii) des néchsten Satzes besagt, daf *R — genauer (*R,+,-,*R,) —
nicht archimedisch angeordnet ist.

Satz A.16.
(i) *R enthdlt von 0 verschiedene infinitesimale Elemente.
(ii) *R enthdlt unendliche Elemente.
(iii) Der angeordnete Korper (*R,+,-,*Ry) ist nicht vollstandig angeordnet.

Beweis. (%)Z—GN ist offenbar infinitesimal und (7);ey unendlich. Damit sind
(i) und (ii) klar. Da unendliche Elemente eine obere Schranke von N darstellen,

geniigt es zum Nachweis von (iii) zu zeigen, daf fiir alle @ € *R gilt:
@ obere Schranke von N = @ — 1 obere Schranke von N.

Beweis hiervon: Sind @ eine obere Schranke von N und n € N beliebig, so
gilt: neN=>n+leN=>n+l<a=n<a-1. O

Bemerkung. Offenbar ist die Aquivalenzklasse einer jeden Nullfolge infinitesi-
mal und die Aquivalenzklasse jeder Folge, die gegen +oo konvergiert unendlich.

Umgekehrt folgt nicht aus der Infinitesimalitdt bzw. der Unendlichkeit einer
Aquivalenzklasse nicht, da® alle Reprisentanten Nullfolgen sind bzw. gegen oo
konvergieren:

Wihle A ¢ N derart, dafs A und N\ A unendlich sind, und definiere

V. N = 17 falls 7 € A> d B L i, falls 7 € A,
ieN &g = 0, sonst, un G = 0, sonst.
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Da F ein Ultrafilter ist, konnen wir geméf Satz A.6 ohne Einschrénkung
annehmen, daff A € F gilt (ansonsten vertausche A und N\ A). Dann folgt
@ = 1y und damit Vpen|@ - 1] < —5, aber a -1 konvergiert nicht gegen Null.
Auferdem gilt fiir jedes n e N

{ieN|Bi2n}=A~{0,...,n-1} =An (N~{0,...,n-1}) e F
also 3 > n, aber 3 konvergiert nicht gegen +oo.

Satz A.17. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf *R, und fir alle a,d,B,B e RN
gilt:

(i) @~ B <=V {i e N||ai - Bi| < iz} € F,
(ii) G~ B=>-a~ B,

(iii) (@~ B Ew@: +anp+
(i) @~BAG~p

Beweis. (i) ist klar nach Definition von ~ in A.15 und Satz A.14 (iii). Hieraus
folgt sofort, daf ~ eine Aquivalenzrelation ist. (ii), (iii) und (iv) folgen ebenfalls

B,
A @, & endlich) = a-a~ - 5

aus (i). Exemplarisch beweisen wir (iv): Es ist aa = aa, BB = 83, und daher
haben wir nach (i) zu zeigen:

= 1
Vnen {z e N| |oyd; — B3] < }e]-'. (409)
n+1

Sei hierzu n € N. Wir zeigen dann, daf es ein ng € N4 gibt mit
{i eN||ai|<no}eF und {ieN||5i|<no}eF, (410)

1 = 1

€N |a; =il £ =————1€F und JieN||q; - 53| ——— € F.
{ZE o = 5l 2(n+1)no}E b {ZE s = 6 2(n+1)no}E

(411)

Wegen | — Bi B3] < |ai — Billés| + | — Bi]|B] erhiilt man (409) aus (410) und
(411).

Zu (410): Da @ endlich und @~ 3 ist 3 endlich. Da auch & endlich ist, gibt
es ein ng € Ny mit |&] <ng und |8] < ng. Aus Satz A.14 (iv) folgt nun (410).

(411) folgt sofort aus @ ~ B3, & = B und (1). O

Satz A.18. Zu jedem endlichen & € *R existiert genau ein a € R, das zu @
infinitesimal benachbart ist.

Beweis. Da @ endlich ist, existiert ng € N mit |a| < ng. Setze
M :={aeR|a<a}.

Wegen —ng € M und Vgepra € ng ist A eine nicht-leere nach oben beschrankte
Teilmenge von R, die nach (R13) eine obere Grenze a := sup M € R besitzt. Wir

behaupten

1 _ 1
<a<fa+ .
n+1 n+1

Ven @ — (412)
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Hieraus folgt dann V ey — ﬁ <a-a< ﬁ, d.h. a ~ @, und die Existenzaussage
ist gezeigt.

Die Einzigkeit ist klar, da fiir b € R mit 8 » @ aus a » @ und der Tatsache,
dak ~ nach Satz A.17 eine Aquivalenzrelation ist, a ~ b folgt und somit wegen
a,beR: a=b:

Zu zeigen bleibt (412). Hierzu sei n € N. Da a obere Schranke von M ist,
folgt a + ﬁ ¢M,also@<a+——. Daa- ﬁ keine obere Schranke von M ist,

n+1 1
<b<ua. O

existiert b € M mit b >a — ——. Somit ist a — )

n+1"

Definition A.19 (Standardteil und Monade).

(i) Zu jedem endlichen @ € *R heifst die eindeutig bestimmte Zahl a € R
mit @ ~ a wie in Satz A.18 der Standardteil von @ und wird mit st(a@)
bezeichnet.

(ii) Zu jedem a € R heifst
m(a) :={ae "R|a~a}
die Monade von a.
Bemerkung.
(i) Ist a € R, so gilt m(a) = {a + A|A € *R infinitesimal}.
,C* Sei @ € *R mit & ~ a. Dann ist A := @ —a infinitesimal mit @ = a + A.

,2“ Fiir infinitesimales A ist offenbar a — (a + A) infinitesimal, also gilt
a~(a+A). ]

Die Menge der infinitesimalen Zahlen ist somit gleich m(0).
(ii) Sind a,b € R mit a <b, so gilt Ygem(q) Y Gem(p) @ < B.

[ Zunéchst ist klar, dak m(a) nm(b) = @, denn sonst folgte aus der Tran-
sitivitdt von ~, daf a und b infinitesimal benachbart sind. Fiir @ € m(a)
und 8 € m(b) kann daher nur entweder @ < 3 oder @ > (3 gelten.

Angenommen @ > /3. Schreibe @ = a+A, und § = b+ Ay mit Ag, Ay € m(0).
Dann existiert 7 € *Ry mit a + A, = b+ Ay +7. Schreibe 7 = ¢ + A, mit
ceR; und A, e m(0). Dann gilt a —b-c=A, - Ay - A.. Nach Satz A.17
ist die rechte Seite der letzten Gleichung infinitesimal und die linke reell.
Folglich miissen beide Seiten gleich Null sein, d.h. a = b + ¢, also (wegen
ceRy) a>b, Widerspruch! |

Wir haben nun gezeigt, dafs die Menge der hyperrellen Zahlen aus zwei dis-
junkte Teilmengen besteht, ndmlich der Menge der endlichen und der der un-
endlichen hyperreellen Zahlen. Eine unendliche hyperreelle Zahl ist entweder
negativ unendlich (d.h. per definitionem kleiner als jede natiirliche Zahl) oder
positiv unendlich (d.h. per definitionem grofer als jede natiirliche Zahl), also
zerféllt die Menge der unendlichen hyperreellen Zahlen disjunkt in die der po-
sitiv unendlichen und die der negativ unendlichen Zahlen, und zwischen diesen
beiden Mengen sind die endlichen Zahlen angesiedelt. Die Menge der endlichen
hyperrellen Zahlen wiederum besteht aus der disjunkten Vereinigung iiber alle
zu verschiedenen reellen Zahlen gehorigen Monaden.
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negativ unendlich endlich positiv unendlich
a

—m(a)

Die Punkte in obiger Abbildung, welche [13, S. 26] nachempfunden ist, deuten
an, daf es jeweils weder kleinste noch grofite Elemente gibt.

Sei M c R. Jeder Funktion f: M — R wird nun in kanonischer Weise eine

Funktion zugeordnet, die die vorgegebene Funktion f fortsetzt.
Eigenschaften wie Stetigkeit, gleichmé&fige Stetigkeit oder Differenzierbarkeit
von f lassen sich dann in intuitiver Form durch die Funktion * f ausdriicken.

Sei also f: M — R eine Funktion. Zu @ € * M wihlen wir p e MY mit T =@
— ein solches u existiert nach Definition von *M — und setzen

“f(@) = fou,

wobei f o u gegeben ist durch Vien (fop)i = f(ui)-

| Wir miissen zeigen, daf dies wohldefiniert ist:

Seien p, i € MN mit 77 = fi. Aus Satz A.9 (i) folgt dann {i e N|p; = fi;} € F,
und es ist {i € N|u; = ;} ¢ {i e N| f(u;) = f(2;)}, also nach Definition A.1 (iii)
{i e N| f(ui) = f(j1;)} € F. Nach Satz A.9 (i) gilt dann fopu=foji. ]

Satz A.20. Ist M eine Teilmenge von R und f: M — R eine Funktion, so gilt
VaeMm *f((l) = f((l)

Beweis. Wegen der letzten Definition und Satz A.9 (ii) gilt fiir jedes a € M
“f(a)="f(an) = foan = f(a). =

Satz A.21. Seien M cR, f,g: M - R Funktionen und ag € M. Dann gilt:

(i) *(f£9)="f+%g,*(f-9)="f""9,

(i) *(feg)="fe"y.
(iii) Aus Vaen f(a) = f(ao) + (a - ao) g(a) folgt

Vaern " f(@) = f(ao) + (@ —ao) "g(@).
Beweis. Fiir alle pn e MY gilt

(f+9)(@)=(f+g)op=fop+gon="Ff(n)+"g(m) und
(feg)(@)=(fog)on=Ffolgou)="f("g9(r))=("fo"g)(R)

Damit sind (i) und (ii) klar.
Zu (iii): Nach Voraussetzung von (iii) gilt

*

A2 Vi

f@ 2 Tou = (flao))n + (k- (ao)n)g o
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= (f(ao))n+ (7 - (ao)n)gop
M Flao) + (- a0) gon

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. O

Satz A.22 (Nichtstandard-Kriterium fiir Stetigkeit). Seien M c R, f: M - R
eine Funktion und ag € M. Dann gilt:
[ ist stetig in ag < Ve (@~ ag=*f(@) ~ f(ap)) -

Beweis. ,,=* Sei @ € *M mit @ ~ ag. Zu zeigen ist

1
n+1l

Vnen |"f (@) = f(ao)| <

Wihle 1 e MY mit 7 = @. Sei n € N. Nach Voraussetzung der linken Seite
existiert 0 € R, derart, daf

1
Voous (|a—a0| <5 —>|f(a) - f(ao)| < n+1).

Es gilt o ~ ag 4.9) (ao)n, also nach Satz A.17 (i) {i € N||u; — ag| < 6} € F
und somit {i € N||f(u;) - f(ao)| < =15} € F. Aus Satz A.14 (iv) ergibt sich nun
|fop—f(ag)| < % und wegen fopu=*f()="*f(@) und der Beliebigkeit von
n € N gilt die Behauptung.

»<=" Angenommen f ist nicht stetig in ag. Dann existieren eine Zahl € € R,
und zu jedem ¢ € N ein u; € M derart, dafs

1
i = aol € — A [ (i) = flao)| 2 . (413)
Hieraus folgt fiir 1 := (p;)sen, dak gilt 7 »~ ag, also aus der Voraussetzung der
rechten Seite * f () » f(ap).

Aus (413) und Satz A.14 (iv) ergibt sich |f o u— f(ap)| > €, und wir erhalten
wegen fopu="f(n) einen Widerspruch zu * f () » f(aop). O

Mit der im letzten Satz gegebenen Nichtstandard-Charakterisierung der Ste-
tigkeit lassen sich nun sehr einfach wohlbekannte Tatsachen {iber Stetigkeit be-
weisen.

Korollar A.23. Seien f,g: M — R Funktionen, die in ag € M stetig sind. Dann
sind auch f +gq, f-g: M — R in ag stetig.

Beweis. Sei @ € *R mit @ ~ ag. Withle € MY mit 7 = &@. Nach Voraussetzung
gilt dann * f (@) » f(ag) und * g(&) » g(ag). Aus den Sétzen A.21 (i) und A.17
(iif) folgt

(fx9)(m) ="f(1) £ "g(n) ~ f(ao) £ g(ao) = (f = g)(ao),
d.h. wegen der Beliebigkeit von @ =7 mit @ » ag, daf (f +g) in ag stetig ist.

Der Beweis der Stetigkeit von f - g in ag folgt analog aus A.21 (i) und A.17
(iii). Beachte hierbei, daf f(ag),g(ag) endlich sind. O
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Korollar A.24. Seien M eine Teilmenge von R, f,g: M - R Funktionen und
ap €R. g sei in ag und f in g(ag) stetig. Dann ist fog: R >R in ag stetig.

Beweis. Sei @ € *R mit @ ~ ag. Wahle p € MY mit i = @. Wegen der Stetigkeit
von g in ag gilt zunichst *g(@) ~ g(ap) und sodann, da f in g(agp) stetig ist,
“f(*g(m)) ~ f(g(ap)). Hieraus und aus Satz A.21 (ii) folgt nun

“(feg)(m) ="f(g(m)) ~ f(g(ao)) = (f ° g)(ao),

d.h. wegen der Beliebigkeit von @ =i mit @ ~ ag, daf (f o g) in ag stetig ist. O

Nach Satz A.22 ist eine Funktion f: M — R, wobei M c R, genau dann
stetig, wenn gilt:

VaermVoers (@~ b="f(@) = f(ao))-

Hat man sich dies vor Augen gefiihrt, so ist die nun folgende Charakterisierung
der gleichméfigen Stetigkeit besonders schon.

Satz A.25 (Nichtstandard-Kriterium fiir gleichméfige Stetigkeit). Seien M
eine Teilmenge von R, f: M — R eine Funktion und ag € M. Dann gilt:

[ st gleichmdfig stetig <= Vg 5., (a nag=*f(@) ~*f(B)).
Beweis. Der Beweis verlduft mehr oder weniger genauso wie der Beweis des
entsprechenden Satzes fiir stetige Funktionen:
,= Seien @, f € *M mit & ~ ag. Zu zeigen ist
1
n+1

vneNl*f(a) - *f(g)l <

Wihle y,v € MY mit 7 =@ und 7 = §. Sei n € N. Nach Voraussetzung der
linken Seite existiert d € R, derart, daf

1
Vapear (Ja=81 €5 — |f(@) = F0)| < —).
n+1
Es gilt @ ~ 7, also nach Satz A.17 (i) {i € N||p; —v5| < 0} € F und somit
{i e N||f(us) = f(vi)| € ==} € F. Aus Satz A.14 (iii) ergibt sich nun, da® gilt

n+l
[fou~Fovl< iy und wegen fop="f(f)="f(a), fov="f()="f(B) und
der Beliebigkeit von n € N gilt die Behauptung.
»<" Angenommen f ist nicht gleichméfig stetig. Dann existieren eine Zahl
€ € R, und zu jedem i € N reelle Zahlen p;,v; € M derart, da

=l S = A 1fm) = F0)] 2 (414)
1+1
Hieraus folgt fiir = (1i)ien, v := (V4 )ien, dak gilt @ ~ 7, also aus der Vorausset-
zung der rechten Seite * f(f) ~ * f (7).
Aus (414) und Satz A.14 (iii) ergibt sich [fou— fov| 2 ¢, und wir erhalten
wegen fop="f(f), fov="f(7) einen Widerspruch zu *f () ~* f (7). O

Wir geben nun eine Charakterisierung der Differenzierbarkeit im Geiste Sir
Isaac Newtons und Gottfied Wilhelm Leibniz’.
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Satz A.26 (Nichtstandard-Kriterium fiir Differenzierbarkeit). Seien M c R
offen, f: M — R eine Funktion und ag € M. Dann gilt

f ist differenzierbar in ag mit f'(ag) =

C
_ “f(@) - flao
— EceRv&e*M\{aO} (OZ’R/’CLO = (_) ( ) vel.
a — Qg

Bemerkung. Mit zg = ag besagt die rechte Seite genau

*f(zo +dx) - f(z0)

Vdzem(0) {0} To + dz €"M = o N C.
fl@)-fl)
Beweis. Wir definieren g: M — R durch g(a) = a-ayg 0
c, a = ag

Wir haben 2

linke Seite <= g ist stetig in ag <= Vg1 (@~ ag = *g(@) » ¢).

Dabher ist der Satz gezeigt, falls gilt Vaespriqq0) "9(@0) = %—a];(ao)’ und dies
folgt aus der Definition von g sowie Satz A.21. O

Analysis beginnt in der Regel mit der Untersuchung von Folgen auf Kon-
vergenz. Zum Abschlufs dieses Kapitels diskutieren wir kurz das Nichtstandard-
Kriterium fiir Konvergenz.

Man beachte, daf eine Folge a = (v )neny in R per definitionem eine Ab-
bildung N — R ist. Daher haben wir *a: *N — *R bereits definiert, und gemaf
Satz A.20 gilt V,eny *a(n) = ay,. Wir konnen daher fiir jedes 7 € *N schreiben
oy, = *a(7), ohne daf Verwechslungen auftreten konnen.

Satz A.27 (Nichtstandard-Kriterium fiir Adhérenzwerte und Konvergenz von
Folgen). Seien o = (ap)nen eine Folge in R und a € R. Dann gilt:

(1) a ist Adhdrenzwert von (o, )nen <= FrernaN Tz ~ a.
(71) (an)nen konvergiert gegen a <= Frernany *z # a.
Wir bereiten den Beweis des letzten Satzes durch das folgende Lemma vor:
Lemma A.28. *N\ N st nicht leer und enthdlt nur unendliche Elemente.

Beweis. (n)peny € "N NN, also ist *N \ N nicht leer.

Sei 7€ *N N\ N. Zum Nachweis des Lemmas geniigt es, V,ent > n zu zeigen.

n =0: Fiir jedes 7 € *N gilt 7 > 0. (Denn nach Definition von *N kénnen wir
ohne Einschriankung annehmen, dafs v eine Folge in N ist, also gilt v > 0 fiir
alle k € N.) Damit gilt natiirlich auch 7 > 0, und wegen 7 ¢ N muf gelten 7> 0.

n +— n+1: Es gelte T > n, d.h. {k € N|¢; > n} € F. hieraus folgt dann
{keN|y2n+1}eF,alsor>n+1. Wegen 7 ¢ N folgt 7>n + 1. O

Beweis des Satzes. Zu (i): ,=* Es existiere also eine Teilfolge («,, )nen von
(an)neN mit

VkeNEInOeNVnEN (TL 2ng — |OéLn - a| < el ) .
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Hieraus folgt fiir jedes k € N, daf gilt {n € N||a,, —a| < 715} € F. Aus Satz A.14
(iv) ergibt sich [@oz—a| < £17. Aus *a(7) =a@ot und der Beliebigkeit von k € N
folgt die rechte Seite von (i). Beachte, daf (¢, )pen streng monoton wachsend
ist, da (v, )nen Teilfolge von (o, )pen, und somit 7€ *N N\ N gilt.
<" Existiere 7 € "N\ N mit a7 ~ a. Nach Definition von *N kénnen wir oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf gilt V,enen, € N. Nach dem
letzten Lemma, ist 7 unendlich, also gilt lim, e t, = +00, und somit existiert
eine streng monoton wachsende Teilfolge von ¢. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei ¢ selbst streng monoton wachsend. Wegen *az » a, *«a(7) = @or gilt
Vyen [@07 — a| < = und somit nach Satz A.14 (iv)
Vien {n eN| |ay, —a < L} ¢ F. (415)
" T k+1

Angenommen a ist kein Adhirenzwert von «. Dann gilt fiir jede streng mo-
noton wachsende Abbildung : N - N

1
HkoeanoeNHneN (n >2ng A |O¢Z‘n — a| > k‘o n 1) .

Insbesondere besitzt dann ¢ eine Teilfolge (), )nen mit Vpen ‘a% —a‘ > k01+1.
Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dafs j = idy gilt. (Ansonsten gehen
wir von ¢ zu ¢ o j iiber.) Aus (415) folgt @ = {n € N| |a,, —a| < ﬁ} € F, im
Widerspruch dazu, daf F ein Filter ist.

Zu (ii): Der Beweis verlduft analog zu dem von (i). Beim Beweis von ,=*
wird ¢ durch eine beliebige Abbildung ¢: N - N mit lim,,e t, = +00 ersetzt,
und beim Beweis von ,,<=* ist ¢ die Identitdt auf N. O
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B Multilineare Algebra: Tensorprodukte

Generalvoraussetzung. Seien stets k ein Korper, k € N, sowie V,Vi,...,V}
und W, W1, ..., Wy k-Vektorrdume.

Definition B.1 (Multilineare Abbildungen). ¢ € WX Vi heift eine k-fach
k-multilineare Abbildung genau dann, wenn fiir alle v1 € Vi,...,v; € Vi und
jedes i € {1,...,k} die Abbildung

VZ—>I/V, ’Ul—>(,D(’Ul,...,’Ul'_l,’U,UHh...,Uk),

k-linear — d.h. ein Element von Homy (V;, W) — ist.
Die Menge aller k-fach k-multilinearen Abbildungen szl Vi = W bezeichnen

wir mit | L (Vi ..., Vi; W) | und mit | LE(V, W) | falls gilt Vi =... = Vi = V.

Definition B.2 (Tensorprodukt von Vektorrdumen). Ein Paar (T,7) — fiir das
wir auch kurz T schreiben —, bestehend aus einem k-Vektorraum 7" und einer k-
fach k-multilinearen Abbildung 7: Xf:l Vi = T heift k-faches Tensorprodukt von
Vi,..., Vi dber k genau dann, wenn fiir jede k-fach k-multilineare Abbildung
@ XF | V; > W genau eine k-lineare Abbildung ®: T — W existiert derart, daf
® o7 = gilt, d.h. daf das folgende Diagramm kommutiert:

o

T w

Satz B.3. Bis auf (kanonische) Isomorphie von k- Vektorraumen existiert genau

k
ein Tensorprodukt (® VZ-,®k) von Vi,..., Vi uber k. Wir schreiben i.d.R. zu
i=1

(V1. v) € XX, auch vi ® ... @ vy, fiir ®(vi,...,v,) und im Falle k = 2 ®
anstelle von ®2.

Beweisskizze. Zur Eindeutigkeit: Seien (11,71 ), (T2, 72) zwei Tensorprodukte
von Vi,...,V, iiber k. Dann existieren eindeutig bestimmte ®1 € Homy (77, 7%),
@y € Homy (7%, T1) derart, daf das folgende Diagramm kommutiert:

Py
Ty T
T | P
k
XV T
i=1 1
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Wir setzen U := ®y 0 &1 € Homy (77,71), also ist auch

\\
Ty

Ty

T1 &
k

XV

i=1

kommutativ. Aus der Eindeutigkeit von ¥ mit dieser Eigenschaft folgt ¥ =idp,,
d.h. ®30®; =idp,, und analog sieht man ein, dall ®; o Py =idp, gilt. Daher sind
®1, &5 zueinander isomorphe k-Vektorraum-Isomorphismen.

Zur Existenz: Im Falle k =1 leistet (V7,1id) das Gewiinschte.

Im Falle k£ = 2 sei F der k-Vektorraum aller endlichen formalen Summen

Z(vl,vg)evl x Vs )‘(vl,vg) (Ula 1)2)'
Weiter sei U der von

(v1 + 01, v2) = (v1,02) = (1, 02),
(v1,v2 + 02) = (v1,v2) = (v1,02),
()\Ul,vg) —>\(U1,U2),
(’Ul,/\’Ug) —>\(U1,’U2)

(mit v1,01 € Vi, vo, Uy € Va, A €k) aufgespannte Untervektorraum von F.
Dann wird durch 7" := F/U und

T: Vi x Vo — T, (v1,v2) —> (v1,v2) + U,

ein Tensorprodukt (7',7) von Vi, V3 iiber k definiert.

| Die Bilinearitdt von 7 folgt aus der Definition von U.

Da Vi x V5 offenbar eine Basis von F bildet, induziert jede bilineare Abbil-
dung ¢: Vi x Vo - W eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung &: F — W,
und die Bilinearitét von ¢ stellt sicher, daf U c Kern(®). Daher existiert eine
lineare Abbildung ®: T — W mit & = ® o 7, wobei m: F — F/U die kanoni-
sche Projektion bezeichne. Aus der Surjektivitdt von 7 folgt dann, daft @ die
Eindeutigkeitsbedingung erfiillt. |

Im Falle k£ > 2 verlduft die Konstruktion eines Tensorproduktes analog zum
Falle k = 2. O

Bemerkung.

1.) Die k-fach k-multilinearen Abbildungen X%, V; - W stehen also in einer
1: 1-Beziehung zu den linearen Abbildungen ®f=1 Vi-W.

2.) ok szl Vi —» ®f=1 V; ist i.a. nicht surjektiv, z.B. liegt (e; ® e2) + (e2 ® e1)
nicht im Bild von ®: R? x R? - R? @ R?.

Der Beweis des letzten Satzes zeigt aber, dak das Bild von ®* den Vek-
torraum ®f:1 V; erzeugt. Die Darstellung ist {ibrigens i.a. nicht eindeutig.
Elemente des Bildes von ®" nennt man reine Tensoren.
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Satz B.4. Wir bezeichnen im folgenden den k-Vektorraum Vi x Vo auch mit
Vi V519 Es g1bt kanonische k- Vektorraum-Isomorphismen

Vek—7V,
VieV, — VooV,
(VieVa)eVs —Vielels,
Vie(Vaels) — Vel Vs,
(VieVa)eW — (VieW)e (V2@ W),
We(Viel) — (WeV)e (Wel).

Beweis. Zu (416): Die Abbildung V xk — V, (v, ) = Aw, ist bilinear, indu-
ziert also eine lineare Abbildung ®: V @k — V. Trivialerweise ist die Abbildung
U:V > Vek v v®l, linear, und es gilt o ¥ = idy sowie ¥ o & = idygy.
Folglich sind ® und ¥ zueinander inverse k-Vektorraum-Isomorphismen.

Zu (417): Vi x Vo = Vo @ Vy, (v1,v2) = va®wy, ist bilinear, induziert also eine
Abbildung Vi ® Vo — Vo ® V1. Die dazu inverse Abbildung erhilt man analog
durch Vertauschung von V; und V5.

Zu (418): Die Abbildung

VixVox V3 — (V1 ®V2) ® V3, (v1,v2,v3) — (v1 ® v2) ® 3,

ist trilinear, faktorisiert also iiber V3 ® Vo ® V3 zu einer Abbildung, deren Inverse
wie folgt konstruiert wird:

Da das Tensorprodukt von reinen Tensoren erzeugt wird, ist durch die Zu-
ordnung (v) ® ve,v3) = v1 ® V2 ®v3 eine Abbildung (V1@ V5) x Vs > V1 @12 V3
gegeben, die offenbar bilinear ist. Daher faktorisiert sie iiber (V3 ® V2) ® V3 zu
der gesuchten Abbildung.

(419) zeigt man analog zu (418).

Die offensichtliche Abbildung (Vi @ Vo) @ W - (Vi@ W) @ (Vo ® W) und
(VieW)e(VaeW) — (VieVa)®W, (v1®@w,v2@w) — ((v1,0)®@w)+((0,v2)®@w),
sind zueinander inversen Isomorphismen, d.h. es gilt (420).

(421) beweist man analog zu (420). O

Bemerkung. Aus (418) und (419) folgt induktiv, daf bis auf Isomorphie auch
allgemeine Assoziativitdt fiir ®f:1 V; gilt.

Satz B.5. Sind I; Mengen und {v;;|l € I;} Basen fir V;, i e {1,...,k}, so ist
{1)1,]'1 R...0 Uk, 5 | vie{l,...,k} ]z € Ii}

eine Basis von V1 ® ... ® V}.

1%9Der Leser mag sich fragen, wieso hier zwei Schreibweisen fiir denselben Vektorraum einge-
fiihrt werden. In diesem Zusammenhang besteht erst dann ein wesentlicher Unterschied, wenn
die Indexmenge nicht mehr endlich ist.

Fiir eine beliebige Menge I und eine Familie (V;)ier von k-Vektorrdumen ist X;.; Vi der
k-Vektorraum aller Abbildungen f: I — U;.; Vi derart, daf gilt Vie; () € Vi, und @;; Vi ist
der Untervektorraum von X;.; Vi, der aus den Abbildungen f: I — U;e; Vi mit Vier f(3) € Vi
besteht, die zusétzlich an nur endlich vielen Stellen ¢ € I ungleich Null sind.
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Beweisskizze. Daf der k-Spann von {Ul,ﬁ ®...0 v, | Vie(1,..k} Ji € IZ-} den
k-Vektorraum V; ® ... ® V), erzeugt, ist klar, da das Bild von V; x...x V} unter
®" dies leistet.

Seinun Y Aj, ., V15 ®...®ug j, =0, wobei Aj; ;. €k fast alle Null. Dann
folgt X Nj i, (Vi1 0k ) = 0 fir jede k-fach k-multilineare Abbildung

p: szl Vi — k. Fiir festes 41,...,4; gilt dies insbesondere fiir ¢;, . ;, , gegeben
durch

Pit,...sip (Ul,ju s ’Uk,jk) = 5i1,j1"'5ik,jk7
also folgt Aj, . 5 =0. O

Korollar B.6. Sind Vi,..., Vi, W endlich-dimensionale k- Vektorraume, so gilt
dimy L(Vi, ..., Vis W) = (15 dimy V; ) dimy, W

Beweis. Klar nach Bemerkung 1.) zu Satz B.3 und dem letzten Satz. a

Satz B.7. Seien V, W zwei endlich-dimensionale k-Vektorraume. Dann sind
Homy (V, W) und V* @ W kanonisch isomorph. Der Isomorphismus wird indu-
ziert durch

V* x W — Homy (V,W), (f,w)— (v f(v)w). (422)
Insbesondere sind Endy (V') und V*® V isomorph.

Beweisskizze. Die Abbildung in (422) ist bilinear und faktorisiert somit iiber
V*®W zu einer Abbildung ®: V*@W — Homy (V, W'). Aus Dimensionsgriinden
geniigt es zu zeigen, dak & surjektiv ist.

Seien {vy,...,v,} bzw. {wi,...,w,} Basen von V bzw. W und fiir alle
ief{l,...,n}, je{l,...,m} sei f; ; e Homy(V, W) gegeben durch

Vieq, .ny fij(v1) = 05 w;.
Dannist {f;;|i e {1,...,n},je{1,...,m}} eine Basis von Homy (V, W), und

es gilt Vieqr,. n}Vjef1,...m} ®(vf ® wy) = fij, wobei v/: V' — k die zu v; duale
Linearform sei. Letztere ist gegeben durch v} (XL \ivg) = As. O

Beispiel B.8.

(i) Sind V, W zwei endlich-dimensionale k-Vektorrdume, so sind V @ W und
Homy (V*, W) kanonisch isomorph. Der Isomorphismus wird induziert
durch

V x W — Homy (V*, W), (v,w) — (f ~» f(v)w). (423)

[ Aus Dimensionsgriinden geniigt es, zu zeigen, daf die Abbildung in (423)
surjektiv ist:

Seien {v1,...,v,} und {wi,...,wy,} Basen von V und W. Sei dann fiir
ie{l,...,n}, je{l,...,m} weiter F;; € Homy (V*, W) gegeben durch
F; i(f) = f(vi)w;. Die Menge {F; jlie{1,...,n},je{l,...,m}} liegt of-
fenbar im Bild der Abbildung (423). Wir zeigen, daf jene auch Basis von
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Homy (V*, W) ist, und hierfiir geniigt es aus Dimensionsgriinden, linea-
re Unabhéngigkeit zu zeigen. Zum Beweis hiervon seien nun A; ; € k mit
Yic1 X1 AijFij = 0. Dann gilt fiir alle [ € {1,...,n}

m

n m n m
0= ZZ)‘WFJ u') ZZ Jvl wj= 1/\l,jwj,

i=1j=1 i=1j=1 j=
also — da {w1,...,wn} Basis — Ve my Aij = 0, und aus der Beliebigkeit
von [ folgt, daf alle Ay ; = 0 sind. |

(ii) Fir n,m e Ny kénnen wir k" ® k" mit dem Raum k™™ aller n x m-
Matrizen mit Werten in k identifizieren, wobei wir fiir a = (aq,...,a,) € k"
und b = (by,...,by) k™

ajy albl ale - albm
a@b=|: | (b ... b)=|0 P2 oo a2bm
o apb1 apby ... apnbp,

setzen.

Die E; j == e;®ej,1€{1,...,n}, je{1,...,m}, bilden eine Basis von k""",
und zu einer gegebenen bilinearen Abbildung ¢: k™ x k™ — W definie-
ren wir ® € Homy (k"™ W) durch Yier1, o) Ve, my®(Eij) = o(ei €5).
Dann ist der Homomorphismus @ offenbar eindeutig mit ® o ® = (.

Definition B.9 (Tensorprodukt von Homomorphismen). Fiir i € {1,...,k} sei-

en f; € Homy(V;, W;). Wir definieren e Homy (®F , V;, ®@F, W)
als die durch die k-fach k-multilineare Abbildung

k k
>_<1Vz—>@Wz, (V1. vk) — fi(v1) ® ... ® fr(vk), (424)

induzierte Abbildung auf @ ,V;. f1 ® ... ® fi, heikt das Tensorprodukt von

flv sy fk’
Weiter bezeichnen wir auch die Abbildung in (424) mit /1 ® ... ® fj.

Satz B.10. Seien f,f € Homy(Vi,W1), ¢, € Homy(V2, Wa). Weiter seien
71, Zy k-Vektorraume sowie h € Homy (W1, Z1), h € Homy(Ws, Z2). Dann gilt:

(i) idy, ®idy, = idy,gv,,
(i) fo(g+3)=(fog)+(foq), (f+/eg=(feg) +(fey),
(iti) (ho f)® (hog)=(h®h)o(f®yg).
(iv) Zu (i) - (iii) analoge Aussagen gelten auch fiir k-fache Tensorprodukte.

Beweis als Ubunyg. O
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Bemerkung. Geméfs (416) identifizieren wir k® ... ® k mit k, wobei die Iden-
tifikation durch k x ... xk =k, (A1,...,Ag) = A1-+-Ag, induziert wird. D.h., sind
fi € Homy (V;,k) = (V;)" fiir i € {1,...,k}, so gilt

= 1=1

f1®...®fk€Homk(éVi,]k)=(évi)*. (425)

Satz B.11. Seien Vi,..., Vi endlich-dimensionale k-Vektorrdume. Dann sind
®f=1 (Vi) und (®f=1 Vi)* kanonisch isomorph. Der Isomorphismus wird indu-
ziert durch

kj *
>_< (®V) (frooo s i) — f1®...8 fi. (426)

Zusatz. Istie {1,...,k} und {v;1,...,vi,} Basis von V;, so ist gemafS (425)
{Uijl ®... ®U;;jk | Vieq1,... ey Ji € {1, ,zn}} eine Basis von (®f”=1 Vi)*.

Beweis. Aus Dimensionsgriinden geniigt es, zu zeigen, dal die durch (426)
induzierte Abbildung surjektiv ist, und hierfiir wiederum geniigt es, zu zeigen,
dak eine Basis von (®f:1 Vi)* im Bild von (426) liegt.

Seidie{l,...,k}undsei{v;1,...,vi;,} eine Basis von V;. Gemiaf Satz B.5 ist
dann {2}173-1 ® ... ® Uk | Vieqr, .k Ji € {1, .. ,zn}} eine Basis von ®% , V;. Wegen
dimy @ | Vi < oo ist weiter {(1)1,]-1 ®... ®fuk,jk)* | Vieq1,.. ke Ji € {1, ,zn}} eine
Basis von (®f 1 Vi)*, deren Elemente (Ul,jl ®...®vk,jk)* nach (425) mit den

vy 5, ®. ®”/<; identifiziert werden''?, und letztere liegen trivialerweise im Bild
der Abblldung in (426). O

Satz B.12. Sind Vi,..., Vi, W endlich-dimensionale k- Vektorrdume mit Basen
{vit,...,vig, y von Vi firie{1,...,k} und {wi,...,wy} von W, so ist

{(vij,®...0vi ) ®@w |Vieqr pdi€{1,. . in} Ale{l,...,m}}

(®1, Vi )ew

eine Basis von L(V1,...,Vi; W) Fir o e L(Vy,...,Vis W) gilt

S (] o 0)w

()0 =
=1
mn *
= Zw;( Z (Uijl Q... ®U]:7jk) ((70) (Uijl ®... ®U/:,jk) )wl
=1 J1y-sJk
= Z Z wy (SO (Ul,jU"'?kak)) (Uijl ®... ®U;;Jk) wi-
1=1 1,3k

"0Denn es gilt zum einen (vii, ® ... ® vk, ) (V14 ® ... ® Uk, ) = diy jy - 0ip,j, und zum
anderen vy ;, ® ... ® Vg ;, (V15 ® ... @ Vkjy, ) =iy gy Oiy s -
HlBeachte dai&

i=1

®Fo... k B [k ¥ Bk . .
LV, VigW) «—"Homy |Q Vi, W] = [QVi] oW > [QV|eW

kanonische k-Vektorraum-Isomorphismen sind.
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Bemerkung. Es gilt natiirlich auch

* *
p= Z cp(vlm,...,fuk,jk) Vi @ ®Ug ;.
.]17"'7.7k

Beweis des Satzes. Aus Dimensionsgriinden geniigt es zu zeigen, dal die an-
gegebene Menge ein Erzeugendensystem ist, und dies haben wir mit der obigen
Entwicklung von ¢ € Li(V1,...,Vi; W) gezeigt. O
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Abbildung, 5
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Einschrankung, 6
Identitét, 6
implizit definierte, 223
Inklusion, 6
multilineare, 302
Umkehr-, 6
Verkettung, 6
abelsche Gruppe, 9
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abgeschlossene Hiille, 156
Ableitung
n-te, 93, 201
n-te Richtungs-, 197
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Richtungs-, 181
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Arcuscotangens, 119
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Arcustangens, 118
Areacosinus hyperbolicus, 119
Areacotangens hyperbolicus, 120
Areasinus hyperbolicus, 119
Areatangens hyperbolicus, 120

ausgezeichnete Folge von Zerlegungen,

128, 252
Aussage, 1
Aussageform, 3
Axiom, 1

Anornungs-, 13
Auswahl-, 6
Vollstandigkeits-, 15

Banachraum, 172
Beriihrungspunkt, 156
Beschleunigungsvektor, 185

-feld, 185
Besetzung einer Zerlegung, 252
Betrag
in C, 42
in R, 14
in *R, 293
Beweis, 2
bijektiv, 6
Bild, 5

Binominalkoeffizient, 25

Cantormenge, 262
Cauchy-Folge, 52, 172

Cauchy-Hadamardsche Formel, 73

Cauchy-Produkt, 66

Cauchysches Konvergenzkriterium

fiir Folgen, 52
fiir Reihen, 58
Cavalierisches Prinzip, 269

ge, 257
Cosinus, 61, 105
Cosinus hyperbolicus, 113
Cotangens (hyperbolicus), 115

Differential
n-tes, 195
erstes, 181
Differenzierbarkeit, 85, 136, 179
links- bzw. rechtsseitige, 96
n-malige (stetige), 93, 196
partielle, 188
n-ter Ordnung, 205
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stetige, 137 einer ganz-rationalen Funktion, 79,

stetige partielle, 189 208
Durchmesser eines Polynomes, 78, 208
eines Quaders, 239 Grenze
obere, 15
Element, 4 untere, 15
endliches — von *R, 294 Grenzwert
finites — von "R, 294 einer Abbildung, 180
infinites — von "R, 294 einer Folge, 45, 48, 51, 158

inﬁnite'simales - VO:I *R, 294 einer Funktion, 77

unendliches — von "R, 294 einer Funktionenfolge, 72
Eulersche Formel, 105 einer Reihe, 56
Eulersche Zahl e, 104

links- bzw. rechtsseitiger, 101
Exponentialfunktion, 61, 104

zu beliebiger Basis, 112 Haufungspunkt, 77, 160, 180
Extrema einer Funktion, 98, 213 Hauptsatz, 2
unter Nebenbedingung, 226 der Differential- und Integralrech-

nung, 138, 238
Hesse-Matrix, 210
Hom&6omorphismus, 166

Fakultét, 25
Feinheit einer Zerlegung, 240

Filter, 290

der koendlichen Teilmengen, 290 imaginire Einheit i, 42
Folge, 24 Imaginérteil, 42

beschréinkte, 46, 160 implizit definierte

geometrische, 49 Abbildung, 223

in R oder C konvergente, 45 Funktion, 223

in C konvergente, 51 Induktion

in R konvergente, 48 endliche, 23

in einem topologischen Raum kon- vollstéindige, 18, 23

vergente, 158 Infimum, 15

Null-, 45 injektiv, 6

Teil-, 46 innerer Punkt, 17, 44, 156
Folgenkompaktheit, 162 inneres Maf, 257
Folgenstetigkeit, 164 Integrabilitdtskriterium
Funktion, 44 Riemannsches, 125, 250

ganz-rationale, 79, 208 Integral

implizit definierte, 223 Riemann-, 124, 235, 250, 254

rationale, 79 unbestimmtes, 150
Funktionaldeterminante, 273 uneigentliches Riemann-, 141, 288
Funktionalmatrix, 194 Intervall, 16

icht-entartet 136
g-adische Entwicklung, 67 nicht-entartetes,

Gauf-Klammer, 22 Jacobi-Matrix, 194

Geschwindigkeit, 232 Jordan-mefbare Menge, 258

Geschwindigkeitsvektor, 184 Jordan-Nullmenge, 260
-feld, 185

Gliederfolge, 55 Korper, 11

Grad angeordneter, 13
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archimedisch angeordneter, 21 Lipschitz-stetig, 130

vollsténdig angeordnet, 16 Logarithmus
Kardinalzahl, 30 allgemeiner, 112
kartesisches Produkt, 6 naturalis, 108
Kettenregel, 88, 137, 182, 195, 199
Koeffizienten Mafé"
einer ganz-rationalen Funktion, 79, dukeres, 257
208 inneres, 257
eines Polynomes, 78, 208 Majorante, 59
Kompaktheit, 43, 160 Majorantenkriterium, 59
Folgen-, 162 fiir absolute Konvergenz, 60
von Intervallen. 16 maximale Intervallinge einer Zerlegung,

122
Maximum, 17
Maximumsnorm auf R", 159

Komplement, 5
Kontinuumshypothese, 38
Konvergenz
absolute — von Reihen, 59, 177 mekbare Menge, 258
gleichmiiRige — von Abbildungsfol- Menge, 4
gen, 174 abgeschlossene, 17, 43, 154, 155

punktweise — von Abbildungsfolgen, abzéhlbare, 31
72, 174 beschrankte, 14, 43, 160

von Folgen in R oder C, 45, 300 Cantor-, 262
von Folgen in C, 51 charakteristische Funktion einer, 257
von Folgen in R, 48 endliche, 30

von Folgen in topologischen Rau- héchstens abzdhlbare, 31
induktive, 18

men, 158
von Reihen, 56, 177 Jordan—meﬁbare, 258
kOHVEX, 219 kompakte, 17, 43, 160
Koordinatentransformation, 272 leere, 4
Kreiszahl 7, 107 mekbare, 258
Ober-, 4
Lange offene, 17, 43, 154
eines Weges, 231 offene — einer Teilmenge, 155
Leibnizsche Produktregel, 87, 137, 193 Smith-Volterra-Cantor, 251
Verallgemeinerte, 193 Teil-, 4
Leibnizsches Konvergenzkriterium, 62 Mengenfamilie, 4
Leitkoeffizient Metrik, 153
einer ganz-rationalen Funktion, 79 euklidische, 153
eines Polynomes, 78 Minimum, 17
Lemma, 2 Minorante, 59
Limes Minorantenkriterium, 59
einer Folge, 45, 48, 51, 158 Mittelwertabschatzungssatz, 187
einer Funktion, 77, 180 Mittelwertsatz
einer Funktionenfolge, 72 der Differentialrechnung, 90, 186
einer Reihe, 56 der Integralrechnung, 264
links- bzw. rechtsseitiger, 101 Erster — der Integralrechnung, 132
Limes inferior, 53 Verallgemeinerter — der Differenti-
Limes superior, 53 alrechnung, 91
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Verallgemeinerter erster — der In-
tegralrechnung, 132
Zweiter — der Integralrechnung, 140
Monade, 296
Monotonie

von Folgen, 49, 50
von Funktionen, 81
Negative, 9
Norm, 153

euklidische — auf R", 152
Maximums- auf R", 159
Spektral-, 169

Nullfolge, 45

Nullmenge, 260

Oberintegral, 123, 244, 247, 254
Obersumme, 122, 243
offener Kern, 17, 44, 155
Operator

beschrénkter, 168
Operatornorm, 168
Ordinatenmenge, 239
Ordninatenmenge, 271

Partialbruchzerlegung, 147
Partialprodukt, 25
Partialsumme, 25, 55
Partielle Ableitung, 188
n-ter Ordnung, 205
Partielle Differenzierbarkeit, 188
n-ter Ordnung, 205
Partielle Integration, 139
Pascalsches Dreieck, 27
Polarkoordinaten
n-dimensionale, 287
ebene, 285
raumliche, 286
Polynom, 78, 208
Positivbereich, 13
Potenz, 24
Potenzfunktion, 112
Potenzreihe, 73
Produktregel, 87, 137, 193
Verallgemeinerte, 193

Quader, 239
nicht-entartet, 280

Quantor, 3
Quotientenkriterium, 60
Quotientenregel, 87, 137, 193

Rand, 156
Randpunkt, 157
Raum

Banach-, 172

Hausdorft-, 157
metrischer, 153
vollstandiger, 172
topologischer, 154
Realteil, 42
Reihe, 55
absolut konvergente, 59, 177
alternierende, 62
geometrische, 56
harmonische, 58
alternierende, 62
konvergente, 56
Teil-, 62
Rektifizierbarkeit eines Weges, 231
Reziproke, 10
Richtungsableitung, 181, 197
Riemann-Integral, 124, 235, 250, 254
uneigentliches, 141, 288
Riemannsche Summe, 129, 236, 252
Rotationskorper, 272

Satz, 2

Aquivalenz- von Bernstein, 28

iiber implizit definierte Abbildun-
gen, 223, 226

iiber monotone Folgen, 49

Binomischer, 27

Darbouxscher Zwischenwert-, 92

Dirichletscher Schubfécher-, 32

Erster Mittelwert- der Integralrech-
nung, 132

Fixpunkt- von Banach, 176

Fundamental- der Algebra, 43

Fundamental- der Algebra im Re-
ellen, 147

Haupt- der Differential- und Inte-
gralrechnung, 138, 238

Mittelwert- der Differentialrechnung,
90, 186
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Mittelwert- der Integralrechnung, Taylorsche ganz-rationale Funktion, 97,

264 208
Mittelwertabschdtzungs-, 187 Taylorsches Restglied, 97, 208
Riemannscher Umordnungs-, 63 Teilfolge, 46
Transformations-, 274 Teilpunkte einer Zerlegung, 122
Umkehr-, 217 Teilraumtopologie, 155
Verallgemeinerter erster Mittelwert- Teilreihe, 62

der Integralrechnung, 132 Tensorprodukt, 302
Verallgemeinerter Mittelwert- der Topologie, 154

Differentialrechnung, 91 Transformationssatz, 274
vom Maximum bzw. Minimum, 80,

165 Ultrafilter, 290

von Bolzano, 80 Umgebung, 155

von Bolzano-WeierstraR, 51, 161 ~ Umkehrsatz, 217
von Cavalieri, 269 uneigentliches Riemann-Integral, 141,

von Fubini, 267 288

von Hesgenber& 36 unendlich, 15, 51
von Rolle, 90 minus, 15, 48
von Schwarz, 203 plus, 15, 48
von Weierstraf, 80 Ungleichung

Bernoullische, 20
Cauchy-Schwarzsche, 153
Dreiecks-, 14, 42, 153

Zweiter Mittelwert- der Integralrech-
nung, 140
Zwischenwert-, 80

Schranke Unterintegral, 124, 244 247, 254
obere, 14 Untersumme, 122, 243
untere, 14 Urbild, 5

Sinus, 61, 105
Sinus hyperbolicus, 113
Skalarprodukt, 152

euklidisches auf R", 152
Smith-Volterra-Cantor-Menge, 251
Spektralnorm, 169
Spektralradius, 169
Stammfunktion, 138
Stetigkeit, 76, 162, 298

Vektorraum
euklidischer, 152
normierter, 153
Verfeinerung einer Zerlegung, 122, 240
Vergleichskriterium, 59
fiir absolute Konvergenz, 60
Volumen
einer Jordan-mefsbaren Menge, 258
eines Quaders, 239

Folgen-, 164

gleichmaéfige, 83, 166, 299 Wiirfel, 275
Strenge Monotonie Wahrheitwertetafel, 1

von Folgen, 46 Weg, 184

von Funktionen, 81 -linge, 231
Substitutionsregel, 140 Integrierbarkeit eines, 235
Summenr'egel, 87, '137 Rektifizierbarkeit eines, 231
Superposition zweier Zerlegungen, 240 stiickweise stetig differenzierbar, 232
Supremum, 15 Wurzel, 34
surjektiv, 6 Wurzelkriterium, 61
Tangens (hyperbolicus), 115 Zahlen
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ganze, 21
hyperreelle, 291
komplexe, 41
natiirliche, 18
positive, 20
rationale, 24
reelle, 8
negative, 13
positive, 13
rein imagindre, 42
Zerlegung
ausgezeichnete Folge von —en, 128,
252
eines kompakten Intervalles, 122
eines kompakten Quaders, 240
Zwischenpunktsystem einer Zerlegung,
129, 252
Zylinderkoordinaten, 285
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