
Elemente der

Analysis

Christoph Bo
k

Vorlesungen

an der

Friedri
h-Alexander-Universität

Erlangen-Nürnberg



Vorwort

Die Vorlesungen Elemente der Analysis I - III habe i
h seit Beginn dieser De-

kade jeweils zweimal an der Universität Erlangen-Nürnberg gelesen. Der Hörer-

kreis bestand aus Studenten des ni
ht-vertieften Lehramtes in Bayern, und die

Vorlesungen waren auf die Anforderungen der entspre
henden Staatsexamens-

prüfungen in Mathematik in Bayern zuges
hnitten.

Der wesentli
he Unters
hied zu einer Vorlesungsreihe, die i
h für Studen-

ten mit Studienziel Diplom (bzw. neuerdings Ba

alaureus) oder des vertieften

Lehramtes gehalten hätte, für wel
he der Lehrplan im ersten und dritten Seme-

ster eine Semesterwo
henstunde mehr vorsieht, besteht zum einen darin, daÿ i
h

sämtli
he Beweise

1

vorgeführt � wel
hes aus Zeitgründen ni
ht mögli
h war �

und zum anderen im Kapitel über Topologie von allgemeinen topologis
hen Räu-

men anstelle von Rn, im Kapitel über mehrdimensionale Di�erentialre
hnung

au
h über Untermannigfaltigkeiten gespro
hen sowie ein Kapitel über mehrdi-

mensionale Integration na
h Lebesgue studiert hätte. Dafür wäre die Theorie

der gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen knapper behandelt worden.

Ein ursprüngli
h von mir im dritten Teil der Vorlesung eingeplantes Kapitel

über das mehrdimensionale Riemann-Integral

2

habe i
h ni
ht in der Vorlesung

bespro
hen. Das vorliegende Skript s
hlieÿt diese Lü
ke. Die Tatsa
he, daÿ i
h

die Integration im Rn na
h Riemann anstatt na
h Lebesgue vorführen wollte, ist

dem Hörerkreis der Vorlesung ges
huldet. Die Vorlesung Elemente der Analy-

sis III stellt für Studenten des ni
ht-vertieften Lehramtes ein sog. Aufbaumodul

dar, und i
h hatte mi
h ents
hieden, eine Integrationstheorie zu präsentieren,

die tatsä
hli
h auf dem in einer Dimension diskutierten Integralbegri� aufbaut.

Die mehrdimensionale Integration ist jedo
h mittlerweile für die Staatsexamen-

sprüfung der Studenten des ni
ht-vertieften Lehramtes in Bayern ni
ht mehr

relevant. Vor die Wahl gestellt, entweder ausführli
h über die Topologie des Rn

zu spre
hen, oder von letzterer und der mehrdimensionalen Integrationstheorie

jeweils nur einen Abriÿ zu geben, habe i
h ersteren Standpunkt eingenommen.

Ebenfalls ni
ht in der Vorlesung vorgetragen habe i
h aus Zeitmangel den

Abs
hnitt über Mä
htigkeiten von Mengen im Kapitel über die reellen Zahlen

und das Kapitel über komplexe Zahlen, da es in der parallel gelesenen Vorlesung

über Lineare Algebra zum Standard gehört. Den Anhang habe i
h bis auf das

Lemma von Zorn in der Vorlesung vollständig ausgespart.

Bei der Ausarbeitung der Vorlesungen habe i
h mi
h eng an [5℄

3

und den

Vorlesungen Analysis I - III [10℄, die i
h bei meinem späteren Diplomvater W.

Henke vom WS 1997/98 bis zum WS 1998/99 an der Universität zu Köln gehört

habe, aber au
h den Skripten Elemente der Analysis I - IV zu den Vorlesungen

1

mit Ausnahme des Zusatzes zu Satz 2.55 und Satz 2.63

2

Als Literatur zur Riemanns
hen Integration empfehle i
h F. Erwes Bu
h [8℄.

3

Dieses Bu
h gefällt mir besonders gut, und i
h empfehle es jedem Hörer einer Vorlesung

über Analysis als Lektüre. Die ursprüngli
h geplanten fortführenden Teile II und III sind leider

nie publiziert worden.

Zur Literatur über Analysis ist des weiteren zu sagen, daÿ es viele gute Bü
her zu diesem

Thema gibt. Jeder Student sollte selber einmal in der Bibliothek gu
ken, wel
hes ihm zusagt.

Neben [5℄ und [8℄ habe i
h eine Vorliebe für [11℄, da dieses Bu
h neben der Theorie au
h eine

groÿe Anzahl an Hintergrundinformationen enthält.
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Elemente der Analysis I - III von W. Barth [1℄, die er vom WS 2006/07 bis

zum WS 2007/08 an der Universität Erlangen-Nürnberg gelesen hat, sowie [8℄

orientiert. Anhang A ist im wesentli
hen [13℄ entnommen.

Abs
hlieÿend mö
hte i
h anmerken, daÿ si
h das vorliegende Skript in der

Reihenfolge (und damit in der Numerierung) der einzelnen De�nitionen und Re-

sultate an einigen Stellen von meinem Vortrag in den Vorlesungen unters
heidet.

Auÿerdem habe i
h einige meinen Vorlesungsvortrag verallgemeinernde Resul-

tate hinzugefügt � zusätzli
h zu den oben bereits erwähnten Ergänzungen.

Das hier dargebotene Material ist zum Na
hlesen und zur Vertiefung des

Sto�es für die Hörer des (ni
ht notwendigerweise bei mir gehörten) o.g. Vorle-

sungszyklus geda
ht.

Für Hinweise auf Fehler, Kritik oder Lob bin i
h dankbar. Kontakten können

Sie mi
h per E-Mail an bo
k(at)mi.uni-erlangen.de.

I
h sollte an dieser Stelle anmerken, daÿ das vorliegende Skriptum ni
ht

gegengelesen wurde. I
h vermute, daÿ auf den folgenden Seiten no
h Fehler

vorhanden sind, da i
h bei jeder Dur
hsi
ht kleinere Ungenauigkeiten � spri
h

Fehler � entde
ke. Aber au
h dies sollte für den Leser lehrend sein: Ni
ht sämt-

li
he Resultate, die in der Literatur � egal, ob Skriptum oder Bu
h � angegeben

sind, sind wahr. Der Leser sollte si
h von jedem Beweis selbst überzeugen.

Erlangen, im Februar 2012

C�hr�ist�o�ph B�o�
k
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1 Grundlagen

In der Mathematik bes
häftigen wir uns mit Aussagen über mathematis
he

Objekte.

De�nition 1.1 (Aussagen, Axiome). Eine Aussage ist ein spra
hli
h und gram-

matis
h ri
htiger Ausdru
k, dem eindeutig ein Wahrheitswert � entweder wahr

(w) oder fals
h (f) � zugeordnet ist.

Ein Axiom ist eine Aussage, die wir ohne Begründung als wahr betra
hten.

Beispiel.

1.) 13 ist eine Primzahl. Aussage, w

2.) 13 ist eine Glü
kszahl. keine Aussage

3.)

º

2 ist rational. Aussage, f

4.) In unserem Mil
hstraÿensystem gibt es weiteres Leben. Aussage, w oder f

De�nition 1.2 (Logis
he Verknüpfung von Aussagen zu neuen Aussagen). Es

seien A und B Aussagen. Wir de�nieren dann neue Aussagen non A (i.Z.  A ),

A und B (i.Z. A ,B ), A oder B (i.Z. A -B ), entweder A oder B (i.Z. A /B ),

aus A folgt B (i.Z. A� B ) und A ist äquivalent zu B (i.Z. A� B ) dur
h

die folgenden Wahrheitswertetafeln:

(i)

A  A

w f

f w

(ii)

A B A ,B A -B A /B A� B A� B

w w w w f w w

w f f w w f f

f w f w w w f

f f f f f w w

Bemerkung.

1.) Im Unters
hied zur Umgangsspra
he ist für uns also aus A folgt B insbe-

sondere immer dann wahr, wenn A fals
h ist, (egal ob B wahr oder fals
h

ist).

Beispiel.

1.) Wenn morgen die Sonne s
heint, gehen wir s
hwimmen.

Sollte es morgen regnen, so habe i
h mein Verspre
hen gehalten,

glei
hgültig, ob wir s
hwimmen gehen oder ni
ht.

2.)

5 � 2 � 1Ô� 4 ist eine Primzahl

und

5 � 2 � 1Ô� 5 ist eine Primzahl
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sind gemäÿ unserer De�nition wahre Aussagen, obwohl sie umgangs-

spra
hli
h wohl eher als unsinnig bezei
hnet würden.

2.) Die S
hreibweisen

Satz. Vor.: A

Beh.: B oder

Satz. Gelte A. Dann folgt B.

sind per de�nitionem glei
hbedeutend mit A� B.

Insbesondere ist jeder Satz wahr, dessen Voraussetzung fals
h ist.

Als Beweis eines sol
hen Satzes bezei
hnen wir den unter Benutzung von

wahren Aussagen erfolgenden Wahrheitsna
hweis für die Aussage A� B,

d.h. die Veri�zierung einer �wenn, dann�-Aussage und a priori ni
ht etwa

die Veri�zierung der in der Behauptung genannten Aussage B.

Da A� B bei fals
her Voraussetzung A stets wahr ist, reduziert si
h die

Veri�zierung von A� B auf den Na
hweis von: Falls gilt �A ist wahr�, so

folgt au
h �B wahr.�

3.) Ein Lemma (oder Hilfssatz ) bzw. Hauptsatz (oder Theorem) ist per de�-

nitionem ebenfalls ein Satz. Diese wertenden Titel von Sätzen zielen nur

darauf ab, dem Leser einer längeren deduktiven Darstellung den Über-

bli
k zu erlei
htern, dur
h Hinweis auf das geringere bzw. bedeutendere

Eigeninteresse oder inhaltli
he Gewi
ht dieses Satzes für die vorliegende

Theorie.

Satz 1.3. Sind A,B,C beliebige Aussagen, so sind die folgenden Aussagen sämt-

li
h wahr:

 � A� 
� A, (1)

 �A ,B� 
� �� A� - � B��, (2)

 �A -B� 
� �� A� , � B��, (3)

�A , �B -C�� 
� ��A ,B� - �A ,C��, (4)

�A - �B ,C�� 
� ��A -B� , �A -C��, (5)

�A� B� 
� �� B�� � A�, � (6)

�A� B� 
� �� A� -B�, (7)

� �A� B�� 
� �A , � B��, (8)

�A� B� 
� ��A� B� , �B � A��, (9)

�A , �A� B�� Ô� B. (10)

Bemerkung. (6) beinhaltet die Methode des indirekten Beweises, nämli
h die

Äquivalenz von

Satz. Vor.: A

Beh.: B und

Satz. Vor.:  B

Beh.:  A.
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Beweis. Exemplaris
h führen wir (2) vor, die übrigen Aussagen zeigt man

analog.

A B A ,B  �A ,B�  A  B � A� - � B� (2)

w w w f f f f w

w f f w f w w w

f w f w w f w w

f f f w w w w w

✷

De�nition 1.4 (Aussageformen).

(i) Sei Ω eine vorgegebene Klasse (Gesamtheit) von Objekten. Unter einer ein-

stelligen Aussageform mit Einsetzungsklasse Ω verstehen wir einen spra
h-

li
h und grammatis
h ri
htigen Ausdru
k H�. . .� mit einer �Leerstelle�

derart, daÿ gilt:

H�ω� ist Aussage für jedes Objekt ω, das zu Ω gehört.

(ii) Seien Ω1,Ω2 zwei Klassen von Objekten. Eine zweistellige Aussageform

mit Einsetzungsklassen Ω1,Ω2 ist ein spra
hli
h und grammatis
h ri
htiger

Ausdru
k H�. . . , . . .� mit zwei Leerstellen derart, daÿ gilt:

H�ω1, ω2� ist Aussage für jedes Objekt ω1 aus Ω1 und ω2 aus Ω2.

Drei- und mehrstellige Aussageformen werden analog de�niert.

De�nition 1.5 (Quantoren). Sei H�. . .� eine einstellige Aussageform mit Ein-

setzungsklasse Ω. Dann de�nieren wir zwei neue Aussagen

für alle ω gilt H�ω� (i.Z. �ωH�ω� oder

�

ω

H�ω� ) und

es existiert (mind.) ein ω, für das H�ω� gilt (i.Z. §ωH�ω� oder

�

ω

H�ω� )

wie folgt:

�ωH�ω� ist per de�nitionem genau dann wahr, wenn für alle ω aus Ω die

Aussage H�ω� wahr ist.

§ωH�ω� ist per de�nitionem genau dann wahr, wenn (mindestens) ein ω aus

Ω existiert, für das H�ω� wahr ist.

� und § heiÿen Quantoren.

Es gilt o�enbar:

�
 ��ωH�ω��� 
�

�
§ω � H�ω���

�
 �§ωH�ω��� 
�

�
�ω � H�ω���

Wir wollen nun Objekte bereitstellen, über die wir etwas aussagen können,

sog. Mengen. Georg Cantor (1845�1918) formulierte 1877 die in 1.6 (i) genannte

De�nition. Obwohl dieser �naive� Mengenbegri� ni
ht ganz unproblematis
h ist

(vgl. z.B. [4℄), wollen wir mit ihm arbeiten.
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De�nition 1.6 (Mengen à la Cantor).

(i) Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunters
hie-

denen Objekten unserer Ans
hauung oder unseres Denkens (wel
he wir

die Elemente der Menge nennen) zu einem Ganzen.

Es steht also eindeutig fest, ob ein Objekt Element einer Menge ist oder

ni
ht, und jede Menge kann ein Objekt hö
hstens einmal enthalten.

Ist a ein Element einer MengeM , so s
hreiben wir a >M und andernfalls

a ¶M .

Bezei
hnen a > M und b > M dasselbe Element, so s
hreiben wir a � b .

Gilt a � b ni
ht, so s
hreiben wir a x b .

(ii) Ist M eine Menge und H�. . .� eine einstellige Aussageform, deren Einset-

zungsklasse Ω die Menge M umfaÿt, so de�nieren wir drei neue Aussagen

für alle a aus M gilt H�a� (i.Z. �a>M H�a� oder

�

a>M

H�a� ),

es existiert (mindestens) ein a aus M , für das H�a� gilt (i.Z. §a>M H�a�

oder

�

a>M

H�a� ) und

es existiert genau ein a aus M, für das H�a� gilt (i.Z. §!a>M H�a� oder

�

a>M

H�a� ) wie folgt:

�a>M H�a� �
� �a �a >M � H�a��,

§a>M H�a� �
� §a �a >M , H�a��,

§!a>M H�a� �
� §a>M �H�a� , �b>M �H�b�� a � b�� .

(iii) Seien M,N Mengen.

a) Wir sagen, daÿ N eine Teilmenge von M ist (i.Z. N `M ) genau

dann, wenn gilt: �a>N a >M. M heiÿt dann au
h eine Obermenge von

N (i.Z. M a N ).

Wenn N `M ni
ht gilt, so s
hreiben wir N ØM oder M Ù N .

b) Wir sagen, daÿM glei
h N ist (i.Z. M � N ) genau dann, wenn gilt:

�N `M� , �M ` N�.

Wenn M � N ni
ht gilt, so s
hreiben wir M x N .

(iv) Die eindeutig bestimmte Menge g , die kein Element enthält, heiÿt leere

Menge.

(v) Seien M,N Mengen sowie �Mi�i>I eine Mengenfamilie, d.h. per de�nitio-

nem I ist eine Menge, und für jedes i > I ist Mi ebenfalls eine Menge.

Dann gibt es folgende Mengen:
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a) Der Dur
hs
hnitt von M und N (i.Z. M 9N ) enthält alle Elemente,

die sowohl zu M als au
h zu N gehören.

Der Dur
hs
hnitt der Mengenfamilie �Mi�i>I (i.Z. �

i>I

Mi ) die Menge

aller Elemente, die in allen Mi, i > I, enthalten sind.

b) Die Vereinigung von M und N (i.Z. M 8N ) enthält alle Elemente,

die in M oder in N enthalten sind.

M und N heiÿen disjunkt genau dann, wenn M 9N � g. In diesem

Fall s
hreibt man au
h M <N für M 8N .

Die Vereinigung der Mengenfamilie �Mi�i>I (i.Z. �

i>I

Mi ) die Menge

aller Elemente, die in mindestens einem Mi, i > I, enthalten sind.

Die Mengenfamilie �Mi�i>I heiÿt disjunkt genau dann, wenn gilt

�i,j>I�i x j Ô�Mi 9Mj � g�.

In diesem Fall s
hreibt man au
h

#

i>I

Mi für

�i>IMi.


) Die Potenzmenge von M (i.Z. P�M� ) besitzt genau die Teilmengen

von M als Elemente.

d) Ist H�. . .� eine einstellige Aussageform, deren Einsetzungsklasse die

MengeM umfaÿt, so bezei
hnen wir mit �a >M S H�a�� die Menge

derjenigen Elemente a von M , für die H�a� gilt.

e) M �N �� �a >M S a ¶ N� heiÿt die Di�erenzmenge von M und N

oder im Falle N `M das Komplement von N in M .

De�nition 1.7 (Abbildungen, Bild, Urbild). Seien M,N Mengen.

(i) Eine Abbildung f �M � N von M na
h N ist eine Zuordnung, die jedem

Element a >M genau ein Element f�a� > N zuordnet.

Die Menge der Abbildungen M � N bezei
hnen wir mit NM
.

Ist dann f > NM
, so heiÿt für jede Teilmenge A von M die Menge

f�A� �� �b > N S §a>A f�a� � b�

das Bild von A unter f und für jede Teilmenge B von N die Menge

f
1
�B� �� �a >M S §b>B f�a� � b�

das Urbild von B unter f .

Ist eine Abbildung f > NM
konstant vomWert c > N , so s
hreiben wir au
h

f � c und identi�zieren hierbei das Element c > N mit der konstanten

Abbildung vom Wert c > N .
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(ii) Die Abbildung idM � M �M , a ( a, heiÿt die Identität auf M .

4

Ist darüber hinaus A ` M , so heiÿt die Abbildung A 0M ,a ( a, die

Inklusion von A in M . Für eine Abbildung f � M � N heiÿt des weiteren

f SA� A � N , a ( f�a�, die Eins
hränkung von f auf A.

(iii) Sind

ÈM, ÇN zwei weitere Mengen, und sind f �M � N und g� ÈM �

ÇN

Abbildungen, so ist die Verkettung von f und g de�niert als die Abbildung

f X g� g1� ÇN 9M� �� N , az� f�g�a��.

(iv) Eine Abbildung f �M � N heiÿt

a) injektiv (oder Injektion) genau dann, wenn gilt

�a,ã>M �f�a� � f�ã�Ô� a � ã�,

b) surjektiv (oder Surjektion) genau dann, wenn gilt �b>N§a>M f�a� � b,


) bijektiv (oder Bijektion) genau dann, wenn f sowohl injektiv als au
h

surjektiv ist.

(v) Eine Abbildung f �M � N ist o�enbar genau dann bijektiv, wenn gilt

�b>N§!a>M f�a� � b. In diesem Fall de�nieren wir die Umkehrabbildung

von f als die Abbildung f�1� N �M mit

�b>N f
�1
�b� � a, wobei a >M eindeutig bestimmt mit f�a� � b.

De�nition 1.8 (Kartesis
hes Produkt einer Mengenfamilie). Seien M eine

Menge und �Mi�i>I eine Familie von Teilmengen von M . Dann heiÿt die Menge

�

i>I

Mi �� �f � I �M Abbildung S �i>I f�i� >Mi�

das kartesis
he

5

Produkt der Mengenfamilie �Mi�i>I .

Ist I � �1, . . . , n�, so können wir M1 � . . . �Mn ��

�i>IMi kanonis
h mit

der Menge aller n-Tupel �a1, . . . , an� mit a1 >M1, . . . , an >Mn identi�zieren. Im

Falle M1 � . . . �Mn �M s
hreiben wir au
h Mn
für M1 � . . . �Mn.

Wir setzen die Gültigkeit des folgenden Auswahlaxiomes voraus.

1.9 (Auswahlaxiom). Seien M eine Menge und �Mi�i>I eine Familie von Teil-

mengen von M mit �i>IMi x g. Dann gilt

�i>IMi x g, d.h. es existiert eine

Abbildung f � I �M mit �i>I f�i� >Mi.

4

Die Identität auf R bzw. C bezei
hnen wir mit x bzw. z . Hierbei ist R bzw. C die

später einzuführende Menge der reellen bzw. komplexen Zahlen.

5

na
h René Des
artes (1596�1650)
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Bemerkung. In dieser Bemerkung verwenden wir die später einzuführenden

reellen Zahlen.

Seien M � �1,2,3�, I � �1,2,3,4� sowie M1 � �1,3�, M2 � �1,2�, M3 � �2�

und M4 � �2,3�. Dann ist

f � �1,2,3,4� �� �1,2,3�

1 z� 3

2 z� 1

3 z� 2

4 z� 3

o�enbar eine Abbildung f � I �M mit �i>I f�i� >Mi. Wir können die Existenz

eines f wie im Auswahlaxiom also dur
h explizite Angabe garantieren, und dies

ist immer der Fall, wenn I eine endli
he Menge ist.

Das Auswahlaxiom spielt erst dann eine Rolle, wenn I keine endli
he Menge

mehr ist.

Seien z.B.M � R, I �P�R���g� und �i>P�R���g�Mi � i. Das Auswahlaxiom

besagt, daÿ es eine Abbildung f � P�R� � �g� � R gibt, die jeder ni
ht-leeren

Teilmenge von R ein Element aus dieser Menge zuordnet. Eine sol
he Abbildung

könnten wir niemals explizit angeben und ihre Existenz daher au
h ohne das

Auswahlaxiom ni
ht beweisen.
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2 Der Körper R der reellen Zahlen

Axiomatis
he Einführung der reellen Zahlen

Wir betra
hten eine Menge R als gegeben, wel
he die Struktur besitzt, die in

den na
hfolgend genannten Axiomen �R1� bis �R13� bes
hrieben ist. Man kann

zeigen, daÿ R dadur
h (bis auf sog. Isomorphie angeordneter Körper) eindeutig

bestimmt ist. Die Elemente von R heiÿen reelle Zahlen.

Man kann si
h nun fragen, ob überhaupt eine Menge mit �R1� bis �R13�

existiert. Um einzusehen, daÿ dies der Fall ist, kann man vers
hiedene Kon-

struktionen sol
h einer Menge studieren. Man konstruiert zunä
hst die Menge

der natürli
hen Zahlen, dann die Menge der ganzen Zahlen und s
hlieÿli
h die

Menge der rationalen Zahlen. Da die Menge der rationalen Zahlen �lü
kenhaft�

ist, konstruiert man die reellen Zahlen dur
h einen Prozeÿ der Vervollständigung.

Es gibt dafür drei Methoden, nämli
h dur
h Dedekinds
he S
hnitte � na
h Ri-


hard Dedekind (1831�1916) �, dur
h Fundamentalfolgen (Cau
hy

6

-Folgen) �

na
h Georg Cantor � oder dur
h Intervalls
ha
htelungen. Diesen Weg zu gehen,

kostet aber mehr Zeit, als wir zur Verfügung haben. Eine sehr gute Quelle dazu

ist das Bu
h [7℄.

Wir werden die natürli
hen, ganzen und rationalen Zahlen umgekehrt als

gewisse Teilmengen von R de�nieren.

Additionsaxiome

Es ist eine Abbildung . . . � . . . � R � R � R, �a, b� ( a � b, (eine sog. Addition)

gegeben mit

�R1� �a,b>R a � b � b � a (Kommutativität der Addition),

�R2� �a,b,c>R �a � b� � c � a � �b � c� (Assoziativität der Addition),

�R3� §n>R�a>R a � n � a (Existenz eines neutralen Elementes

bzgl. � ).

Dann gilt statt �R3� sogar

Lemma 2.1. §!n>R�a>R a � n � a.

Beweis. Die Existenz ist klar na
h �R3�. Zum Na
hweis der Einzigkeit sei

au
h ñ > R mit

�a>R a � ñ � a. (11)

Dann folgt ñ
�R3�
� ñ � n

�R1�
� n � ñ

�11�
� n. ✷

De�nition 2.2. Das eindeutig bestimmte Element n > R wie in Lemma 2.1

heiÿt die Null von R und wird mit 0 bezei
hnet.

Na
h �R1� gilt also �a>R a � 0 � 0 � a � a.

6

na
h Augustin Louis Cau
hy (1789�1857)
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�R4� �a>R§b>R a � b � 0 (Existenz eines Inversen bzgl. � ).

Dann gilt statt �R4� sogar

Lemma 2.3. �a>R§!b>R a � b � 0.

Beweis. Sei a > R. Die Existenz von b > R wie im Lemma ist klar na
h �R4�.

Zum Na
hweis der Einzigkeit sei au
h c > R mit

a � c � 0. (12)

Dann folgt c
2.2
� c� 0

�R4�
� c� �a� b�

�R2�
� �c�a�� b

�R1�
� �a� c�� b

�12�
� 0� b

2.2
� b. ✷

De�nition 2.4. Ist a > R, so heiÿt das na
h Lemma 2.3 eindeutig bestimmte

Element b > R mit a� b � 0 das Negative von a, und man bezei
hnet es mit �a .

Na
h �R1� gilt also �a>R ��a� � a � a � ��a� � 0.

Bemerkung. �R1� bis �R4� besagen, daÿ �R,�� eine sog. abels
he7 Gruppe ist.

De�nition 2.5.

(i) Sind a, b > R, so s
hreiben wir für a � ��b� au
h kurz a � b und nennen

diese reelle Zahl die Di�erenz zwis
hen a und b.

(ii) Für Teilmengen A,B von R setzen wir

A �B �� �a � b S a > A , b > B�,

A �B �� �a � b S a > A , b > B�,

�A �� ��a S a > A�.

Ferner setzen wir R�

�� R � �0�.

Satz 2.6.

0 � �0, (13)

�a>R � ��a� � a, (14)

�a,b>R � �a � b� � ��a� � b
2.5
� ��a� � ��b� �� �a � b. (15)

Beweis. (13) folgt aus 0 � 0
2.2
� 0 und De�nition 2.4.

(14) folgt aus ��a� � a
2.4
� 0 und De�nition 2.4.

(13) folgt aus

�a � b� � ���a� � ��b��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�R1�
� �a � b� � ���b� � ��a��

�R2�
� ��a � b� � ��b�� � ��a�

�R2�
�
�a � �b � ��b��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2.4
� 0

�
� ��a� � �a � 0�

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

2.2
� a

���a�
2.4
� 0

und De�nition 2.4. ✷

7

na
h Niels Henrik Abel (1802�1829)
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Multiplikationsaxiome

Es ist eine Abbildung . . . � . . . � R �R� R, �a, b� ( a � b �� ab, (eine sog. Multipli-

kation) gegeben mit

�R5� �a,b>R ab � ba (Kommutativität der Multiplikation),

�R6� �a,b,c>R �ab�c � a�bc� (Assoziativität der Multiplikation),

�R7� §e>R��a>R�

�R5�
� ea
©

ae � a (Existenz eines neutralen Elementes

bzgl. � ).

Analog zu Lemma 2.1 gilt dann statt �R7� sogar

Lemma 2.7. §!e>R��a>R� ae � a. ✷

De�nition 2.8. Das eindeutig bestimmte Element e > R�

wie in Lemma 2.7

heiÿt die Eins von R und wird mit 1 bezei
hnet.

Na
h �R5� gilt also �a>R� 1a � a1 � a und (wegen 1 > R�

) auÿerdem 1 x 0 .

�R8� �a>R�§b>R� ab � 1 (Existenz eines Inversen bzgl. � ).

Analog zu Lemma 2.3 gilt dann statt �R8� sogar

Lemma 2.9. �a>R�§!b>R� ab � 1. ✷

De�nition 2.10. Ist a > R�

, so heiÿt das na
h Lemma 2.9 eindeutig bestimmte

Element b > R�

mit ab � 1 das Reziproke von a und wird mit a�1 oder

1

a
bezei
hnet.

Na
h �R7� gilt also �a>R�
1

a
a � a

1

a
� 1.

Bemerkung. �R5� bis �R8� besagen u.a., daÿ �R�, �� eine abels
he Gruppe ist.

De�nition 2.11.

(i) Sind a > R und b > R�

, so s
hreiben wir für a
1

b
au
h

a

b
und nennen diese

reelle Zahl den Quotienten von a und b.

(ii) Für Teilmengen A,B von R setzen wir

A �B �� �ab S a > A , b > B�

und im Falle A ` R�

A�1
�� �a�1 S a > A�.

10



Analog zu Satz 2.6 folgt

Satz 2.12.

1�1 � 1, (16)

�a>R� �a
�1
�

�1
� a, (17)

�a,b>R �ab�
�1

� a�1b�1. (18)

✷

Distributivitätsaxiom

�R9� �a,b,c>R� a�b � c� � ab � ac
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

���ab���ac�

(Distributivität).

Bemerkung. �R1� bis �R9� besagen, daÿ �R,�, �� ein sog. Körper ist.

Beispiel. Die Menge Z2 �� �02,12�, wobei 02 und 12 zwei voneinander vers
hie-

dene Objekte sind, bildet zusammen mit `,b, gegeben dur
h

` 02 12

02 02 12
12 12 02

und

b 02 12

02 02 02
12 02 12

, einen Körper �Z2,`,b�
8

. Aus �R1� bis �R9� folgt daher

ni
ht, daÿ R mehr als 2 Elemente besitzt

9

.

8

Der hier angeführte Körper, in dem 1 ` 1 � 0,1 ` 1 ` 1 � 1 usw. gilt, �ndet � bis auf die

Unstimmigkeit im zweiten Vers � au
h in Goethes Faust Erwähnung. Die Hexe liest aus ihrem

Re
henbu
h vor:

Du muÿt verstehn!

Aus Eins ma
h Zehn,

Und Zwei laÿ gehn,

Und Drei ma
h glei
h,

So bist du rei
h.

Verlier die Vier!

Aus Fünf und Se
hs,

So sagt die Hex',

Ma
h Sieben und A
ht,

So ist's vollbra
ht:

Und Neun ist Eins,

Und Zehn ist keins.

Das ist das Hexen-Einmaleins.

Faust, der �Philosophie, Juristerei und Medizin, und leider au
h Theologie� studiert hat,

o�enbar aber ni
ht Mathematik, antwortet: �Mi
h dünkt, die Alte spri
ht im Fieber.�

Diese Interpretation ist [9, S. 52℄ entnommen. Eine andere besteht darin, die Zeilen als

Bes
hreibung eines magis
hen Quadrates mit Zeilen- und Spaltensumme 15 zu verstehen.

9

Man kann übrigens zeigen, daÿ genau dann ein Körper mit p Elementen (p > N, p C 2)

existiert, wenn p eine Primzahl ist.

11



Satz 2.13. Für alle a, b, c > R gilt

�a � b�c � ac � bc, (19)

0 � 0a � a0, (20)

1a � a1 � a, (21)

��1�a � �a, (22)

a��b� � ��a�b � �ab
°

����ab�

, (23)

��a���b� � ab. (24)

Beweis. Zu (19): �a � b�c
�R5�
� c�a � b�

�R9�
� ca � cb

�R5�
� ac � bc.

Zu (20):

0
2.4
� a 0

®

2.2
� 0�0

� ��a0�
²

���a0�

� a�0 � 0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

���a0�
�R9�
� �a0 � a0� � ��a0�

�R2�
� a0 � �a0 � ��a0��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2.4
� 0

� a0 � 0
2.2
� a0

�R5�
� 0a.

(21) ist für a > R�

na
h De�nition 2.8 und für a � 0 na
h (20) klar.

Zu (22): a � ��1a�
�21�
� 1a � ��1a�

�19�
� �1 � ��1��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2.4
� 0

a
�20�
� 0. Daher gilt na
h

De�nition 2.4: �1a � �a.

Zu (23): Aus

ab � a��b�
�R9�
� a �b � ��b��

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2.4
� 0

� a0
�20�
� 0

bzw.

ab � ��ab�
�19�
� �a � ��a��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2.4
� 0

b � 0b
�20�
� 0

folgt wiederum na
h De�nition 2.4: a��b� � �ab bzw. ��a�b � �ab.

Zu (24): ��a���b�
�23�
� ����a��b

�14�
� ab. ✷

Bemerkung. 0 besitzt kein inverses Element bzgl. � , d.h. es existiert kein Ele-

ment 0�1 > R mit 00�1 � 1. Denn andernfalls folgte 0
�20�
� 00�1 � 1, im Wider-

spru
h zu De�nition 2.8.
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Anordnungsaxiome

Es ist eine Teilmenge R
�

von R (ein sog. Positivberei
h) gegeben derart, daÿ

gilt

�R10� R�

� R
�

< ��R
�

�,

�R11� R
�

�R
�

` R
�

,

�R12� R
�

�R
�

` R
�

.

Die Elemente von R
�

bzw. R
�

�� ��R
�

� heiÿen positive bzw. negative reelle

Zahlen.

Bemerkung. �R1� bis �R12� besagen, daÿ �R,�, �,R
�

� ein sog. angeordneter

Körper ist.

De�nition 2.14. Für alle a, b > R de�nieren wir

a � b
±

��bAa

�
� b � a > R
�

,

a B b
±

��bCa

�
� �a � b� - �a � b�.

Dann gilt insbesondere für alle a > R

a A 0 
� a > R
�

(25)

a � 0 
� �a > R
�


� a > R
�

(26)

Bemerkung. Die o.g. Axiome besagen gerade:

�

ÉR10� Für a > R gilt entweder a A 0 oder a � 0 oder a � 0 (Tri
hotomie).

�

ÉR11� �a,b>R a A 0 , b A 0Ô� a � b A 0 (Monotonie v.�).

�

ÉR12� �a,b>R a A 0 , b A 0Ô� ab A 0 (Monotonie v. �).

Satz 2.15. Für alle a, b, c > R gilt

a � b
� �a A �b,

insbesondere �b A 0
� �b � 0� bzw. �a � 0
� �a A 0�,
(27)

entweder gilt a A b oder a � b oder a � b, (28)

�
�a A 0 , b A 0� / �a � 0 , b � 0��
� ab A 0,

�
�a A 0 , b � 0� / �a A 0 , b � 0��
� ab � 0,

(29)

a x 0
� a2 �� aa A 0 ,

insbesondere 1 A 0 ,
(30)

�a � b , b � c�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��a�b�c

Ô� a � c, (31)
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a � bÔ� a � c � b � c, (32)

�a � b , c A 0�
� ac � bc,

�a � b , c � 0�
� ac A bc,
(33)

0 � a � bÔ� 0 �
1

b
�

1

a
. (34)

Beweis als Übung. ✷

Bemerkung. Aus (30) und (32) folgt, daÿ es auÿer 0 und 1 no
h weitere paar-

weise vers
hiedene Elemente von R gibt, nämli
h z.B.

2 �� 1 � 1,3 �� 2 � 1,4 �� 3 � 1,5 �� 4 � 1,6 �� 5 � 1,7 �� 6 � 1,8 �� 7 � 1,9 �� 8 � 1.

Tatsä
hli
h werden wir unten die Existenz der natürli
hen Zahlen � und

sogar die der rationalen Zahlen � als Teilmenge von R aus �R1� bis �R12�

herleiten. M.a.W. �enthält� jeder angeordnete Körper die rationalen Zahlen.

De�nition 2.16 (Betrag). Für alle a > R de�nieren wir den Betrag von a als

SaS �� �
a, falls a C 0

�a, falls a � 0
¡ > R.

Satz 2.17. Für alle a, b > R gilt

SaS � S � aS C 0; (35)

a B SaS , �a B SaS; (36)

SaS � b
� �b � a � b; (37)

SaS B b
� �b B a B b; (38)

Sa � bS B SaS � SbS �Dreie
ksunglei
hung�,

mit Glei
hheit genau dann, wenn ab C 0;
(39)

SaS � SbS B SSaS � SbSS B Sa � bS ; (40)

SabS � SaS SbS . (41)

Beweis als Übung. ✷

Vollständigkeitsaxiom

De�nition 2.18 (obere und untere S
hranke). Sei M ` R.

(i) Ist c > R, so de�nieren wir

c obere S
hranke von M �
� �a>M a B c,

c untere S
hranke von M �
� �a>M a C c.

(ii) Wir setzen weiter

M na
h oben bes
hränkt �
� §c>M c obere S
hranke von M,

M na
h unten bes
hränkt �
� §c>M c untere S
hranke von M,

M bes
hränkt �
�M na
h oben und unten bes
hränkt.

14



De�nition 2.19 (obere und untere Grenze, In�mum, Supremum). Sei M ` R.

Ist c > R, so de�nieren wir

c �
obere

untere

¡ Grenze von M

�
� c �
obere

untere

¡ S
hranke von M und

�c̃>R �c̃ �
�

A

¡ c� c̃ ni
ht �
obere

untere

¡ S
hranke von M�.

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d.h. es existiert keine

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

kleinere obere

gröÿere untere

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

S
hranke als c

Dann gilt:

Es existiert hö
hstens eine �

obere

untere

¡ Grenze von M. (42)

[ Beweis von (42): Angenommen es gibt zwei �

obere

untere

¡ Grenzen c, c̃ > M

mit c x c̃. Dann gilt na
h (28) c̃ � c oder c � c̃. Ohne Bes
hränkung der Allge-

meinheit sei c̃ � c, ansonsten vertus
he c und c̃. Da �
c obere

c̃ untere
¡ Grenze und

c̃ � c, so ist �

c̃

c
¡ ni
ht �

obere

untere

¡ S
hranke von M , insbesondere ist �

c̃

c
¡

ni
ht �

obere

untere

¡ Grenze von M , Widerspru
h! ℄

Falls M eine �

obere

untere

¡ Grenze besitzt, so ist diese na
h (42) eindeutig

bestimmt, und wir bezei
hnen sie mit

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

supM

infM

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

.

IstM ni
ht na
h �

oben

unten

¡ bes
hränkt, so setzen wir

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

supM �� �ª

infM �� �ª

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

10

.

infM und supM heiÿen In�mum und Supremum von M .

�R13�
Für jede Teilmenge M x g von R gilt:

M na
h oben bes
hränkt Ô�M besitzt obere Grenze

(Vollständigkeit).

10

Hierbei bezei
hnen �ª (lies �plus unendli
h�) und �ª (lies �minus unendli
h�) zwei

voneinander vers
hiedene Objekte, die keine reellen Zahlen sind.
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Bemerkung. �R1� bis �R13� besagen, daÿ R � genauer �R,�, �,R
�

� � ein sog.

vollständig angeordneter Körper ist.

Satz 2.20. �R13� ist äquivalent dazu, daÿ jede ni
ht-leere na
h unten bes
hränk-

te Teilmenge von R eine untere Grenze besitzt.

Beweisskizze: Sei M ` R dur
h c na
h unten bes
hränkt. Dann ist �M

o�enbar dur
h �c na
h oben bes
hränkt, besitzt also eine obere Grenze s. �s

ist dann

11

untere Grenze von M . ✷

Satz 2.21. Bis auf sog. Isomorphie angeordneter Körper existiert genau ein

vollständig angeordneter Körper R.

Beweis vgl. [7, S. 42f℄. ✷

2.22 (Intervalle).

(i) De�nition. Sei J ` R.

J heiÿt Intervall von R �
� �a1,a2>J�c>R �a1 � c � a2� c > J�.

(ii) Die folgenden Teilmengen von R sind für beliebige a, b > R mit a B b

o�enbar Intervalle von R:

�a, b� �� �c > R S a B c B b� �bes
hränktes abges
hlossenes oder au
h

kompaktes Intervall�,

�a, b� �� �c > R S a B c � b� �bes
hränktes halbo�enes Intervall�,

�a, b� �� �c > R S a � c B b� �bes
hränktes halbo�enes Intervall�,

�a, b� �� �c > R S a � c � b� �bes
hränktes o�enes Intervall�,

�a,�ª� �� �c > R S a B c� �unbes
hränktes abges
hlossenes Intervall�,

� �ª, b� �� �c > R S c B b� �unbes
hränktes abges
hlossenes Intervall�,

�a,�ª� �� �c > R S a � c� �unbes
hränktes o�enes Intervall�,

� �ª, b� �� �c > R S c � b� �unbes
hränktes o�enes Intervall�,

� �ª,�ª� �� R �unbes
hränktes o�enes und

abges
hlossenes Intervall�.

Beispiel. �0,�ª� � R
�

, �1,1� � g, �1,1� � g, �1,1� � �1�.

Satz 2.23. Auÿer den in 2.22 (ii) bes
hriebenen gibt es keine weiteren Intervalle

von R.

Beweisskizze. Sei J ein ni
ht-leeres Intervall von R.

Setze α �� inf J > R8��ª� sowie β �� supJ > R8��ª�, und zeige der Reihe

na
h � (44) mittels (43) �

�t>�α,β� t weder obere no
h untere S
hranke von J, (43)

11

Aus �a,b>R �a � b � �a A �b� folgt, daÿ für jede ni
ht-leere Teilmenge M von R gilt:

sup��M� � � infM.
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�α,β� ` J. (44)

Wegen (44) gilt entweder �α,β� � J oder §t>J t ¶ �α,β�. Letzteres impliziert

α x �ª - β x �ª, und hieraus folgt dur
h Fallunters
heidung J � �α,β� oder

J � �α,β� oder J � �α,β�. ✷

De�nition 2.24 (o�ene, abges
hlossene und kompakte Teilmengen von R). Sei

M eine Teilmenge von R.

(i) M heiÿt o�en �
� �a>M§ε>R
�

�a � ε, a � ε� `M ,

(ii) M heiÿt abges
hlossen �
� R �M ist o�en,

(iii) M heiÿt kompakt �
�M ist bes
hränkt und abges
hlossen.

Beispiel. O�ene Intervalle von R sind o�en, abges
hlossene Intervalle von R

sind abges
hlossen, und kompakte Intervalle von R sind kompakt.

Satz 2.25 (R als topologis
her Raum).

(i) g und R sind o�en.

(ii) Sind I eine beliebeige Menge und Mi für jedes i > I eine o�ene Teilmenge

von R, so ist

�i>IMi eine o�ene Teilmenge von R.

(iii) Sind M1,M2 o�ene Teilmengen von R, so ist M1 9M2 eine o�ene Teil-

menge von R.

Beweis als Übung. ✷

De�nition 2.26 (innerer Punkt, o�ener Kern). Sei M ` R.

a >M heiÿt innerer Punkt von M �
� §ε>R
�

�a � ε, a � ε� `M .

Die Menge aller inneren Punkte von M bezei
hnen wir mit

X

M und nennen

sie den o�enen Kern von M .

Beispiel.

X

Æ

�0,�ª� �
X

�R
�

� R
�

,

X

Æ

�0,1� � g.

De�nition 2.27 (Maximum, Minimum). Sei M ` R.

(i) Sei c > R.

c heiÿt Maximum von M �
� c >M , �a>M a B c,

c heiÿt Minimum von M �
� c >M , �a>M a C c.

(ii) Aus (i) folgt:

Falls M ein Maximum bzw. Minimum besitzt, so ist dieses eindeutig be-

stimmt, und wir bezei
hnen es mit maxM bzw. minM .

In diesem Fall gilt maxM � supM bzw. minM � infM .

(iii) Ist umgekehrt M na
h oben bzw. unten bes
hränkt und gilt supM > M

bzw. infM > M , so besitzt M ein Maximum bzw. Minimum, nämli
h

supM bzw. infM . (Klar na
h (i).)

Beispiel. max �0,1� � 1, �0,1� besitzt kein Maximum.
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Natürli
he Zahlen und vollständige Induktion

De�nition 2.28 (Induktive Mengen, die Menge N der natürli
hen Zahlen).

(i) Sei M ` R.

M heiÿt induktiv �
� 0 >M , �a>M a � 1 >M.

Es gilt also:

M induktiv Ô� M enthält u.a. die reellen Zahlen

0,1,2,3,4,5, 6, 7, 8, 9 als Elemente.

Bemerkung. Daÿ die Elemente 0,1,2, . . . ,9 u.s.w. paarweise vers
hieden

sind, folgt daraus, daÿ R � bzw. genauer �R,�, �,R
�

� � ein angeordneter

Körper ist, vgl. die Bemerkung im Ans
hluÿ an Satz 2.15.

Beispiel. R und �0,�ª� sind induktive Mengen.

(ii) SeiM ` P�R� die Menge aller induktiven Teilmengen von R. Wir setzen

den Dur
hs
hnitt aller induktiven Mengen als

N ��

�

M>M

M � �a > R S�M>M

a >M�

und nennen N die Menge der natürli
hen Zahlen.

O�enbar ist N eine induktive Teilmenge von R, folgli
h ist N die kleinste

induktive Teilmenge von R.

Aus der letzten De�nition folgt trivialerweise

Satz 2.29.

0 > N und �n>N n � 1 > N. (45)

Für jede Menge M ` R mit 0 >M und �a>M a � 1 >M gilt N `M. (46)

✷

Satz 2.30 (Das Beweisprinzip der vollständigen Induktion).

Vor.: Es sei H�. . .� eine einstellige Aussageform, deren Einsetzungsklasse die

Menge N umfaÿt mit folgenden Eigens
haften:

(IA) H�0� ist wahr �Induktionsanfang�.

(IS) �n>N � H�n� ist wahr
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Induktionsvor. (IV)

Ô�H�n � 1� ist wahr� �Induktionss
hritt�.

Beh.: �n>NH�n� ist wahr.

Zusatz. Die Behauptung gilt au
h, wenn man (IV) dur
h �H�0�, . . . ,H�n� sind

wahr� ersetzt.
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Beweis. Wir setzen M �� �n > N SH�n� ist wahr��` N ` R�. Dann ist M

eine induktive Teilmenge von R, und aus (46) folgt somit N ` R, also folgt

�n>NH�n� ist wahr.

Der Zusatz folgt sofort dem Satz, indem man den Satz auf die einstellige

Aussageform

ÇH�. . .�, die dur
h

�n>N
ÇH�n� �
� H�0� , . . . , H�n�

gegeben ist, anwendet. ✷

Satz 2.31 (Eigens
haften der natürli
hen Zahlen). Es gilt

(i) �n>N n C 0,

(ii) N �N ` N, d.h. �k,n>N k � n > N,

(iii) N �N ` N, d.h. �k,n>N kn > N,

(iv) �n>N ��n � 0� - �n � 1 > N�� ,

(v) �n>N ��n,n � 1� 9N � g, d.h. �a>R �n � a � n � 1Ô� a ¶ N��,

(vi) �k,n>N �n B kÔ� k � n > N�.

Beweis. Zu (i): Wir setzen �n>NH�n� �
� n C 0.

Dann ist H�0� wahr, denn 0 C 0.

Angenommen n > N und H�n� ist wahr, d.h. n C 0. Dann folgt

n � 1
�32�
C 0 � 1 �

�30�
C 0,

also n � 1
�31�
C 0, d.h. es gilt H�n � 1�.

Daher folgt aus Satz 2.30: �n>NH�n� ist wahr.

Zu (ii): Sei k > N beliebig aber fest gewählt. Wir zeigen dur
h vollständige

Induktion

�n>N k � n > N.

Induktionsanfang für n � 0: k � 0 � k > N.

Induktionss
hritt: Gelte die Behauptung für n > N, d.h. k�n > N. Dann folgt

k � �n � 1�
�R2�
� �k � n�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>N

�1 > N, da N induktiv,

also gilt die Behauptung au
h für n � 1.

Zu (iii): Sei k > N beliebig. Zu zeigen ist �n>N kn > N.

Beweis hiervon dur
h vollständige Induktion na
h n > N:

n � 0 � k0 � 0 > N.

n( n � 1 � Sei n > N und gelte kn > N. Dann folgt

k�n � 1� � kn
¯

IV

> N

� k
®

>N

�ii�
> N.
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Zu (iv): Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n > N �

n � 0 ist trivial.

n( n � 1 � Sei n > N und gelte n � 0 oder n � 1 > N. Dann gilt

�n � 1� � 1 � n � �1 � 1� � n � 0 � n > N.

Zu (v): Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n > N:

n � 0 � Wegen (i) genügt es o�enbar zu zeigen �k>N �k A 0 � k A 1�. Hierzu

sei k > N mit k A 0. Dann gilt na
h (iv) k � 1 > N, also na
h (i) k � 1 C 0 und

folgli
h k � k � ��1 � 1� � �k � 1� � 1 C 0 � 1 � 1.

n( n�1: Seien n > N und a > Rmit n�1 � a � n�2. Dann folgt n � a�1 � n�1,

also na
h Induktionsvoraussetzung a� 1 ¶ N. Wegen a A 0 folgt hieraus und aus

(iv), daÿ gilt: a ¶ N.

Zu (vi): Sei k > N fest gewählt. Zu zeigen ist �n>N �n B k� k � n > N�.

n � 0 � Es gelten 0 B k (na
h (i)) und k � n � k > N.

n ( n � 1 � Sei n > N und gelte die Induktionsvor. �n B k � k � n > N�. Zu

zeigen ist

n � 1 B kÔ� k � �n � 1� > N.

Zum Beweis hiervon sei n � 1 B k. Dann folgt n � n � 1 B k, also na
h

Induktionsvor. k � 1 > N sowie k � n A 0, (denn aus (i) folgt k � n C 0, und im

Falle k � n � 0 wäre k � n im Widerspru
h zu n � k.) Zusammen mit (iv) ergibt

dies �k � n� � 1 > N, d.h. k � �n � 1� > N.

Damit ist au
h (vi) gezeigt. ✷

De�nition 2.32 (Die Menge N
�

der positiven natürli
hen Zahlen). Wir setzen

N
�

�� R
�

9 N
2.31�v�
� N � �0�. Die Elemente von N

�

heiÿen positive natürli
he

Zahlen.

Satz 2.33 (Wohlordnung der natürli
hen Zahlen). Jede ni
ht-leere Teilmenge

von N besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Seien g x A ` N und M �� �n > N S�a>A n B a�.

Dann existiert n0 >M derart, daÿ n0 � 1 ¶M .

(Andernfalls wäre nämli
h M induktiv, d.h. N � M . Na
h Voraussetzung

existiert a0 > A ` N, also a0 � 1 > N �M und somit a0 � 1 B a0, Widerspru
h.)

Wegen n0 > M gilt �a>A n0 B a, und wegen n0 � 1 ¶ M existiert a1 > A mit

n0 � 1 A a1. Aus k B a1 � n0 � 1 folgt na
h Satz 2.31 (v): n0 � a1. Daher ist n0
kleinstes Element von A. ✷

Satz 2.34 (Bernoullis
he

12

Unglei
hung). Seien a > R mit a A �1 und n > N.

Dann gilt

�1 � a�n C 1 � na,

wobei wir hier bereits die De�nition der n-ten Potenz verwenden, siehe 2.46 (i).

Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n > N: Der Fall n � 0 ist trivial.

n( n � 1 � Da 1 � a na
h Voraussetzung positiv ist, gilt

�1 � a�n�1 � �1 � a�n�1 � a�
IV
C �1 � na��1 � a� � 1 � �n � 1�a � na2 C 1 � �n � 1�a.

✷

12

na
h Ja
ob Bernoulli (1654�1707)
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Zur De�nition der natürli
hen Zahlen und zur Herleitung der letzten vier

Sätze haben wir das Vollständigkeitsaxiom �R13� ni
ht benötigt. In den Beweis

des nä
hsten Resultates geht es aber ein.

Satz 2.35 (R als ar
himedis
h angeordneter Körper). Die Teilmenge N von R

ist na
h oben unbes
hränkt, d.h.

�a>R §n>Nn A a.
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

also a ni
ht obere S
hranke von N

Beweis. Sei a > R beliebig vorgegeben.

Angenommen a ist obere S
hranke von N. Na
h dem Vollständigkeitsaxion

�R13� existiert dann c �� supN > R, und c � 1
±

�c

> R ist keine obere S
hranke von N

(da c kleinste sol
he), also existiert m > N mit m A c� 1. Hieraus folgt m� 1 > N

und m � 1 A c, im Widerspru
h dazu, daÿ c obere S
hranke von N ist. ✷

Bemerkung. Ein angeordneter Körper, in dem N na
h oben unbes
hränkt ist,

heiÿt ar
himedis
h angeordnet. Es gibt angeordnete Körper, die ni
ht ar
hime-

dis
h sind, vgl. Anhang A.

Ganze Zahlen und vollständige sowie endli
he Induktion mit be-

liebigem ganzzahligen Induktionsanfang

De�nition 2.36. Wir de�nieren

Z �� N �N � �k � n Sk,n > N� ` R.

Die Elemente von Z heiÿen ganze Zahlen.

Satz 2.37 (Eigens
haften der ganzen Zahlen). Es gilt

(i) Z � N < ��N
�

�,

(ii) Z �Z ` Z und Z �Z ` Z,

(iii) Z �Z ` Z.

(iv) Z anstelle von R � bzw. genauer �Z,�� anstelle von �R,�� � erfüllt die

Axiome �R1� bis �R4�, d.h. daÿ �Z,�� eine abels
he Gruppe ist.

Beweis. (i) folgt aus

N 9 ��N
�

� � g, (47)

N �N � N 8 ��N
�

�. (48)

[ (47) folgt aus �R10�.

Zu (48): �a� ist klar wegen �n>N �n � n � 0 , �n � 0 � n�.

�`�: Sei k > N. Wir zeigen induktiv �n>N k � n > N 8 ��N
�

�.

n � 0: k � 0 � k > N ` N 8 ��N
�

�.

n ( n � 1: Sei n > N und gelte k � n > N 8 ��N
�

�. Wir haben zu zeigen, daÿ

dann au
h k � �n � 1� > N 8 ��N
�

�.
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1. Fall: k � n > N. Dann gilt na
h Satz 2.31 (iv) k � n � 0 - �k � n� � 1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�k��n�1�

> N.

Im Falle k � n � 0 gilt darüber hinaus k � �n � 1� � k � n � 1 � �1 > �N
�

.

2. Fall: k � n > �N. Dann gilt ���k � n� > �N
�

, also �k � n > N
�

und somit

��k � �n � 1�� � ��k � n� � 1 > N
�

, d.h. k � �n � 1� > �N
�

. ℄

(ii) und (iii) ergeben si
h daraus, daÿ für alle k, l,m,n > N gilt

�k � l� � �m � n� � �k �m� � �l � n� > N �N � Z,

�k � l� � �m � n� � �k � n� � �l �m� > N �N � Z,

�k � l��m � n� � �km � ln� � �kn � lm� > N �N � Z.

(iv) ist klar na
h (i) und (ii). ✷

Bemerkung. �Z,�, �� ist kein Körper. Denn aus 0 � 1 � 2 folgt mit (34), daÿ

gilt 0 �

1
2
�

1
1
� 1, und aus Satz 2.31 (v) folgt dann na
h Teil (i) des letzten

Satzes:

1
2
¶ Z.

Satz 2.38.

(i) Jede ni
ht-leere na
h oben bes
hränkte Teilmenge von Z besitzt ein gröÿtes

Element.

(ii) Jede ni
ht-leere na
h unten bes
hränkte Teilmenge von Z besitzt ein klein-

stes Element.

Beweis. Sei M eine ni
ht-leere Teilmenge von Z.

Zu (i): Existiere also eine obere S
hranke c von M . Da R ar
himedis
h

angeordnet ist, vgl. Satz 2.35, existiert n > N mit c � n, also gilt �a>M a � n.

Daher ist

ÈM �� �n � a Sa >M�

eine ni
ht-leere Teilmenge von N, die na
h Satz 2.33 ein kleinstes Element n0
besitzt. Dann ist n � n0 gröÿtes Element von M .

Zu (ii): Existiere nun eine untere S
hranke von M . Dann ist �M na
h oben

bes
hränkt, besitzt also na
h (i) ein gröÿtes Element a0 > �M . �a0 ist dann

kleinstes Element von M . ✷

De�nition 2.39 (Gauÿ-Klammer). Für a > R setzen wir die untere Gauÿ-

Klammer von a als


a� ��max�k > Z Sk B a�

und die obere Gauÿ-Klammer von a als

�a� ��min�k > Z Sk C a�.

Aufgrund des letzten Satzes ist dies wohlde�niert.

Beispiel. 


1
2
� � 0, �1

2
� � 1.
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Satz 2.40 (Das Beweisprinzip der vollständigen Induktion mit beliebigem ganz-

zahligem Induktionsanfang).

Vor.: Seien k > Z beliebig und H�. . .� eine einstellige Aussageform, deren Ein-

setzungsklasse die Menge �n > Z Sn C k� umfaÿt mit folgenden Eigens
haften:

(IA) H�k� ist wahr �Ind.-anfang�.

(IS) �n>Z,nCk � H�n� ist wahr
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Induktionsvor. (IV)

Ô�H�n � 1� ist wahr� �Ind.-s
hritt�.

Beh.: �n>Z,nCkH�n� ist wahr.

Zusatz. Die Behauptung gilt au
h, wenn man (IV) dur
h �H�k�, . . . ,H�n� sind

wahr� ersetzt.

Beweis. Wir wenden Satz 2.30 inkl. Zusatz auf die einstellige Aussageform

ÇH�. . .�, die dur
h

�n>N
ÇH�n� �
�H�k � n�

gegeben ist, an; d.h. wir zeigen induktiv �n>N
ÇH�n� wahr. Dies liefert die Be-

hauptung. ✷

Satz 2.41 (Das Beweisprinzip der endli
hen Induktion mit beliebigem ganzzah-

ligem Induktionsanfang).

Vor.: Seien k, l > Z beliebig mit k B l und H�. . .� eine einstellige Aussage-

form, deren Einsetzungsklasse die Menge �k, . . . , l�13 umfaÿt mit folgenden Ei-

gens
haften:

(IA) H�k� ist wahr �Ind.-anfang�.

(IS) �n>�k,...,l�1� �H�n� ist wahr
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ind.-vor. (IV)

Ô�H�n � 1� ist wahr� �Ind.-s
hritt�.

Beh.: �n>�k,...,l�H�n� ist wahr.

Zusatz. Die Behauptung gilt au
h, wenn man (IV) dur
h �H�k�, . . . ,H�n� sind

wahr� ersetzt.

Beweis. Wir wenden Satz 2.40 inkl. Zusatz auf die einstellige Aussageform

ÇH�. . .�, die dur
h

�n>�k,...,l�
ÇH�n� �
� H�n�,

�n>Z,nAl
ÇH�n� �
� n > Z.

gegeben ist, an; d.h. wir zeigen induktiv �n>N
ÇH�n� wahr. Dies liefert die Be-

hauptung. ✷

13

�k, . . . , l� �� �n > Z Sk B n B l�
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Der Körper Q der rationalen Zahlen

De�nition 2.42 (Die Menge Q der rationalen Zahlen). Wir de�nieren

Q �� �

r

s
S r > Z , s > Z � �0�  ` R.

Die Elemente von Q heiÿen rationale Zahlen.

Ferner setzen wir Q�

�� Q � �0� und Q
�

�� R
�

9Q.

Satz 2.43 (Eigens
haften der rationalen Zahlen). Es gilt

(i) Q �Q ` Q und Q �Q ` Q,

(ii) Q �Q ` Q;

(iii) Q anstelle von R � bzw. genauer �Q,�, �,Q
�

� anstelle von �R,�, �,R
�

� �

erfüllt alle Axiome �R1� bis �R12�, d.h. Q � bzw. genauer �Q,�, �,Q
�

� �

ist ein angeordneter Körper.

Beweis. Trivial. ✷

Folgen

De�nition 2.44 (Folgen). Sei M eine Menge.

Eine Folge in M ist per de�nitionem ein Element von MN
, d.h. eine Abbil-

dung N�M . Für eine Folge N�M, n( an, s
hreibt man au
h �an�n>N.

Entspre
hend de�niert man zu r > Z au
h Folgen �an�n>Z,nCr �� �an�nCr.

Satz 2.45 (Rekursive De�nition von Folgen).

Vor.: Sei M eine Menge und sei für jedes n > N fn� M
n�1
�M eine Abbildung.

Ferner sei a >M .

Beh.: Es existiert genau eine Folge �an�n>N in M mit

a0 � a und �n>N an�1 � fn��a0, . . . , an��.

Beweisskizze. Zeige dur
h vollständige Induktion na
h k > N, daÿ zu jedem

k > N genau ein �a0, . . . , ak� >M
k�1

mit

a0 � a und �n>�0,...,k�1� an�1 � fn��a0, . . . , an��

existiert. ✷

De�nition 2.46.

(i) Sei a > R. Wir de�nieren die Folge �an�n>N in R rekursiv dur
h

a0 �� 1 und �n>N a
n�1

�� an � a.

[ fn��p0, . . . , pn�� �� pn � a. ℄

Insbesondere gilt also 00 � 1.

Ist a x 0, so setzen wir ferner �n>Z�N a
n
��
�a�1�

�n
� �

1

a
�

�n

.

an heiÿt n-te Potenz von a.
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(ii) Die Folge �n!�n>N in R ist rekursiv de�niert dur
h

0! �� 1 und �n>N �n � 1�! �� n!�n � 1�.

[ fn��p0, . . . , pn�� �� pn�n � 1� ℄

Induktiv sieht man: �n>N n! > N.

n! heiÿt n-te Fakultät von n.

(iii) Sei �ak�k>N eine vorgegebene Folge in R (oder C, vgl. Kapitel 3).

Wir de�nieren dann die Folge �

n

Q

k�0

ak�n>N in R (oder C) rekursiv dur
h

0

Q

k�0

ak �� a0 und �n>N

n�1

Q

k�0

ak �� �
n

Q

k�0

ak� � an�1.

[ fn��p0, . . . , pn�� � pn � an�1 ℄

n

Q

k�0

ak heiÿt n-te Partialsumme von �ak�k>N.

Analog de�nieren wir die Folge �

n

M

k�0

ak�n>N in R (oder C) rekursiv dur
h

0

M

k�0

ak �� a0 und �n>N

n�1

M

k�0

ak �� �
n

M

k�0

ak� � an�1.

[ fn��p0, . . . , pn�� � pn � an�1 ℄

n

M

k�0

ak heiÿt n-tes Partialprodukt von �ak�k>N.

(iv) Sei a > R (oder C, vgl. Kapitel 3). Wir de�nieren die Folge ��

a

n
��

n>N
in R

(oder C) rekursiv dur
h

�

a

0
� �� 1 und �n>N �

a

n � 1
� �� �

a

n
� �

a � n

n � 1
.

[ fn��p0, . . . , pn�� � pn �
a�n
n�1

℄

�

a

n
� heiÿt Binominalkoe�zient a über n.

Beispiel.

�

3
2

0
� � 1, �

3
2

1
� � 1 �

3
2
� 0

1
�

3

2
, �

3
2

2
� �

3

2
�

3
2
� 1

2
�

3

8
, �

3
2

3
� �

3

8
�

3
2
� 2

3
� �

1

16
.
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2.47 (Das Re
hnen mit endli
hen Summen und Produkten).

(i) De�nition. Für alle r, s > Z mit r B s und alle ar, . . . as > R (oder C, vgl.

Kapitel 3) setzen wir

s

Q

i�r

ai ��
s�r

Q

i�0

ai�r
2.46�iii�

�
�
��ar � ar�1� � ar�2� � . . . � � as, (49)

s

M

i�r

ai ��
s�r

M

i�0

ai�r
2.46�iii�

�
�
��ar � ar�1� � ar�2� � . . . � � as. (50)

Zusätzli
h setzen wir für r, s > Z mit r A s

s

Q

i�r

ai �� 0 und

s

M

i�r

ai �� 1.

O�enbar gilt stets für jedes n > Z

s

Q

i�r

ai �
s�n

Q

i�r�n

ai�n und

s

M

i�r

ai �
s�n

M

i�r�n

ai�n.

(ii) Satz 1 (Allgemeines Assoziativgesetz). Seien n > N
�

und a1, . . . , an > R

(oder C, vgl. Kapitel 3). Dann gilt für alle k > N
�

und alle r0, . . . , rk > N

mit 0 � r0 � r1 � . . . � rk � n

n

Q

i�1

ai �
k

Q

j�1

rj

Q

i�rj�1�1

ai und

n

M

i�1

ai �
k

M

j�1

rj

M

i�rj�1�1

ai.

Beispiel. Im Spezialfall n � 3, k � 2 erhält man (für C anstelle von R)

die (speziellen) Assoziativgesetze �R2� und �R6�.

Satz 2 (Allgemeines Kommutativgesetz). Seien n > N
�

, a1, . . . , an > R

(oder C, vgl. Kapitel 3) und σ� �1, . . . , n� � �1, . . . , n� eine bijektive Ab-

bildung. Dann gilt:

n

Q

i�1

ai �
n

Q

i�1

aσ�i� und

n

M

i�1

ai �
n

M

i�1

aσ�i�.

Beispiel. Im Spezialfall n � 3, k � 2 erhält man (für C anstelle von R)

die (speziellen) Kommutativgesetze �R1� und �R5�.

Beweise der beiden Sätze dur
h vollständige Induktion na
h n > N
�

. ✷

(iii) Satz. Seien a0, . . . , an, a00, . . . , a0k, . . . , an0, . . . , ank, b1, . . . , bn, c > R (oder

C, vgl. Kapitel 3), wobei n,k > N. Dann gilt

n

Q

i�0

�ai � bi� �
n

Q

i�0

ai �
n

Q

i�0

bi,
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n

M

i�0

�ai bi� �
n

M

i�0

ai �
n

M

i�0

bi,

c
n

Q

i�0

ai �
n

Q

i�0

cai,

c
n

M

i�0

ai �
n

M

i�0

cai,

n

Q

i�0

�

�

k

Q

j�0

aij
�

�

�

k

Q

j�0

�

n

Q

i�0

aij� ,

n

M

i�0

�

�

k

M

j�0

aij
�

�

�

k

M

j�0

�

n

M

i�0

aij� .

Beweis als Übung mittels (ii). ✷

Satz 2.48. Für alle a > R (oder C, vgl. Kapitel 3) und alle k,n > N gilt

(i) �

a

k
� � �

a

k � 1
� � �

a � 1

k � 1
�,

(ii) �

n

k
� �

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

n!

k!�n � k�!
� �

n

n � k
�, falls k B n,

0, falls k A n,

(iii) �

n

k
� > N.

Beweis als Übung.

Bemerkung. Aus (i) und (ii) erhält man das folgende einfa
he Bere
hnungs-

verfahren der Binominalkoe�zienten �

n

k
�mit k,n > N: Im Pas
als
hen

14

Dreie
k

erhält man den Wert von �

n

k
� für k > �0, . . . , n� als Summe der beiden Einträge,

die diagonal über dem gesu
hten Wert stehen.

n � 0: 1

n � 1: 1 1

n � 2: 1 2 1

n � 3: 1 3 3 1

n � 4: 1 4 6 4 1

Satz 2.49 (Binomis
her Satz). Seien a, b > R (oder C, vgl. Kapitel 3) und n > N.

Dann gilt:

�a � b�n �
n

Q

k�0

�

n

k
�akbn�k.

14

na
h Blaise Pas
al (1623�1662)
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Beweis als Übung. ✷

Bemerkung.

(i) Für n � 2 erhalten wir die wohlbekannte Glei
hung

�a � b�2 � a2 � 2ab � b2.

(ii) Man re
hnet sofort na
h, daÿ für n > N mit n C 2 gilt

an � bn � �
n�1

Q

k�0

akbn�1�k� �a � b�.

Hieraus erhalten wir für n � 2 die ebenfalls wohlbekannte Glei
hung

�a � b��a � b� � a2 � b2.

Kardinalzahlen

Der folgende Satz wurde 1883 von Georg Cantor formuliert. Ein Beweis wurde

jedo
h erst 1897 von Felix Bernstein (1878�1956) in einem von Cantor geleiteten

Seminar gegeben.

Satz 2.50 (Äquivalenzsatz von Bernstein).

Vor.: Seien M,N Mengen derart, daÿ sowohl eine injektive Abbildung M � N

als au
h eine injektive Abbildung N �M existiert.

Beh.: Es existiert eine bijektive Abbildung M � N .

Wir bereiten den Beweis von Satz 2.50 dur
h das folgende Lemma vor.

Lemma 2.51. Seien M,N,M1 Mengen mit M1 ` N ` M und existiere eine

bijektive Abbildung M �M1.

Dann existiert au
h eine bijektive Abbildung M � N .

Beweis des Lemmas: Na
h Voraussetzung existiert eine bijektive Abbildung

f �M �M1. Wir de�nieren

M0 ��M, �n>NMn�1 �� f�Mn�, N0 �� N und �n>NNn�1 �� f�Nn�. (51)

Dann gilt

�n>NMn�1 ` Nn `Mn. (52)

[ Beweis von (52) dur
h vollständige Induktion:

n � 0 gilt na
h Voraussetzung.

n( n � 1: Sei n > N und gelte (52) für n, d.h. Mn�1 ` Nn `Mn. Dann folgt

f�Mn�1�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Mn�2

` f�Nn�

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

�Nn�1

` f�Mn�

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Mn�1

,

also gilt (52) für n � 1. ℄
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Wir setzen

�n>NLn ��Mn �Nn, (53)

L ��

#

n>N

Ln (54)

[ Bea
hte, daÿ die Vereinigung in (54) disjunkt ist, da für k,n > N mit n � k

gilt Lk
�53�
` Mk und Ln

�53�
` M � Nn

°

�52�

a Mn�1

�52�

a Mk

`M �Mk. ℄

Da f injektiv ist, folgt aus (53)

�n>N f�Ln�
�53�
� f�Mn �Nn� � f�Mn� � f�Nn� �Mn�1 �Nn�1

�53�
� Ln�1 (55)

und aus (54) somit

f�L� � f�
#

n>N

Ln� � #
n>N

f�Ln�
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�Ln�1

� L �L0. (56)

Wegen (55) und (56) wird dur
h

�a>M g�a� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f�a� > L �L0, falls a > L,

a >M �L, falls a >M �L,

o�enbar eine injektive Abbildung g� M �M mit

g�M� � �L �L0� 8 �M �L� �M � L0
¯

�53�,�51�
� M�N

� N

de�niert. Daher existiert eine bijektive Abbildung M � N . ✷

Beweis von Satz 2.50: Seien also M,N Mengen und existierten injektive

Abbildungen f �M � N und g� N �M .

Dann ist o�enbar au
h g X f �M �M eine injektive Abbildung, und es gilt

�g X f��M� � g�f�M�

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

`N

� ` g�N� `M.

Da g X f M bijektiv auf �g X f��M� abbildet, also au
h eine bijektive Ab-

bildung �g X f��M� � M existiert, folgt aus Lemma 2.51, daÿ eine bijektive

Abbildung M � g�N� existiert. Nun bildet g aber N bijektiv auf g�N� ab, also

folgt die Existenz einer bijektiven Abbildung M � N . ✷

Satz 2.52. Für beliebige Mengen M,N mit M x g gilt:

Es existiert genau dann eine injektive Abbildung M � N , wenn eine surjek-

tive Abbildung N �M existiert.
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Beweis. ��� Sei f �M � N eine injektive Abbildung. Wir wollen eine sur-

jektive Abbildung g� N �M konstruieren.

De�niere f̃ � M � f�M� dur
h �a>M f̃�a� � f�a�. f̃ ist o�enbar bijektiv und

besitzt daher eine ebenfalls bijektive Umkehrabbildung g̃� f�M� � M . Wähle

nun a0 >M beliebig (bea
hte M x g) und de�niere g� N �M dur
h

�b>N g�b� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

g̃�b�, falls b > f�M�,

a0, falls b > N � f�M�.

Da bereits g̃� f�M� �M surjektiv ist, ist au
h g surjektiv.

�
� Gegeben sei nun eine surjektive Abbildung g� N �M . Wir müssen eine

injektive Abbildung f �M � N �nden. Die Idee ist, daÿ f ein Element a > M

auf ein Element des Urbildes g1��a�� abbilden soll.

Seien I ��M und �a>I Na �� g
1
��a��. Da g� N �M surjektiv ist und M x g,

gilt für alle a > I �M : Na x g.

Na
h dem Auswahlaxiom 1.9 gibt es daher eine Abbildung f � I � M � N

mit �a>M f�a� > Na � g
1
��a��, d.h.

�a>M g�f�a�� � a.

Man überlege si
h als Übung, daÿ hieraus die Injektivität von f folgt. ✷

De�nition 2.53 (Kardinalzahlen, endli
he und abzählbare Mengen).

(i) Seien M,N Mengen.

Wir sagen M ist glei
hmä
htig zu N (i.Z. M � N) genau dann, wenn eine

bijektive Abbildung M � N existiert.

� hat o�enbar alle Eigens
haften einer Äquivalenzrelation, d.h. falls L eine

weitere Menge ist,

M �M (Re�exivität),

M � N Ô� N �M (Symmetrie),

�M � N� , �N � L�Ô�M � L (Transitivität).

Wir de�nieren die Kardinalzahl von M (i.Z. #M ) als die Klasse (Ge-

samtheit) alle Mengen

ÈM mit M �

ÈM . Dann gilt also

#M �#N 
�M � N.

Hieraus und der linearen Algebra folgt, daÿ die Klasse aller Mengen bzgl. �

in disjunkte �Äquivalenzklassen� zerfällt, d.h. jede Menge gehört zu genau

einer dieser �Äquivalenzklassen� bzgl. �.

Dies und die De�nition von � impliziert, daÿ #M �#N genau dann gilt,

wenn eine bijektive Abbildung M � N existiert.

(ii) Sei M eine Menge. Wir de�nieren dann

M endli
h �
� §n>N#M �#�1, . . . , n�,
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M unendli
h �
�  �M endli
h�,

M abzählbar �
�#M �#N,

M hö
hstens abzählbar �
�M endli
h oder M abzählbar,

M überabzählbar �
�  �M hö
hstens abzählbar�.

De�nition 2.54 (Gröÿenverglei
h von Kardinalzahlen). Seien M,N Mengen.

(i) Wir sagen, die Kardinalzahl von M ist kleiner oder glei
h der Kardinalzahl

von N (i.Z. #M B#N ) genau dann, wenn es eine injektive Abbildung

M � N gibt.

Diese Bedingung hängt o�enbar nur von #M und #N ab, denn für alle

Mengen

ÈM bzw.

ÇN , die zu #M bzw. #N gehören, (d.h. es existien bi-

jektive Abbildungen M �

ÈM bzw. N � ÇN) gilt: Es existiert genau dann

eine injektive Abbildung M � N , wenn eine injektive Abbildung

ÈM �

ÇN

existiert.

(ii) Wir sagen, die Kardinalzahl von M ist kleiner der Kardinalzahl von N

(i.Z. #M �#N ) genau dann, wenn gilt #M B#N und  �#M �#N�.

Satz 2.55. �B� ist eine Teilordnungsrelation für die Klasse aller Kardinalzah-

len, d.h. per de�nitionem genau, daÿ für beliebige Mengen M,N,L gilt

#M B#M, (57)

�#L B#M� , �#M B#N�Ô�#M B#N, (58)

�#M B#N� , �#N B#M�Ô�#M �#N. (59)

Zusatz. Für beliebige Mengen M,N gilt au
h

#M B#N oder #N B#M,

d.h. per de�nitionem, daÿ �B� sogar eine Ordnungsrelation für der Klasse aller

Kardinalzahlen ist.

Beweis. (57) sowie (58) sind trivial na
h der letzten De�nition, und (59) ist

eine Umformulierung des Äquivalenzsatzes von Bernstein 2.50.

Den Zusatz beweisen wir hier ni
ht. Ein Beweis �ndet si
h in [4, S. 81�℄. ✷

Satz 2.56. Für jede Menge M gilt #M �#P�M�.

Beweis. M � P�M�, a ( �a�, ist o�enbar eine injektive Abbildung. Wir

haben zu zeigen, daÿ es keine bijektive Abbildung M � P�M� gibt, und wir

zeigen sogar, daÿ es keine surjektive Abbildung M �P�M� gibt:

Sei f �M �P�M� eine beliebige Abbildung. Dann ist N �� �a >M Sx ¶ f�a��

eine Teilmenge von M , d.h. N >P�M�.

Angenommen

15

es existiert a0 >M mit f�a0� � N .

15

Diesen Beweis dur
h Widerspru
h vergegenwärtige man si
h, indem man si
h ein Dorf

vorstelle, in dem es einen Barbier gibt, der alle Männer rasiert, die si
h ni
ht selber rasieren.

Wer rasiert den Barbier?
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1. Fall: a0 > N. Dann folgt na
h De�nition von N : a0 ¶ f�a0� � N , Wider-

spru
h!

2. Fall: a0 ¶ N. Dann folgt na
h De�nition von N : a0 > f�a0� � N , Wider-

spru
h!

Daher kann kein a0 >M mit f�a0� � N existieren, insbesondere ist f ni
ht

surjektiv. ✷

Der folgende Satz wurde wahrs
heinli
h erstmals von Peter Gustav Lejeune

Diri
hlet (1805�1859) angewandt.

Satz 2.57 (Diri
hlets
her S
hubfä
hersatz). Für alle n,k > N gilt

#�1, . . . , n� B#�1, . . . , k�
� n B k.

Der Satz besagt im wesentli
hen: �Verteilt man n Perlen auf k S
hubfä
her der-

art, daÿ vers
hiedene Perlen in vers
hiedenen S
hübfä
hern liegen, so muÿ n B k

sein.

Korollar 1. Für alle n,k > N gilt

#�1, . . . , n� �#�1, . . . , k�
� n � k.

✷

Korollar 2. Sei M eine endli
hen Menge.

Dann existiert genau ein n > N mit #M �#�1, . . . , n�. ✷

Beweis des Satzes: �
� Ist n B k, so ist die Inklusion �1, . . . , n� 0 �1, . . . , k�

eine injektive Abbildung.

��� Wir zeigen dur
h vollständige Induktion na
h n > N, daÿ für alle n > N

gilt

�k>N �#�1, . . . , n� B#�1, . . . , k�Ô� n B k�.

n � 0 ist klar, da für alle k > N gilt 0 B k.

n( n� 1: Sei n > N und gelte die Behauptung für n. Wir wollen zeigen, daÿ

dann au
h gilt

�k>N �#�1, . . . , n � 1� B#�1, . . . , k�Ô� n � 1 B k�.

Seien daher k > N und eine injektive Abbildung f � �1, . . . , n � 1� � �1, . . . , k�

gegeben. Wegen 1 > �1, . . . , n � 1� gilt

g x f��1, . . . , n � 1�� ` �1, . . . , k�,

also �1, . . . , k� x g, bzw. k > N
�

.

Wir de�nieren eine Abbildung σ� �1, . . . , k� � �1, . . . , k� dur
h

�i>�1,...,k� σ�i� �

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

i, für i ¶ �k, f�n � 1��,

k, für i � f�n � 1�,

f�n � 1�, für i � k.
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Dann gilt σ X σ � id
�1,...,k�, und man überlege si
h als Übung, daÿ hieraus folgt,

daÿ σ eine bijektive Abbildung ist. Aus der Injektivität von f folgt dann die

Injektivität von f̃ �� σ X f � �1, . . . , n � 1� � �1, . . . , k�.

Es gilt f̃�n � 1� � σ�f�n � 1�� � k. Somit wird dur
h

�i>�1,...,n� g�i� �� f̃�i�

o�enbar eine injektive Abbildung g� �1, . . . , n� � �1, . . . , k � 1� de�niert, d.h.

#�1, . . . , n� B #�1, . . . , k � 1�. Aus k � 1 > N (da k > N
�

, s.o.) und der Indukti-

onsvoraussetzung folgt n B k � 1, also au
h n � 1 B k. ✷

Bemerkung. Na
h Korollar 1 liefert die Zuordnung

#�1, . . . , n� �� n

eine umkehrbar eindeutige Korrespondenz zwis
hen den Kardinalzahlen endli-


her Mengen und den natürli
hen Zahlen.

Ferner entspri
ht na
h dem S
hubfä
hersatz die B-Beziehung zwis
hen diesen

Kardinalzahlen der B-Beziehung zwis
hen den natürli
hen Zahlen.

Wir werden deshalb im folgenden die Kardinalzahl #�1, . . . , n� für jedes

n > N mit der natürli
hen Zahl n identi�zieren, d.h. wir setzen

#�1, . . . , n� � n.

Dann gilt also: Zu jeder endli
hen Menge M existiert genau ein n > N mit

#M � n. Dieses n heiÿt die Anzahl der Elemente von M und M heiÿt n-

elementig.

Lemma 2.58. Sei M x g eine endli
he Menge.

Dann gilt: �a>MM � �a� endli
he Menge und #�M � �a�� �#M � 1.

Beweisskizze. Sei also M eine endli
he Menge mit #M � n > N
�

. Dann

existiert eine bijektive Abbildung f � M � �1, . . . , n�.

Sei a > M beliebig. Ähnli
h wie im Beweis des Diri
hlets
hen S
hubfä
her-

satzes konstruiert man eine bijektive Abbildung σ� �1, . . . , n� � �1, . . . , n�, die

f�a� und n vertaus
ht und alle übrigen Elemente von �1, . . . , n� festläÿt. (Im

Falle f�a� � n gilt σ � id
�1,...,n�.)

Dann ist σ X f �M � �1, . . . , n� bijektiv mit σ�f�a�� � n, also ist au
h

σ X f SM��a�� M � �a� �� �1, . . . , n � 1�

bijektiv. Dies liefert die Behauptung. ✷

Satz 2.59. Seien M x g eine endli
he Menge und N eine Teilmenge von M .

Dann sind N und M �N endli
he Mengen und #�M �N� �#M �#N .

Beweisskizze. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit sei N x g.

Zeige die Behauptung nun dur
h endli
he Induktion na
h #M > N
�

.

Der Induktionsanfang ist klar na
h Lemma 2.58. Im Induktionss
hritt wähle

man a > N und wende die Induktionsvoraussetzung auf M � �a� und N � �a�

an. Hieraus folgere man die Behauptung. ✷
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Satz 2.60. Jede ni
ht-leere endli
he Teilmenge von R besitzt ein Maximum und

ein Minimum.

Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n �� #M > N
�

: Der Fall n � 1 ist

trivial.

n( n�1: Seien n > N
�

und M eine �n�1�-elementige Teilmenge von R, also

M x g.

Wir wähle nun ein beliebiges a >M . Na
h Lemma 2.58 istM ��a� dann eine

n-elementige Menge, also existieren na
h Induktionsvoraussetzung b, c >M ��a�

mit b B c, b �minM � �a� und c �maxM � �a�. Dann gilt o�enbar

a �minM sowie c �maxM im Falle a � b,

b �minM sowie c �maxM im Falle b � a � c und

b �minM sowie a �maxM im Falle c � a,

In jedem mögli
hen Fall besitzt M sowohl ein Maximum als au
h ein Mini-

mum. ✷

Wir diskutieren nun eine Anwendung des Vollständigkeitsaxiomes, nämli
h

die Existenz der Wurzel einer rellen Zahl gröÿer oder glei
h Null.

Satz 2.61 (Existenz der n-ten Wurzel). Zu n > N
�

mit n C 2 und a > �0,�ª�

existiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl x > R mit

xn � a und x C 0. (60)

Wir bezei
hnen sie mit

n
º

a bzw.

º

a , falls n � 2.

Beweis. Der Fall a � 0 ist trivial. Sei also a A 0. Ist dann x > �0,�ª� eine

Lösung von (60), so muÿ o�enbar au
h x A 0 gelten.

Zum Beweis der Einzigkeit seien x, x̃ > R
�

mit xn � x̃n. Wegen

xn � x̃n � �x � x̃��xn�1 � xn�2x̃ � . . . � xx̃n�2 � x̃n�1�

muÿ dann au
h x � x̃ gelten.

Zum Existenzna
hweis sei M �� �x > �0,�ª� Sxn B a�. Wegen 0 > M gilt

M x g, und M ist na
h oben bes
hränkt, da für jedes x > M gilt x � �a � 1�.

(Denn aus x > M folgt xn B a � a � 1 B �a � 1�n, und aus x C �a � 1� folgte

xn C �a � 1�n.)

Aus dem Vollständigkeitsaxiom �R13� folgt die Existenz von c �� supM > R.

Es genügt nun zu zeigen, daÿ gilt

c A 0, (61)

cn C a, (62)

cn B a. (63)

[ Zu (61): Im Falle 1 B a gilt 1n B a, also 0 � 1 > M . Im Falle a B 1 folgt

wegen a A 0 dur
h wiederholte Anwendung von (33), daÿ gilt 0 � an B a, also

an >M . Insbesondere gilt c Cmin�1, an� A 0.
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Zu (62): Angenommen es gilt cn � a. Setze dann

ε ��min

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1,
a � cn

P

n�1
k�0 �

n
k
� ck

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

> R
�

. (64)

Dann gilt

�c � ε�n �

n

Q

k�0

�

n

k
� ckεn�k

εB1
B
�

n�1

Q

k�0

�

n

k
� ckε� � cn � �

n�1

Q

k�0

�

n

k
� ck� ε � cn

�64�
B a � cn � cn � a,

im Widerspru
h dazu, daÿ c obere S
hranke von M ist.

Zu (63): Angenommen es gilt cn A a. Sei dann zunä
hst

m ��#�k > N S1 B k B n � 1 , k ungerade� (65)

und sodann

ε ��min

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1,
cn � a

m �n
k
� ck

S1 B k B n � 1 , k ungerade

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

. (66)

Es folgt

16

�c � ε�n �
�

n�1

Q

k�0

�

n

k
� ck��ε�n�k� � cn A ��

n�1

Q

2Ñk�1

�

n

k
� ckεn�k� � cn

εB1
C �

�

n�1

Q

2Ñk�1

�

n

k
� ckε� � cn

�66�
C �

�

n�1

Q

2Ñk�1

�

n

k
� ck

cn � a

m �n
k
� ck

�
� cn

�65�
� a � cn � cn � a,

im Widerspru
h dazu, daÿ c die kleinste obere S
hranke von M ist.℄ ✷

Satz 2.62 (über endli
he Mengen). Für alle endli
hen Mengen M,N gilt:

(i) Ist L eine Teilmenge von M , so ist au
h L endli
h, und es gilt #L B#M .

(ii) M 8N und M 9N sind endli
h und

#�M 8N� � �#M� � �#N� �#�M 9N�.

(iii) M �N ist endli
h und #�M �N� � �#M� � �#N�.

(iv) NM
ist endli
h und #�NM

� � �#N��#M�.

(v) P�M� ist endli
h und #P�M� � 2�#M�

.

(vi) Ist k > M und bezei
hnet Pk�M� ` P�M� die Menge der k-elementigen

Teilmengen von M , so ist Pk�M� endli
h und #Pk�M� �
�

#M
k
�
.

16

Das Symbol Ñ steht für �teilt ni
ht�.

P

n�1
2Ñk�1 bedeutet, daÿ über alle ungeraden Zahlen

k > N mit 1 B k B n � 1 summiert wird.
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Beweisskizze. Zum Na
hweis von (i) betra
hte man die Inklusion.

Beim Beweis von (ii) zeige die Behauptung zunä
hst für den FallM 9N � g,

indem man eine bijektive AbbildungM<N � �1, . . . ,#M�#N� explizit angibt.

Hierauf läÿt si
h der Fall M 9N x g mittels Satz 2.59 zurü
kführen.

(iii)und (iv) zeige man dur
h vollständige Induktion na
h #N > N. Im In-

duktionss
hritt verwende man Lemma 2.58.

Zu (v): Die Abbildung P�M� � �0,1�M , L ( fL, wobei

fL� M �� �0,1�, a z�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, a > L,

0, a ¶ L,

ist o�enbar bijektiv.

[ �0,1�M � P�M�, f ( f
1
��1��, ist nämli
h die Umkehrabbildung. ℄

Die Behauptung folgt nun aus (iv).

(vi) zeige man dur
h vollständige Induktion na
h #M > N. Im Induktions-

s
hritt kann man ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ k A 0. Wähle a >M und

nutze

Pk�M� � �L > Pk�M� Sa > L� < �L >Pk�M� Sa ¶ L�

sowie Pk�M � �a�� � �L > Pk�M� Sa ¶ L� aus. ✷

Vor dem Hintergrund von Satz 2.62 (iii) verblü�t das folgende Resultat,

wel
hes erstmals 1906 von Gerhard Hessenberg (1874�1925) bewiesen wurde.

Satz 2.63 (von Hessenberg). Sei M eine unendli
he Menge.

Dann gilt #M �#�M �M�.

Beweis vgl. [4, S. 175℄. ✷

Satz 2.64.

(i) Für jede Menge M gilt

#N B#M 
�M ist unendli
h (67)

und

#M B#N
�M ist hö
hstens abzählbar. (68)

(ii) Z und Q sind abzählbar.

(iii) #P�N� �#R.

(iv) R ist überabzählbar.

Beweis. Zu (67): ��� Angenommen es existieren n > N
�

und eine bijektive

Abbildung f �M � �1, . . . , n�. Na
h Voraussetzung existiert eine injektive Ab-

bildung g� N � M , also ist au
h f X g� N � �1, . . . , n� injektiv, d.h. #N B n,

Widerspru
h!

�
� Sei M eine unendli
he Menge. Na
h dem Auswahlaxiom 1.9 existiert

eine Abbildung

f � P�M� � �g� ��M mit �N>P�M���g�

f�N� > N. (69)
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Da M unendli
h, ist für jedes n > N und �p0, . . . , pn� >M
n�1

dann

M � �p0, . . . , pn� >P�M� � �g�.

Wir de�nieren nun

fn� M
n�1
��M, �p0, . . . , pn� z� f�M � �p0, . . . , pn��. (70)

Sei a > M beliebig gewählt. Na
h Satz 2.45 existiert eine Folge �an�n>N in

M mit

a0 � a, �n>N an � fn��a0, . . . , an��
�70�
� f�M ��a0, . . . , an��

�69�
> M ��a0, . . . , an�.

(71)

Wegen (71) ist die Abbildung N�M, n( an, injektiv, also gilt N B#M .

Zu (68): ��� Es gelte #M B#N.

Wäre M ni
ht hö
hstens abzählbar, so gälte M unendli
h und M ni
ht

abzählbar, d.h. na
h (67) #N B #M und  �#M � #N�, also folgt aus (59)

sowie #M B#N: #N �#M und  �#M �#N�, Widerspru
h!

�
� Sei M hö
hstens abzählbar.

Ist M abzählbar, so existiert eine bijektive Abbildung M � N, also insbe-

sondere eine injektive, d.h. #M B#N.

Zu (ii): Der Beweis stammt von Cantor und wird Cantors erstes Diagonal-

argument genannt.

Wegen Lemma 2.51 genügt es zu zeigen, daÿ Q abzählbar ist. N 0 Q ist

o�enbar injektiv, also müssen wir na
h dem Äquivalenzsatz von Bernstein zei-

gen, daÿ eine surjektive Abbildung N � Q existiert. Wir ordnen die positiven

rationalen Zahlen folgendermaÿen an.

1
1
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1
2

1
3
�

1
4

1
5

�

� � � �

2
1

2
2

2
3

2
4

2
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�

� � � �

3
1

3
2

3
3

3
4

3
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�

� �

4
1

4
2

4
3

4
4

4
5

�

� �

5
1

5
2

5
3

5
4

5
5

�

� � � � �

Überlege, wie man die gesu
hte Abbildung �ndet.

Der Beweis von (iii) und (iv) erfolgt später mittels der g-adis
hen Entwi
k-

lung der reellen Zahlen. ✷

Bemerkung. Wir haben gezeigt#N �#P�N� �#R. Es ist nun interessant, zu

fragen, ob es eine MengeM gibt, deren Mä
htigkeit gröÿer ist als die Mä
htigkeit

der Menge N der natürli
hen Zahlen und zuglei
h kleiner ist als die Mä
htigkeit

der Menge R der reellen Zahlen (des sog. Kontinuums).
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Die 1878 von Georg Cantor aufgestellte sog. (spezielle) Kontinuumshypothe-

se behauptet, daÿ es keine sol
he Menge gibt, d.h. daÿ gilt:

(SKH) Es existiert keine Menge M mit #N �#M �#R.

Im Rahmen der axiomatis
hen Mengenlehre na
h Ernst Zermelo (1871�

1953) und Abraham Fraenkel (1891�1965) mit Auswahlaxiom (ZFC) wurde 1939

von Kurt Gödel (1906�1978) bewiesen, daÿ aus den Axiomen von (ZFC) kein

Widerspru
h zu (SKH) folgt.

Paul Cohen (1934�2007) bewies 1963, daÿ si
h (SKH) au
h ni
ht aus (ZFC)

ableiten läÿt.

Also läÿt si
h weder die Gültigkeit no
h die Ungültigkeit von (SKH) bewei-

sen.
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3 Der Körper C der komplexen Zahlen

In der (historis
h bis ins erste Drittel des 19. Jahrhundertes anzusiedelnden)

klassis
hen Algebra bes
häftigte man si
h mit der Lösung sog. algebrais
her

Glei
hungen auf R, das sind Glei
hungen der Form

anx
n
� an�1x

n�1
� . . . � a1x � a0 � 0 mit 0 x an, an�1, . . . , a0 > R, n > N

�

. (72)

In diesem Zusammenhang kann man die im letzten Kapitel de�nierten Mengen

N ` Z ` Q ` R aus folgendem Bli
kwinkel betra
hten:

�Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gema
ht, alles andere ist Mens
hen-

werk.� So wird Leopold Krone
ker (1823�1891) aus einem 1886 gehaltenen Vor-

trag zitiert. In man
hen Quellen ist fäls
hli
herweise die Rede von den natürli-


hen Zahlen anstelle der ganzen Zahlen. Wir betra
hten für einen Moment au
h

die ganzen Zahlen als Mens
henwerk und nur die natürli
hen als gottgegeben.

Mit Ausnahme von Null ist das zu einer natürli
hen Zahl bzgl. � inverse Element

ni
ht Element von N, d.h. daÿ die Glei
hung

x � a0 � 0, wobei 0 x a0 > N,

in den natürli
hen Zahlen ni
ht lösbar ist, also keine Lösung x > N besitzt.

Dies führt zwangsläu�g zur Erweiterung der Menge N zu N < ��N�
2.37�i�
� Z.

Hier ist ni
ht nur die letzte Glei
hung lösbar, sondern au
h

x � a0 � 0, wobei a0 > Z.

In Z wiederum ist die Glei
hung

a1x � a0 � 0 mit 0 x a1, a0 > Z

nur lösbar, wenn a0 ein ganzzahliges Vielfa
hes von a1 ist.

Dur
h Erweiterung von Z zur Menge Q, deren Elemente bei uns per de�-

nitionem aus dem Quotienten ganzer Zahlen und ganzer Zahlen unglei
h Null

bestehen, erhält man eine Menge, in der sogar die Glei
hung

a1x � a0 � 0 mit 0 x a1, a0 > Q

gelöst werden kann.

Im Körper Q läÿt si
h also jede lineare Glei
hung � das ist der Fall n � 1

in (72) � lösen. Auf quadratis
he Gei
hungen � das ist der Fall n � 2 in (72) �

tri�t das i.a. ni
ht zu: Wir wissen na
h Satz 2.61 insbesondere, daÿ

x2 � a0 � 0 (73)

für a0 > Q9�0,�ª� eine eindeutig bestimmte Lösung

º

a0 > �0,�ª� besitzt. Der

nä
hste Satz, bei dessen Beweis wir einige (aus der S
hule bekannten) Grund-

kenntnise der elementaren Zahlentheorie benötigen, zeigt, daÿ diese ni
ht ratio-

nal sein muÿ.

Satz 3.1.

º

2 ist ni
ht rational.
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Beweis. Angenommen

º

2 ist rational. Da si
h jede rationale Zahl vollständig

kürzen läÿt, existieren r, s > N
�

mit

º

2 � r
s
und

r
s
vollständig gekürzt. Es folgt

2 � r2

s2
, also

r2 � 2s2, (74)

und somit ist r2 gerade. Da das Quadrat einer ungeraden Zahl ungerade ist

17

,

muÿ nun gelten

r ist gerade. (75)

Daher existiert eine Zahl r̃ > N
�

mit r � 2r̃ und (74) impliziert 4r̃2 � 2s2.

Division dur
h 2 ergibt 2r̃2 � s2, d.h., daÿ s2 gerade ist. Analog zu oben muÿ nun

au
h s gerade sein, also sind na
h (75) sowohl r als au
h s gerade und besitzen

daher beide 2 als Teiler, im Widerspru
h dazu, daÿ

r
s
vollständig gekürzt ist. ✷

Für a0 > �0,�ª� besitzt (73) na
h Satz 2.61 stets eine Lösung in �0,�ª�.

Für a0 > � �ª,0� kann jedo
h gemäÿ (30) keine reelle Lösung existieren.

Um Lösungen zu erhalten bedient man si
h der komplexen Zahlen, über die

Harro Heuser (1927�2011) in [11, S. 41℄ s
hreibt:

�Sie verdanken ihr Leben einem Manne, den seine Mutter (wie er selbst be-

ri
htet) abtreiben wollte; der si
h dann zu einem Wüstling, Streithansl, magis
h-

mystis
hen Mathematiker und europaweit gefeierten Arzt entwi
kelte; ein Mann,

der als Student Rektor der Universität Padua und als Greis Insasse des Gefäng-

nisses von Bologna war; der si
h erdreistete, das Horoskop Jesu zu stellen und

in seinem Bu
h Über das Würfelspiel Betrugsanleitungen zu geben, und der

nebenbei au
h no
h die ,Cardanis
he Aufhängung` erfand: Geronimo Cardano

(1501�1576), ein vollblütiger Sohn der italienis
hen Renaissan
e. In seiner Ars

magna sive de regulis algebrai
is (Nürnberg, 1545) führt ihn die unverfängli
he

Aufgabe, eine Stre
ke der Länge 10 so in zwei Stü
ke zu zerlegen, daÿ das aus

ihnen gebildete Re
hte
k die Flä
he 40 hat, zu der quadratis
hen Glei
hung

x�10 � x� � 40 und zu ihren absurden Lösungen x1 � 5 �
º

�15, x2 � 5 �
º

�15,

absurd, weil man aus negativen Zahlen keine (reellen) Quadratwurzeln ziehen

kann. Aber nun ges
hieht Ents
heidendes: Cardano setzt die ,geistigen Qualen`,

die ihm diese Gebilde bereiten, beiseite und �ndet dur
h ke
k-formales Re
h-

nen, daÿ tatsä
hli
h x1 � x2 � 10 und x1x2 � 40 ist. Sein ironis
her Kommentar:

,So s
hreitet der arithmetis
he Forts
hritt voran, dessen Ergebnis ebenso sub-

til wie nutzlos ist.` Die ,komplexen` (zusammengesetzten) Ausdrü
ke [...℄ mit

der imaginären Einheit i ��
º

�1 sind dann ni
ht mehr aus der Mathematik

vers
hwunden, so sehr sie au
h als s
hein- und gespensterhaft empfunden wur-

den. [Dieser Ausdru
k ist ni
ht wohlde�niert, denn es gilt au
h ��i�2 � �1.℄

Denn sie lieferten ni
ht nur ,Lösungen` aller quadratis
hen und kubis
hen Glei-


hungen � und zwar sol
he, die erbauli
herweise den vertrauten Wurzelsätzen

des François Vieta (1540�1603) genügten �, vielmehr ergab unverdrossenes (und

unverstandenes) Re
hnen mit diesen windigen ,Zahlen` sogar Sätze ,im Reellen`,

die si
h in jedem Falle na
hträgli
h dur
h ,rein reelle` Beweise bestätigen lieÿen.

Das Mirakulöseste aber war, daÿ mittels dieser wesenlosen Gebilde Beziehungen

zwis
hen beherrs
henden Gröÿen der Analysis hergestellt werden konnten, die

17

�2n � 1�2 � 4n2
� 4n � 1 und 4n2

� 4n ist gerade.
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bisher fremd nebeneinander gestanden hatten � wodur
h denn dieser Analysis

ganz neue Li
hter aufgeste
kt wurden. [...℄ All diese Umstände drängten immer

energis
her zu einer begri�i
hen Klärung der ebenso mä
htigen wie mysteriösen

,komplexen Zahlen`, eine Klärung, die s
hlieÿli
h 1831 von Carl-Friedri
h Gauÿ

(1777�1855) in geometris
her und 1837 von William R. Hamilton (1805�1865)

in arithmetis
her Einkleidung gegeben wurde.�

De�nition 3.2 (Der Körper C der komplexen Zahlen).

(i) R2
ist mit der übli
hen Addition

�

�a1,a2�,�b1,b2�>R2 �a1, a2� � �b1, b2� � �a1 � b1, a2 � b2�

eine abels
he Gruppe mit 0 � �0,0� als neutralem Element.

Zu �a, b� > R2
ist ��a,�b� das inverse Element.

(ii) Wir de�nieren auf R2
eine Multiplikation dur
h

�

�a1,a2�,�b1,b2�>R2 �a1, a2��b1, b2� � �a1b1 � a2b2, a1b2 � a2b1�. (76)

Zwei kurze Re
hnungen zeigen, daÿ diese Multiplikation kommutativ und

assoziativ ist.

Auÿerdem gilt �a,b>R2 ab � 0� ��a � 0� - �b � 0�� , also de�niert (76) au
h

eine Multiplikation auf R2
� �0� und zwei weitere Re
hnungen bestätigen,

daÿ R2
� �0� bzgl. dieser Multiplikation eine abels
he Gruppe mit �1,0�

als neutralem Element ist, und zu �a, b� > R2
ist �

a

a2 � b2
,

�b

a2 � b2
� das

inverse Element.

(iii) Es läÿt si
h lei
ht überprüfen, daÿ für die in (i) bzw. (ii) erklärten Ope-

rationen das Distributivgesetz

�a,b,c>R2 a�b � c� � ab � ac

gilt.

Wegen (i), (ii) und (iii) ist R2
mit den oben erklärten Operationen Addition

und Multiplikation ein Körper, der sog. Körper der komplexen Zahlen, den wir

mit C bezei
hnen. Auÿerdem setzen wir no
h C�

�� C � �0�.

Bemerkung (Geometris
he Verans
hauli
hung der Multiplikation (76)). Ob-

wohl wir die Funktionen sin, cos erst später einführen werden, verwenden wir,

daÿ si
h jeder Vektor auf dem Einheitskreis in R2
als �cos�α�, sin�α�� s
hrei-

ben läÿt, wobei α > �0,2π� den im Bogenmaÿ gemessenen Winkel zur Abszisse

bezei
hne.

Es seien a � r�cos�ϕ�, sin�ϕ��, b � s�cos�ψ�, sin�ψ�� mit r, s > �0,�ª� und

ϕ,ψ > �0,2π�. Dann gilt

ab
�76�
� rs�cos�ϕ� cos�ψ� � sin�ϕ� sin�ψ�, cos�ϕ� sin�ψ� � sin�ϕ� cos�ψ��

�158�
� rs�cos�ϕ �ψ�, sin�ϕ �ψ��,

d.h. die Längen der Vektoren multiplizieren si
h, und die Winkel mit der Ab-

szisse addieren si
h.
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3.3 (R als Teilkörper von C). Die Abbildung I � R� C, t( �t,0�, ist ein injek-

tiver Körperhomomorphismus, (d.h. daÿ für t, t̃ > R gilt: I�t � t̃� � I�t� � I�t̃�

und I�tt̃� � I�t�I�t̃�.)

I induziert einen Isomorphismus des Körpers R auf den Teilkörper R � �0�

von C.

Wir identi�zieren im folgenden die reelle Zahl t mit der komplexen Zahl

I�t� � �t,0�. Damit wird R zu einem Teilkörper von C und 1 � �1,0� ist das

Einselement von R und C.

Ferner ist die Bes
hränkung der Multiplikation C �C � C auf R �C glei
h

der skalaren Multiplikation des R-Vektorraumes R2
� C. (Klar na
h (76).)

De�nition 3.4 (Die Zahl i). i �� �0,1� > C heiÿt imaginäre Einheit

18

. Es gilt

o�enbar i2 � �1.

a � �a1, a2� > C heiÿt rein imaginär genau dann, wenn a > R i, d.h. wenn

a1 � 0, also a � �0, a2� � a2i.

Bemerkung. Wir haben in (30) gesehen, daÿ aus der Existenz einer Anordnung

für einen Körper folgt, daÿ das Quadrat einer jeden Zahl unglei
h Null in der

Anordnung liegen muÿ. Wegen i2 � �1 kann C somit keine (mit Addition und

Multiplikation verträgli
he) Anordnung besitzen.

De�nition 3.5 (Real- und Imaginärteil, komplex konjugierte Zahl). Für jedes

a � �a1, a2� > C gilt

a � �a1,0� � �0, a2� � a1�1,0� � a2�0,1� � a1 � ia2.

a1 bzw. a2 heiÿt der Real- bzw. der Imaginärteil von a und wird mit Rea

bzw. Ima bezei
hnet.

Obige De�nition der Multiplikation in (76) besagt nun gerade, daÿ man das

Produkt �a1 � ia2��b1 � ib2�, wobei a1, a2, b1, b2 > R, dur
h �übli
hes� Ausmulti-

plizieren bei Verwendung von i2 � �1 als �a1b1 � a2b2� � i�a1b2 � a2b1� erhält.

Die Zahl a �� a1 � ia2 > C heiÿt die zu a komplex konjugierte Zahl.

Es gilt: aa � �a1 � ia2��a1 � ia2� � �a1�
2
� �a2�

2
> �0,�ª�.

De�nition 3.6 (Betrag). Für alle a � a1� ia2 > C de�nieren wir den Betrag von

a als

SaS ��
»

�a1�2 � �a2�2 �
º

aa.

Die Bes
hränkung von S . . . S auf R ergibt die übli
he Betragsfunktion auf R.

Satz 3.7. Für alle a, b > C gilt

SaS C 0 und �SaS � 0
� a � 0�;

Sa � bS B SaS � SbS �Dreie
ksunglei
hung�,

mit Glei
hheit genau dann, wenn a � λb - b � λa mit λ > �0,�ª�;

SaS � SbS B SSaS � SbSS B Sa � bS ;

SabS � SaS SbS.

18

Der Name und das Symbol i wurden 1777 von Leonhard Euler (1707�1783) eingeführt.
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Beweis als Übung. ✷

Satz 3.8. Für alle a, b, c > C gilt

a � b � a � b, (77)

ab � ab, (78)

�a� � a, (79)

SaS � SaS, (80)

SaS � 1Ô�
1

a
� a, (81)

a x 0Ô�
1

a
�

a

SaS2
, (82)

a � a
� a > R, (83)

a � �a
� a > R i, (84)

V

a

b
V �

SaS

SbS
. (85)

Beweis als Übung. ✷

Bemerkung. In 2.46 (iii) und (iv), 2.47, 2.48 sowie 2.49 kann jeweils R dur
h

C ersetzt werden. Wir haben das an den entspre
henden Stellen in Kapitel 2

au
h vermerkt.

Wegen i2 � �1 haben wir jetzt au
h für a0 > � �ª,0� eine Lösung von (73)

gefunden � nämli
h

º

a0 i. Es gilt sogar der folgende Satz, der die eingangs dieses

Kapitels angestellten Überlegungen abs
hlieÿt.

Satz 3.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Seien 0 x an, an�1, . . . , a0 > C, n > N
�

.

Dann besitzt anz
n
� an�1z

n�1
� . . . � a1z � a0 eine komplexe Nullstelle.

Beweis vgl. [7, S. 90�℄ oder [11, Satz 69.1℄. ✷

De�nition 3.10 (ε-Umgebung). Seien ε > R
�

und a0 > C. Dann heiÿt die Menge

Uε�a0� �� �a > C S Sa � a0S � ε�

(o�ene) ε-Umgebung von a0 in C.

De�nition 3.11 (o�ene, abges
hlossene, bes
hränkte und kompakte Teilmen-

gen von C). Sei M eine Teilmenge von C.

(i) M heiÿt o�en �
� �a>M§ε>R
�

Uε�a� `M ,

(ii) M heiÿt abges
hlossen �
� C �M ist o�en,

(iii) M heiÿt bes
hränkt �
� §C>R
�

�a>M SaS B C,

(iv) M heiÿt kompakt �
�M ist bes
hränkt und abges
hlossen.
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Beispiel. Seien ε > R
�

und a0 > C. Dann ist Uε�a0� o�en und

Uε�a0� �� �a > C S Sa � a0S B ε�

ist kompakt.

[ Beweisskizze: Ist a > Uε�a0�, so gilt Uε̃�a� ` Uε�a0� mit ε̃ �� ε� Sa�a0S > R�

.

Ist a > C�Uε�a0�, so gilt Uε̃�a� ` C�Uε�a0�, wobei ε̃ �� Sa�a0S� ε > R�

: Für

b > Uε̃�a� gilt Sb � a0S � Sa � a0 � �a � b�S C Sa � a0S � Sa � bS A Sa � a0S � ε̃ � ε. ℄

Satz 3.12 (C als topologis
her Raum).

(i) g und C sind o�en.

(ii) Sind I eine beliebeige Menge und Mi für jedes i > I eine o�ene Teilmenge

von C, so ist

�i>IMi eine o�ene Teilmenge von C.

(iii) Sind M1,M2 o�ene Teilmengen von C, so ist M1 9M2 eine o�ene Teil-

menge von C.

Beweis als Übung. ✷

De�nition 3.13 (innerer Punkt, o�ener Kern). Sei M ` C.

a >M heiÿt innerer Punkt von M �
� §ε>R
�

Uε�a� `M .

Die Menge aller inneren Punkte von M bezei
hnen wir mit

X

M und nennen

sie den o�enen Kern von M .

Wir vereinbaren no
h eine S
hreibweise: Im folgenden sei K > �R,C�.

Ist dannM eine beliebige Menge, so nennen wir eine AbbildungM � K eine

Funktion.
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4 Konvergenz von Folgen und Reihen

Der Begri� der Konvergenz stellt die eigentli
he Grundlage der Analysis dar.

Auf ihm fuÿen Begri�e wie Stetigkeit oder Di�erenzierbarkeit, die für die Natur-

wissens
haften dermaÿen ents
heidend ist, daÿ Heuser sie in [11, S. 144℄ �einen

der groÿen Begri�e der mens
hli
hen Zivilisation� nennt.

Obwohl die Di�erentialre
hnung bereits von Isaa
 Newton (1643�1727) und

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646�1716) entwi
kelt wurde, ist erst seit der Ein-

führung des Limes dur
h Augustin Louis Cau
hy ein Gerüst vorhanden, das für

die Analysis hinrei
hend präzise ist. Die Überlegungen Cau
hys wurden dur
h

die Einführung der Epsilontik dur
h Bernard Bolzano (1781�1848) und Karl

Weierstraÿ (1815�1897) weiter präzisiert, und ihre De�nition liegt der Analysis

heute zugrunde.

Konvergenz von Folgen

De�nition 4.1 (Konvergenz von Folgen in K). Sei �an�n>N eine Folge in K.

(i) Ist c > K, so de�nieren wir:

�an�n>N konvergiert gegen c �
� �ε>R
�

§n0>N�n>N �n C n0� San � cS � ε�.

(ii) �an�n>N konvergiert in K �
� §c>K �an�n>N konvergiert gegen c.

Wir behaupten:

Ist �an�n>N konvergent in K, so existiert genau ein c > K derart, daÿ

�an�n>N gegen c konvergiert. Dieses eindeutig bestimmte c > K bezei
h-

net man dann als Grenzwert oder Limes an für n gegen unendli
h (i.Z.

lim
n�ª

an � c oder an
n�ª
�� c 19

).

Beweis hiervon: Konvergiere �an�n>N sowohl gegen c > K als au
h gegen

c̃ > K und angenommen c x c̃.

Dann existieren zu ε ��
Sc�c̃S

2
> R

�

na
h Voraussetzung n0, n1 > N mit

�n>N,nCn0
San � cS � ε , �n>N,nCn1

San � c̃S � ε,

also folgt für alle n Cmax�n0, n1�

2ε � Sc � c̃S B Sc � anS � San � c̃S � ε � ε � 2ε,

Widerspru
h!

(iii) �an�n>N heiÿt Nullfolge �
� �an�n>N konvergiert gegen 0.

Dann gilt o�enbar für c > K:

�an�n>N konvergiert gegen c 
� �an � c�n>N ist Nullfolge.

19

Wir haben an dieser Stelle ni
ht etwa das Symbol ª eingeführt, sondern nur die S
hreib-

weisen limn�ª an und an
n�ª
�� c � streng genommen müÿten wir hier au
h �ª anstelle von ª

s
hreiben.
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Beispiel.

1.) �

1
n�1

�n>N ist eine (reelle) Nullfolge:

Sei ε > R
�

vorgegeben. Zu zeigen ist: §n0>N�n>N,nCn0
T

1
n�1

T
� ε.

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�nA 1

ε
�1

Hierzu: Da R ein ar
himedis
h angeordner Körper ist (vgl. Satz 2.35),

existiert n0 > N mit n0 A

1
ε
� 1. Dann folgt für alle n > N mit n C n0:

n C n0 A
1
ε
� 1, d.h. T 1

n�1
T
� ε.

2.) Sind �an�n>N eine Folge in K sowie c > K und gilt §n0>N�n>N,nCn0
an � c, so

folgt limn�ª an � c.

De�nition 4.2. Seien �an�n>N, �bn�n>N Folgen in K. Wir de�nieren dann:

(i) �bn�n>N heiÿt eine Teilfolge von �an�n>N genau dann, wenn eine streng

monoton wa
hsende

20

Abbildung i� N� N, n( i�n� �� in existiert, derart,

daÿ gilt �n>N bn � ain .

(ii) Die Folge �an�n>N heiÿt genau dann bes
hränkt , wenn �SanS Sn > N� be-

s
hränkt ist.

Satz 4.3.

Vor.: Seien �an�n>N, �bn�n>N Folgen in K sowie c > K.

Beh.:

(i) Aus limn�ª an � c und �bn�n>N Teilfolge von �an�n>N folgt limn�ª bn � c.

(ii) Ist �an�n>N konvergent in K, so ist �an�n>N bes
hränkt.

(iii) Sind �an�n>N und �bn�n>N Nullfolgen, so ist au
h �an � bn�n>N eine Null-

folge.

(iv) Ist �an�n>N eine Nullfolge und �bn�n>N bes
hränkt, so ist au
h �an � bn�n>N
eine Nullfolge.

Beweis. Zu (i): Seien �bn�n>N sowie i� N � N wie in De�nition 4.2 (i) und

gelte limn�ª an � c.

Sei ε > R
�

. Wegen limn�ª an � c existiert n0 > N mit

�n>N,nCn0
San � cS � ε,

also folgt aus �n>N in C n, daÿ gilt

�n>N,nCn0
Sbn � cS � ε.

Zu (ii): Gelte limn�ª an � c. Dann existiert zu ε �� 1 ein n0 > N mit

�n>N,nCn0
San � cS � 1.
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�SanSBSan�cS�ScS�1�ScS

Setzt man S ��max�Sa0S, . . . , San0�1S,1� ScS�, so folgt

�n>N SanS B S.

20

Die strenge Monotonie der obigen Abbildung i bedeutet, daÿ für alle n,m > N mit n Am

gilt: in A im. Für die Abbildung i folgt lei
ht dur
h vollständige Induktion �n>N in C n.
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Zu (iii): Seien �an�n>N, �bn�n>N Nullfolgen.

Sei ε > R
�

. Dann existieren n0, n1 > N mit

�n>N,nCn0
SanS �

ε

2
, �n>N,nCn1

SbnS �
ε

2
,

also folgt für alle n > N mit n Cmax�n0, n1�

San � bnS B SanS � SbnS �
ε

2
�

ε

2
� ε.

Zu (iv): Existiere also S > R
�

mit �n>N SbnS B S.

Sei ε > R
�

.

Da �an�n>N Nullfolge und

ε
S
> R

�

, existiert n0 > N mit �n>N,nCn0
SanS �

ε
S
.

Daher folgt für alle n > N mit n C n0

San � bnS � SanS � SbnS �
ε

S
S � ε,

also ist �anbn�n>N eine Nullfolge. ✷

Satz 4.4.

Vor.: Seien �an�n>N, �bn�n>N Folgen in K sowie c, d > K und gelte limn�ª an � c,

limn�ª bn � d.

Beh.:

(i) �an � bn�n>N ist konvergent und limn�ª�an � bn� � c � d.

(ii) �an � bn�n>N ist konvergent und limn�ª�an � bn� � c � d.

(iii) ��n>N bn x 0 , d x 0�Ô� �

1

bn
�

n>N

ist konvergent mit lim
n�ª

1

bn
�

1

d
.

(iv) ��n>N bn x 0 , d x 0�Ô� �

an

bn
�

n>N

ist konvergent mit lim
n�ª

an

bn
�

c

d
.

Beweis. (i) folgt aus �an � bn� � �c � d� � �an � c�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

� �bn � d�.
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge na
h 4.3 (iii)

(ii) folgt aus

anbn � cd � �an � c�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

�bn � d�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

� �an � c�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

d
®

bes
hränkt

� �bn � d�.
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

c
®

bes
hränkt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge na
h 4.3 (iv), (iii)

Zu (iii): Wir zeigen zunä
hst:

�

1

an
�

n>N

ist bes
hränkt.

[ Zu ε ��
ScS

2
> R

�

existiert n0 > N mit

�n>N,nCn0
San � cS �

ScS

2
.

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�SanSCScS�Sc�anSA
ScS

2
�S

1

an
S�

2

ScS

�
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Setze S ��max� 1
Sa0S
, . . . , 1

San0�1
S

, 2
ScS
� . Dann gilt �n>N U

1
an
U B S. Nunmehr folgt

für alle n > N:
1

an
�

1

c
� �c � an�

1

c
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

�

1

an
.

°

bes
hränkt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nullfolge

(iv) folgt trivial aus (ii) und (iii). ✷

De�nition 4.5 (

ÂR, Konvergenz von Folgen in

ÂR).

(i) Wir setzen

ÂR �� R 8 ��ª,�ª�.

Wie oben bezei
hnen dabei �ª,�ª zwei voneinander vers
hiedene Ob-

jekte, die ni
ht reelle Zahlen sind.

Wir erweitern die Ordnungsrelation ��� in R zu einer Ordnungsrelation

��� in

ÂR, indem wir setzen:

�ª � �ª und �a>R �ª � a , a � �ª.

Wir erinnern an De�nition 2.19, wo wir für eine ni
ht-leere Teilmenge M

von R gesetzt hatten

supM �� �ª, falls M ni
ht na
h oben bes
hränkt,

infM �� �ª, falls M ni
ht na
h unten bes
hränkt,

und die De�nition der unbes
hränkten Intervalle in 2.22.

(ii) Sei �an�n>N eine Folge in R. Wir de�nieren dann

�an�n>N konvergiert gegen �ª �
� �C>R§n0>N�n>N,nCn0
an A C,

�an�n>N konvergiert gegen �ª �
� �C>R§n0>N�n>N,nCn0
an � C,

�an�n>N konvergiert in

ÂR �
� §c>ÂR �an�n>N konvergiert gegen c.

O�enbar gilt:

Ist �an�n>N konvergent in

ÂR, so existiert genau ein c > ÂR derart, daÿ �an�n>N
gegen c konvergiert. Dieses c > ÂR bezei
hnet man (in Verallgemeinerung

von De�nition 4.1 (ii)) als Grenzwert oder Limes an für n gegen unendli
h

(i.Z. lim
n�ª

an
21

).

Satz 4.6.

Vor.: Seien �an�n>N, �bn�n>N Folgen in R sowie c, d > ÂR und gelte limn�ª an � c,

limn�ª bn � d.

Beh.: �n>N an B bnÔ� c B d.

Beweis. Angenommen c A d.

21

In diesem Symbol ist ª kein eigenständiges Objekt!
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1. Fall: c, d > R. Dann existieren zu ε �� c�d
2

> R
�

natürli
he Zahlen n0, n1 > N

derart, daÿ gilt

�n>N,nCn0
San � cS �

c � d

2
, �n>N,nCn1

Sbn � dS �
c � d

2
,

also folgt für alle n > N mit n C max�n0, n1�: bn � d � c�d
2

�

c�d
2

� c � c�d
2

� an,

Widerspru
h!

2. Fall: c > R, d � �ª. Dann existiert zu jedem S > R
�

ein n0 > N mit

�n>N n C n0 � �an A c �
1
S
, bn � �S�, Widerspru
h!

3. Fall: c � �ª, d > R. Dann existiert zu jedem S > R
�

ein n0 > N mit

�n>N n C n0 � �an A S , bn � d �
1
S
�
, Widerspru
h!

4. Fall: c � �ª, d � �ª. Dann existiert zu jedem S > R
�

ein n0 > N mit

�n>N n C n0 � �an A S , bn � �S�, Widerspru
h! ✷

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt aus �n>N an � bn
ni
ht c � d, wie das Beispiel der Folge �

1
n�1

�n>N zeigt: Es gilt

1
n�1

A 0 für alle

n > N aber lim
n�ª

1

n � 1
� 0.

Hauptsatz 4.7 (über monotone Folgen). Sei �an�n>N eine Folge in R.

(i) �an�n>N monoton fallend (d.h. per de�nitionem �n>N an�1 B an)

Ô� �an�n>N konvergiert gegen inf�an Sn > N� > R 8 ��ª�.

(ii) �an�n>N monoton wa
hsend (d.h. per de�nitionem �n>N an�1 C an)

Ô� �an�n>N konvergiert gegen sup�an Sn > N� > R 8 ��ª�.

Beweis. Wir führen nur den Beweis von (i). (ii) zeigt man analog.

Seien daher �an�n>N monoton fallend und M �� �an Sn > N�.

1. Fall: M ni
ht na
h unten bes
hränkt. Dann gilt infM � �ª, und wir

müssen limn�ª an � �ª zeigen.

Sei C > R vorgegeben. C ist keine untere S
hranke von M , also existiert

n0 > N mit an0
� C und aus der Voraussetzung (in (i)) folgt für alle n > N mit

n C n0: an B an0
� C.

2. Fall: M na
h unten bes
hränkt. Dann gilt c �� infM > R, und wir müssen

limn�ª an � c zeigen.

Sei ε > R
�

. Dann ist c � ε ni
ht untere S
hranke von M , da c gröÿte sol
he.

Also existiert n0 > N mit c � ε A an0
und es folgt für alle n > N mit n C n0:

c � ε A an0

Vor. (i)

C an C c C c � ε, also San � cS � ε. ✷

Bemerkung. Bei komplexen Folgen von Monotonie zu spre
hen, ma
ht keinen

Sinn!

Beispiel 4.8 (Die geometris
he Folge). Sei q > R.

Die Folge �qn�n>N heiÿt geometris
he Folge, und es gilt

lim
n�ª

qn �

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

�ª, falls q > �1,�ª�,

1, falls q � 1,

0, falls q > � � 1,1�.

Für q > � �ª,�1� konvergiert �qn�n>N ni
ht in

ÂR.
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Beweis. 1. Fall: q > �1,�ª�. Dann ist �qn�n>N monoton wa
hsend, also gilt

na
h Teil (ii) des letzten Hauptsatzes

lim
n�ª

qn � c > R 8 ��ª�,

wobei c �� sup�qn Sn > N� C q0 � 1 A 0.

Zu zeigen ist: c � �ª. Angenommen c x �ª, also c > R
�

.

�qn�1�n>N ist eine Teilfolge von �qn�n>N, also gilt

lim
n�ª

qn�1 � lim
n�ª

qn � c.

Es gilt aber au
h

lim
n�ª

qn�1 � q lim
n�ª

qn � qc,

und somit folgt c � qc. Wegen c A 0 bedeutet dies q � 1 im Widerspru
h zu

q > �1,�ª�.

2. Fall: q � 1. Trivial.

3.1. Fall: q > �0,1�. Dann ist �qn�n>N monoton fallend und na
h unten dur
h

0 bes
hränkt, also gilt na
h Teil (i) des letzten Hauptsatzes

lim
n�ª

qn � c > R,

wobei c �� inf�qn Sn > N� C 0.

Wie im 1. Fall gilt c � qc, also wegen q x 1 � c � 0.

3.2. Fall: q � 0. Trivial.

3.3. Fall: q > � � 1,0�. Na
h 3.1. Fall ist �SqnS�n>N eine Nullfolge. Aus der

De�nition der Konvergenz gegen Null folgt dann sofort, daÿ au
h �qn�n>N eine

Nullfolge ist.

4. Fall: q � �1. Wegen limn�ª S��1�
n
S � 1 (na
h 2. Fall) kann ���1�n�n>N

hö
hstens in R konvergieren. Angenommen ���1�n�n>N konvergiert gegen c > R.

Dann existiert zu ε �� 1 > R
�

ein n0 > N derart, daÿ für alle n > N mit n C n0 gilt

S��1�2n � cS � 1 und S��1�2n�1 � cS � 1, d.h. S1 � cS � 1 und S1 � cS � S � 1 � cS � 1.

Nun folgt

2 � S1 � 1S B S1 � cS � S1 � cS � 1 � 1 � 2,

Widerspru
h!

5. Fall: q > � �ª,�1�. Wegen des 1. Falles kann �qn�n>N hö
hsten gegen �ª

konvergieren. Wegen �n>N q
2n

A 0 , q2n�1 � 0 kann dies aber na
h De�nition der

Konvergenz gegen �ª ni
ht sein. ✷

Satz 4.9. Jede Folge in R besitzt eine monotone (d.h. monoton fallende oder

wa
hsende) Teilfolge.

Beweis. Sei �an�n>N eine Folge reeller Zahlen. Wir betra
hten die Menge

M �� �n > N S�k>N
�

an�k C an�.

1. Fall: M ist abzählber. De�niere dann

i0 ��minM und �n>N in�1 ��min�n > N Sn A in , �k>N
�

an�k C an�.
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Bea
hte, daÿ �n > N Sn A in , �k>N
�

an�k C an� wegen der Voraussetzung des 1.

Falles ni
ht leer ist und na
h Satz 2.33 ein Minimum besitzt. Dann ist �ain�n>N
eine monoton wa
hsende Teilfolge von �an�n>N.

2. Fall: M ist endli
h. Na
h Satz 2.60 existiert dann n0 �� maxM � 1 > N,

und es gilt �n>N,nCn0
§k>N

�

an�k � an. Setze

i0 �� n0 und �n>N in�1 �� in �min �k > N
�

Sain�k � ain�.
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xg

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

existiert na
h 2.33

Dann ist �ain�n>N eine streng monoton fallende (d.h. genau �n>N ain�1 � ain)

Teilfolge von �an�n>N. ✷

De�nition 4.10 (

ÂC, Konvergenz von Folgen in

ÂC).

(i) Wir setzen

ÂC �� C 8 �ª�.

Hierbei bezei
hnet ª ein von �ª vers
hiedenes Objekt, das keine kom-

plexe Zahl ist.

(ii) Sei �an�n>N eine Folge in C. Wir de�nieren dann

�an�n>N konvergiert gegen ª �
� �C>R§n0>N�n>N,nCn0
SanS A C,

�an�n>N konvergiert in

ÂC �
� §

c>ÂC
�an�n>N konvergiert gegen c.

O�enbar gilt:

Ist �an�n>N konvergent in

ÂC, so existiert genau ein c > ÂC derart, daÿ �an�n>N
gegen c konvergiert. Dieses c > ÂC bezei
hnet man (in Verallgemeinerung

von De�nition 4.1 (ii)) als Grenzwert oder Limes an für n gegen unendli
h

(i.Z. lim
n�ª

an
22

).

Hauptsatz 4.11 (von Bolzano-Weierstraÿ).

(i) Jede Folge in K besitzt eine in

ÂK konvergente Teilfolge.

(ii) Jede bes
hränkte Folge in K besitzt eine in K konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir beweisen den Satz zunä
hst nur für den Fall K � R. Zum Beweis

im Falle K � C vgl. 4.13.

Sei �an�n>N eine Folge in R. Na
h Satz 4.9 besitzt �an�n>N eine monotone

Teilfolge �ain�n>N, wel
he na
h Hauptsatz 4.7 gegen

c > � inf�ain Sn > N� , sup�ain Sn > N��

konvergiert. Damit ist (i) klar.

Ist �an�n>N bes
hränkt, so au
h �ain�n>N, und aus Hauptsatz 4.7 folgt c > R,

also ist au
h (ii) gezeigt. ✷

22

In diesem Symbol ist ª kein eigenständiges Objekt!
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Satz 4.12 (Cau
hys
hes Konvergenzkriterium für Folgen). Sei �an�n>N eine

Folge in K. Dann gilt:

�an�n>N konvergiert in K


� �ε>R
�

§n0>N�m,n>N �m C n0 , n C n0� Sam � anS � ε�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d.h. per de�nitionem �an�n>N ist Cau
hy-Folge

.

Beweis. ��� Sei ε > R
�

. Na
h Voraussetzung gilt c �� limn�ª an > K, also

existiert zu

ε
2
> R

�

ein n0 > N mit �n>N,nCn0
San � cS �

ε
2
. Für m,n > N mit m C n0

und n C n0 folgt

Sam � anS B Sam � cS � Sc � anS �
ε

2
�

ε

2
� ε.

�
� zeigen wir zunä
hst nur im Falle K � R. Sei �an�n>N eine Cau
hy-Folge

in R. Wir zeigen zunä
hst

�an�n>N ist bes
hränkt. (86)

[ Zu 1 > R
�

existiert na
h Voraussetzung ein n0 > N mit

�m,n>N �m C 0 , n C 0Ô� Sam � anS � 1.�

Insbesondere gilt für alle m > N mit m C n0

SamS B Sam � an0
S � San0

S � 1 � San0
S > R

�

,

und hieraus folgt o�enbar (86). ℄

Aus (86) und dem Hauptsatz 4.11 (ii) ergibt si
h die Existenz von c > R und

einer Teilfolge �ain�n>N von �an�n>N mit limn�ª ain � c.

Wir haben nun zu zeigen, daÿ au
h �an�n>N gegen c konvergiert.

Hierzu sei ε > R
�

. Na
h Voraussetzung existiert zu

ε
2
> R

�

ein n1 > N mit

�m,n>N �m C n1 , n C n1Ô� Sam � anS �
ε

2
�. (87)

Ferner existiert wegen limn�ª ain � c ein n2 > N mit

�n>N �n C n2 Ô� Sain � cS �
ε

2
�. (88)

Setzt man nun n0 ��max�n1, n2�, so gilt für alle n > N mit n C n0 na
h (87) und

(88)

San � cS B San � ain S � Sain � cS �
ε

2
�

ε

2
� ε.

Zum Beweis im Falle K � C, vgl. 4.13. ✷

4.13. Wir geben an dieser Stelle die Beweisideen für Hauptsatz 4.11 (ii) und

Satz 4.12 �
� im Falle K � C.

Lemma. Seien �tn�n>N eine Folge ni
ht-negativer reeller Zahlen und t > �0,�ª�.

Dann gilt:

lim
n�ª

tn � tÔ� lim
n�ª

º

tn �
º

t.
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Beweis. 1. Fall: t � 0. Sei ε > R
�

. Na
h Voraussetzung existiert zu ε2 > R
�

ein

n0 > N mit �nCn0
0 B tn � ε2, also au
h S

º

tn �
º

0S �
º

tn � ε, denn andernfalls

gälte tn C ε
2
.

2. Fall: t A 0. Sei ε > R
�

. Na
h Voraussetzung existiert zu

º

tε > R
�

ein n0 > N

mit �nCn0
Stn � tS �

º

tε, also au
h

S

º

tn �
º

tS �
Stn � tS
º

tn �
º

t
B

Stn � tS
º

t
�

º

tε
º

t
� ε.

✷

Satz 1. Eine Folge �an�n>N komplexer Zahlen konvergiert genau dann gegen

a > C, wenn die reellen Folgen �Rean�n>N bzw. �Iman�n>N gegen Rea bzw. Ima

konvergieren.

Beweis. Es gilt

SRean �ReaS B San � aS �
»

�Rean �Rea�2 � �Iman � Ima�2,

SIman � ImaS B San � aS �
»

�Rean �Rea�2 � �Iman � Ima�2.
(89)

Daher folgt aus limn�ª San � aS � 0 sofort, daÿ gilt

lim
n�ª

SRean �ReaS � 0 und lim
n�ª

SIman � ImaS � 0. (90)

Umgekehrt folgt aus (90), daÿ limn�ª�Rean �Rea�2 � �Iman � Ima�2 � 0,

also wegen des Lemmas und (89) limn�ª San � aS � 0. ✷

Im Falle K � C folgt Hauptsatz 4.11 nun aus Satz 1 und der reellen Version

von Hauptsatz 4.11. ✷

Satz 2. Eine Folge �an�n>N komplexer Zahlen ist genau dann eine Cau
hy-Folge,

wenn die reellen Folgen �Rean�n>N bzw. �Iman�n>N Cau
hy-Folgen sind.

Beweisskizze. S
hreibe in (89) �am� anstelle von �a� und argumentiere ähn-

li
h wie im letzten Beweis. ✷

Die komplexe Version von Satz 4.12 folgt jetzt aus den Sätzen 1 und 2 sowie

Satz 4.12 für K � R. ✷

De�nition 4.14 (Adhärenzwert). Sei �an�n>N eine Folge in K.

Dann heiÿt c >

ÂK Adhärenzwert von �an�n>N (oder Häufungswert) genau

dann, wenn eine Teilfolge von �an�n>N existiert, die gegen c konvergiert.

Bemerkung. Na
h Satz von Bolanzo-Weierstraÿ besitzt jede Folge in K min-

destens einen Adhärenzwert.

De�nition 4.15 (Limes superior und Limes inferior). Sei �an�n>N eine Folge

reeller Zahlen. Wir de�nieren den Limes superior von �an�n>N als
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lim
n�ª

an
23

�� lim sup
n�ª

an
23

�� lim
n�ª

sup�ak Sk > N , k C n�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hierbei limn�ª �ª���ª

>

ÂR

und den Limes inferior von �an�n>N als

lim
n�ª

an
23

�� lim inf
n�ª

an
23

�� lim
n�ª

inf�ak Sk > N , k C n�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hierbei limn�ª �ª���ª

>

ÂR.

[ Der Limes superior von von �an�n>N ist wohlde�niert, da entweder gilt

�n>N sup�ak Sk > N , k C n� � �ª oder die Folge �sup�ak Sk > N , k C n��n>N ist

monoton fallend, und limn�ª sup�ak Sk > N , k C n� existiert na
h Hauptsatz

über monotone Folgen 4.7.

Die Existenz des Limes inferior von �an�n>N begründet man analog. ℄

Hauptsatz 4.16. Seien �an�n>N eine Folge reeller Zahlen und c, d >

ÂR. Dann

gilt:

(i) lim supn�ª an � c
� c ist gröÿter Adhärenzwert von �an�n>N.

(ii) lim infn�ª an � d
� d ist kleinster Adhärenzwert von �an�n>N.

Beweis. Wir führen nur den Beweis von (i), der von (ii) verläuft analog.

��� 1. Fall: c > R. Für n > N sei sn �� sup�ak Sk > N , k C n�, also gilt

limn�ª sn � c.

Wir de�nieren nun rekursiv eine Teilfolge �ain�n>N von �an�n>N. Setze i0 �� 0.

Seien i0, . . . , in > N mit i0 � . . . � in bereits konstruiert. Wegen limk�ª sk � c

existiert k0 > N derart, daÿ gilt

�k>N �k C k0 Ô� c �
1

k � 1
� sk � c �

1

k � 1
.� (91)

Sei dann k1 �� max�k0, in � 1�. Aus sn �� sup�ak Sk > N , k C n� und (91) folgt

die Existenz von in�1 > N mit in�1 C k1 und

�k>N �k C k1 Ô� c �
1

k � 1
� ain�1 � c �

1

k � 1
.�

Per 
onstru
tionen gilt limn�ª ain � c, d.h. c ist ein Adhärenzwert von �an�n>N.

Zu zeigen bleibt, daÿ c der gröÿte Adhärenzwert ist.

Angenommen es existieren c̃ > ÂR mit c̃ A c und eine Teilfolge �ajn�n>N von

�an�n>N mit limn�ª ajn � c̃.

Der Fall c̃ � �ª kann ni
ht auftreten, da sonst limn�ª sn � �ª gelten

müÿte, im Widerspru
h zur Voraussetzung des ersten Falles. Somit gilt c̃ > R.

Wegen limn�ª ajn � c̃ A c�c̃
2

existiert n0 > N mit

�n>N �n C n0 Ô�
c � c̃

2
� ajn�.

23

In diesem Symbol ist ª kein eigenständiges Objekt!
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Hieraus folgt für alle n > N

sn � sup�ak Sk C n� C
c � c̃

2
A c,

im Widerspru
h zu limn�ª sn � c.

2. Fall: c � �ª. Dann gilt sn � �ª für alle n > N, und die Folge �an�n>N
konvergiert o�enbar selbst gegen �ª und somit ist �ª der einzige Adhärenzwert

von �an�n>N.

3. Fall: c � �ª. Dann existiert zu jedem n > N ein in > N derart, daÿ

für alle n C in gilt sn B �n. Dann ist �ain�n>N eine Teilfolge von �an�n>N mit

limn�ª ain � �ª.

�
� Sei also c > ÂR der gröÿte Adhärenzwert der Folge �an�n>N und angenom-

men lim supn�ª an x c. Dann folgt aus der bereits bewiesenen Ri
htung ���,

daÿ gilt c x c, Widerspru
h! ✷

Hauptsatz 4.17. Sei �an�n>N eine Folge reeller Zahlen. Dann gilt

�an�n>N konvergiert in

ÂR
� lim sup
n�ª

an � lim inf
n�ª

an,

und im Falle der Konvergenz von �an�n>N in

ÂR folgt

lim
n�ª

an � lim sup
n�ª

an � lim inf
n�ª

an.

Beweis. Ist �an�n>N konvergent gegen c > ÂR, so konvergiert au
h jede Teilfolge

gegen c, und es gibt nur diesen einen Adhärenzwert. Der letzte Hauptsatz 4.16

ergibt dann limn�ª an � lim supn�ª an � lim infn�ª an.

Gilt lim supn�ª an � lim infn�ª an, so folgt aus

�n>N inf�ak Sk > N , k C n� B an B sup�ak Sk > N , k C n�,

daÿ gilt limn�ª an � lim supn�ª an � lim infn�ª an. ✷

Konvergenz von Reihen

4.18 (Unendli
he Reihen). Sei �ak�k>N eine Folge in K.

(i) De�nition. Die unendli
he Reihe

ª

Q

k�0

ak
24

ist per de�nitionem glei
h der

Folge �

n

Q

k�0

ak�
n>N

� �a0, a0 �a1, a0 �a1 �a2, . . .� der Partialsummen

n

Q

k�0

ak.

Die ak, k > N, heiÿen Glieder und die Folge �ak�k>N Gliederfolge der Reihe

P

ª

k�0 ak.

24

Streng genommen müÿten wir eigentli
h �ª anstelle von ª s
hreiben. Wir de�nieren

aber nur das Symbol

P

ª

k�0 ak und berufen uns hierbei ni
ht etwa auf das bereits eingeführte

ª. Insofern können keine Verwe
hslungen auftreten.
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(ii) Im Falle der Konvergenz der Reihe

ª

Q

k�0

ak � �

n

Q

k�0

ak�
n>N

in

ÂK bezei
hnet

man den Grenzwert oder Limes der Reihe

lim
n�ª

n

Q

k�0

ak > ÂK

ebenfalls mit

ª

Q

k�0

ak , (also mit demselben Symbol wie die Reihe.)

Man muÿ daher jeweils aus dem Kontext ersehen, ob das Symbol

ª

Q

k�0

ak

eine Reihe (d.i. eine Partialsummenfolge) oder den Grenzwert in

ÂK einer

konvergenten Reihe bezei
hnet.

In der folgenden Aussage tritt das Symbol z.B. in beiden Bedeutungen

auf:

ª

Q

k�0

ak konvergiert gegen

ª

Q

k�0

ak.

Beispiel 4.19 (Die geometris
he Reihe). Sei q > � � 1,�ª�. Die Reihe

ª

Q

k�0

qk

heiÿt geometris
he Reihe, und es gilt

(i) �q>��1,1�

ª

Q

k�0

qk �
1

1 � q
,

(ii) �q>�1,�ª�

ª

Q

k�0

qk � �ª.

Beweis. Man zeigt dur
h vollständige Induktion, daÿ für jedes q > C � �1�

gilt

n

Q

k�0

qk �
1 � qn�1

1 � q
. (92)

Ist SqS � 1, so ist �qn�n>N eine Nullfolge (siehe Beispiel 4.8), also gilt au
h

limn�ª qn�1 � 0. Hieraus und aus (92) folgt (i).

Ist q > �1,�ª�, so gilt für jedes n > N:
P

n
k�0 q

k
C n � 1, und somit folgt (ii)

wegen limn�ª n � 1 � �ª. ✷

Bemerkung (A
hilles und die S
hildkröte). Die Konvergenz der geometris
hen

Reihe

P

ª

k�0 q
k
für SqS � 1 beinhaltet die Lösung eines der Paradoxa des Zenon

von Elea (um 490 v. Chr. � 430 v. Chr.), der na
h Aristoteles' (384 v. Chr. � 322

v. Chr.) Physik � hier zitiert na
h [3, S. 178℄ � überlegt hat, �daÿ das langsamste

Wesen in seinem Lauf niemals von dem s
hnellsten <A
hilles> eingeholt wird.

Denn der Verfolger muÿ immer erst zu dem Punkt gelangen, von dem das �ie-

hende Wesen <die S
hildkröte> s
hon aufgebro
hen ist, so daÿ das langsamere

immer einen gewissen Vorsprung haben muÿ.�

Nehmen wir zur Verans
hauung an, daÿ die S
hildkröte 100 Fuÿ Vorsprung

auf A
hilles hat, und daÿ A
hilles 10-mal so s
hnell läuft wie die S
hildkröte. Hat

A
hilles den 100 Fuÿ-Vorsprung dur
hlaufen, so hat die S
hildkröte ihrerseits 10
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Fuÿ zurü
kgelegt; hat er au
h diese Stre
ke dur
hlaufen, so ist die S
hildkröte

bereits einen Fuÿ weiter; hat A
hilles au
h diesen Weg dur
hlaufen, so ist die

S
hildkröte bereits

1
10

Fuÿ vorangekommen usw.

Kurzum: A
hilles kann die S
hildkröte ni
ht einholen!?

Zenon hat re
ht: An keiner der angespro
henen, unendli
h vielen Stellen

hat A
hilles die S
hildkröte errei
ht. Aber er setzt voraus, daÿ die Summe der

unendli
h vielen Stellenabs
hnitte au
h eine unendli
he Stre
ke ergibt, für deren

Zurü
klegung A
hilles dann au
h eine unendli
he Zeitspanne benötigt, und dies

ist eben ni
ht der Fall.

Die von A
hilles zurü
kzulegende Stre
ke, um die S
hildkröte einzuholen,

beträgt 100 � 10 �
P

ª

k�0�
1
10
�

k
Fuÿ � 110 � 1

1� 1

10

Fuÿ � 111 � 1
9
Fuÿ.

Die von Zenon angespro
henen unendli
h vielen Zeitpunkte, zu denen A
hil-

les (no
h) hinter der S
hildkröte zurü
kliegt, liegen alle vor dem endli
hen Zeit-

punkt, an dem A
hilles und die S
hildkröte si
h tre�en.

25

Satz 4.20. Sei �ak�k>N eine Folge in K. Dann gilt:

ª

Q

k�0

ak konvergiert in KÔ� �ak�k>N ist Nullfolge.

Die Rü
kri
htung ist i.a. fals
h, wie das Beispiel der harmonis
hen Reihe

(s.u.) zeigt.

Beweis. Für jedes n > N setzen wir bn �� P
n
k�0 ak. Na
h Voraussetzung exi-

stiert c > R mit limn�ª bn � c, also au
h (da �bn�1�n>N Teilfolge von �bn�n>N)

limn�ª bn�1 � c und folgli
h limn�ª �bn�1 � bn�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�an�1

� 0. Mit �an�1�n>N ist dann au
h

�an�n>N eine Nullfolge. ✷

Satz 4.21. Seien �ak�k>N, �bk�k>N Folgen in K, c, d > K mit

ª

Q

k�0

ak � c und

ª

Q

k�0

bk � d sowie λ > K. Dann gilt

25

Der Autor mö
hte an der Stelle auf zwei Stellen aus U. E
khardts Vortrag [6℄ hinweisen,

in dem er neben der mathematis
hen Diskussion des o.g. Paradoxons u.a folgende beiden

Aspekte erwähnt:

�Meiner [also E
khardts℄ To
hter verdanke i
h eine hübs
he ,biologis
he` Widerlegung des

A
hilles-Paradoxons. Sie besitzt eine S
hildkröte und ist daher mit der Materie aus eigener

Ans
hauung vertraut. Natürli
h wird die S
hildkröte A
hilles überholen. Bekanntli
h errei
hen

nämli
h S
hildkröten ein sehr hohes Alter, das heiÿt A
hilles würde irgendwann an Entkräftung

oder Alterss
hwä
he sterben, während si
h die S
hildkröte dann no
h in der Blüte ihrer Jugend

be�ndet und erst ri
htig losläuft.�

�Ein Physiker könnte etwa sagen, daÿ A
hilles si
h der S
hildkröte na
h Dur
hmessung

hinrei
hend vieler Teilstre
ken bis auf Bru
hteile von Bru
hteilen eines Atomdur
hmessers

genähert habe, und spätestens dann sei na
h der Heisenbergs
hen Uns
härferelation die Frage,

ob er sie eingeholt habe, ohnehin keine korrekt gestellte physikalis
he Frage mehr.

Eine physikalis
he Widerlegung, die bis in die Antike zurü
krei
ht, und die letztli
h au
h

von Aristoteles angewandt wurde, ist die Leugnung der unbegrenzten Teilbarkeit von Raum

und Zeit. Na
h neueren Erkenntnissen der Physik, der Stringtheorie, hat es keinen Sinn, über

Zeitintervalle zu spre
hen, die kleiner sind als die kleinstmögli
he Zeiteinheit, die Plan
k-Zeit

von 10�43s und ebenso gibt es eine kleinste physikalis
h sinnvolle Länge, die Plan
k-Länge

von 10
�33

cm. Man bezei
hnet diese Ansi
ht als die �nite-nature-theory. Sie besagt, daÿ unsere

Welt im Kleinen endli
h ist.�
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(i)

ª

Q

k�0

�ak � bk� � c � d,

(ii)

ª

Q

k�0

λak � λc.

Beweis. Aus �n>N

n

Q

k�0

�ak � bk� �
n

Q

k�0

ak �
n

Q

k�0

bk und

n

Q

k�0

λak � λ
n

Q

k�0

ak folgt

der Satz direkt aus dem entspre
henden Resultat für Folgen (siehe Satz 4.4 (i),

(ii).) ✷

Satz 4.22. Sei �ak�k>N eine Folge reeller Zahlen mit �k>Nak C 0 bzw. �k>Nak B 0.

Dann ist

ª

Q

k�0

ak in

ÂR konvergent mit

ª

Q

k�0

ak � sup�
n

Q

k�0

ak Sn > N� bzw.

ª

Q

k�0

ak � inf�
n

Q

k�0

ak Sn > N�.

Beweis. Da �

P

n
k�0 ak�n>N monoton wä
hst bzw. fällt, folgt der Satz aus

Hauptsatz 4.7 über monotone Folgen. ✷

Satz 4.23 (Cau
hys
hes Konvergenzkriterium für Reihen). Sei �ak�k>N eine

Folge in K. Dann gilt:

ª

Q

k�0

ak konvergiert in K
� �ε>R
�

§n0>N�n,m>N �m A n C n0� W

m

Q

k�n�1

akW � ε.�

Beweis. Für m,n > N mit m A n gilt

P

m
k�0 ak �P

n
k�0 ak � P

m
k�n�1 ak. Daher er-

gibt si
h die Behauptung aus dem Cau
hys
hen Konvergenzkriterium für Folgen

4.12. ✷

De�nition 4.24. Sind r > Z und �ak�kCr � �ak�r�k>N eine Folge in K, so be-

zei
hnen wir

ª

Q

k�0

ar�k au
h mit

ª

Q

k�r

ak.

Wenn diese Reihe in

ÂK konvergiert, dann bezei
hnen wir ihren Grenzwert

lim
n�ª

n

Q

k�0

ar�k � lim
n�ª

n�r

Q

k�r

ak ebenfalls mit

ª

Q

k�r

ak.

Beispiel 4.25 (Die harmonis
he Reihe). Die harmonis
he Reihe

ª

Q

k�0

1

k � 1
kon-

vergiert gegen �ª.

Beweis. Na
h Satz 4.22 ist

P

ª

k�1
1
k
�

P

ª

k�0
1
k�1

konvergent in R 8 ��ª�. Zu

zeigen ist, daÿ die Reihe ni
ht in R konvergiert, und d.h. na
h Satz 4.23 genau

§ε>R
�

�n0>N§m,n>N �m A n C n0 ,
m

Q

k�n�1

1

k
A ε� .

Beweis hiervon: Seien ε �� 1
2
und n0 > N

�

beliebig, m �� 2n0, n �� n0. Dann

gilt m A n C n0 und

m

Q

k�n�1

1

k
�

2n0

Q

k�n0�1

1

k
�

1

n0 � 1
�

1

n0 � 2
� . . . �

1

2n0
C n0

1

2n0
�

1

2
� ε.

✷
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Satz 4.26 (Verglei
hskriterium).

Vor.: Seien �ak�k>N, �bk�k>N zwei Folgen reeller Zahlen �k>N bk B ak. Dann heiÿt

die Reihe

ª

Q

k�0

ak eine Majorante von

ª

Q

k�0

bk und zuglei
h

ª

Q

k�0

bk eine Minorante

von

ª

Q

k�0

ak.

Beh.:

(i) (Majorantenkriterium)

��k>N bk C 0� , �
ª

Q

k�0

ak konvergent in R�

Ô�

ª

Q

k�0

bk konvergent in R und

ª

Q

k�0

bk B
ª

Q

k�0

ak.

(ii) (Minorantenkriterium)

ª

Q

k�0

bk konvergiert gegen ªÔ�

ª

Q

k�0

ak konvergiert gegen ª.

Beweis. (i) folgt aus Hauptsatz 4.7 über monotone Folgen, da �

P

n
k�0 bk�n>N

eine dur
h

P

ª

k�0 ak > R bes
hränkte monoton wa
hsende Folge ist.

(ii) folgt aus Satz 4.6. ✷

Beispiel 4.27.

ª

Q

k�1

1

k2
ist konvergent in R.

Beweis. Für k > N mit k C 2 gilt 0 B 1
k2

B

1
k�k�1�

�

1
k�1

�

1
k
, also au
h für n C 2

n

Q

k�2

1

k2
B

n

Q

k�2

1

k�k � 1�
�

n

Q

k�2

1

k � 1
�

n

Q

k�2

1

k
� 1 �

1

n

n�ª
n� �ª 1,

und aus Satz 4.26 (i) folgt, daÿ

P

ª

k�2
1
k2

gegen eine reelle Zahl B 1 konvergiert.

Daher ist

P

ª

k�1
1
k2

konvergent gegen eine reelle Zahl B 2. ✷

Bemerkung.

ª

Q

k�1

1

k2
�

π2

6
, wobei π � 3,141592 . . . die Kreiszahl sei.

De�nition 4.28. Sei �ak�k>N eine Folge in K.
ª

Q

k�0

ak heiÿt absolut konvergent in K genau dann, wenn

ª

Q

k�0

Sak S in K konver-

giert.

Satz 4.29. Seien �ak�k>N, �bk�k>N Folgen in K derart, daÿ

ª

Q

k�0

ak und

ª

Q

k�0

bk

absolut konvergieren. Ferner sei λ > K. Dann gilt

(i)

ª

Q

k�0

�ak � bk� ist absolut konvergent,

(ii)

ª

Q

k�0

λak ist absolut konvergent,
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(iii)

ª

Q

k�0

ak ist konvergent.

Beweis. Zu (i): Aus der Konvergenz von

P

ª

k�0 Sak S und P
ª

k�0 Sbk S ergibt si
h

na
h Satz 4.21 (i) die Konvergenz von

P

ª

k�0 Sak S � Sbk S. Hieraus folgt mit dem

Verglei
hskriterium 4.26 (i) wegen �k>N 0 B Sak � bk S B Sak S � SbkS die Konvergenz

von

P

ª

k�0 Sak � bkS.

(ii) ist klar, da für alle n > N gilt:

P

n
k�0 Sλak S � SλSP

n
k�0 SakS.

Zu (iii): Na
h dem Cau
hys
hen Konvergenzkriterium 4.23 ist zu zeigen:

�
�ε>R

�

§n0>N�n,m>N �m A n C n0�
m

Q

k�n�1

Sak S � ε��

Ô�
�
�ε>R

�

§n0>N�n,m>N �m A n C n0 � W

m

Q

k�n�1

akW � ε� �.

Dies ist aber klar, da stets S

P

m
k�n�1 ak S BP

m
k�n�1 Sak S gilt. ✷

Bemerkung. Aus der Konvergenz einer Reihe folgt i.a. ni
ht die absolute Kon-

vergenz, vgl. z.B. unten die alternierende harmonis
he Reihe.

Satz 4.30 (Verglei
hs- oder Majorantenkriterium für absolute Konvergenz).

Vor.: Seien �ak�k>N eine Folge in R und �bk�k>N eine Folge in K. Es gelte ferner

�k>N Sbk S B ak, also insbesondere ak C 0.

Beh.:

ª

Q

k�0

ak konvergent in RÔ�
ª

Q

k�0

bk absolut konvergent in R.

Beweis.Wir wenden das Cau
hys
he Konvergenzkriterium 4.23 auf die Reihe

P

ª

k�0 Sbk S an.

Sei ε > R
�

. Da

P

ª

k�0 ak konvergiert, existiert na
h 4.23 (angewandt auf

P

ª

k�0 ak) eine Zahl n0 > N derart, daÿ für alle n,m > N mit m A n C n0 gilt:

m

Q

k�n�1

ak
®

C0

� W

m

Q

k�n�1

akW � ε.

Wegen

W

m

Q

k�n�1

bkW B
m

Q

k�n�1

Sbk S B
m

Q

k�n�1

ak

folgt hieraus der Satz. ✷

Satz 4.31 (Quotientenkriterium). Sei �ak�k>N eine Folge in K mit

§C>�0,1�§k0>N�k>N �k C k0 Ô� �ak x 0 , V
ak�1

ak
V B C��. (93)

Dann ist

ª

Q

k�0

ak absolut konvergent.

Warnung. Der Satz gilt ni
ht, wenn (93) dur
h

§k0>N�k>N �k C k0 Ô� �ak x 0 , V
ak�1

ak
V � 1��

ersetzt wird, wie das Beispiel der harmonis
hen Reihe zeigt.
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Beweis. Für k > N mit k C k0 gilt Sak�1S B C Sak S. Hieraus folgt induktiv

�k>N 0 B Sak0�k S B Sak0 SC
k. (94)

Die geometris
he Reihe

P

ª

k�0C
k
ist na
h Beispiel 4.19 (wegen SC S � 1) kon-

vergent in R, also ist au
h

P

ª

k�0 Sak0 SC
k
konvergent in R. Na
h dem Verglei
hs-

kriterium 4.30 ist wegen (94) au
h

P

ª

k�k0
Sak S � P

ª

k�0 Sak0�kS konvergent in R und

somit o�enbar au
h

P

ª

k�0 Sak S. ✷

Zusatz. Gilt §k0>N�k>N �k C k0 � �ak x 0 , U
ak�1
ak
U C 1Ǳ� anstelle von (93), so

ist

P

ª

k�0 ak ni
ht in K konvergent, da die Gliederfolge dann keine Nullfolge sein

kann.

Bemerkung. Gilt ak x 0 für alle k > N bis auf endli
h viele, so ist (93) äquivalent

zu lim supk�ª U
ak�1
ak
U � 1, und des weiteren ist lim infk�ª U

ak�1
ak
U A 1 äquivalent zu

§C>�1,�ª�

§k0>N�k>N �k C k0 � U

ak�1
ak
U A C�.

Beispiel 4.32 (Die Funktionen exp, sin und cos). Für jedes a > C sind die

folgenden Reihen absolut konvergent:

ª

Q

k�0

ak

k!
,

ª

Q

k�0

��1�k
a2k�1

�2k � 1�!
,

ª

Q

k�0

��1�k
a2k

�2k�!
.

[ Für a � 0 ist dies trivial, sei also a x 0. Nun wenden wir das Quotienten-

kriterium an:

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

ak�1

�k�1�!

ak

k!

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

SaS

k � 1

k��ª
�� 0, also B

1

2
für k C k0, k0 groÿ,

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

��1�k�1a2k�3

�2k�3�!

��1�ka2k�1

�2k�1�!

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

SaS2

�2k � 2��2k � 3�

k��ª
�� 0, also B

1

2
für k C k0, k0 groÿ,

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

��1�k�1a2k�2

�2k�2�!

��1�ka2k

�2k�!

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

SaS2

�2k � 1��2k � 2�

k��ª
�� 0, also B

1

2
für k C k0, k0 groÿ. ℄

Daher existieren eindeutig bestimmte Funktionen exp, sin, cos� C� C mit

�a>C exp�a� �
ª

Q

k�0

ak

k!
, sin�a� �

ª

Q

k�0

��1�k
a2k�1

�2k � 1�!
, cos�a� �

ª

Q

k�0

��1�k
a2k

�2k�!
.

exp heiÿt Exponentialfunktion, sin heiÿt Sinus und cos heiÿt Cosinus.

Satz 4.33 (Wurzelkriterium). Sei �ak�k>N eine Folge in K mit

§C>�0,1�§k0>N�k>N �k C k0 Ô�
k
»

Sak S B C�. (95)

Dann ist

ª

Q

k�0

ak absolut konvergent.
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Warnung. Der Satz gilt ni
ht, wenn (95) dur
h

§k0>N�k>N �k C k0 Ô�
k
»

Sak S � 1�

ersetzt wird.

Beweis. Na
h Voraussetzung gilt �k>N,kCk0 Sak S B C
k
> �0,1�, also folgt aus

der Konvergenz der geometris
hen Reihe und dem Verglei
hskrierium 4.30 die

Konvergenz von

P

ª

k�k0
Sak S und damit au
h die Behauptung. ✷

Zusatz. Gilt �k0>N§k>N �k C k0 ,
k
»

Sak S C 1� anstelle von (95), so ist

P

ª

k�0 ak
ni
ht in K konvergent, da die Gliederfolge dann keine Nullfolge sein kann. Be-

a
hte, daÿ

k
»

Sak S C 1� Sak S C 1 gilt.

Bemerkung. (95) ist äquivalent zu lim supk�ª
k
»

Sak S � 1, und entspre
hend ist

lim supk�ª
k
»

Sak S A 1 äquivalent zu §C>�1,�ª�

�k0>N§k>N �k C k0 ,
k
»

Sak S A C�.

De�nition 4.34 (Teilreihe, alternierende Reihe). Seien �ak�k>N, �bk�k>N Folgen

in K.

(i)

ª

Q

k�0

bk heiÿt Teilreihe von

ª

Q

k�0

ak genau dann, wenn �bk�k>N eine Teilfolge

von �ak�k>N ist.

(ii) Sei K � R.

Dann heiÿt

ª

Q

k�0

ak alternierend genau dann, wenn gilt �k>N akak�1 � 0.

Beispiel. Die alternierende harmonis
he Reihe

ª

Q

k�0

��1�k
1

k � 1
ist alternierend.

Satz 4.35 (Leibnizs
hes Konvergenzkriterium für alternierende Reihen). Sei

�ak�k>N eine Folge reeller Zahlen mit folgenden Eigens
haften

ª

Q

k�0

ak ist alternierend, (96)

�k>N Sak�1S B Sak S, (97)

lim
k�ª

ak � 0. (98)

Dann ist

ª

Q

k�0

ak konvergent (i.a. ni
ht absolut).

Beweis. Wegen (96) dürfen wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit an-

nehmen, daÿ gilt

�k>N a2k A 0 , a2k�1 � 0, (99)

(ansonsten gehe man von �ak�k>N zu ��ak�k>N über.)

Sei �sn�n>N die Partialsummenfolge der Reihe

P

ª

k�0 ak, d.h. �n>Nsn � P
n
k�0 ak.

Wir behaupten:

�n>N s1 B . . . B s2n�1 B s2n�3 � s2n�2 B s2n B . . . B s0. (100)
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[ Zu (100):

s2n�3 � s2n�1 � a2n�2 � a2n�3
�99�
� Sa2n�2S � Sa2n�3S

�97�
C 0,

s2n�2 � s2n�3 � a2n�3
�99�
� 0,

s2n � s2n�2 � �a2n�1 � a2n�2
�99�
� Sa2n�1S � Sa2n�2S

�97�
C 0. ℄

Wegen (100) und dem Hauptsatz über monotone Folgen 4.7 existieren c, d > R

mit

lim
n�ª

s2n�1 � c und lim
n�ª

s2n � d. (101)

Nun folgt

c � d � lim
n�ª

s2n�1 � s2n
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�a2n�1

� lim
n�ª

a2n�1
�98�
� 0, (102)

also gilt c � d.

Aus (101) und (102) folgt o�enbar

P

ª

k�0 ak � limn�ª sn � c. ✷

Beispiel 4.36 (Die alternierende harmonis
he Reihe). Die alternierende har-

monis
he Reihe 1� 1
2
�

1
3
�

1
4
�� . . . erfült die Voraussetzungen von 4.35, ist also

konvergent in R.

Wir werden in 7.3 (ii) sehen, daÿ

P

ª

k�0��1�
k 1
k�1

� ln�2� gilt.

Diese Reihe ist aber ni
ht absolut konvergent, vgl. 4.25.

Wir haben in den Kapiteln 2 und 3 gesehen, daÿ für endli
he Summen �

spri
h Reihen � das allgemeine Kommutativgesetz gilt, vgl. 2.47 (ii) Satz 2.

Es ist nun natürli
h, zu fragen, inwiefern unendli
he Reihen kommutativ sind.

Der nä
hste Satz zeigt, daÿ si
h absolut konvergente Reihen beliebig umordnen

lassen, ohne daÿ si
h das Ergebnis verändert. Für ni
ht absolut konvergente

Reihen hingegen ist dies ni
ht der Fall. Der Riemanns
he

26

Umordnungssatz

besagt sogar, daÿ im Reellen das stärkste nur denkbare Gegenteil der Fall ist.

Hauptsatz 4.37. Sei �ak�k>N eine Folge in K derart, daÿ

ª

Q

k�0

ak in K konver-

giert. Dann gilt:

(i) Wenn

ª

Q

k�0

ak absolut konvergiert, so ist für alle bijektiven Abbildungen

i� N� N die Reihe

ª

Q

k�0

ai�k� absolut konvergent, und es gilt
ª

Q

k�0

ai�k� �
ª

Q

k�0

ak.

(ii) (Riemanns
her Umordnungssatz)

Wenn

ª

Q

k�0

ak ni
ht absolut konvergiert, so existiert im Falle K � R zu al-

len Elementen c, d >

ÂR mit c B d eine bijektive Abbildung i� N � N mit

lim inf
n�ª

n

Q

k�0

ai�k� � c und lim sup
n�ª

n

Q

k�0

ai�k� � d.

26

na
h Bernhard Riemann (1826�1866)
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Beweis. Zu (i): Sei

P

ª

k�0 ak absolut konvergent und bezei
hne i� N � N eine

beliebige bijektive Abbildung. Wir zeigen zunä
hst, daÿ gilt

lim
n�ª

�

n

Q

k�0

ak �
n

Q

k�0

ai�k�� � 0. (103)

Sei ε > R
�

. Da

P

ª

k�0 ak absolut konvergiert, existiert na
h dem Cau
hys
hen

Konvergenzkriterium 4.23 eine Zahl n0 > N derart, daÿ gilt

�m>N,mAn0

m

Q

k�n0�1

Sak S � ε. (104)

Wähle nun n1 > N mit n1 A n0 mit

�0, . . . , n0� ` �i�0�, . . . i�n1��. (105)

Sei n > N
�

mit n C n1 A n0. Wegen (105) sind dann a0, . . . , an0
unter den Gliedern

sowohl von

P

n
k�0 ak als au
h von

P

n
k�0 ai�k�, also enthält P

n
k�0 ak�P

n
k�0 ai�k� diese

Glieder ni
ht, und aus (104) folgt für geeignetes m > N mit m A n0

W

n

Q

k�0

ak �
n

Q

k�0

ai�k�W B
m

Q

k�n0�1

SakS � ε. (106)

Aus der Beliebigkeit von ε > R
�

in (106) folgt (103).

(103) zeigt, daÿ

P

ª

k�0 ai�k� gegen denselben Grenzwert wie

P

ª

k�0 ak konver-

giert.

Nun ersetzen wir in (103) und dem Beweis von (103)

P

ª

k�0 ak dur
h P
ª

k�0 Sak S

und

P

ª

k�0 ai�k� dur
h

P

ª

k�0 Sai�k�S. Dies zeigt dann, daÿ P
ª

k�0 ai�k� absolut kon-

vergiert, und (i) ist bewiesen.

Zu (ii): Wir setzen für jedes k > N

a�k ��max�ak,0� C 0 und a�k ��max��ak,0� C 0,

also (da �ak�k>N also Gliederfolge einer konvergenten Reihe eine Nullfolge ist)

lim
k�ª

a�k � lim
k�ª

a�k � 0 (107)

sowie

ak � a
�

k � a
�

k und Sak S � a
�

k � a
�

k . (108)

Es folgt

ª

Q

k�0

a�k � �ª und

ª

Q

k�0

a�k � �ª. (109)

[ Denn wäre eine der Reihen in (109) in R konvergent, so folgte aus der

Konvergenz der ursprüngli
hen Reihe und (108), daÿ au
h die andere in R kon-

vergierte, also au
h

P

ª

k�0 Sak S � P
ª

k�0 a
�

k �P
ª

k�0 a
�

k , im Widerspru
h zur Voraus-

setzung, daÿ die ursprüngli
he Reihe ni
ht absolut konvergiert. ℄
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Seien nun �pk�k>N bzw. �qk�k>N die Teilfolgen von �a�k�k>N bzw. �a�k�k>N, die

man erhält, indem man Folgenglieder, die glei
h Null sind, ausläÿt. �pk�k>N bzw.

��qk�k>N ist also genau die Teilfolge aller positiven bzw. negativen Folgenglieder

von �ak�k>N. Dann gilt na
h (107)

lim
k�ª

pk � lim
k�ª

qk � 0 (110)

und na
h (109)

ª

Q

k�0

pk � �ª und

ª

Q

k�0

qk � �ª. (111)

Seien nun c, d > ÂR mit c B d beliebig.

1. Fall: c, d > R. Setze n0 �� m0 � 0. Na
h (111) gibt es ein kleinstes n1 > N

mit n1 A n0,

s0 ��
n1�1

Q

k�n0

pk A c. (112)

Sodann gibt es erneut na
h (111) ein kleinstes m1 > N mit m1 Am0,

t0 ��
n1�1

Q

k�n0

pk �
m1�1

Q

k�m0

qk � d (113)

und nun wieder einen kleinsten Index n2 > N mit n2 A n1,

s1 ��
n1�1

Q

k�n0

pk �
m1�1

Q

k�m0

qk �
n2�1

Q

k�n1

pk A c. (114)

Rekusiv erhält man eine Umordnung der Ausgangsreihe

ª

Q

i�0

�

�

ni�1�1

Q

k�ni

pk �
mi�1�1

Q

k�mi

qk
�

�

(115)

mit �i>N ni � ni�1 > N, mi �mi�1 > N,

�j>N sj ��
j�1

Q

i�0

�

�

ni�1�1

Q

k�ni

pk �
mi�1�1

Q

k�mi

qk
�

�

�

nj�1�1

Q

k�nj

pk A c, (116)

�j>N tj ��
j

Q

i�0

�

�

ni�1�1

Q

k�ni

pk �
mi�1�1

Q

k�mi

qk
�

�

� d (117)

und

�j>N 0 � sj � c B pnj�1�1, (118)

�j>N 0 � d � tj B qmj�1�1. (119)

(118) bzw. (119) kann dadur
h gewährleistet werden, daÿ nj�1 bzw. mj�1 mini-

mal mit (116) bzw. (117) gewählt werden.

Wegen (110), (118) und (119) folgt, daÿ (115) c als Limes superior und d als

Limes inferior besitzt.
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2. Fall: c � d � �ª. Wähle rekursiv eine Folge �ni�i>N mit n0 �� 0 sowie

�i>N ni � ni�1 und

�i>N

ni�1�1

Q

k�0

pk A i �
i

Q

k�0

qk. (120)

Dies ist wegen (111) mögli
h. Dann konvergiert

ª

Q

i�0

�

�

�

ni�1�1

Q

k�ni

pk� � qi
�

�

gegen �ª, denn für jedes j > N gilt na
h (120)

j

Q

i�0

�

�

�

ni�1�1

Q

k�ni

pk� � qi
�

�

�

nj�1�1

Q

k�0

pk �
j

Q

k�0

qk A j.

3. Fall: c � �ª, d > R. Verfolge den Beweis des 1. Falles wörtli
h. Ersetze

jedo
h �c� in (112) dur
h �1�, in (114) dur
h �2� und in (116) sowie (118) dur
h

�j � 1�.

4. Fall: c � �ª, d � �ª. Analog zu den Modi�kationen beim Übergang vom

1. Fall zum 3. Fall verändert man den 3. Fall.

5. Fall: c > R, d � �ª. Analog zum 3. Fall.

6. Fall: c � d � �ª. Analog zum 2. Fall. ✷

Bemerkung. Ernst Steinitz (1871�1928) hat gezeigt, daÿ ein komplexes Ana-

logon zum Riemanns
hen Umordnungssatz gilt:

Ist �ak�k>N eine Folge in C und bezei
hnet

L �� �a > C S§i� N� N bijektiv �a �
ª

Q

k�0

ai�k��

den sog. Limesvorrat von

P

ª

k�0 ak, so tritt stets genau einer der folgenden vier

Fälle ein:

L � g.

L ist ein Punkt.

L ist eine Gerade in der komplexen Zahlenebene C
alsMenge

� R2
.

L � C.

Satz 4.38. Seien �ak�k>N, �bk�k>N Folgen in K derart, daÿ

ª

Q

k�0

ak,
ª

Q

k�0

bk absolut

konvergieren.

Dann ist au
h ihr Cau
hy-Produkt

ª

Q

n�0

�

n

Q

k�0

akbn�k� absolut konvergent, und

es gilt

ª

Q

n�0

�

n

Q

k�0

akbn�k� � �
ª

Q

k�0

ak� � �
ª

Q

k�0

bk� . (121)

Beweis. Für n > N sei cn �� P
n
k�0 akbn�k. Die absolute Konvergenz von P

ª

n�0 cn
folgt dann aus dem Majorantenkriterium 4.30, da für jedes m > N gilt

m

Q

n�0

ScnS B
m

Q

n�0

n

Q

k�0

SakS Sbn�k S B �
m

Q

k�0

Sak S�
�

�

n

Q

j�0

Sbj S
�

�

.
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Zu (121): Na
h Satz 4.4 (ii) gilt

lim
m�ª

�

m

Q

i�0

ai� �
�

�

m

Q

j�0

bj
�

�

� �

ª

Q

k�0

ak� � �
ª

Q

k�0

bk� ,

also ist zu zeigen

lim
m�ª

�

�

�

m

Q

i�0

ai� �
�

�

m

Q

j�0

bj
�

�

�

m

Q

n�0

cn
�

�

� 0.

Zum Na
hweis hiervon sei ε > R
�

.

Als Produkt zweier konvergenter Reihen ist die Reihe

P

ª

i,j�0 Saibj S ebenfalls

konvergent � bea
hte, daÿ für jedes m > N gilt

P

m
i,j�0 Saibj S � �P

m
i�0 SaiS� �P

m
i�0 SaiS�

gilt. Daher folgt aus dem Cau
hys
hen Konvergenzkriterium 4.23 die Existenz

einer Zahl m0 > N derart, daÿ gilt

�m>N �m Am0Ô�

m

Q

i,j�m0�1

Saibj S � ε�,

und somit gilt für alle m > N mit m A 2m0

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

m

Q

i�0

ai� �
�

�

m

Q

j�0

bj
�

�

�

m

Q

n�0

cn

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

m

Q

i�0

m

Q

j�0

aibj �
m

Q

n�0

n

Q

k�0

akbn�k

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B

m

Q

i,j�0
i�jAm

SaibiS B
m

Q

i,j�0
iAm0 - jAm0

Saibj S

B

m

Q

i,j�m0�1

Saibj S � ε.

✷

g-adis
he Entwi
klung einer reellen Zahl

De�nition 4.39 (g-adis
he Entwi
klung). Sei g > N mit g C 2.

Eine g-adis
he Entwi
klung einer reellen Zahl a ist gegeben dur
h eine Folge

�ak�k>Z,kC�r, wobei r > N ist, mit �k>Z,kC�r ak > �0, . . . , g � 1� und

a � �
ª

Q

k��r

akg
�k. (122)

Wir s
hreiben dann a � � �a
�ra�r�1 . . . a�1a0, a1a2 . . .�g und nennen g die

Basiszahl sowie 0, . . . , g � 1 die g-adis
he Zi�ern der Entwi
klung von a.

Im Falle g � 10 s
hreiben wir den Index g i.a. ni
ht.

Bemerkung. Die Reihe in (122) konvergiert wegen

W

ª

Q

k�1

akg
�k
W B �g � 1�

�

�

1

1 � 1
g

� 1
�

�

� 1.

ª

Q

k�1

�g � 1�g�k � �g � 1�
�

�

1

1 � 1
g

� 1
�

�

� 1 � g0 zeigt, daÿ die Entwi
klung in

(122) ni
ht eindeutig ist.
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Beispiel. Wir re
hnen in der heutigen Zivilisation übli
herweise dekadis
h, d.h.

zur Basis zehn, weil wir zehn Finger haben. Mit 8306 bezei
hnen wir die reelle

Zahl 8 � 103 � 3 � 102 � 6 � 100.

Für te
hnis
he Anwendungen hingegen hat si
h das Dualsystem � d.h. dya-

dis
h oder zur Basis zwei � als praktis
h erwiesen, da man hier Zahlen mit

den zwei Zuständen eines elektris
hen Stromkreises darstellen kann. Es ist z.B.

�1000�2 � 1 � 23 � �8�10.

Das Duodezimalsystem hat zwölf als Basis. Wir �nden es in der Re
hnung

mit Dutzend und Gros und im angelsä
hsis
hen Maÿsystem � z.B. sind zwölf

Pen
e glei
h einem Shilling.

Die Maya re
hneten vigesimal, d.h. zur Basis 20, weil wir zehn Finger und

zehn Zehen haben.

Beim Kompaÿ wird der Kreis in 360 Grad eingeteilt, ein Grad in 60 Winkel-

minuten, diese weiter in 60 Winkelsekunden, wel
hes ein Relikt des s
hon von

den Babyloniern verwendeten Systems zur Basis 60 ist.

Hauptsatz 4.40. Sei g > N mit g C 2. Dann besitzt jedes a > R eine g-adis
he

Entwi
klung (122), und diese ist eindeutig, wenn �k0>Z,k0C�r§k>Z,kAk0 ak x g � 1

gefordert wird.

Zusatz. Sind

P

ª

k��r akg
�k

�

P

ª

k��r̃ ãkg
�k

zwei vers
hiedene g-adis
he Entwi
k-

lungen derselben reellen Zahl, so können wir r � r̃ annehmen (setze die fehlenden

Koe�zienten Null), und es folgt die Existenz von k0 > Z mit k0 C �r sowie

�k>Z,�rBk�k0 ak � ãk, ak0 � ãk0 � 1, �k>Z,kAk0 �ak � 0 , ãk � g � 1�

oder dieselbe Aussage mit ak, ãk für alle k > Z, k C �r, vertaus
ht.

Beweis: Zur Existenz: Es genügt o�enbar zu zeigen, daÿ jedes a > R
�

eine

Entwi
klung (122) besitzt.

Ferner können wir ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ a > �0, g0� gilt. (Denn

wegen limn�ª gn � �ª existiert n0 > N mit a � gn0
, und es ist g�n0a > �0, g0�.

Multiplikation einer vorhandenen Entwi
klung für g�n0a mit gn0
liefert dann

eine sol
he für a.) Seien daher r �� 0 und a0 �� 0.

Wir setzen a1 �� 
ga�,R1 �� a�
a1
g
und de�nieren rekursiv für n > N mit n C 2

an�1 �� 
g
n�1an� sowie Rn�1 � a �

n�1

Q

k�1

akg
�k

� Rn �
an�1

gn�1
.

Induktiv folgt

�n>N
�

0 B Rn � g
�n

, an > �0, . . . , g � 1�. (123)

[ n � 1 � Es gilt a > �0,1� und somit 0 B ga � g, also a1 � 
ga� > �0, . . . , g � 1�.

Auÿerdem haben wir na
h De�nition der Gauÿ-Klammer 0 B ga � 
ga� � 1, also

au
h 0 B a � a1
g

²

�R1

�

1
g
.

n( n�1 � Aus 0 B Rn � g
�n

folgt 0 B gn�1Rn � g und somit 0 B 
gn�1Rn�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�an�1

� g.

Daher gilt an�1 > �0, . . . , g � 1�. Wie oben haben wir na
h De�nition der Gauÿ-

Klammer 0 B gn�1Rn � 
g
n�1Rn�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�an�1

� 1 und folgli
h 0 B Rn �
an�1
gn�1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Rn�1

� g��n�1�. ℄

68



Aus (123) ergibt si
h limn�ªRn � 0 und somit na
h De�nition von Rn�1

a � lim
n�ª

�a �Rn� � lim
n�ª

n

Q

k�1

akg
�k

�

ª

Q

k�1

akg
�k.

Wir zeigen auÿerdem, daÿ wir ak x g � 1 für unendli
h viele k > N annehmen

können. Falls k0 > N mit �k>N,kAk0 ak � g � 1 existiert, so sei k0 minimal mit

dieser Eigens
haft. Dann gilt k0 C 1 (sonst wäre a C 1 � g0) und ak0 � g � 1. Wir

setzen dann ãk � ak für k > �0, . . . , k0 � 1�, ãk0 � ak0 � 1 und ãk � 0 für k > N mit

k A k0. Dann gilt

ª

Q

k�0

akg
�k

� �

k0�1

Q

k�0

ãkg
�k
� � ak0g

�k0
� �g � 1�

ª

Q

k�k0�1

g�k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� g�k0
ª

Q

k�1

g�k �
g�k0

g � 1

� �

k0�1

Q

k�0

ãkg
�k
� � �ak0 � 1�g�k0 �

ª

Q

k�0

ãkg
�k.

Zum Zusatz: Seien �ak�k>Z,kC�r, �ãk�k>Z,kC�r zwei Folgen in �0, . . . , g�1� mit

P

ª

k��r akg
�k

�

P

ª

k��r ãkg
�k

und k0 > Z, k0 C �r minimal mit ak0 x ãk0 . Ohne

Eins
hränkung gelte ak0 A ãk0 . Dann folgt

0 �

ª

Q

k��r

akg
�k
�

ª

Q

k��r

ãkg
�k

� �ak0 � ãk0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C1

g�k0 �
ª

Q

k�k0�1

�ak � ãk�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C��g�1�

g�k

C g�k0 � �g � 1�
ª

Q

k�k0�1

g�k

� g�k0 � �g � 1�
g�k0

g � 1
� g�k0 � g�k0 � 0,

also gilt stets Glei
hheit, und dies ist genau dann der Fall, wenn

ak0 � ãk0 � 1 , �k>N,kAk0 ak � ãk � ��g � 1�.
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d.h. genau ak � 0 , ãk � g � 1

O�enbar folgt nun au
h die Eindeutigkeitsaussage, und der Hauptsatz inkl.

Zusatz ist vollständig bewiesen. ✷

Bemerkung. Der Beweis gibt uns ein Verfahren an die Hand, wel
hes wir zur

g-adis
hen Entwi
klung, g > N, g C 2, von Brü
hen der Form

p

q
mit p, q > N

�

und

p � q nutzen können:

Es gilt

p

q
� �0, a1a2 . . .�g, wobei si
h die ak, k > N�

, wie folgt rekursiv bestim-

men lassen:

R1 �� p > �0, . . . q � 1�.

�k>N
�

gRk � akq �Rk�1 mit ak > �0, . . . g � 1� und Rk�1 > �0, . . . q � 1�.
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De�nition 4.41. Seien g > N mit g C 2 und �

P

ª

k��r akg
�k
eine g-adis
he Ent-

wi
klung einer reellen Zahl.

(i) Die Entwi
klung heiÿt endli
h genau dann, wenn k0 > N�

existiert derart,

daÿ �k>N,kCk0 ak � 0 gilt.

(ii) Die Entwi
klung heiÿt periodis
h genau dann, wenn k0, l > N
�

existieren

derart, daÿ �k>N,kCk0 ak�l � ak gilt.

In diesem Fall s
hreiben wir au
h ��a
�r . . . a0, a1 . . . ak0�1ak0 . . . ak0�l�g für

��a
�r . . . a0, a1 . . . ak0�1ak0 . . . ak0�l . . .�g.

Beispiel.

1

7
� 0,142857 und

1

29
� 0,0344827586206896551724137931.

Satz 4.42. Sei g > N mit g C 2. Dann gilt: Endli
he und periodis
he g-adis
he

Entwi
klungen stellen rationale Zahlen dar.

Beweis. Für endli
he Entwi
klungen ist die Behauptung trivial. Daher un-

tersu
hen wir periodis
he Entwi
klungen, und hier genügt es sol
he der Form

�0, a1 . . . ak0�g zu betra
hten.

Es gilt ã �� �0, a1 . . . ak0�g �
k0

Q

k�1

ak

gk
> Q und

ã � �0, a1 . . . ak0�g

1

gk0
ã �

�

�

�

0, 0 . . . 0
²

k0 Stü
k

a1 . . . ak0

�

�

�

g

1

g2k0
ã �

�

�

�

0, 0 . . . 0
²

k0 Stü
k

0 . . . 0
²

k0 Stü
k

a1 . . . ak0

�

�

�

g

� � �

Somit folgt

ª

Q

i�0

1

gik0
ã � �0, a1 . . . ak0�g, und wegen

ª

Q

i�0

1

gik0
ã � ã

1

1 � 1

gk0

> Q haben

wir den Satz bewiesen. ✷

Beispiel. 0,72 � 0,72�
ª

Q

i�0

�

1

100
�

i

� �

72

100

1

1 � 1
100

�

8

11
.

Satz 4.43. Sei g > N mit g C 2. Dann gilt: Eine g-adis
he Entwi
klung einer

rationalen Zahl ist entweder endli
h oder periodis
h.

Beweis. Seien p, q > N
�

. Wir können ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ

p � q gilt. Betra
hte nun die Rekursion zur Bestimmung einer g-adis
hen Ent-

wi
klung �0, a1 . . . ak�g von
p

q
in der Bemerkung im Ans
hluÿ an den Beweis von

Hauptsatz 4.40. Wegen �k>N
�

Rk > �0, . . . q � 1� können zwei Fälle auftreten:

Entweder existiert k0 > N�

mit Rk0 � 0. Dann folgt �k>N,kAk0 ak � 0.
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Oder es existieren k0, l > N�

mit Rk0 � Rk0�l > �1, . . . , q � 1�. Von der Stelle

k0 � l an läuft die Konstruktion der Zi�ern ak dann genauso weiter, wie sie na
h

der Stelle k0 gelaufen ist, m.a.W. ist diese g-adis
he Entwi
klung periodis
h.

In beiden Fällen folgt die Behauptung aus dem Zusatz zu Hauptsatz 4.40. ✷

Wie in Kapitel 2 angekündigt, können wir nun beweisen, daÿ R überabzähl-

bar ist.

Satz 4.44.

(i) �0,1� ist überabzählbar.

(ii) #�0,1� �#R.

(iii) #R �#�0,1�
N
�#P�N�.

Beweis. Zu (i): Der Beweis stammt von Cantor und wird Cantors zweites

Diagonalargument genannt.

Wir nehmen an, wir hätten eine Bijektion

a� N
�

�� �0,1�, nz� an � 0, an1 an2 an3 . . . ,

wobei wir die Elemente von �0,1� dekadis
h darstellen:

a1 � 0, a11 a12 a13 . . .

a2 � 0, a21 a22 a23 . . .

a3 � 0, a31 a32 a33 . . .

� �

Dann liegt b � 0, b1b2b3 . . . mit

�n>N
�

bn �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

0, falls ann x 0

1, falls ann � 0

in �0,1�. b kann aber in obigem S
hema ni
ht vorkommen.

Zu (ii): �0,1� � � � 1,1�, t( 2t� 1, ist bijektiv (und besitzt die Umkehrbbil-

dung � � 1,1� � �0,1�, t( t�1
2
.)

� � 1,1� � R, t ( t
1�StS

, ist ebenfalls bijektiv (und besitzt die Umkehrabbil-

dung R� � � 1,1�, t ( t
1�StS

.)

Zu (iii): Die Abbildung

P�N� �� �0,1�N, A z� �Ak�k>N,

mit

�k>NAk �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, falls k > A,

0, falls k ¶ A,

ist o�enbar bijektiv.

M �� ��ak�k>N > �0,1�N S§k0>N�k>N,kCk0 ak � 1� ist o�enbar ni
ht endli
h

und kann vermöge Satz 4.42 und Hauptsatz 4.40 inkl. Zusatz als Teilmenge der
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rationalen Zahlen (nämli
h der dyadis
h entwi
kelten rationalen Elemente von

�0,1�) aufgefaÿt werden. Daher ist M abzählbar, und

�0,1�N �M �� �0,1�, �ak�k>N z� �0, a0a1a2 . . .�2

ist na
h Hauptsatz 4.40 inkl. Zusatz bijektiv.

Wegen (ii) genügt es nun zum Na
hweis von (iii) zu zeigen, daÿ die disjunkte

Vereinigung von �0,1� mit einer abzählbaren Menge dieselbe Mä
htigkeit wie

�0,1� hat:

Sei P die Menge aller Primzahlen

27

. Dann ist P abzählbar

28

.

Die Abbildung

�0,1� < P �� �0,1�

t z�

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

1
p
, falls t � p Primzahl,

1
pn�1

, falls t � 1
pn
, mit p Primzahl und n > N

�

,

t, sonst,

ist bijektiv. ✷

Konvergenz von Folgen und Reihen von Funktionen

De�nition 4.45 (Funktionenfolgen und -reihen, Potenzreihen).

(i) Seien M eine beliebige Menge und �fn�n>N eine Folge in KM
, (d.h. eine

Folge von Funktionen fn� M � K.)

a) Wir de�nieren N �� �a > M S �fn�a��n>N konvergent in K� und den

Grenzwert oder Limes der Funktionenfolge

lim
n�ª

fn� N �� K, 29 az� lim
n�ª

fn�a�.

Beispiel.

1.) Na
h Beispiel 4.8 konvergiert
�xnS

��1,1��n>N
gegen f � ��1,1� � R

mit f S
��1,1� � 0 und f�1� � 1.

2.) �fn�n>N, wobei fn� R� R für jedes n > N gegeben sei dur
h

fn�t� �

¢

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¤

0, t B 0,

nt, 0 � t � 1
n
,

2 � nt, 1
n
� t B 2

n
,

0, t A 2
n
,

konvergiert für n gegen ª gegen die konstante Funktion vom

Wert 0 auf R.

27p > N
�

heiÿt Primzahl genau dann, wenn p auÿer 1 und p keine Teiler besitzt. k > N
�

heiÿt

Teiler von p genau dann, wenn l > N
�

mit p � k � l existiert.
28

Als Teilmenge von N ist P hö
hstens abzählbar. Angenommen es gäbe nur endli
h viele

Primzahlen p1 � . . . � pn, so wäre p1 � . . . � pn � 1 eine Primzahl gröÿer pn. Widerspru
h!

29

In diesem Symbol ist ª kein eigenständiges Objekt!
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[ Für t B 0 ist die Sa
he klar. Zu t A 0 existiert n0 > N mit n A

2
t

für alle n > N mit n C n0, also gilt �n>N,nCn0
fn�t� � 0 und somit

limn�ª fn�t� � 0. ℄

b) Die unendli
he Reihe

ª

Q

k�0

fk
29

(mit �fk�k>N als Gliederfolge) ist per

de�nitionem die Funktionenfolge �

P

n
k�0 fk�n>N.

Die Funktion lim
n�ª

n

Q

k�0

fk (vgl. a)) heiÿt die dur
h die Reihe

ª

Q

k�0

fk

de�nierte Funktion und wird ebenfalls mit dem Symbol

ª

Q

k�0

fk be-

zei
hnet.

(ii) Sei in (i) b) speziell M � K und sei a0 > K sowie für jedes n > N

fn � cn�z � a0�
n
� K� K, wobei cn > K.

30

Dann heiÿt die unendli
he Reihe

ª

Q

n�0

cn�z�a0�
n
au
h eine Potenzreihe (mit

Koe�zienten cn und Entwi
klungspunkt a0).

Hauptsatz 4.46.

Vor.: Seien an > K für jedes n > N, z0 > K und

ª

Q

k�0

cn�z � a0�
n
die zugehörige

Potenzreihe mit Entwi
klungspunkt a0.
30

Beh.:

(i) Es existiert genau ein R > �0,�ª�31 derart, daÿ

ª

Q

k�0

cn�a � a0�
n
für alle

a > K mit Sa � a0S � R absolut in K konvergiert und für alle a > K mit

Sa � a0S A R ni
ht in K konvergiert.

R ergibt si
h aus der Cau
hy-Hadamards
hen

32

Formel

R �

1

limsupn�ª
n
»

ScnS
, (124)

wobei wir hier

1
0
� �ª und

1
�ª

� 0 setzen.

(ii) Die dur
h die obige Potenzreihe dargestellte Funktion besitzt im reellen

Falle als De�nitionsberei
h ein Intervall J ` R - das sog. Konvergenzin-

tervall der Potenzreihe � mit

� �R � a0, a0 �R� ` J ` ��R � a0, a0 �R�

und im komplexen Falle eine �Kreiss
heibe� M mit

UR�z0� `M ` UR�a0�.

30

Im Falle K � R s
hreibe man hier x anstelle von z.
31

�0,�ª� �� �0,ª� 8 ��ª�

32

na
h Ja
ques Hadamard (1865�1963)
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R heiÿt der Konvergenzradius der Potenzreihe.

In Punkten a > K mit Sa � a0S � R kann sowohl absolute Konvergenz in

K, als au
h ni
ht-absolute Konvergenz in K, als au
h Divergenz (d.h. per

de�nitionem Ni
ht-Konvergenz) in K vorliegen, s.u. 4.47.

Beweisskizze. Das Wurzelkriteriums 4.33 inkl. Zusatz und ans
hlieÿender

Bemerkung zeigt, daÿ

ª

Q

k�0

cn�a � a0�
n
in K konvergiert, falls

Sa � a0S lim sup
n�ª

n
»

ScnS � lim sup
n�ª

n
»

ScnS Sa � a0S
n
� 1

gilt, und divergiert, falls für a > K gilt

Sa � a0S lim sup
n�ª

n
»

ScnS � lim sup
n�ª

n
»

ScnS Sa � a0S
n
A 1.

Hieraus folgt der Hauptsatz. ✷

Bemerkung. Mit den Bezei
hnungen des Hauptsatzes gilt

33

(nur)

lim inf
n�ª

V

cn

cn�1
V B R B lim sup

n�ª
V

cn

cn�1
V .

Beispiel 4.47.

1.) Die Potenzreihen

ª

Q

k�0

zk

k!
,

ª

Q

k�0

��1�k
z2k�1

�2k � 1�!
und

ª

Q

k�0

��1�k
z2k

�2k�!
haben

sämtli
h den Konvergenzradius �ª und de�nieren die Funktionen exp, sin

und cos� C� C.

[ Klar na
h 4.32 und 4.46. ℄

2.) limn�ª
n
º

n! � �ª.

[ Aus 1.) und 4.46 folgt lim supn�ª
n

¼

1
n!
� 0. Da andererseits

lim sup
n�ª

n

¾

1

n!
C lim inf

n�ª

n

¾

1

n!
²

C0

C 0,

folgt aus 4.17 limn�ª
n

¼

1
n!
� 0, also wegen

n

¼

1
n!
C 0: limn�ª

n
º

n! � �ª. ℄

3.) Die geometris
he Reihe

P

ª

n�0 z
n
hat den Konvergenzradius 1 und im Reel-

len das Konvergenzintervall � � 1,1�. Sie de�niert im Komplexen die Funk-

tion

1

1 � z
SU1�0�.

[ Klar na
h 4.19 und 4.46. ℄

33

Argumentiere ähnli
h wie im letzten Beweis und nutze aus

1

limn�ª

cn�1

cn

� lim
n�ª

cn
cn�1

bzw.

1

lim
n�ª

cn�1

cn

� limn�ª
cn

cn�1
.
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4.) Au
h die Potenzreihe

P

ª

n�1 nz
n
hat den Konvergenzradius 1 und im Re-

ellen das Konvergenzintervall � � 1,1�.

[ Für jedes a > C mit 0 � SaS � 1 ist

P

ª

n�1 na
n
absolut konvergent in C na
h

Quotientenkriterium wegen

lim
n�ª

W

�n � 1�an�1

nan
W � lim

n�ª
�1 �

1

n
� SaS � SaS � 1.

Für a � �1 ist

P

ª

n�1 na
n
trivialerweise ni
ht konvergent in C.

Damit ist 4.) klar na
h 4.46.

5.) limn�ª
n
º

n � 1.

[ Aus 4.) und 4.46 folgt lim supn�ª
n
º

n � 1, und trivialerweise gilt

lim sup
n�ª

n
º

n C lim inf
n�ª

n
º

n
°

C1

C 1,

also gilt 5.) na
h 4.17. ℄

6.)

ª

Q

n�1

zn

n
hat 1 als Konvergenzradius und im Reellen ��1,1� als Konvergenz-

intervall.

[ Denn

ª

Q

n�1

��1�n

n
ist na
h 4.35 konvergent in R, aber na
h 4.25 ni
ht

absolut konvergent in R. Damit ist 6.) klar na
h 4.46. ℄

7.)

ª

Q

n�1

zn

n2
hat 1 als Konvergenzradius und im Reellen ��1,1� als Konvergenz-

intervall.

[ Wegen 5.) gilt

lim
n�ª

n

¾

1

n2
� lim
n�ª

�

�

n

¾

1

n

�

�

2

� 1.

Daher folgt die erste Aussage aus 4.46. Daÿ die Reihe in �1 konvergiert,

zeigt 4.27 bzw. 4.35. ℄

8.)

P

ª

n�0 n! z
n
hat 0 als Konvergenzradius und konvergiert in 0.

[ Klar na
h 2.) und 4.46. ℄

9.) Die Potenzreihe

P

ª

n�0�n�1� z
n
hat den Konvergenzradius 1 und im Reellen

das Konvergenzintervall � � 1,1�. Sie de�niert im Komplexen die Funktion

1

�1 � z�2
SU1�0�.

[ Da die Reihe o�ensi
htli
h in �1 ni
ht in C konvergiert, folgt 9.) aus 3.)

und Satz 4.38. ℄
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5 Stetigkeit

Die Untersu
hung des lokalen Verhaltens von Funktionen stellt einen funda-

mentalen Bestandteil der Analysis dar. Der Terminus Funktion (fun
tio) wurde

erstmals 1673 von Leibniz verwendet. Johann Bernoulli (1667�1748) übernahm

die Terminologie, und dessen S
hüler Leonhard Euler verfaÿte 1788 die erste

systematis
he Abhandlung über Funktionenlehre und gab die folgende De�ni-

tion, (die im wesentli
hen au
h s
hon 1718 bei Johann Bernoulli stand): �Eine

Fun
tion einer veränderli
hen Zahlgröÿe ist ein analytis
her Ausdru
k, der auf

irgendeine Weise aus der veränderli
hen Zahlgröÿe und aus eigentli
hen Zahlen

oder aus 
onstanten Zahlgröÿen zusammengesetzt ist.� An anderer Stelle liest

man, daÿ Euler au
h Kurven, die mit freier Hand gezei
hnet werden können, als

Funktionen betra
htete: � ... omnes enim lineae 
urvae per nullam 
ertam ae-

quationem determinatae, 
uiusmodi libero manus tra
tu delineari solent.� Euler

s
heint mit Funktionen sol
he gemeint zu haben, die wir heute stetig nennen.

Der moderne Funktions- bzw. Abbildungsbegri� stammt übrigens von Diri
hlet.

De�nition 5.1 (Stetigkeit). Seien M ` K eine Menge und f �M � K eine

Funktion sowie a0 >M .

(i) f heiÿt stetig in a0 �
� �ε>R
�

§δ>R
�

�a>M Sa � a0S � δ� Sf�a� � f�a0�S � ε.

(ii) f heiÿt stetig �
� �a>M f stetig in a.

Die ersten beiden Punkte im folgenden Beispiel zeigen, daÿ die Grundbau-

steine aus Eulers De�nition der Funktion stetig sind. Das dritte Beispiel belegt,

daÿ der Begri� der Stetigkeit erhebli
h komplexer ist als Eulers Forderung des

Zei
hnens von freier Hand.

Beispiel 5.2.

(i) Sei c > K. Dann ist die Funktion f � K� K, a ( c stetig. (Zu ε > R
�

erfüllt

jedes δ > R
�

die Bedingung in der De�nition.)

(ii) Die Funktion idK� K� K, a( a ist stetig. (Zu ε > R
�

wähle man δ � ε.)

(iii) Die Funktion f � R
�

� R, wel
he dur
h

f�t� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1
q
, falls t �

p
q
> Q

�

mit p, q > N
�

vollständig gekürzt,

0, falls t > R
�

�Q
�

,

gegeben sei, ist in jedem rationalen Punkt unstetig und in jedem irratio-

nalen (d.h. per de�nitionem ni
ht-rationalen) Punkt stetig.

[ Beweisskizze: Sei zunä
hst t0 �
p0
q0

rational mit p0, q0 vollständig gekürzt,

also f�t0� �
1
q0
. Es existiert ε > R

�

mit 0 � ε � 1
q0
. Da in jeder Umgebung

von t0 unendli
h viele irrationale Punkte t liegen34, ist auf keiner no
h so

kleinen δ-Umgebung von t0 die Abs
hätzung Sf�t0�S � Sf�t� � f�t0�S � ε

erfüllbar, d.h. f ist in t0 unstetig.

34

z.B. t � t0 �
º

2

n
für alle n > N

�

hinrei
hend groÿ
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Seien nun t0 irrational, also f�t0� � 0, und ε > R
�

. Zu zeigen ist die

Existenz von δ > R
�

mit

�t>R �St � t0S � δÔ� Sf�t�S � Sf�t� � f�t0�S � ε� .

Dies ist für irrationales t klar, denn dann gilt f�t� � 0.

Ferner existiert q
�

> N
�

mit

�q>N
�

�q C q
�

Ô�

1

q
� ε� ,

und folgli
h existieren au
h nur endli
h viele q > N
�

mit

1
q
C ε (nämli
h

hö
hstens �q
�

� 1�-viele). Somit existieren zu δ > R
�

au
h nur endli
h

viele teilerfremde p > Z, q > N
�

mit �U

p
q
� t0U � δ , U

1
q
U C εǱ , also gilt für

hinrei
hend kleines δ > R
�

�V

p

q
� t0V � δ Ô� V

1

q
V � ε� ,

und wegen f �p
q
Ǳ �

1
q
ist die Behauptung gezeigt. ℄

De�nition 5.3 (Grenzwert einer Funktion in einem Punkt). Seien M ` K und

f �M � K eine Funktion sowie a0, c > ÂK.

Es existiere (mindestens) eine Folge in M ��a0�, die gegen a0 konvergiert
35

.

Wir de�nieren:

f konvergiert für z gegen a0 gegen c genau dann, wenn für jede Folge �an�n>N
�

in M , die gegen a0 konvergiert, die Folge �f�an��n>N
�

gegen c konvergiert.

In diesem Fall bezei
hnet man c als Grenzwert oder Limes von f für z gegen

a0 und s
hreibt lim
z�a0

f�z� � c.

Beispiel. Der Grenzwert der Funktion f � R � R, t ( �

0 für t � 0,

1 für t C 0,
¡ für t

gegen 0 existiert ni
ht.

Satz 5.4. Seien M ` K eine Menge und f �M � K eine Funktion sowie a0 >M .

Dann gilt:

f ist genau dann stetig in a0, wenn gilt limz�a0 f�z� � f�a0�.

Beweis. ��� Sei f stetig in a0, d.h.

�ε>R
�

§δ>R
�

�a>M �Sa � a0S � δ� Sf�a� � f�a0�S � ε� . (125)

Sei nun �an�n>N
�

eine Folge in M mit limn�ª an � a0.

Zu zeigen ist limn�ª f�an� � f�a0�.

Hierzu sei ε > R
�

. Dann existiert δ > R
�

mit (125), und wegen limn�ª an � a0
existiert n0 > N mit �n>N,nCn0

San � a0S � δ, also na
h (125) Sf�an� � f�a0�S � ε.

�
� Angenommen (125) ist fals
h, d.h.

§ε>R
�

�δ>R
�

§a>M �Sa � a0S � δ , Sf�a� � f�a0�S C ε� .

Insbesondere existiert zu δn ��
1
n
, n > N

�

, eine Zahl an >M mit

35

d.h. per de�nitionem, daÿ a0 ein Häufungspunkt von M ist.
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San � a0S � δn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� limn�ª an � a0

, Sf�an� � f�a0�S C ε,
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� f�an� konvergiert
ni
ht gegen f�a0�

im Widerspru
h zur Voraussetzung auf der re
hten Seite. ✷

Im folgenden Beispiel, das wohl auf Diri
hlet zurü
kgeht, lernen wir eine

Funktion kennen, die so weit wie nur irgend mögli
h von Stetigkeit entfernt ist:

Sie ist in keinem Punkt stetig.

Beispiel. f � R� R, t( �
1, falls t > Q,

0, falls t > R �Q,
¡ ist in allen t0 > R unstetig.

[ Beweis: 1. Fall: t0 ¶ Q. Die dekadis
he Entwi
klung von t0 liefert uns dann

gemäÿ Kapitel 4 eine Folge �an�n>N in Q mit limn�ª an � t0 und

lim
n�ª

f�an�
²

�1

� 1 x 0 � f�t0�,

d.h. f ist ni
ht stetig in t0.

2. Fall: t0 > Q. Dann de�nieren wir die Folge �an�n>N
�

in R � Q dur
h

�n>N
�

an �� t0 �
º

2
n
. Dann gilt limn�ª an � t0 und

lim
n�ª

f�an�
²

�0

� 0 x 1 � f�t0�,

also ist f ni
ht stetig in t0. ℄

De�nition 5.5 (Summe, Di�erenz, Produkt und Quotient von Funktionen,

Polynome, ganz-rationale und rationale Funktionen).

(i) Seien M,N Mengen und f �M � K, g� N � K zwei Funktionen.

Wir de�nieren dann neue Funktionen f � g, f � g, f � g� M 9N � K dur
h

�a>M9N �f � g��a� �� f�a� � g�a� und �f � g��a� �� f�a� � g�a�.

Ferner de�nieren wir

f

g
� �M 9N� � g1��0�� � K dur
h

�t>�M9N��g1��0�� �
f

g
� �a� ��

f�a�

g�a�
.

(ii) Sind a0, . . . , an > K, so heiÿt
n

Q

k�0

akx
k
Polynom mit Koe�zienten a0, . . . an.

Ist an x 0, so heiÿt n der Grad des Polynomes

n

Q

k�0

akx
k
. an nennen wir

dann den Leitkoe�zienten des Polynomes.

Im Falle n � 0 und an � 0 de�nieren wir den Grad des Polynomes als �ª

und den Leitkoe�zienten als Null.
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Die Funktion K � K, x (
n

Q

k�0

akx
k
, heiÿt eine ganz-rationale Funktion.

Der Grad , die Koe�zienten und der Leitkoe�zient der ganz-rationalen

Funktion sind per de�nitionem diejenigen des zugehörigen Polynomes.

(iii) Sind f, g� K � K zwei ganz-rationale Funktionen, so heiÿt die Funktion

f

g
� K � g1��0�� � K eine rationale Funktion.

Satz 5.6. Seien M,N Teilmengen von K, f �M � K, g� N � K Funktionen und

a0 >M 9N . Dann gilt:

(i) f, g stetig in a0Ô� f � g, f � g stetig in a0.

(ii) f, g stetig in a0 und g�a0� x 0Ô�
f

g
stetig in a0.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz 5.4 und Satz 4.4. ✷

Das folgende Korollar zeigt, daÿ die �zusammengesetzten� Funktionen aus

Eulers o.g. De�nition stetig sind.

Korollar 5.7. Jede (ganz-)rationale Funktion ist stetig.

Beweis. Na
h Beispiel 5.2 (i) und (ii) sind konstante Funktionen und x ste-

tig. Aus jenen lassen si
h alle ganz-rationalen Funktionen dur
h endli
h viele

Additionen und Multiplikationen von Funktionen bilden. Rationale Funktionen

erhält man, indem man zusätzli
h den Quotienten zweier ganz-rationaler Funk-

tionen bildet. Satz 5.6 liefert die Stetigkeit. ✷

Satz 5.8. Seien M,N Teilmengen von K, f �M � K, g� N � K Funktionen und

a0 > N derart, daÿ g�a0� >M . Dann gilt:

g stetig in a0 und f stetig in g�a0�Ô� f X g stetig in a0.

Beweis. Sei �an�n>N
�

eine Folge in g1�M� mit limn�ª an � a0. Da g stetig in

a0, gilt zunä
hst na
h Satz 5.4 limn�ª g�an� � g�a0�, und da f stetig in g�a0�,

folgt sodann erneut aus Satz 5.4 limn�ª f�g�an�� � f�g�a0�� � �f X g��a0�.

Damit ist die Stetigkeit von f X g in a0 gezeigt. ✷

Satz 5.9. Seien M eine Teilmenge von K, f �M � R eine reelle Funktion und

a0 >M derart, daÿ f in a0 stetig ist. Dann gilt:

f�a0��
A

�

¡ 0Ô� §δ>R
�

�a>M �Sa � a0S � δ� f�a��
A

�

¡0�.

Beweis. Sei ε > R
�

mit 0 � ε � Sf�a0�S. Da f stetig in a0, existiert δ > R�

mit

�a>M �Sa � a0S � δ� Sf�a� � f�a0�S � ε
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��ε�f�a��f�a0��ε

�.

Hieraus folgt für a >M mit Sa � a0S � δ

0
s.o.

� f�a0� � ε � f�a�, falls f�a0� A 0 und

0
s.o.

A f�a0� � ε A f�a�, falls f�a0� � 0. ✷

79



Bemerkung. Für eine komplex-wertige Funktion f � M � C, die in a0 > M

stetig ist und dort ni
ht Null ist, folgt (z.B. dur
h Anwendung des Satzes auf

Sf S) die Existenz einer δ-Umgebung auf der f ni
ht vers
hwindet.

Satz 5.10 (von Bolzano). Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � R eine

stetige Funktion mit f�a� �f�b� � 0. (D.h. f�a� und f�b� haben unters
hiedli
he

Vorzei
hen.) Dann existiert ξ > �a, b� mit f�ξ� � 0.

Beweis. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daÿ

f�a� � 0 und f�b� A 0 ist. (Sonst gehen wir von f zu �f über.) Die Menge

M �� �t > �a, b� Sf�t� � 0� ist ni
ht leer und dur
h b na
h oben bes
hränkt.

Daher existiert ξ �� supM > R, und es gilt a B ξ B b.

Wir zeigen, daÿ f�ξ� � 0.

f�ξ� � 0 kann na
h Satz von Bolzano ni
ht gelten, da dann δ > R
�

mit

f�ξ � δ� � 0 existiert, im Widerspru
h dazu, daÿ ξ obere S
hranke von M ist.

Angenommen f�ξ� A 0. Dann existiert erneut wegen des letzen Satzes δ > R
�

mit f�ξ � δ� A 0, im Widerspru
h dazu, daÿ ξ die kleinste obere S
hranke von

M ist. ✷

Korollar 5.11. Jede reelle ganz-rationale Funktion von ungeradem Grad besitzt

(mindestens) eine reelle Nullstelle.

Beweis. Seien n > N und a0, . . . , a2n�1 > R mit a2n�1 x 0. Zu zeigen ist, daÿ

f�x� ��
P

2n�1
k�0 akx

k
eine reelle Nullstelle besitzt. Ohne Eins
hränkung können

wir annehmen, daÿ a2n�1 A 0. (Sonst gehen wir von f zu �f über.) Dann gilt

für jedes t > R�

f�t�

t2n�1
� a2n�1 �

a2n

t
� . . . �

a0

t2n�1
t��ª
�� a2n�1 A 0,

also existieren C,D > R
�

mit

�t>R �StS C C Ô�
f�t�

t2n�1
CD� .

Inbesondere gilt f�C� CDC2n�1
A 0 und f��C� BD ��C�2n�1 � 0, also folgt die

Behauptung aus Satz 5.10. ✷

Satz 5.12 (Zwis
henwertsatz). Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � R eine

stetige Funktion. Ferner sei η > R eine Zahl zwis
hen f�a� und f�b�. Dann

existiert ξ > �a, b� mit f�ξ� � η.

Beweis. Im Falle f�a� � η oder f�b� � η ist ni
hts zu zeigen.

Betra
hte daher den Fall, daÿ η e
ht zwis
hen f�a� und f�b� liegt. Die

Behauptung folgt dann dur
h Anwendung des Satzes von Bolzano 5.10 auf die

Funktion g �� f � η� �a, b� � R: Es gilt g�a� � g�b� � 0, also existiert ξ > �a, b� mit

g�ξ� � 0, d.h. genau f�ξ� � η. ✷

Satz 5.13 (vom Maximum bzw. Minimum

36

). Seien a, b > R mit a � b und

f � �a, b� � R eine stetige Funktion. Dann nimmt f auf �a, b� ein Maximum und

ein Minimum an, d.h. es existieren t
�

, t� > �a, b� mit

f�t�� � sup�f�t� S t > �a, b�� > R und f�t
�

� � inf�f�t� S t > �a, b�� > R.
36

von Karl Weierstraÿ (1815�1897)
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Beweis. Wir zeigen nur, daÿ f auf �a, b� ein Maximum annimmt. Die Argu-

mentation für ein Minimum verläuft analog.

Zunä
hst gilt:

f��a, b�� ist na
h oben bes
hränkt. (126)

[ Angenommen (126) ist fals
h. Dann existiert eine Folge �sn�n>N in �a, b�

mit �n>N f�sn� A n. Weil �a, b� bes
hränkt ist, ist �sn�n>N bes
hränkt und besitzt

somit na
h Satz von Bolzano-Weierstraÿ 4.11 eine konvergente Teilfolge. Ohne

Bes
hränkung der Allgemeinheit konvergiere �sn�n>N gegen s�
4.6
> �a, b�. Da f

stetig ist, gilt

f�s�� � f� lim
n�ª

sn� � lim
n�ª

f�sn� � �ª,

Widerspru
h! Also ist die Annahme fals
h und (126) ist gezeigt. ℄

Wegen (126) existiert m�

�� supf��a, b�� > R. Na
h De�nition des Supre-

mums existiert eine Folge �tn�n>N in �a, b� mit limn�ª f�tn� �m
�

. Weil �tn�n>N
als Folge in �a, b� bes
hränkt ist, können wir wieder ohne Eins
hränkung anneh-

men, daÿ �tn�n>N konvergent ist gegen eine Zahl t� > �a, b�. Sie Stetigkeit von f

liefert dann wie oben

f�t�� � lim
n�ª

f�tn� �m
�

� supf��a, b��,

und der Satz ist bewiesen. ✷

Korollar 5.14. Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � R eine stetige Funktion.

Dann ist f��a, b�� ein kompaktes Intervall von R.

Beweis. Na
h dem letzten Satz 5.13 existieren t
�

, t� > �a, b� mit

f��a, b�� ` �f�t
�

�, f�t���,

wobei f�t
�

� � min f��a, b�� und f�t�� � maxf��a, b��. Aus dem Zwis
henwert-

satz 5.12 folgt weiter

�f�t
�

�, f�t��� ` f��a, b��,

also gilt Glei
hheit. ✷

De�nition 5.15 ((Strenge) Monotonie von Funktionen). Seien M ` R und

f �M � R eine Funktion.

f heiÿt

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

streng monoton wa
hsend

monoton wa
hsend

monoton fallend

streng monoton fallend

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

genau dann, wenn gilt

�t1,t2>M

�

�

�

�

�

t1 � t2� f�t1�

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

�

B

C

A

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

f�t2�

�

�

�

�

�

.
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Beispiel.

(i) Für n > N
�

ist xnS
�0,�ª�

streng monoton wa
hsend.

[ Für n � 1 ist das klar.

Gelte die Behauptung für n > N
�

, d.h. für t1, t2 > �0,�ª� mit t1 � t2 gilt

�t1�
n
� �t2�

n
. Hieraus und aus 0 B t1 � t2 folgt dann wegen Satz 2.15 (34),

daÿ gilt �t1�
n�1

� �t2�
n�1

. ℄

(ii) Für n > N
�

ist

1

xn
S

�0,�ª�

streng monoton fallend.

[ Für t1, t2 > �0,�ª� mit t1 � t2 gilt na
h (i) 0 � �t1�
n
� �t2�

n
, also

1
�t1�n

A

1
�t2�n

. ℄

Satz 5.16. Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � R eine stetige Funktion.

Dann gilt:

f ist injektiv 
� f ist streng monoton.

Beweis. ��� Aus der Injektivität von f folgt insbesondere f�a� x f�b�. Ohne

Bes
hränkung der Allgemeinheit gelte f�a� � f�b�37.

Seien nun t1, t2 > R mit a B t1 � t2 B b. De�niere dann g� �0,1� � R dur
h

g�t� �� f�a � t�t1 � a�� � f�b � t�b � t2��.

Als Summe bzw. Komposition sol
her ist g eine stetige Abbildung, und es gilt

g�0� � f�a� � f�b� � 0. Wir folgern hieraus g�1� � 0, d.h. f�t1� � f�t2�.

Angenommen g�1� C 0. Dann existiert na
h dem Zwis
henwertsatz 5.12 eine

Zahl ξ > �0,1� mit g�ξ� � 0, also f�a � ξ�t1 � a�� � f�b � ξ�b � t2��. Wegen

a B a� ξ�t1 � a� B t1 � t2 B b� ξ�b� t2� B b widerspri
ht das aber der Injektivität

von f .

�
� ist trivial. ✷

Satz 5.17 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Seien a, b > R mit a � b und

f � �a, b� � �f�a�, f�b���` R� eine streng monotone stetige Abbildung. Dann ist

f � �a, b� � �f�a�, f�b�� bijektiv und f�1� �f�a�, f�b�� � �a, b��` R� ist stetig.

Beweis. Die Bijektivität von f � �a, b� � �f�a�, f�b�� ist klar na
h dem letzten

Satz 5.16.

Sei η
�

> �f�a�, f�b��. Wir zeigen, daÿ f�1 in η
�

stetig ist.

Sei �ηn�n>N eine Folge in �f�a�, f�b�� mit limn�ª ηn � η
�

. Na
h Satz 5.4

haben wir zu zeigen, daÿ limn�ª f�1�ηn� � f
�1
�η

�

� gilt.

Angenommen das ist fals
h, d.h. es existiert eine Zahl ε > R
�

derart, daÿ gilt

�n0>N§n>N �n C n0 , Tf
�1
�ηn� � f

�1
�η

�

�
T
C ε�.

Folgli
h gibt es eine Teilfolge �ηin�n>N von �ηn�n>N mit

�n>N Tf
�1
�ηin� � f

�1
�η

�

�
T
C ε. (127)

37

Wir zeigen, daÿ f streng monoton wa
hsend ist. Im Falle f�a� A f�b� erhält man, daÿ f

streng monoton fällt.
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Nun ist
�f�1�ηin��n>N eine Folge in der bes
hränkten Menge �a, b�, besitzt also

eine konvergente Teilfolge
�f�1�ηjin ��n>N � na
h Satz von Bolzano-Weierstraÿ

4.11 �, für deren Grenzwert t
�

wegen Satz 4.6 gilt: t
�

> �a, b�. Aus (127) folgt

St
�

� f�1�η
�

�S C ε. (128)

Nun ist f aber na
h Voraussetzung stetig in t
�

, d.h. es gilt

f�t
�

� � f �� lim
n�ª

f�1�ηjin �� � lim
n�ª

f �f�1�ηjin �� � lim
n�ª

ηjin � η
�

,

also t
�

� f�1�η
�

�, im Widerspru
h zu (128). ✷

Beispiel 5.18. Für jedes n > N mit n C 2 ist

n
º

x� �0,�ª� � �0,�ª� stetig.

Beweis. Es genügt o�enbar zu zeigen, daÿ

n
º

xS
�0,kn� � �0, k

n
� � �0, k� für

jedes k > N stetig ist, und dies ist aber na
h dem letzten Satz 5.17 klar, da

xnS
�0,k�� �0, k� � �0, k

n
� bijektiv und stetig ist. ✷

Zum Abs
hluÿ dieses Kapitels bes
häftigen wir uns kurz mit glei
hmäÿiger

Stetigkeit, die in der Funktionalanalysis und der Theorie der Di�erentialglei-


hungen eine wi
htige Rolle spielt. Der Begri� der glei
hmäÿigen Stetigkeit ist

stärker als der der Stetigkeit: Ist eine Funktion auf ihrem De�nitionsberei
h

glei
hmäÿig stetig � es ma
ht keinen Sinn von glei
hmäÿiger Stetigkeit in ei-

nem Punkt zu reden �, so ist sie in jedem Punkt des De�nitionsberei
hes stetig.

Wir zeigen, daÿ eine auf einem kompakten Intervall de�nierte stetige Funktion

bereits glei
hmäÿig stetig ist. Dies werden wir später z.B. ausnutzen, wenn wir

zeigen, daÿ sie dann au
h Riemann-integrierbar ist.

De�nition 5.19 (glei
hmäÿige Stetigkeit). Seien M eine Teilmenge von K und

f �M � K eine Funktion.

f heiÿt glei
hmäÿig stetig genau dann, wenn gilt

�ε>R
�

§δ>R
�

�a,ã>M �Sa � ãS � δ� Sf�a� � f�ã�S � ε� .

Beispiel.

(i) Seien a, b > R mit a � b. Dann ist x2S
�a,b�� �a, b� � R glei
hmäÿig stetig.

[ Zum Beweis s.u. Satz 5.20. ℄

(ii) x2� R� R ist ni
ht glei
hmäÿig stetig.

[ Zu ε �� 1 > R
�

existiert kein �hinrei
hend kleines� δ > R
�

mit

�t,s>R �St � sS � δ� St2 � s2S � 1� .

Angenommen do
h. Dann können wir ohne Eins
hränkung voraussetzen,

daÿ gilt δ B 2. Mit t �� 1
δ
�

δ
4
, s �� 1

δ
�

δ
4
gilt dann St � sS � δ

2
� δ und

St2 � s2S � St � sSSt � sS � δ
2
2
δ
� 1, Widerspru
h! ℄

(iii)

1
x
S

�0,1�� �0,1� � R ist ni
ht glei
hmäÿig stetig.

[ Zu ε �� 1 existiert kein �hinrei
hend kleines� δ > R
�

. Nimm andernfalls

δ B 1 an und setze t �� δ
2
, s �� δ. Es gilt St � sS � δ

2
� δ und S1

t
�

1
s
S �

1
δ
C 1. ℄
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Satz 5.20. Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � K eine stetige Funktion.

Dann ist f � �a, b� � K glei
hmäÿig stetig.

Beweis. Angenommen f ist ni
ht glei
hmäÿig stetig. Dann gibt es eine Zahl

ε > R
�

derart, daÿ gilt

�δ>R
�

§t,t̃>�a,b� �St � t̃S � δ , Sf�t� � f�t̃�S C ε� .

Hieraus folgt die Existenz von Folgen �tn�n>N
�

, �t̃n�n>N
�

in �a, b� mit

�n>N
�

Stn � t̃nS �
1

n
, Sf�tn� � f�t̃n�S C ε.

Na
h dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ 4.11 besitzt �tn�n>N
�

eine konvergente

Teilfolge �tin�n>N
�

, für deren Grenzwert t
�

wegen Satz 4.6 gilt: t
�

> �a, b�. Aus

�n>N
�

Stin � t̃in S �
1
in

folgt dann, daÿ au
h �t̃in�n>N gegen t
�

konvergiert, also gilt

lim
n�ª

f�tin� � f�t�� � lim
n�ª

f�t̃in�,

im Widerspru
h zu �n>N
�

Sf�tin� � f�t̃in�S C ε. ✷
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6 Di�erentialre
hnung

Wie s
hon zu Beginn von Kapitel 4 erwähnt, wurde die Di�erentialre
hnung

von Isaa
 Newton (1643�1727) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646�1716) ent-

wi
kelt. Anstelle der heute in der Analysis übli
hen Verwendung der Epsilontik

zur De�nition der Di�erenzierbarkeit, die wir in diesem Kapitel behandeln, ha-

ben sie in�nitesimale Gröÿen verwendet, wie es in moderner Formulierung im

Anhang A bes
hrieben ist. (Die Epsilontik �ieÿt in der folgenden De�nition 6.1

(i) bei der Grenzwertbildung ein.)

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir sowohl reelle als au
h

komplexe Analysis betrieben, weil sie si
h in den Themenberei
hen Konvergenz

und Stetigkeit ni
ht wesentli
h unters
heiden. Von nun an studieren wir nur

no
h die reelle Theorie. Man kann zwar die De�nition der Di�erenzierbarkeit

(s.u. 6.1) völlig analog für Funktionen G � C auf o�enen Teilmengen G von C

geben � diese nennt man dann in einem Punkt von G komplex di�erenzierbar

oder auf G holomorph, falls sie in jedem Punkt komplex di�erenzierbar sind �,

erhält aber teilweise viel stärkere Aussagen über ebensol
he als es analog für

(reell) di�erenzierbare reellwerige Funktionen auf Teilmengen von R der Fall ist.

Des weiteren gibt es Sätze, die keine komplexen Analoga besitzen. Das Studium

komplex di�erenzierbarer Funktionen G � C ist Inhalt der mathematis
hen

Disziplin Funktionentheorie.

De�nition 6.1 (Di�erenzierbarkeit). Seien M ` R, f �M � R eine Funktion

und t0 >
X

M .

(i) f heiÿt di�erenzierbar in t0 �
� limx�t0

f�x� � f�t0�

x � t0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M��t0���R

existiert in R.

Ist f in t0 di�erenzierbar, so heiÿt die reelle Zahl lim
x�t0

f�x� � f�t0�

x � t0
der

Wert der (ersten) Ableitung von f in t0 oder der Di�erentialquotient von

f in t0, und man bezei
hnet sie mit f ��t0� oder

df

dx
�t0�.

38

Ferner heiÿt

f�t0� � f
�

�t0��x � t0�� R �� R

die lineare Approximation von f an der Stelle t0.

(ii) f heiÿt di�erenzierbar �
�M o�en und �t>M f di�erenzierbar in t.

(iii) Die Funktion f �� �t >
X

M Sf di�erenzierbar in t� � R , t ( f ��t�, heiÿt die

(erste) Ableitung von f . Statt f � s
hreibt man au
h

df

dx
.

38

Diese S
hreibweise (lies �df na
h dx in t0�) für f ��t0� wurde von Leibniz eingeführt. Er

faÿte diese Zahl in sehr vager Weise als den Quotienten in�nitesimaler Gröÿen, der Di�eren-

tiale df und dx, auf.
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Bemerkung.

1.) Anstelle des Grenzwertes in (i) kann man au
h äquivalent fordern, daÿ

lim
h�0

f�t0 � h� � f�t0�

h
existiert, und in diesem Fall stimmen die beiden Li-

mites überein.

2.) Na
h Satz 5.4 und De�nition 5.1 existiert der Di�erentialquotient in t0
genau dann, wenn

§A>R�ε>R
�

§δ>R
�

�t>M �St � t0S � δÔ� W

f�t� � f�t0�

t � t0
�AW � ε� ,

und in diesem Fall gilt f ��t0� � A.

Beispiel.

(i) Konstante Funktionen sind di�erenzierbar. Sie besitzen sämtli
h die kon-

stante Funktion vom Wert 0 als Ableitung. (Klar.)

(ii) x� R� R ist di�erenzierbar und besitzt die konstante Funktion vom Wert

1 als Ableitung. (Klar.)

(iii) xn� R� R ist für n > N, n C 2, di�erenzierbar mit Ableitung nxn�1� R� R.

[

tn � �t0�
n

t � t0
�

n�1

Q

k�0

tn�1�k�t0�
k t�t0
�� n�t0�

n�1
℄

(iv) SxS� R� R ist in t0 � 0 ni
ht di�erenzierbar.

[

StS � St0S

t � t0
�

StS

t
� �

1, t A 0

�1, t � 0
¡ konvergiert ni
ht für t � 0. ℄

Satz 6.2. Seien M ` R, f �M � R eine Funktion und t0 >
X

M . Dann gilt:

f di�erenzierbar in t0 Ô� f stetig in t0.

Beweis. Es genügt o�enbar für jede Folge �an�n>N in M � �t0�, die gegen t0
konvergiert, zu zeigen, daÿ limn�ª f�an� � f�t0� gilt. Und dies folgt aus

f�an� � f�t0� �
f�an� � f�t0�

an � t0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n��ª
�� f ��t0�

�an � t0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n��ª
�� 0

n��ª
�� 0. ✷

Satz 6.3. Seien M ` R, f �M � R eine Funktion und t0 >
X

M . Dann gilt:

f di�erenzierbar in t0 mit f ��t0��
A

�

¡ 0

Ô� §δ>R
�

��t>��δ�t0,t0� f�t��
�

A

¡ f�t0� , �t>�t0,t0�δ� f�t��
A

�

¡f�t0��
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Beweis. Na
h Voraussetzung gilt limx�t0
f�x��f�t0�

x�t0
�

A

�

¡0. Daher existiert

eine Zahl δ > R
�

derart, daÿ gilt � � δ � t0, t0 � δ� `M (bea
hte, daÿ t0 >
X

M) und

�t>��δ�t0,t0�δ�

f�t� � f�t0�

t � t0
�

A

�

¡ 0.

Hieraus folgt die Behauptung, da t � t0 � 0 für t � t0 und t � t0 A 0 für t A t0. ✷

Hauptsatz 6.4.

Vor.: Seien M,N ` R, f � M � R, g� N � R zwei Funktionen, t0 >
X

ÆM 9N und

λ > R. Ferner seien f und g in t0 di�erenzierbar.

Beh.:

(i) (Summenregel, R-Linearität der Di�erentiation)

f �g� M 9N � R ist di�erenzierbar in t0 und �f �g�
�

�t0� � f
�

�t0��g
�

�t0�,

λf � M � R ist di�erenzierbar in t0 und �λf���t0� � λf
�

�t0�.

(ii) (Leibnizs
he Produktregel)

f � g� M 9N � R ist di�erenzierbar in t0 und

�f � g���t0� � f
�

�t0�g�t0� � f�t0�g
�

�t0�.

(iii) g�t0� x 0Ô� 1
g
� N � g1��0�� � R ist di�erenzierbar in t0 und

�

1

g
�

�

�t0� � �
g��t0�

g�t0�2
.

(iv) (Quotientenregel)

g�t0� x 0Ô�
f
g
� M 9

�N � g1��0��� � R ist di�erenzierbar in t0 und

�

f

g
�

�

�t0� �
f ��t0�g�t0� � f�t0�g

�

�t0�

g�t0�2
.

Beweis. Es sei �an�n>N eine Folge im jeweiligen De�nitionsberei
h der zu

untersu
henden Funktion, die den Wert t0 ni
ht annimmt, mit limn�ª an � t0.

Dann gilt:

Zu (i):

�f � g��an� � �f � g��t0�

an � t0

�

f�an� � f�t0�

an � t0
�

g�an� � g�t0�

an � t0

n��ª
�� f ��t0� � g

�

�t0�,

�λf��an� � �λf��t0�

an � t0
� λ

f�an� � f�t0�

an � t0

n��ª
�� λf ��t0�.
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Zu (ii): Wegen

f�an�g�an� � f�t0�g�t0�

�
�f�an� � f�t0��g�t0� � f�t0��g�an� � g�t0��

�
�f�an� � f�t0���g�an� � g�t0��

gilt

lim
n��ª

�f � g��an� � �f � g��t0�

an � t0

� f ��t0�g�t0� � f�t0�g
�

�t0� � f
�

�t0� � 0 � f
�

�t0�g�t0� � f�t0�g
�

�t0�.

Zu (iii): Aus Stetigkeitgründen gilt t0 >

X

ÆN � g1��0�� und weiter

�

1
g
Ǳ �an� � �

1
g
Ǳ �t0�

an � t0
�

1
g�an�

�

1
g�t0�

an � t0

� �

1

g�an�g�t0�

g�an� � g�t0�

an � t0

n��ª
�� �

1

g�t0�2
g��t0�.

(iv) folgt aus (ii) und (iii). ✷

Korollar 6.5.

(i) Seien n > N und a0, . . . , an > R. Dann ist die ganz-rationale Funktion

n

Q

k�0

akx
k
� R�� R

di�erenzierbar mit Ableitung

n

Q

k�1

kakx
k�1

�

n�1

Q

k�0

�k � 1�ak�1x
k
� R�� R.

(ii) Jede rationale Funktion R� R (mit reellen Koe�zienten) ist di�erenzier-

bar.

Beweis. Klar na
h Beispiel (i) und (ii) zu De�nition 6.1 und dem letzten

Satz. ✷

Beispiel.

�

x2

x � 3
�

�

�

2x�x � 3� � x2

�x � 3�2
�

x2 � 6x

�x � 3�2

Hauptsatz 6.6 (Kettenregel). Seien M,N Teilmengen von R, f � M � R,

g� N � R Funktionen und t0 >
X

N derart, daÿ g�t0� >
X

M . Dann gilt:

g di�erenzierbar in t0 und f di�erenzierbar in g�t0�

Ô� t0 >

X

Æg1�M�, f X g� g1�M� � R di�erenzierbar in t0 und

�f X g���t0� � f
�

�g�t0�� � g
�

�t0�
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Beweis. Wir beweisen zunä
hst t0 >

X

Æg1�M�:

Zu zeigen ist die Existenz einer Zahl δ > R
�

mit

� � δ � t0, t0 � δ� ` N und �t>��δ�t0 ,t0�δ� g�t� >M. (129)

[ Zunä
hst folgt aus t0 >
X

N und g�t0� >
X

M die Existenz von δ1, ε > R
�

mit

� � δ1 � t0, t0 � δ1� ` N und � � ε � g�t0�, g�t0� � ε� `M . Na
h Voraussetzung ist

g in t0 di�erenzierbar, also na
h Satz 6.2 insbesondere stetig. Daher existiert

eine Zahl δ2 > R�

mit

�t>M St � t0S � δ2 Ô� Sg�t� � g�t0�S � ε.

Nun hat δ ��min�δ1, δ2� die in (129) genannten Eigens
haften. ℄

Wir de�nieren f̃ � M � R dur
h

f̃�s� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f�s��f�g�t0��

s�g�t0�
für s x g�t0�,

f ��g�t0�� für s � g�t0�.

Da f in g�t0� di�erenzierbar ist, ergibt si
h die Stetigkeit von f̃ in g�t0�. Au-

ÿerdem gilt

�s>M f�s� � f�g�t0�� � f̃�s� �s � g�t0��; (130)

bea
hte, daÿ (130) für s � g�t0� trivial ist.

Nun folgt aus der Stetigkeit von g in t0 (na
h Satz 6.2) und der von f̃ in

g�t0� für jede Folge �an�n>N in g1�M� � �t0� mit limn�ª an � t0

f�g�an�� � f�g�t0��

an � t0
�130�
� f̃�g�an��

g�an� � g�t0�

an � t0

n��ª
�� f̃�g�t0��f

�

�t0� � f
�

�g�t0�� g
�

�t0�

✷

Wir betra
hten eine bijektive di�erenzierbare Funktion f � I � J zwis
hen

o�enen Intervallen I und J von R. Setzen wir voraus, daÿ f�1� J � I di�eren-

zierbar ist, so folgt aus dem letzten Hauptsatz wegen f�1 X f � idI , daÿ gilt

�t0>I �f
�1
�

�

�f�t0�� � f
�

�t0� � 1.

Also ist f ��t0� x 0 notwendig für die Di�erenzierbarkeit von f�1 in f�t0�,

und in diesem Falle gilt
�f�1�

�

�f�t0�� �
1

f ��t0�
.

Der nä
hste Satz zeigt, daÿ diese Bedingung au
h hinrei
hend ist.

Satz 6.7 (Di�erenzierbarkeit der Umkehrfunktion).

Vor.: Seien I, J o�ene Intervalle von R und f � I � J bijektiv und stetig. (Dann

ist f na
h Satz 5.16 streng monoton wa
hsend oder fallend, und f�1� J � I ist

na
h Satz 5.17 stetig.)

Ferner sei t0 > I derart, daÿ f di�erenzierbar in t0 ist.

Beh.: f ��t0� x 0Ô� f�1 di�erenzierbar in t0 und
�f�1�

�

�f�t0�� �
1

f ��t0�
.
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Beweis. Sei �an�n>N eine Folge in J ��f�t0�� mit limn�ª an � f�t0�. Da f
�1

stetig in f�t0� ist, ist dann �bn�n>N, wobei bn �� f
�1
�an� für alle n > N, eine Folge

in I � �t0� mit limn�ª bn � t0. Weil f in t0 di�erenzierbar ist, gilt weiterhin

lim
n�ª

f�bn� � f�t0�

bn � t0
� f ��t0� x 0.

Wir können nun ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ gilt �n>N
f�bn� � f�t0�

bn � t0
x 0,

und es folgt für alle n > N

f�1�an� � f
�1
�f�t0��

an � f�t0�
�

bn � t0

f�bn� � f�t0�
�

1
f�bn��f�t0�

bn�t0

n�ª
��

1

f ��t0�
.

✷

Beispiel 6.8. Für n > N mit n C 2 ist

n
º

xSR
�

� R
�

� R
�

di�erenzierbar mit

Ableitung

1

n� n
º

x�n�1
SR
�

� R
�

� R
�

.

� f �� xnSR
�

� R
�

� R
�

ist streng monoton wa
hsend und di�erenzierbar mit

f � � nxn�1SR
�

und f�1 � n
º

xSR
�

� R
�

� R
�

.

Sei nun s0 > R
�

. Dann existiert t0 > R
�

mit s0 � �t0�
n
� f�t0�, und es gilt

f ��t0� � n�t0�
n�1

x 0. Aus dem letzten Satz folgt daher die Di�erenzierbarkeit

von f�1 � n
º

xSR
�

in f�t0� � s0 und

�f�1�
�

�s0� �
1

f ��t0�
�

1

n �t0�n�1
�

1

n � n
º

s0�n�1
. �

Satz 6.9 (von Rolle

39

). Seien a, b > R mit a � b und f � �a, b� � R eine stetige

Funktion mit f�a� � f�b�, die auf �a, b� di�erenzierbar ist.

Dann existiert ξ > �a, b� mit f ��ξ� � 0.

Beweis. 1. Fall: f konstant vom Wert f�a� � f�b�. Dann folgt f � � 0, und

die Behuptung gilt mit ξ � a�b
2
.

2. Fall: §t0>�a,b� f�t0� A f�a� � f�b�. Na
h Satz vom Maximum 5.13 existiert

ξ > �a, b� mit f�ξ� � max f��a, b�� C f�t0� A f�a� � f�b�, also insbesondere

ξ > �a, b� und f di�erenzierbar in ξ.

Da f in ξ maximal wird, so kann na
h Satz 6.3 weder f ��ξ� A 0 no
h f ��ξ� � 0

gelten, d.h. f ��ξ� � 0.

3. Fall: §t0>�a,b� f�t0� � f�a� � f�b�. Zeigt man mittels Satz vom Minimum

analog zum 2. Fall. ✷

Hauptsatz 6.10 (Mittelwertsatz der Di�erentialre
hnung

40

). Seien a, b > R mit

a � b und f � �a, b� � R eine stetige Funktion, die auf �a, b� di�erenzierbar ist.

Dann existiert ξ > �a, b� mit f ��ξ� �
f�b� � f�a�

b � a
.

39

na
h Mi
hel Rolle (1652�1719)

40

Dieser auf Joseph-Louis Lagrange (1736�1813) zurü
kgehende Satz ist der wi
htigste Satz

der Di�erentialre
hnung.

90



Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion

F � �a, b� �� R, tz� f�t� � λt,

wobei λ > R so gewählt sei, daÿ F �a� � F �b� gilt, d.h. f�a� � λa � f�b� � λb,

bzw. λ � �
f�b��f�a�

b�a
. Es gilt also �t>�a,b� F �t� � f�t� �

f�b��f�a�

b�a
t.

O�enbar erfüllt F (anstelle von f ) alle Voraussetzungen des Satzes von Rolle

6.9, und somit existiert ξ > �a, b� mit 0 � F �

�ξ� � f ��ξ� �
f�b��f�a�

b�a
, d.h. genau

f ��ξ� �
f�b��f�a�

b�a
. ✷

Satz 6.11 (Verallgemeinerer Mittelwertsatz der Di�erentialre
hnung). Seien

a, b > R mit a � b und f, g� �a, b� � R zwei stetige Funktion, die auf �a, b� di�e-

renzierbar sind. Ferner gelte

�t>�a,b� g
�

�t� x 0,

(also na
h Satz von Rolle g�a� x g�b�.)

Dann existiert ξ > �a, b� mit

f ��ξ�

g��ξ�
�

f�b� � f�a�

g�b� � g�a�
.

Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion

F � �a, b� �� R, t z� f�t� � λg�t�,

wobei λ > R so gewählt sei, daÿ F �a� � F �b� gilt, d.h. λ � �

f�b��f�a�

g�b��g�a�
. Es gilt

also �t>�a,b� F �t� � f�t� �
f�b��f�a�

g�b��g�a�
g�t�.

O�enbar erfüllt F (anstelle von f ) alle Voraussetzungen des Satzes von Rolle

6.9, und somit existiert ξ > �a, b� mit 0 � F �

�ξ� � f ��ξ��
f�b��f�a�

g�b��g�a�
g��ξ�, d.h. genau

(bea
hte, daÿ g��ξ� x 0 gilt)

f ��ξ�

g��ξ�
�

f�b��f�a�

g�b��g�a�
. ✷

Bemerkung.

1.) 6.10 ist ein Spezialfall von 6.11. (g � xS
�a,b�.)

2.) Sind die Voraussetzungen von 6.11 erfüllt, so folgt aus 6.10 nur

f�b� � f�a�

g�b� � g�a�
�

f�b��f�a�

b�a

g�b��g�a�

b�a

�

f ��ξ1�

f ��ξ2�
,

wobei ξ1, ξ2 > �a, b� und evtl. ξ1 x ξ2.

Unter Zuhilfenahme des Mittelwertsatzes 6.10 können wir die folgenden Aus-

sagen über das globale Verhalten di�erenzierbrer Funktionen beweisen:

Hauptsatz 6.12.

Vor.: Seien J ein Intervall von R und f � J � R eine stetige Funktion, die auf

X

J di�erenzierbar ist.

Beh.:

(i) �

t>
X

J
f ��t� � 0Ô� f konstant,

91



(ii) �

t>
X

J
f ��t��

C

B

¡ 0Ô� f monoton �

wa
hsend

fallend

¡ ,

(iii) �

t>
X

J
f ��t��

A

�

¡ 0Ô� f streng monoton �

wa
hsend

fallend

¡ .

Beweis. Seien a, b > J beliebig mit a � b.

Zu (i): Aus dem Mittelwertsat 6.10 folgt die Existenz von ξ > �a, b� mit

f�b� � f�a� � �b � a� f ��ξ�
²

�0

� 0,

also f�a� � f�b�. Aus der Beliebigkeit von a, b ergibt si
h (i).

Zu (ii): Aus dem Mittelwertsatz folgt erneut die Existenz von ξ > �a, b� mit

f�b� � f�a� � ��b � a�
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

f ��ξ�
²

�

C

B

¡ 0,

also f�a��
B

C

¡f�b�. Hieraus folgt (ii).

(iii) beweist man analog zu (ii). ✷

Bemerkung. In (i) und (ii) gilt sogar ��� anstelle von ���, denn �
� ist

trivial na
h De�nition der Ableitung.

Dagegen gilt in (iii) i.a. ni
ht �
�, wie das Beispiel der Funktion x3� R� R

zeigt.

Satz 6.13 (Darbouxs
her

41

Zwis
henwertsatz für die Ableitung).

Vor.: Seien J ein o�enes Intervall von R und f � J � R eine di�erenzierbare

Funktion.

Ferner seien a, b > J mit a � b und η > R eine Zahl zwis
hen f ��a� und f ��b�.

Beh.: §ξ>�a,b� f
�

�ξ� � η.

Bemerkung. Im Falle, daÿ f � stetig ist, folgt dieser Satz sofort aus dem Zwi-

s
henwertsatz für stetige Funktionen. Aber f � brau
ht ni
ht stetig zu sein!

42

Beweis. Im Falle f ��a� � η oder f ��b� � η ist ni
hts zu zeigen.

Liege daher η also e
ht zwis
hen f ��a� und f ��b�. Ohne Bes
hränkung der

Allgemeinheit gelte dann f ��a� � η � f ��b�. (Ansonsten gehen wir von f zu �f

über.)

1. Fall: η � 0, f ��a� � 0 und f ��b� A 0.

Na
h dem Satz vom Minimum 5.13 existiert eine Zahl ξ > �a, b� derart, daÿ

f S
�a,b� in ξ minimal wird. Wegen f ��a� � 0 folgt mit Satz 6.3, daÿ für alle ε > R

�

hinrei
hend klein f�a � ε� � f�a� gilt, also wird f S
�a,b� in a ni
ht minimal, d.h.

ξ A a. Aus f ��b� A 0 ergibt si
h analog ξ � b.

41

na
h Jean Gaston Darboux (1842�1917)

42

Die in 0 dur
h 0 fortgesetzte Funktion x2 cos � 1

x
�
ist di�erenzierbar aber ihre Ableitung

ist in 0 unstetig. Zur Diskussion der Funktion cos siehe 7.2.
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Weil f S
�a,b� in ξ > �a, b� �

X

Å

�a, b� minimal wird, zeigt uns eine erneute Anwen-

dung von Satz 6.3: f ��ξ� � 0.

2. Fall: η > R beliebig mit f ��a� � η � f ��b�. Wir wenden dann den ersten

Fall auf die Funktion g �� f � ηxSJ � J � R an. Dies liefert dann die Existenz von

ξ > �a, b� mit g��ξ� � 0, und d.h. genau f ��ξ� � η. ✷

De�nition 6.14 (n-malige (stetige) Di�erenzierbarkeit). Seien M ` R und

f �M � R eine Funktion.

(i) a) Wir de�nieren rekursiv für jedes n > N eine Teilmenge M
�n� von M

und eine Funktion f �n� ��
dnf

dxn
� M

�n� � R � die sog. n-te Ableitung

von f � wie folgt:

n � 0: M
�0� ��M , f �0� �� f � M

�0� � R.

n � 1: M
�1� �� �t >

X

M Sf di�erenzierbar in t�, f �1� �� f �� M
�1� � R.

n � 2: M
�2� �� �t >

X

ÅM
�1� Sf

�

di�erenzierbar in t�,

f �2� �� f �� �� �f ��
�

� M
�2� � R.

n C 3: M
�n� �� �t >

X

ÆM
�n�1� Sf

�n�1�
di�erenzierbar in t�,

f �n� �� �f �n�1��
�

� M
�n� � R.

b) Seien n > N und t0 >M .

f heiÿt n-mal di�erenzierbar in t0 �
� t0 >M
�n�.

Ist f in t0 n-mal di�erenzierbar, so heiÿt die reelle Zahl f �n��t0� der

Wert der n-ten Ableitung von f in t0, und man bezei
hnet sie au
h

mit

dnf

dxn
�t0�.

f heiÿt n-mal stetig di�erenzierbar in t0 genau dann, wenn sogar gilt

t0 >
X

ÅM
�n� und zusätzli
h f �n� in t0 stetig ist.


) Sei t0 >M .

f heiÿt beliebig oft di�erenzierbar in t0 genau dann, wenn f n-mal

di�erenzierbar in t0 ist für alle n > N.

(ii) Sei n > N.

f heiÿt n-mal (stetig) di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem t >M

n-mal (stetig) di�erenzierbar ist.

(iii) f heiÿt beliebig oft di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem t > M

beliebig oft di�erenzierbar ist.

Beispiel 6.15. Jede (ganz-)rationale Funktion R � R (mit reellen Koe�zien-

ten) ist di�erenzierbar und besitzt als Ableitung wieder eine (ganz-)rationale

Funktion; somit ist sie beliebig oft di�erenzierbar.
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Hauptsatz 6.16. Seien t0 > R sowie an > R für alle n > N und bezei
hne R den

Konvergenzradius der Potenzreihe

P

ª

n�0 an�x � t0�
n
. Ferner sei f die dur
h die

Potenzreihe dargestellte Funktion.

Ist R A 0, so ist f auf � �R � t0, t0 �R� di�erenzierbar, und es gilt

�t>��R�t0 ,t0�R� f
�

�t� �
ª

Q

n�1

nan�t � t0�
n�1.

Beweisskizze. Zunä
hst besitzt

P

ª

n�1 nan�x � t0�
n�1

denselben Konvergenz-

radius wie

P

ª

n�0 an�x � t0�
n
, denn der der ersten Reihe stimmt mit dem von

�x� t0�P
ª

n�1 nan�x� t0�
n�1

�

P

ª

n�1 nan�x� t0�
n
überein und na
h Beispiel 4.47

5.) gilt limn�ª
n
º

n � 1, also

lim sup
n�ª

n
»

n SanS � lim sup
n�ª

n
»

SanS.

Sei nun t > R mit St � t0S � R. Zu zeigen ist, daÿ zu jedem ε > R
�

ein δ > R
�

existiert derart, daÿ für alle s > R mit Ss � tS � δ gilt

W

f�s� � f�t�

s � t
�

ª

Q

n�1

nan�t � t0�
n�1
W � ε. (131)

Sei ε A 0 und s > R mit Ss � t0S � R. Dann existiert eine Zahl r > R
�

mit

Ss � t0S � r � R, und
P

ª

n�1 n SanS r
n�1

ist konvergent, also existiert ein n0 > N

derart, daÿ

ª

Q

n�n0

n SanS r
n�1

�

ε

3
. (132)

Na
h dem Mittelwertsatz 6.10 existieren ξsn, n > N, zwis
hen s und t mit

f�s� � f�t�

s � t
�

ª

Q

n�1

nan�t � t0�
n�1

�

ª

Q

n�0

�an
�s � t0�

n
� �t � t0�

n

s � t
� nan�t � t0�

n�1
�

�

ª

Q

n�0

�nan�ξ
s
n � t0�

n�1
� nan�t � t0�

n�1
�

�

ª

Q

n�0

nan ��ξ
s
n � t0�

n�1
� �t � t0�

n�1
� ,

also gilt für diese s

l.S. von (131) B

n0

Q

n�0

n SanS T�ξ
s
n � t0�

n�1
� �t � t0�

n�1
T

�

ª

Q

n�n0�1

n SanS Sξ
s
n � t0S
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�r

n�1
�

ª

Q

n�n0�1

n SanS St � t0S
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

�r

n�1

�132�
�

n0

Q

n�0

n SanS T�ξ
s
n � t0�

n�1
� �t � t0�

n�1
T
�

2

3
ε,

und die endli
h Summe in der letzten Zeile wird für s in einer hinrei
hend

kleinen δ-Umgebung von t kleiner als ε
3
. Bea
hte, daÿ dann au
h die ξsn in dieser

δ-Umgebung liegen. ✷
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Korollar 6.17. Seien t0 > R sowie an > R für alle n > N und bezei
hne R den

Konvergenzradius der Potenzreihe f �

P

ª

n�0 an�x � t0�
n
.

Ist R A 0, so ist f auf � �R � t0, t0 �R� beliebig oft di�erenzierbar, und es

gilt für jedes i > N und jedes t > � �R � t0, t0 �R�

f �i��t� �
ª

Q

n�i

n�n � 1� . . . �n � i � 1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n!

�n�i�!
�i!�

n

i
�

an�t � t0�
n�i

� i!
ª

Q

n�0

�

i � n

i
�ai�n�t � t0�

n.

Insbesondere erhalten wir

�i>N ai �
f �i��t0�

i!
. (133)

Beweis. 6.17 folgt sofort aus 6.16 dur
h vollständige Induktion na
h i > N. ✷

Korollar 6.18 (Identitätssatz für Potenzreihen). Seien t0 > R sowie an, bn > R

für alle n > N und bezei
hne Ra sowie Rb den Konvergenzradius der Potenzreihen

P

ª

n�0 an�x � t0�
n
und

P

ª

n�0 bn�x � t0�
n
. Ferner seien f bzw. g die dur
h die

Potenzreihen dargestellten Funktionen.

Gilt Ra A 0 sowie Rb A 0 und existiert δ > R
�

mit δ Bmin�Ra,Rb� und

�t>��δ�t0 ,t0�δ� f�t� � g�t�,

so folgt �i>N ai � bi.

Beweis. Klar na
h (133). ✷

Satz 6.19.

Vor.: Seien t0 > R sowie ak > R für jedes k > N und f � J � R die dur
h die

Potenzreihe

P

ª

k�0 ak�x � t0�
k
dargestellte Funktion, d.h.

J � �t > R S
ª

Q

k�0

ak�t � t0�
n
konvergent in R�

und �t>J f�t� � P
ª

k�0 ak�t � t0�
k
.

Beh.: f ist stetig.

Bemerkung.

1.) Sei R > �0,�ª� der Konvergenzradius von
P

ª

n�0 an�x � t0�
n
, also

� �R � t0, t0 �R� ` J ` ��R � t0, t0 �R�.

In allen Punkten von � �R � t0, t0 �R� ist f na
h 6.16 sogar di�erenzier-

bar, also stetig.

Der ni
ht-triviale Teil der Behauptung

R > J bzw. �R > J Ô� f stetig in R bzw. �R

heiÿt Abels
her Grenzwertsatz .
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2.) Ist R wie in Bemerkung 1.), so brau
ht f im Falle R > J bzw. �R > J ni
ht

links- bzw. re
htsseitig di�erenzierbar

43

in R bzw. �R zu sein.

Wir werden in 7.4 sehen, daÿ x �
P

ª

n�2
��1�n

�n�1�n
xn das Konvergenzintervall

��1,1� hat und in �1 ni
ht re
htsseitig di�erenzierbar ist.

3.) Ein zu 6.19 analoges Resultat für komplexe Potenzreihen, die im inneren

ihrer Konvergenzkreise stets komplex di�erenzierbar sind, für die Rand-

punkte ihrer Konvergenzkreise gilt ni
ht � au
h ni
ht für evtl. vorhandene

reelle Randpunkte, in denen die Potenzreihen konvergieren!

Beweis. Wir können ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ

gilt R � 1 und t0 � 0. (Ansonsten gehen wir von ak zu

ak
R

und von x > J zu

x > �t0� � J über.) Im übrigen betra
hten wir nur den Fall R � 1 > J , d.h.

P

ª

k�0 ak existiert und ist somit glei
h f�1�. (Der Fall �R � �1 > J folgt dann

dur
h Übergang von

P

ª

k�0 akx
k
zu

P

ª

k�0 �akx
k
.)

Für n > N 8 ��1� setzen wir sn �� P
n
k�0 ak und s �� limn�ª sn � f�1�.

Sei nun t > � � 1,1�.

Für n > N gilt

n

Q

k�0

akt
k
�

n

Q

k�0

�sk � sk�1�t
k
� �1 � t��

n�1

Q

k�0

skt
k
� � snt

n.

Aus limn�ª sn � f�1� und limn�ª tn � 0 folgt limn�ª snt
n
� 0, also ergibt

si
h

f�t� � �1 � t�
ª

Q

k�0

skt
k. (134)

Auÿerdem gilt wegen

ª

Q

k�0

tk �
1

1 � t

f�1� � s � �1 � t�
ª

Q

k�0

s tk. (135)

Sei nun ε > R
�

. Dann existiert zunä
hst k0 > N derart, daÿ

�k>N �k C k0 Ô� Ssk � sS �
ε

2
� (136)

und sodann δ > �0,1� mit

�t>��δ�1,1� �1 � t�
k0

Q

k�0

Ssk � sS t
k
�

ε

2
. (137)

43

Ist M ` R, f � M � R eine Funktion und t0 > R derart, daÿ δ > R
�

mit I �� � � δ � t0, t0� `M

existiert, so heiÿt f in t0 linksseitig di�erenzierbar genau dann, wenn lim0Ah�0

f�t0�h��f�t0�

h
in

R existiert (d.h. per de�nitionem wenn limh�0

f SI�t0�h��f SI �t0�

h
in R existiert.) Diesen Grenzwert

nennt man die linksseitige Ableitung von f in t0 und bezei
hnet sie mit f
�

�t0�� .

Analog de�niert man im Falle �t0, t0 � δ� ` M die re
htsseitige Di�erenzierbarkeit von f in

t0 und setzt im Falle der Existenz des Limes in R f
�

�t0�� �� lim0�h�0
f�t0�h��f�t0�

h
(de�niert

analog zu oben.) Diese Zahl heiÿt dann re
htsseitige Ableitung von f in t0.

Es ist lei
ht einzusehen, daÿ im Falle t0 >
X

M gilt, daÿ f genau dann di�erenzierbar in t0 ist,

wenn f in t0 links- und re
htsseitig di�erenzierbar ist und zusätzli
h f ��t0�� � f ��t0�� gilt.
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(Bea
hte, daÿ der Ausdru
k auf der linken Seite der letzten Unglei
hung für t

von links gegen 1 gegen 0 strebt.)

Nun folgt für alle t > � � δ � 1,1� ` �0,1�

Sf�t� � f�1�S
�134�,�135�

� W�1 � t�
ª

Q

k�0

�sk � s� t
k
W

B �1 � t��
k0

Q

k�0

Ssk � sS t
k
� � �1 � t�

�

�

ª

Q

k�k0�1

Ssk � sS t
k�

�

(138)

�136�,�137�
�

ε

2
�

ε

2
�1 � t�

ª

Q

k�0

tk � ε.

✷

Bemerkung. Die dritte der obigen Bemerkungen im Hinterkopf, sollten wir

uns nun natürli
h fragen, an wel
her Stelle des gerade geführten Beweises die

Argumentation im Falle eines komplexen De�nitionsberei
hes zusammenbri
ht.

Wir haben bei der Abs
hätzung (138) ausgenutzt, daÿ StS � t gilt. Dies gilt

aber natürli
h nur für reelle t in einer hinrei
hend kleinen δ-Umgebung von 1.

Die obige Argumentation kann im allgemeinen Falle nur aufre
ht erhalten

werden, wenn S1 � tS
P

ª

k�0 StS
k
�

S1�tS

1�StS
bes
hränkt ist, d.h. wenn t nur in einer der

kompakten Mengen �a > Uδ�1� S S1 � aS B C�1 � SaS�� mit C > �1,�ª� liegen darf.

Hauptsatz 6.20.

Vor.: Seien M ` R, t0 >

X

M , n > N
�

und f �M � R eine Funktion, die in t0
n-mal di�erenzierbar ist.

Wir de�nieren dann die n-te Taylors
he44 ganz-rationale Funktion von f in

t0 als die folgende ganz-rationale Funktion g� R� R vom Grade B n

gn�x� �
n

Q

k�0

f �k��t0�

k!
�x � t0�

k
� f�t0� �

f ��t0�

1!
�x � t0� � . . . �

f �n��t0�

n!
�x � t0�

n.

Beh.: gn approximiert f in t0 von höherer als n-ter Ordnung, d.h. per de�ni-

tionem f�t0� � gn�t0� und

lim
t�t0

f�t� � gn�t�

�t � t0�n
� 0.

Rn �� f � gn� M � R heiÿt das n-te Taylors
he Restglied von f in t0.

Bemerkung. Im Falle n � 1 gilt g1�x� � f�t0��f
�

�t0� �x�t0�, d.h. die Behaup-

tung besagt gerade lim
t�t0

f�t� � f�t0�

t � t0
� f ��t0�.

Beweis. n � 1: Klar na
h Bemerkung.

n ( n � 1: Sei n > N
�

und die Behauptung gelte für n. Sei dann f �M � R

in t0 �n � 1�-mal di�erenzierbar, also ist f auf einer o�enen Umgebung von t0
n-mal di�erenzierbar und f �� M � R in t0 n-mal di�erenzierbar.

44

na
h Brook Taylor (1685�1731)
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Sei g� R � R die �n � 1�-te Taylors
he ganz-rationale Funktion von f in t0
und g̃� R� R die n-te Taylors
he ganz-rationale Funktion von f � in t0.

Man re
hnet mühelos na
h, daÿ gilt g� � g̃, also au
h auf dem De�nitionsbe-

rei
h von f �, der t0 enthält,

�f � g�� � f � � g̃. (139)

Ferner gilt na
h Induktionsvoraussetzung (angewandt auf f �)

lim
t�t0

f ��t� � g̃�t�

�t � t0�n
� 0. (140)

t0 ist innerer Punkt von M , also existiert eine Zahl ε > R
�

mit

� � ε � t0, t0 � ε� `M,

und wir können annehmen, daÿ f dort di�erenzierbar ist. Na
h dem Mittelwert-

satz existiert für jedes t > � � ε � t0, t0 � ε� � �t0� eine reelle Zahl ξt zwis
hen t

und t0 mit

f�t� � g�t�

�t � t0�n�1
�

�f � g��t� �

�0
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�f � g��t0�

t � t0
�t � t0�n

�

�f � g���ξt�

�t � t0�n

�139�
�

�f � � g̃��ξt�

�ξt � t0�n
�ξt � t0�

n

�t � t0�n
.

Im letzten Ausdru
k strebt der erste Faktor für t gegen t0 na
h (140) gegen 0

(bea
hte, daÿ mit t au
h ξt gegen t0 strebt), und der zweite Faktor ist betragli
h

kleiner als 1 (na
h Wahl von ξt). Das Produkt strebt daher gegen 0, und die

Behauptung ist au
h für n � 1 gezeigt. ✷

De�nition 6.21 (Lokale Extrema, Vorzei
henwe
hsel). SeienM eine Teilmenge

von R, f �M � R eine Funktion und t0 >M . Wir de�nieren:

(i) f besitzt in t0 ein

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

strenges lokales Maximum

lokales Maximum

lokales Minimum

strenges lokales Minimum

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

�
� §δ>R
�

�t>M9��δ�t0 ,t0�δ���t0� f�t�

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

�

B

C

A

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

f�t0�.

f besitzt in t0 ein lokales Extremum genau dann, wenn f in t0 ein lokales

Maximum oder ein lokales Minimum besitzt.

(ii) f besitzt in t0 einen Vorzei
henwe
hsel von �

�

�

¡ na
h �

�

�

¡

�
� §δ>R
�

�t>M9��δ�t0 ,t0�δ�

�t � t0 � f�t��
�

A

¡0� , �t A t0 � f�t��
A

�

¡ 0� .
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6.22 (Lokale Extrema).

Hauptsatz 1.

Vor.: Seien M ` R, t0 >
X

M und f �M � R eine Funktion, die in t0 di�erenzier-

bar ist.

Beh.: f besitzt in t0 ein lokales Extremum Ô� f ��t0� � 0.

Beweis. klar na
h 6.3. (Führe f ��t0� A 0 bzw. f ��t0� � 0 zumWiderspru
h.) ✷

Hauptsatz 2.

Vor.: Seien M ` R, t0 >

X

M , n > N
�

und f �M � R eine Funktion, die in t0
n-mal di�erenzierbar ist. Ferner gelte

f ��t0� � f
��

�t0� � . . . � f
�n�1�

�t0� � 0,

f �n��t0��
A

�

¡ 0.

Beh.:

(i) n gerade

Ô� f besitzt in t0 ein strenges lokales �

Minimum

Maximum

¡ .

(ii) n ungerade

Ô� f besitzt in t0 kein lokales Extremum (genauer besitzt �f � f�t0�� in

t0 einen Vorzei
henwe
hsel von �

�

�

¡ na
h �

�

�

¡).

Beispiel. Seien n > N
�

und f �� xn� R� R. Es gilt

�i>N f
�i�
�x� � n�n � 1���n � i � 1�xn�i �

n!

�n � i�!
xn�i,

also f ��0� � f �n�1��0� � 0 und f �n��0� � n! A 0.

Daher besitzt f in 0 im Falle n gerade ein strenges lokales Minimum und im

Falle n ungerade einen Vorzei
henwe
hsel von � na
h �.

Beweis. Na
h Voraussetzung gilt für t >M � �t0�

f�t� � f�t0�

�t � t0�n
�

f �n��t0�

n!
�

f�t� � f�t0� �
f�n��t0�

n!
�t � t0�

n

�t � t0�n

�

f�t� �
P

n
k�0

f�k��t0�

k!
�t � t0�

k

�t � t0�n
,

und dieser Ausdru
k konvergiert na
h 6.20 für t gegen t0 gegen 0, d.h. na
h

Voraussetzung

lim
t�t0

f�t� � f�t0�

�t � t0�n
�

f �n��t0�

n!
�

A

�

¡ 0.
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Hieraus folgt o�enbar die Existenz einer Zahl δ > R
�

mit � � δ � t0, t0 � δ� `M

und

�t>��δ�t0 ,t0�δ���t0�

f�t� � f�t0�

�t � t0�n
�

A

�

¡ 0. (141)

Zu (i): Ist n gerade, so gilt für t wie in (141) �t � t0�
n
A 0, also na
h (141)

f�t��
A

�

¡ f�t0�,

d.h. f besitzt in t0 ein strenges lokales �

Minimum

Maximum

¡.

Zu (ii): Ist hingegen n ungerade, so gilt für t wie in (141)

t � t0Ô� �t � t0�
n
� 0

�141�
Ô� f�t� � f�t0��

�

A

¡ 0,

und

t A t0Ô� �t � t0�
n
A 0

�141�
Ô� f�t� � f�t0��

A

�

¡ 0,

d.h. f � f�t0� besitzt in t0 einen Vorzei
henwe
hsel von �

�

�

¡ na
h �

�

�

¡. ✷

Bemerkung. Aus (i) im Falle n � 2 und Hauptsatz 1 folgt:

Seien M ` R und t0 >
X

M . Besitzt die Funktion f �M � R in t0 ein lokales

�

Maximum

Minimum

¡, so besitzt sie dort kein strenges lokales �

Minimum

Maximum

¡ , und es

gilt

f ��t0� � 0 und f ���t0��
B

C

¡ 0.

Bei den folgenden beiden Sätzen handelt es si
h um Anwendungen des ver-

allgemeinerten Mittelwertsatzes 6.11:

Hauptsatz 6.23 (Regel von de l'Hospital

45

).

Vor.: Seien α,β >

ÂR mit α � β, J �� �α,β�, J �� �α,β� ` ÂR sowie a > J und

seien f, g� J � �a� � R di�erenzierbare Funktionen mit

�t>J��a� g
�

�t� x 0. (142)

Ferner gelte entweder

lim
x�a

f�x� � lim
x�a

g�x� � 0 (143)

oder

lim
x�a

g�x� � �ª. (144)

45

Johann Bernoulli (1667�1748) unterri
htete Guillaume François Antoine Marquis de

l'Hospital (1661�1704) als Privatlehrer. Der Marquis kaufte Bernoullis Ergebnisse (u.a. diesen

Satz) und verö�entli
hte sie dann zusammen mit eigenen unter seinem Namen in Analyse des

in�niment petits.
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[ Im Falle (143) folgt

46

aus (142)

�t>J��a�g�t� x 0, (145)

und im Falle (144) dürfen wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen,

daÿ (145) gilt. ℄

Beh.: Wenn limx�a
f ��x�

g��x�
in

ÂR existiert, so existiert limx�a
f�x�

g�x�
in

ÂR und die

Limites stimmen überein.

Beweis. Wir zeigen den Satz im Falle a � α. Der Fall a � β läuft analog, und

im Falle a > �α,β� wende man diese Fälle auf J 9 � �ª, a� sowie J 9 �a,�ª�

an und nutze aus, daÿ limx�a
f�x�

g�x�
in

ÂR existiert, wenn links- und re
htsseitiger

Grenzwert existieren und übereinstimmen.

47

Na
h Voraussetzung existiert c �� limx�a
f ��x�

g��x�
>

ÂR. Es genügt nun zu zeigen,

daÿ gilt

�c1>R,c1�c§s>J,sAa�t>�a,s� c1 B
f�t�

g�t�
, (146)

�c2>R,c2Ac§s>J,sAa�t>�a,s�

f�t�

g�t�
B c2. (147)

(Ggf. ist eine der beiden Aussagen übrigens leer, weil es z.B. im Falle c � �ª

kein c1 wie oben gibt.)

Wir zeigen (147). Analog sieht man (146) ein.

Sei also c2 > R mit c2 A c. Na
h Voraussetzung existiert dann s̃ > R mit s̃ A a

und

�ξ>�a,s̃�

f ��ξ�

g��ξ�
� c2.

Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 6.11 folgt daher

�t,t̃>�a,s̃�,txt̃

f�t� � f�t̃�

g�t� � g�t̃�
� c2. (148)

46g läÿt si
h in a stetig dur
h 0 fortsetzen. Zwis
hen einer weiteren Nullstelle von g und a

läge daher na
h dem Mittelwertsatz eine Nullstelle von g�, im Widerspru
h zur Voraussetzung.

47

Ist M ` R, t0 > R und f � M � �t0� � R eine Funktion derart, daÿ � � δ � t0, t0� `M für ein

δ > R
�

, so heiÿt im Falle der Existenz des Limes in

ÂR

f�t0�� �� lim
h�0�

f�t0 � h� �� lim
0Ah�0

f�t0 � h�

der linksseitige Grenzwert oder Limes von f in t0.

Analog de�niert man im Falle �t0, t0 � δ� `M den re
htsseitigen Grenzwert oder Limes von

f in t0 und s
hreibt im Falle der Existenz des Limes in

ÂR

f�t0�� �� lim
h�0�

f�t0 � h� � lim
0�h�0

f�t0 � h�.

Es ist lei
ht einzusehen, daÿ im Falle � � δ � t0, t0 � δ���t0� `M gilt, daÿ f�t� genau dann für

t gegen t0 konvergiert, wenn f links- und re
htsseitig für t gegen t0 konvergiert und zusätzli
h

f�t0�� � f�t0�� gilt.
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1. Fall: Es gilt (143). Mit s �� s̃ folgt dann (147), da na
h (148) für t > �a, s�

gilt

f�t�

g�t�
� lim
�a,s�?t̃�a

f�t� � f�t̃�

g�t� � g�t̃�
B c2.

2.Fall: Es gilt (144). Sei t̃ > �a, s̃�. Dann existiert na
h Voraussetzung

˜̃s > R

mit

˜̃s A a derart, daÿ für alle t > �a, ˜̃s� gilt

1 �
g�t̃�

g�t�
A 0 (149)

und

f�t�

g�t�
�

f�t� � f�t̃�

g�t� � g�t̃�

g�t� � g�t̃�

g�t�
�

f�t̃�

g�t�

�

f�t� � f�t̃�

g�t� � g�t̃�
�1 �

g�t̃�

g�t�
� �

f�t̃�

g�t�

�148�,�149�
� c2 �1 �

g�t̃�

g�t�
� �

f�t̃�

g�t�
.

Der letzte Ausdru
k strebt für t von re
hts gegen a gegen c2, also folgt die

Existenz von s > �a, ˜̃s� mit

�t>�a,s�

f�t�

g�t�
B c2,

d.h. (147) ist gezeigt und der Hauptsatz vollständig bewiesen. ✷

Bemerkung. Dur
h Anwendung auf Real- und Imaginärteil kann der letzte

Satz ins Komplexe übertragen werden.

Beispiel. Sei n > N
�

. Die Regel von de l'Hospital ergibt dann

lim
x��ª

ln�x�

xn
� lim
x��ª

1
x

nxn�1
� lim
x��ª

1

nxn
� 0,

d.h. � ln strebt s
hwä
her gegen unendli
h als jede Potenzfunktion.�

n-malige Anwendung der Regel liefert auÿerdem

lim
x��ª

ex

xn
� �ª,

d.h. �ex strebt s
hneller gegen unendli
h als jede Potenzfunktion.�

Hauptsatz 6.24 (Taylors
her Satz).

Vor.: Seien J ` R ein Intervall, n > N und f � J � R eine �n � 1�-mal di�eren-

zierbare Funktion. Ferner seien t, t0 > J .

Beh.: Es existiert eine Zahl ϑ > �0,1� derart, daÿ gilt

f�t� � f�t0��
f ��t0�

1!
�t�t0��. . .�

f �n��t0�

n!
�t�t0�

n
�

f �n�1��t0 � ϑ�t � t0��

�n � 1�!
�t�t0�

n�1.
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Bemerkung.

1.) Der Spezialfall n � 0 von 6.24 ist im wesentli
hen der Mittelwertsatz 6.10.

2.) Unter der zusätzli
hen Voraussetzung, daÿ f �n�1� in einer Umgebung von

t0 bes
hränkt ist, folgt aus 6.24 die Behauptung von 6.20, denn dann gilt

lim
t�t0

f �n�1��t0 � ϑ�t � t0��

�n � 1�!
�t � t0�

n�1
� 0.

Aber in 6.20 war die Behauptung unter der s
hwä
heren Voraussetzung

der n-maligen Di�erenzierbarkeit von f in t0 gezeigt worden.

Beweis. Im Falle t � t0 ist die Behauptung trivial (mit ϑ �

1
2
).

Sei daher t x t0. Wir de�nieren di�erenzierbare Funktionen F,G� R � R

dur
h

F �x� ��
n

Q

k�0

f �k��x�

k!
�t � x�k und G�x� �� �t � x�n�1.

Dann gilt

F �

�x� � �

n

Q

k�0

f �k�1��x�

k!
�t � x�k� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

n

Q

k�1

f �k��x�

k!
k

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

f�k��x�

�k�1�!

�t � x�k�1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

n

Q

k�0

f �k�1��x�

k!
�t � x�k� � �

n�1

Q

k�0

f �k�1��x�

k!
�t � x�k�

�

f �n�1��x�

n!
,

G�

�x� � ��n � 1� �t � x�n.

Na
h dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 6.11 existiert nun eine Zahl ξ,

die e
ht zwis
hen t und t0 liegt, d.h. ξ � t0 � ϑ�t � t0� mit ϑ > �0,1� derart, daÿ

gilt

F �

�ξ�

G�

�ξ�
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

� �

f�n�1��ξ�

�n�1�!

�

F �t0� � F �t�

G�t0� �G�t�

�

�

n

Q

k�0

f �k��t0�

k!
�t � t0�

k
� � f�t�

�t � t0�n�1
,

und hieraus folgt die Behauptung. ✷

Korollar 6.25. Sei f � R� R eine ganz-rationale Funktion vom Grade B n > N.

Dann gilt für alle t0 > R

f�x� �
n

Q

k�0

f �k��t0�

k!
�x � t0�

k.

Beweis. Klar na
h 6.24. ✷
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7 Elementare Funktionen

Die Funktionen, die wir in diesem Kapitel betra
hten, sind von fundamentaler

Bedeutung in der Mathematik und den Naturwissens
haften, insbesondere in

der Physik und der Biologie.

Die wi
htigste der Funktionen, die wir als elementar bezei
hnen wollen, ist

die Exponentialfunktion. Alle weiteren im folgenden zu bespre
henden Funktio-

nen stehen mit ihr im Zusammenhang. Entweder handelt es si
h um sol
he, die

dur
h die Exponentialfunktion enthaltende Ausdrü
ke de�niert werden können,

oder deren Umkehrfunktionen.

7.1 (Die Exponentialfunktion). Per de�nitionem gilt für alle x > R

exp�x� �
ª

Q

n�0

xn

n!
� 1 � x �

x2

2
�

x3

6
� . . . . (150)

[ Bea
hte, daÿ das Quotientenkriterium die Konvergenz der Reihe auf der

r.S. liefert. ℄

Insbesondere gilt exp�0� � 1, und man de�niert die Eulers
he Zahl

e �� exp�1� � 1 � 1 �
1

2
�

1

6
� . . . �� 2,718281 . . .�.

Na
h 6.17 ist exp� R� R unendli
h oft di�erenzierbar und gemäÿ 6.16 gilt

exp� � exp . (151)

[ exp� �
P

ª

n�1
nxn�1

n!
�

P

ª

n�1
xn�1

�n�1�!
�

P

ª

n�0
xn

n!
. ℄

Es gilt das Additionstheorem der Exponentialfunktion

�a,b>R exp�a � b� � exp�a� � exp�b�. (152)

[ Für fest gewählte a, b > R sei

f �� exp�a � b � x� � exp�x�� R�� R.

Mittels (151) re
hnet man na
h, daÿ f � � 0 gilt, also folgt aus 6.12: f ist

konstant. Insbesondere gilt f�0� � f�b� und d.h. genau (152). ℄

Aus (152) folgt

�a>R exp��a� �
1

exp�a�
(153)

(wegen exp�a� exp��a� � exp�0� � 1.�

Wir behaupten

exp�R� � R
�

. (154)

[ �`� Sei t > R. Im Falle t C 0 gilt

exp�t� � 1 � t �
t2

2
�

t3

6
� . . .

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

A 0.
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Im Falle t � 0 gilt �t A 0, also exp��t� A 0 und folgli
h na
h (153) au
h exp�t� A 0.

�a� Wegen �n>N exp�n� � 1 � n
®

�

n2

2
� . . . C n gilt limn�ª exp�n� � �ª,

folgli
h gilt na
h (153) au
h

lim
n�ª

exp��n� � lim
n�ª

1

exp�n�
� 0.

Ferner ist exp stetig (sogar di�erenzierbar), also folgt aus dem Zwis
henwertsatz

o�enbar �a�. ℄

Aus (154), (151) folgt �t>R exp��t� � exp�t� A 0, also ist exp� R � R
�

streng

monoton wa
hsend (und surjektiv).

Bemerkung. Analog zum Beweis von (152) kann man mittels �komplexer Dif-

ferentialre
hnung� zeigen, daÿ (152) au
h für die komplexe Exponentialfunktion

und a, b > C gilt, also folgt

exp�x � iy� � exp�x� � exp�iy�.

Des weiteren gilt wegen 4.37 (i)

exp�iy� � 1 � iy �
�iy�2

2
�

�iy�3

6
�

�iy�4

24
�

�iy�5

120
� . . .

� 1 � iy �
y2

2
� i
y3

6
�

y4

24
� i

y5

120
� . . .

� �1 �
y2

2
�

y4

24
� � . . .� � i�y �

y3

6
�

y5

120
� � . . .�

� cos�y� � i sin�y�,

also ergibt si
h die Eulers
he Formel

exp�x � iy� � exp�x� �cos�y� � i sin�y�� . (155)

Wir beweisen in 7.2 die 2π-Periodizität von cos und sin, wobei π die Kreiszahl

ist. Also folgt aus der Eulers
hen Formel

exp� C�� C�

ist 2πi-periodis
h.

Übrigens folgt ebenfalls aus der Eulers
hen Formel, daÿ exp�C� � C�

gilt.

Genauer bildet exp für jedes halbo�ene Intervall I der Länge 2π die Menge R�I

bijektiv auf C�

ab.

7.2 (Die Funktionen Sinus und Cosinus). Per de�nitionem gilt für alle x > R

sin�x� �
ª

Q

n�0

��1�n
x2n�1

�2n � 1�!
� x �

x3

3!
�

x5

5!
� � . . . ,

cos�x� �
ª

Q

n�0

��1�n
x2n

�2n�!
� 1 �

x2

2!
�

x4

4!
� � . . . .

(156)

[ Bea
hte, daÿ die beiden Reihen in (156) na
h dem Quotientenkriterium

konvergieren. ℄
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Insbesondere gilt

sin�0� � 0, cos�0� � 1, sin��x� � � sin�x�, cos��x� � cos�x�.

Na
h 6.17 sind sin, cos� R� R beliebig oft di�erenzierbar, und na
h 6.18 gilt

o�enbar

sin� � cos und cos� � � sin . (157)

Es gelten die Additionstheoreme von Sinus und Cosinus

�a,b>R sin�a � b� � sin�a� cos�b� � cos�a� sin�b�,

cos�a � b� � cos�a� cos�b� � sin�a� sin�b�,
(158)

also insbesondere sin�2x� � 2 sin�x� cos�x� und cos�2x� � cos2�x� � sin2�x�.

[ Zum Beweis von (158) betra
hte für a, b > R

f �� sin�a � b � x� � cos�x� � cos�a � b � x� � sin�x�� R�� R,

g �� cos�a � b � x� � cos�x� � sin�a � b � x� � sin�x�� R�� R.

f und g sind konstant (wegen f � � 0, g� � 0), also gilt f�0� � f�b� sowie

g�0� � g�b�, und dies liefert die Behauptung. ℄

Ferner gilt

sin2 � cos2 � 1 (159)

[ f �� sin2 � cos2� R� R ist (wegen f � � 0) konstant vom Wert f�0� � 1. ℄

Wir werden nun zeigen, daÿ cos in �0,2� genau eine Nullstelle besitzt. Hierzu

zeigen wir zunä
hst

cos�0� � 1 A 0 und cos�2� � 0. (160)

[ cos�0� � 1 haben wir oben s
hon konstatiert.

cos�2� � 1 �
22

2!
�

24

4!
�

26

6!
�

28

8!
�

210

10!
�

212

12!
� � . . .

� 1 �
22

2!
�

24

4!
� �

26

6!
�

28

8!
� � �

210

10!
�

212

12!
� � . . .

� 1 �
4

2
�

16

24
�

26

6!
�1 �

22

7 � 8
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A 0

�

210

10!
�1 �

22

11 � 12
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A 0

� . . .

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 0

� 1 � 2 �
2

3
� �

1

3
� 0. ℄

Ferner gilt

�t>�0,2� sin�t� A 0. (161)

[ Für t > �0,2� gilt

sin�t� � t �
t3

3!
�

t5

5!
�

t7

7!
� � . . . � t�1 �

t2

2 � 3
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A 0

�

t5

5!
�1 �

t2

6 � 7
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A 0

� . . . A 0. ℄
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Wegen �t>�0,2� cos
�

�t�
�157�
� � sin�t�

�161�
� 0 ist cos S

�0,2� na
h 6.11 streng mo-

noton fallend. Aus (161) und dem Zwis
henwertsatz folgt daher:

Es existiert genau eine Zahl ξ > �0,2� mit cos�ξ� � 0. Wir de�nieren nun die

Kreiszahl

π �� 2ξ �� 3,141593 . . .�.

Dann gilt also

π

2
ist die einzige Nullstelle von cos S

�0,2� (162)

und

cos S
�0,π

2
�

ist streng monoton fallend von cos�0� � 1 na
h cos�
π

2
� � 0.

Wegen �t>�0,π
2
�

sin��t� � cos�t� A 0, sin�0� � 0 und sin2 �π
2
�
� 1 � cos2 �π

2
�
� 1

gilt weiterhin

sin S
�0,π

2
�

ist streng monoton wa
hsend von sin�0� � 0 na
h sin�
π

2
� � 1.

Wir erhalten

sin�
π

2
� x�

�158�
� sin�

π

2
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 1

cos ��x� � cos �
π

2
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 0

sin ��x� � cos ��x� � cos �x� ,

cos �π�
�158�
� cos2 �

π

2
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 0

� sin2 �
π

2
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 1

� �1,

sin �π�
�158�
� 2 sin �

π

2
� cos�

π

2
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 0

� 0,

cos �π � x�
�158�
� cos �π�

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� �1

cos ��x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� cos �x�

� sin �π�
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

� 0

sin ��x� � � cos �x� ,

cos �π � x�
�158�
� cos �π�

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� �1

cos �x� � sin �π�
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

� 0

sin �x� � � cos �x� ,

cos �2π � x�
�158�
� cos �2π�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 1

cos �x� � sin �2π�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 2 sin �π�
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

cos �π� � 0

sin �x� � cos �x� ,

cos�x �
π

2
�

�158�
� cos �x� cos��

π

2
� � sin �x� sin��

π

2
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� � sin �π
2
�
� �1

� sin �x� .

Hieraus folgt

sin und cos sind 2π � periodis
h, (163)

sin
1
��0�� � �kπ Sk > Z� und cos1��0�� � ��k �

1

2
�π Sk > Z�. (164)
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Bemerkung.

1.) Es folgt lei
ht, daÿ die Abbildung

�0,2π� �� R2, tz� �cos�t�, sin�t��

den Einheitskreis ��x, y� > R2
Sx2 � y2 � 1� in R2

parametrisiert.

Für t > �0,2π� hat der auf dem Einheitskreis von �cos�0�, sin�0�� � �1,0�

gegen den Uhrzeigersinn na
h �cos�t�, sin�t�� verlaufende Bogen die Länge

S

t

0
Z
�cos�x�, sin�x��

�

�τ�Zdτ �

S

t

0
Z
�� sin�x�, cos�x��

�

�τ�Zdτ

�

S

t

0
sin2�τ� � cos2�τ�dτ �

S

t

0
dτ � t,

vgl. Kapitel 11.

2.) Aus der Eulers
hen Formel (155) folgt

sin�x� �

1

2i
�exp�ix� � exp��ix�� , (165)

cos�x� �

1

2
�exp�ix� � exp��ix�� . (166)

3.) Die komplexen Funktionen sin, cos� C� C sind surjektiv, vgl. Funktionen-

theorie.

7.3 (Die natürli
he Logarithmusfunktion).

(i) Na
h 7.1 ist exp� R � R
�

bijektiv und streng monoton wa
hsend. Wir

de�nieren den logarithmus naturalis (natürli
hen Logarithmus)

ln �� exp�1� R
�

�� R, (167)

also ist

ln� R
�

�� R bijektiv, streng monoton wa
hsend und ln�1� � 0, ln�e� � 1.

(168)

Für alle t > R folgt aus exp��t� � exp�t� A 0 und 6.7, daÿ ln in exp�t� > R
�

di�erenzierbar ist mit ln��exp�t�� � 1
exp��t�

�

1
exp�t�

. Daher gilt

ln� R
�

�� R ist di�erenzierbar mit ln� �
1

x
SR
�

. (169)

Für alle c, d > R haben wir

ln �exp�c� � exp�d�� � ln �exp�c � d�� � c � d � ln �exp�c�� � ln �exp�d�� ,

also gilt

�a,b>R
�

ln�a � b� � ln�a� � ln�b� (170)

und somit (wegen ln � 1
a
�
� ln �a�

�170�
� ln �1� � 0)

�a>R
�

ln�
1

a
� � � ln �a� . (171)
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(ii) (Potenzreihenentwi
klung der Funktion ln�1 � x�)

Für jedes t > � � 1,1� gilt

�ln�1 � x��
�

�t�
�169�
�

1

1 � t
�

1

1 � ��t�
�

ª

Q

k�0

��t�k �
ª

Q

k�0

��1�k tk,

d.h.

�ln�1 � x��
�

S

��1,1� �

ª

Q

k�0

��1�k xk � 1 � x � x2 � x3 � x4 � � . . . (172)

Die re
hte Seite von (172) ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1,

die dur
h gliedweise Di�erentiation aus der Potenzreihe

ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
xk�1 � x �

x2

2
�

x3

3
�

x4

4
�

x5

5
� � . . .

erhalten wird, und letztere hat das Konvergenzintervall � � 1,1�, vgl. 4.25

und 4.36.

Wir de�nieren f � � � 1,1� � R dur
h

�t>��1,1� f�t� �
ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
tk�1. (173)

Aus 6.16, (173) und (172) folgt

f S
��1,1� ist di�erenzierbar und �t>��1,1� f ��t� � ln�1 � x���t�,

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� �f � ln�1 � x��
�

�t� � 0

(174)

und aus dem Abels
hen Grenzwertsatz 6.19 folgt zusätzli
h

f ist stetig in 1. (175)

Aus (174) und �f � ln�1 � x�� �0� � f�0�
±

�0

� ln�1�
²

�0

� 0 ergibt si
h

�t>��1,1� f�t� � ln�1 � t�. (176)

Aus (175), (176) folgt, daÿ (176) au
h füt t � 1 gilt, d.h.

f�1� � ln�1 � 1� � ln�2�. (177)

Wegen (176), (177), (173) ist gezeigt

ln�1 � x�S
��1,1� �

ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
xk�1 � x �

x2

2
�

x3

3
�

x4

4
�

x5

5
� � . . . ,

insbesondere

ln�2� �
ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
� 1 �

1

2
�

1

3
�

1

4
�

1

5
� � . . . .
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Beispiel 7.4. Na
h 7.3 (ii) gilt

�t>��1,1� �1 � t� ln�1 � t� � �1 � t�
ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
tk�1

�

ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
tk�1 �

ª

Q

k�0

��1�k

k � 1
tk�2

� t �
ª

Q

k�2

�

��1�k�1

k
�

��1�k�2

k � 1
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� ��1�k�1 �1
�k�1�k

tk

� t �
ª

Q

k�2

��1�k

�k � 1�k
tk,

und diese Reihe konvergiert für t � �1 gegen

�1 �
ª

Q

k�2

1

�k � 1�k
� �1 � lim

n�ª

n

Q

k�2

1

�k � 1�k
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

1
k�1

�

1
k

� �1 � lim
n�ª

1 �
1

2
�

1

2
� � . . . � �

1

n � 1
�

1

n � 1
�

1

n
� �1 � 1 � lim

n�ª

1

n
� 0.

Die Potenzreihe x �
ª

Q

k�2

��1�k

�k � 1�k
xk stellt nun na
h dem Abels
hen Grenz-

wertsatz 6.19 und 6.16 eine stetige Funktion

f � ��1,1� �� R

mit f��1� � 0 und �t>��1,1� f�t� � �1 � t� ln�1 � t� dar, die auf � � 1,1� di�eren-

zierbar und o�enbar in 1 linksseitig di�erenzierbar ist.

f ist in �1 aber ni
ht re
htsseitig di�erenzierbar:

Es gilt nämli
h lim0�h�0
f��1�h��f��1�

h
� lim0�h�0

h ln�h�

h
� �ª.

7.5 (Die allgemeine Potenz).

(i) Wir de�nieren

�a>R
�

�b>R ab �� exp �b ln�a�� . (178)

Bemerkung.

1.) In 2.46 (i) war ab de�niert worden für alle a > R a R
�

, und b > Z ` R

als ab �
b

M

i�1

a für b C 0 und ab �
1

a�b
für b � 0. Die frühere De�nition

ist mit (178) verträgli
h.

[ Es gilt nämli
h für a > R
�

exp �0 � ln�a�� � exp�0� � 1
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und für b > N na
h 7.1 (152)

exp ��b � 1� ln�a�� � exp �b ln�a� � ln�a��

� exp �b ln�a�� exp �ln�a�� � exp �b ln�a�� a

sowie na
h 7.1 (153)

exp ��b ln�a�� �
1

exp �b ln�a��
. ℄

2.) Im Spezialfall a � e gilt na
h (178) für jedes b > R wegen ln�e� � 1

eb � exp�b�.

Es gilt für alle a, a1, a2 > R�

, b, b1, b2 > R und m,n > N
�

ab1 � ab2 � ab1�b2 , (179)

�ab1�
b2
� ab1�b2 , (180)

ab1 � a
b
2 � �a1 � a2�

b
, (181)

a�b �
1

ab
, (182)

a
m
n
�

n
º

am �

n
º

a
m
,

insbesondere a
1

n
�

n
º

a.
(183)

[ Zu (179): l.S. � exp �b1 ln�a�� � exp �b2 ln�a�� � exp ��b1 � b2� ln�a�� � r.S.

Zu (180):

l.S. � exp �b2 ln�a
b1
�
�
� exp �b2 ln �exp �b1 ln�a��� �

� exp �b2 b1 ln�a�� � r.S.

Zu (181):

l.S. � exp �b ln�a1�� � exp �b ln�a2�� � exp �b�ln�a1� � ln�a2���

� exp �b ln�a1a2�� � r.S.

Zu (182): l.S. � exp ��b ln�a�� �
1

exp �b ln�a��
� r.S.

Zu (183):

�a
m
n
Ǳ

n
� exp�

m

n
ln�a��

n

� exp�n ln �
m

n
ln�a��� � exp �n

m

n
ln�a��

� exp �m ln�a�� � am

Ô�

n
º

am � a
m
n , also au
h

n
º

a � a
1

n
und na
h (180)

n
º

a
m
� a

m
n
. ℄
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(ii) Sei a > R
�

fest vorgegeben. Dann heiÿt

ax� R�� R

die Exponentialfunktion zur Basis a.

Im Spezialfall a � e � exp�1� gilt also

ex � exp� R �� R. (184)

Es folgt o�enbar

ax� R�� R ist di�erenzierbar mit �ax�
�

� ln�a�ax. (185)

Im Falle a � 1 ist ax konstant vom Wert 1. Im Falle a > R
�

� �1� gilt

ax�R� � R
�

, und ax ist streng monoton wa
hsend für a A 1 sowie streng

monoton fallend für 0 � a � 1.

(iii) Sei b > R fest vorgegeben. Dann heiÿt

xb� R
�

�� R

Potenzfunktion zum Exponenten b.48 Es folgt

xb� R
�

�� R ist di�erenzierbar mit
�xb�

�

� bxb�1. (186)

[ Die Di�erenzierbarkeit ist klar. Auÿerdem gilt

�xb�
�

� exp �b ln�x��
�

� exp� �b ln�x�� b ln��x� � exp �b ln�x�� b
1

x

� bxb
1

x

�179�,�182�
� bxb�1. ℄

Im Falle b � 0 ist xb konstant vom Wert 1.

Im Falle b x 0 gilt xb�R
�

� � R
�

und xb ist streng monoton wa
hsend für

b A 0 sowie streng monoton fallend für b � 0. Insbesondere bildet xb R
�

bijektiv auf R
�

ab, und es gilt für die Umkehrfunktion

�xb�
�1

� x
1

b . (187)

[ Denn na
h (180) gilt für alle t > R
�

�tb�
1

b
� t � �x

1

b
Ǳ

b
. ℄

7.6 (Die allgemeine Logarithmusfunktion). Sei a > R
�

� �1�. Na
h 7.5 (ii) ist

ax� R� R
�

bijektiv und streng monoton wa
hsend für a A 1 sowie streng mono-

ton fallend für 0 � a � 1. Wir de�nieren den Logarithmus zur Basis a

loga �� �a
x
�

�1
� R

�

�� R. (188)

(Der Exponent �1 meint hier die Umkehrfunktion und ni
ht etwa das Reziproke

von ax.)

48

Für b > N bzw. b > �N
�

kann man xb
natürli
h wie früher au
h als Funktion R � R bzw.

R
�

� R betra
hten.
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Für a � e erhalten wir o�enbar den natürli
hen Logarithmus ln.

Für a � 2 nennt man loga au
h den binären, dualen oder dyadis
hen Lo-

garithmus (i.Z. ld für logarithmus dualis) und für a � 10 den gewöhnli
hen,

Briggs
hen oder dekadis
hen Logarithmus (i.Z. lg für logarithmus generalis).

Die De�nition impliziert

loga� R�

�� R bijektiv und streng monoton�

wa
hsend für a A 1,

fallend für 0 � a � 1,

(189)

und aus x � aloga�x� � exp �loga�x� ln�a�� folgt sofort

loga�x� �
ln�x�

ln�a�
, (190)

also au
h

loga� R�

�� R ist di�erenzierbar mit loga
�

�

1

ln�a�x
SR
�

. (191)

Für alle b, b1, b2 > R�

gilt

loga�b1 � b2� � loga�b1� � loga�b2� (192)

loga�b
b2
1 � � b2 � loga�b1� (193)

loga��b� �
1

loga�b�
(194)

[ (192) und (194) haben wir in 7.3 (i) s
hon für a � e gezeigt und folgen

daher aus (190). Ebenfalls hieraus und ln�bb21 � � ln �exp�b2 ln�b1��� � b2 ln�b1�

folgt (193). ℄

7.7 (Die Funktionen Sinus hyperboli
us und Cosinus hyperboli
us). Wir de�-

nieren für alle x > R

sinh�x� �
ª

Q

n�0

x2n�1

�2n � 1�!
� x �

x3

3!
�

x5

5!
� . . . ,

cosh�x� �
ª

Q

n�0

x2n

�2n�!
� 1 �

x2

2!
�

x4

4!
� . . . .

(195)

[ Bea
hte, daÿ die beiden Reihen in (195) na
h dem Quotientenkriterium

konvergieren. ℄

Insbesondere gilt

sinh�0� � 0, cosh�0� � 1, sinh��x� � � sinh�x�, cosh��x� � cosh�x�

sowie

exp�x� � cosh�x� � sinh�x�,

also au
h

cosh�x� �

1
2
�exp�x� � exp��x�� ,

sinh�x� �

1
2
�exp�x� � exp��x�� .

(196)
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Na
h 6.17 sind sinh, cosh� R � R beliebig oft di�erenzierbar, und na
h 6.18

gilt o�enbar

sinh� � cosh und cosh� � sinh . (197)

Es gelten die Additionstheoreme von Sinus hyperboli
us und Cosinus hyper-

boli
us

�a,b>R sinh�a � b� � sinh�a� cosh�b� � cosh�a� sinh�b�,

cosh�a � b� � cosh�a� cosh�b� � sinh�a� sinh�b�,
(198)

insbesondere sinh�2x� � 2 sinh�x� cosh�x� und cosh�2x� � cosh2�x� � sinh2�x�.

[ Zum Beweis von (198) betra
hte für a, b > R

f �� sinh�a � b � x� � cosh�x� � cosh�a � b � x� � sinh�x�� R�� R,

g �� cosh�a � b � x� � cosh�x� � sinh�a � b � x� � sinh�x�� R�� R.

f und g sind konstant (wegen f � � 0, g� � 0), also gilt f�0� � f�b� sowie

g�0� � g�b�, und dies liefert die Behauptung. ℄

Ferner gilt

cosh2 � sinh2 � 1 (199)

[ f �� cosh2 � sinh2� R� R ist (wegen f � � 0) konstant vom Wert f�0� � 1. ℄

O�enbar gilt

�t>R
�

sinh�t� A 0 und lim
t��ª

sinh�t� � �ª, (200)

also folgt aus sinh��x� � � sinh�x� und dem Zwis
henwertsatz

sinh�R� � R. (201)

Weiterhin gilt

�t>�0,�ª�

cosh�t� C 1 und lim
t��ª

cosh�t� � �ª,

also folgt aus cosh��x� � cosh�x�, cosh�0� � 1 und dem Zwis
henwertsatz

cosh�R� � �1,ª�. (202)

Des weiteren gilt

sinh und cosh S
�0,�ª�

sind streng monoton wa
hsend. (203)

[ (203) folgt aus

�t>R sinh��t� � cosh�t�
�202�
A 0 und �t>R

�

cosh��t� � sinh�t�
�200�
A 0

sowie 6.12. ℄

Bemerkung.

1.) Es folgt lei
ht, daÿ die Abbildung

R �� R2, t z� �cosh�t�, sinh�t��

den re
hten Ast der Hyperbel ��x, y� > R2
Sx2 � y2 � 1� parametrisiert.
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2.) Aus der 2πi-Periodizität der komplexen Exponentialfunktion und (196)

folgt, daÿ au
h die komplexen Funktionen

sinh, cosh� C�� C,

die man (195) entspre
hend de�niert, 2πi-periodis
h sind.

7.8 (Die Funktionen Tangens (hyperboli
us) und Cotangens (hyperboli
us)).

Wir de�nieren die Funktionen

tan ��
sin

cos
� R � cos1��0�� �� R Tangens,

cot ��
cos

sin
� R � sin

1
��0�� �� R Cotangens,

tanh ��
sinh

cosh
� R�� R Tangens hyperboli
us,

coth ��
cosh

sinh
� R�

� R Cotangens hyperboli
us.

Es gilt o�enbar

tan��x� � � tan�x�, cot��x� � � cot�x�

tanh��x� � � tanh�x�, coth��x� � � coth�x�
(204)

Aus der Quotientenregel folgt die Di�erenzierbarkeit von tan, cot, tanh, coth

und

tan� �

cos2 � sin2

cos2
� 1 � tan2 � 1

cos2

cot� � �

sin2 � cos2

sin2
� ��1 � cot2� � � 1

sin2

tanh� �

cosh2
� sinh2

cosh2 � 1 � tanh2 � 1

cosh2

coth� �

sinh2 � cosh2

sinh2
� 1 � coth2 � � 1

sinh2

(205)

Ferner gilt

tan, cot sind π � periodis
h. (206)

[ Es gilt

tan�x � π� �

sin�x � π�

cos�x � π�
�

sin�x� cos�π� � cos�x� sin�π�

cos�x� cos�π� � sin�x� sin�π�

�

� sin�x�

� cos�x�
� tan�x�,

und die zweite Aussage folgt analog oder aus cot � 1
tan

. ℄

Weiterhin gilt:

tan S
��

π
2
,π
2
�

� � �

π
2
, π
2
� �� R ist bijektiv und streng monoton wa
hsend,

cot S
�0,π�� �0, π� �� R ist bijektiv und streng monoton fallend,

tanh� R�� � � 1,1� ist bijektiv und streng monoton wa
hsend,

coth SR
�

� R
�

�� �1,�ª� ist bijektiv und streng monoton fallend.

(207)

[ Die Monotonie-Aussagen folgen aus (205).

Wir verwenden im folgenden für a > ÂR die S
hreibweisen t � a� bzw. t� a�.

Damit ist gemeint, daÿ t von re
hts bzw. links gegen a strebt.
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Zum Tangens:

lim
t��π

2
�

tan�t� � lim
t��π

2
�

��1
­

sin�t�

cos�t�
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

�0�

� �ª

lim
t�π

2
�

tan�t� � lim
t�π

2
�

�1
­

sin�t�

cos�t�
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

�0�

� �ª

Zum Cotangens:

lim
t�0�

tan�t� � lim
t�0�

�1
³¹¹¹¹·¹¹¹¹µ

cos�t�

sin�t�
²

�0�

� �ª

lim
t�π�

tan�t� � lim
t�π�

��1
³¹¹¹¹·¹¹¹¹µ

cos�t�

sin�t�
²

�0�

� �ª

Zum Tangens hyperboli
us: Na
h 7.7 gilt für jedes t > R

tanh�t� �

exp�t� � exp��t�

exp�t� � exp��t�
�

1

1 � 1
exp�2t�

�

1

exp�2t� � 1
,

und dieser Ausdru
k strebt für t gegen �ª gegen 1 und für t gegen �ª gegen

�1.

Zum Cotangens hyperboli
us: Es gilt

lim
t�0�

coth�t� � lim
t�0�

�1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

cosh�t�

sinh�t�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�0�

� �ª,

und na
h 7.7 gilt für jedes t > R
�

coth�t� �

exp�t� � exp��t�

exp�t� � exp��t�
�

1

1 � 1
exp�2t�

�

1

exp�2t� � 1
,

und dieser Ausdru
k strebt für t gegen �ª gegen 1. ℄

S
hlieÿli
h gilt

tan �
π

2
� x� � cot�x�. (208)
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[ Denn

tan �
π

2
� x� �

cos �π
2
� x�

sin �π
2
� x�

�

sin �π
2
� cos��x� � cos �π

2
� sin��x�

cos �π
2
� cos��x� � sin �π

2
� sin��x�

�

cos��x�

� sin�x�
�

cos�x�

sin�x�
� cot�x�. ℄

Bemerkung. Die komplexen Funktionen tanh ��

sinh
cosh

� C � cosh��0�� � C,

coth �� cosh
sinh

� C � sinh��0�� � C sind mit sinh und cosh ebenfalls 2πi-periodis
h.

7.9 (Die Ar
us-Funktionen).

(i) Na
h 7.2 ist sin S
��

π
2
,π
2
�

� ��

π
2
, π
2
� � ��1,1��` R� bijektiv und di�erenzier-

bar

49

. Wir de�nieren die Ar
ussinus-Hauptwert-Funktion dur
h

arcsin �� �sin S
��

π
2
,π
2
�

Ǳ

�1
� ��1,1� �� ���

π

2
,
π

2
� `�R.

Na
h 5.17 ist arcsin stetig, und wegen �t>��π
2
,π
2
�

sin��t� � cos�t� A 0 folgt

aus 6.7 die Di�erenzierbarkeit von arcsin mit

�t>��π
2
,π
2
�

arcsin��sin�t�� �
1

cos�t�
�

1
»

1 � sin2�t�
,

d.h.

�t>��1,1� arcsin
�

�t� �
1

º

1 � t2
� �1 � t2��

1

2 . (209)

Es folgt

�t>��1,1� arcsin�t� �

ª

Q

n�0

��1�n
�

�

1

2

n
�

2n � 1
t2n�1

� t �
1

2

t3

3
�

1 � 3

2 � 4

t5

5
�

1 � 3 � 5

2 � 4 � 6

t7

7
� . . . .

(210)

[ Beweisskizze: Zunä
hst zeige

50

man für jedes b > R

�t>��1,1�

ª

Q

n�0

�

b

n
�tn � �1 � t�

b
. (211)

Aus (211) kann man (210) für alle t > � � 1,1� herleiten.

49

In den Randpunkten ist darunter re
hts- bzw. linksseitige Di�erenzierbarkeit zu verstehen.

50

Tip zu (211) im Falle b > R �N:

Seien f, g� � � 1,1� � R gegeben dur
h

�t>��1,1� f�t� �
ª

Q

n�0

�

b

n
�t

n
und g�t� � �1 � t�

b
.

Hier muÿ übrigens die Wohlde�niertheit von f überprüft werden, d.h., daÿ die in der De�nition

von f angegebene Reihe Konvergenzradius 1 hat.

Zeige dann f ��x� �
bf�x�

1�x
, g��x� �

bg�x�

1�x
und di�erenziere

f�x�

g�x�
.

117



Für t � 1 betra
hte für n > N
�

sn�x� �� x �
1

2

x3

3
� . . . �

1 � 3��2n � 1�

2 � 4��2n�

1

2n � 1
.

Überlege dann zunä
hst

sn�x� � arcsin�x� B arcsin�1� auf �0,1�

und folgli
h au
h auf �0,1�. Analog verfahre man für t � �1. ℄

Aus (210) folgt (für t � 1)

π

2
� 1 �

1

2
�

1

3
�

1 � 3

2 � 4
�

1

5
�

1 � 3 � 5

2 � 4 � 6
�

1

7
� . . . . (212)

(ii) Na
h 7.2 ist cos S
�0,π�� �0, π� � ��1,1��` R� bijektiv und di�erenzierbar.

Wir de�nieren die Ar
us
osinus-Hauptwert-Funktion dur
h

arccos �� �cos S
�0,π��

�1
� ��1,1� �� ��0, π� `�R.

Es gilt

�t>��1,1� arcsin�t� � arccos�t� �
π

2
. (213)

[ Wegen cos �π
2
� x� � sin�x� gilt π

2
� x � arccos�sin�x��. Dies liefert (213)

mit x � arccos�t�. ℄

Aus (213) und (i) folgt, daÿ arccos stetig und auf � � 1,1� di�erenzierbar

ist mit

�t>��1,1� arccos
�

�t� � �
1

º

1 � t2
. (214)

(iii) Na
h 7.8 ist tan S
��

π
2
,π
2
�

� � �

π
2
, π
2
� � R bijektiv und di�erenzierbar. Wir

de�nieren die Ar
ustangens-Hauptwert-Funktion dur
h

arctan �� �tan S
��

π
2
,π
2
�

Ǳ

�1
� R�� �� �

π

2
,
π

2
� `�R.

Aus tan� � 1� tan2 A 0 und 6.7 folgt die Di�erenzierbarkeit von arctan mit

�t>��π
2
,π
2
�

arctan��tan�t�� �
1

1 � tan2�t�
,

d.h.

�t>R arctan��t� �
1

1 � t2
. (215)

Hieraus folgt

�t>��1,1� arctan
�

�t� �
1

1 � ��t2�
�

ª

Q

n�0

��t2�n �
ª

Q

n�0

��1�n �t2�n. (216)
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Analog zu den Ausführungen in 7.3 (ii) (dort wurde ln�1 � x� betra
htet)

sieht man (zunä
hst für x > � � 1,1� und sodann)

arctan S
��1,1� �

ª

Q

n�0

��1�n
x2n�1

2n � 1
. (217)

Insbesondere gilt wegen arctan�1� � π
4
die folgende Glei
hheit, die Leibniz

mit den Worten �numero deus impare gaudet� kommentierte:

π

4
�

ª

Q

n�0

��1�n

2n � 1
� 1 �

1

3
�

1

5
�

1

7
� � . . . . (218)

(iv) Na
h 7.8 ist cot S
�0,π�� �0, π� � R bijektiv und di�erenzierbar. Wir de�nie-

ren die Ar
us
otangens-Hauptwert-Funktion dur
h

arccot �� �cot S
�0,π��

�1
� R�� ��0, π� `�R.

Aus cot �π
2
� x� � tan�x� folgt wiederum

�t>R arctan�t� � arccot�t� �
π

2
, (219)

also ist arccot di�erenzierbar mit

�t>R arccot��t� � �
1

1 � t2
. (220)

Bemerkung (zur Namenswahl Ar
us-Funktionen). Wähle s > ��1,1� und setze

dann t �� arccos�s� > �0, π�. Der Bogen (lat.: Ar
us), der auf dem Einheits-

kreis von �cos�0�, sin�0�� � �1,0� gegen den Uhrzeigersinn na
h �cos�t�, sin�t��

verläuft, hat Länge t.

7.10 (Die Area-Funktionen).

(i) Na
h 7.7 sind sinh� R � R, cosh S
�0,�ª�

� �0,�ª� � �1,�ª� bijektiv und

di�erenzierbar

51

. Wir de�nieren den Areasinus hyperboli
us dur
h

Arsinh �� �sinh�
�1
� R�� R

und den Area
osinus hyperboli
us dur
h

Arcosh �� �cosh S
�0,�ª�

�

�1
� �1,�ª� �� �0,�ª�.

Arsinh und ArcoshS
�1,�ª�

sind di�erenzierbar mit

�t>RArsinh��t� �
1

º

1 � t2
� �1 � t2��

1

2 , (221)

�t>�1,�ª�

Arcosh��t� �
1

º

t2 � 1
. (222)

51

Im Randpunkt ist darunter re
htsseitige Di�erenzierbarkeit zu verstehen.
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[ Dies folgt aus sinh� � cosh �

º

1 � sinh2 sowie cosh� � sinh �

º

cosh2 �1

und 6.7. ℄

Aus (221) folgt

�t>��1,1�Arsinh�t� �

ª

Q

n�0

�

�

1

2

n
�

2n � 1
t2n�1

� t �
1

2

t3

3
�

1 � 3

2 � 4

t5

5
�

1 � 3 � 5

2 � 4 � 6

t7

7
� � . . . .

(223)

[ Für t >� � 1,1� folgt (223) aus (211). Für t � �1 die Reihe auf der r.S.

von (223) na
h (210) absolut konvergent, also konvergent. Hieraus und aus

dem Abels
hen Grenzwertsatz 6.19 folgt dann (223) au
h für t � �1. ℄

Aus (223) und (226) (s.u.) ergibt si
h übrigens

ln�1 �
º

2� � 1 �
1

2
�

1

3
�

1 � 3

2 � 4
�

1

5
�

1 � 3 � 5

2 � 4 � 6
�

1

7
� � . . . ,

ln�
º

2 � 1� � �1 �
1

2
�

1

3
�

1 � 3

2 � 4
�

1

5
�

1 � 3 � 5

2 � 4 � 6
�

1

7
� � . . . .

(ii) Na
h 7.8 sind tanh� R� � � 1,1��` R�, coth SR
�

� R
�

� �1,�ª� bijektiv und

di�erenzierbar. Wir de�nieren den Areatangens hyperboli
us dur
h

Artanh �� �tanh�
�1
� � � 1,1� �� R

und den Area
otangens hyperboli
us dur
h

Arcoth �� �coth SR
�

�

�1
� �1,�ª� �� �R

�

`�R.

Artanh und Arcoth sind di�erenzierbar mit

�t>��1,1�Artanh
�

�t� �
1

1 � t2
�

ª

Q

n�0

t2n � 1 � t2 � t4 � t6 � . . . , (224)

�t>�1,�ª�

Arcoth��t� �
1

1 � t2
. (225)

[ Dies folgt aus tanh� � 1 � tanh2 A 0 sowie coth� SR
�

� 1 � coth2 SR
�

� 0 und

6.7. ℄

(iii) Es gilt

Arsinh � ln�x �
º

x2 � 1�, (226)

Arcosh � ln�x �
º

x2 � 1�S
�1,�ª�

, (227)

Artanh �

1

2
ln�

1 � x

1 � x
� S

��1,1�, (228)

Arcoth �

1

2
ln�

x � 1

x � 1
� S

�1,�ª�

. (229)

[ Leite die re
hten Seiten von (226) - (229) ab und stelle fest, daÿ die Ergeb-

nisse die re
hten Seiten von (221) - (225) sind. Daher genügt es zu zeigen,

daÿ beide Seiten von (226) - (229) an jeweils einer Stelle übereinstimmen,

und das ist trivial. ℄
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Bemerkung (zur Namenswahl Area-Funktionen). Wähle s > �1,ª� und setze

t �� Arcosh�s� > �0,�ª�. Dann ist der Flä
heninhalt der Flä
he (lat.: Area), die

von den geradliniegen Verbindungen des Ursprunges mit �cosh��t�, sinh��t��

und dem auf dem re
hten Ast der Hyperbel ��x, y� > R2
Sy2 � x2�1� verlaufenden

Bogen von �cosh��t�, sinh��t�� na
h �cosh�t�, sinh�t�� berandet wird, glei
h t.
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8 Riemanns
he Integration

Integrationstheorie beginnt s
hon in der Antike. Ar
himedes von Syrakus (287

v. Chr. � 212 v. Chr.) bere
hnet den Flä
heninhalt der Flä
he zwis
hen der Pa-

rabel x2S
�0,t� und der Abzisse als

1
3
t3 und nimmt dabei bereits Ideen Bernhard

Riemanns vorweg. Den Zusammenhang zwis
hen der geometris
hen Anwendung

� nämli
h allgemein der Bestimmung des Flä
heninhaltes der Flä
he zwis
hen

einem Funktionsgraphen und der Abzisse � sowie einer Art Anti-Ableitung ent-

de
ken Newton und Leibniz im 17. Jahrhundert unabhängig voneinander, als sie

die von ihnen entwi
kelte Di�erentialre
hnung betreiben. Ihr Ergebnis nennen

wir heute den Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung. Cau
hy sowie

kurz darauf Riemann und Darboux entwi
keln dann im 19. Jahrhundert die

Integrationstheorie, die man heute in der gymnasialen Oberstufe unterri
htet.

Diesem Zugang wollen wir uns im folgenden zuwenden.

Generalvoraussetzung. Seien in diesem Kapitel stets a, b > R mit a � b. Dann

ist also �a, b� insbesondere ein kompaktes Intervall von R.

De�nition 8.1.

(i) Eine Zerlegung Z von �a, b� ist per de�nitionem eine endli
he Teilmenge

von �a, b� mit a, b > Z. Dann existieren also eindeutig bestimmte k > N

sowie a0, . . . , ak > R mit a � a0 � . . . � ak � b und Z � �a0, . . . , ak�. Die

Zahlen a0, . . . , ak heiÿen Teilpunkte von Z. Wir s
hreiben au
h kurz

Z� a � a0 � a1 � . . . � ak � b.

(ii) Für zwei Zerlegungen Z,ÇZ von �a, b� de�nieren wir:

ÇZ heiÿt Verfeinerung von Z : 
� Z `

ÇZ.

Eine Verfeinerung einer Zerlegung entsteht zu jener also aus dieser dur
h

Hinzunahme weiterer (oder keiner) Teilpunkte.

(iii) Ist Z� a � a0 � a1 � . . . � ak � b eine Zerlegung von �a, b�, so de�nieren wir

die maximale Intervallänge von Z als

d �Z� ��max�ai � ai�1 S i > �1, . . . , k�� .

De�nition 8.2 (Ober- und Untersumme). Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte

Funktion. Wir de�nieren dann zu jeder Zerlegung Z� a � a0 � a1 � . . . � ak � b

von �a, b� die Obersumme von f bzgl. Z als

S �f,Z� ��

k

Q

i�1

Mi �ai � ai�1�, wobei Mi ��Mai�1,ai �� sup f ��ai�1, ai�� > R

und die Untersumme von f bzgl. Z als

S �f,Z� ��

k

Q

i�1

mi �ai � ai�1�, wobei mi ��mai�1,ai �� inf f ��ai�1, ai�� > R.

(Daÿ gilt Mi,mi > R für i > �1, . . . , k�, folgt aus der Bes
hränktheit von f .)

Trivialerweise gilt stets

S �f,Z� CS �f,Z� .
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Lemma 8.3. Seien f � �a, b� � R eine bes
hränkte Funktion und Z1,Z2 zwei

Zerlegungen von �a, b�.

(i) Z2 Verfeinerung von Z1

Ô� S �f,Z2� BS �f,Z1� , S �f,Z1� BS �f,Z2� ,

d.h. beim Übergang zu einer Verfeinerung wird die Obersumme hö
hstens

kleiner und die Untersumme hö
hstens gröÿer.

(ii) S �f,Z1� BS �f,Z2� ,

d.h. jede Untersumme ist untere S
hranke für alle Obersummen, und jede

Obersumme ist obere S
hranke für alle Untersummen.

Beweis. Zu (i): Sei Z1� a � a0 � a1 � . . . � ak � b eine Zerlegung von �a, b�.

Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit existiere c > �a0, a1� mit

Z2� a � a0 � c � a1 � . . . � ak � b.

Dann gilt

S �f,Z1� �S �f,Z2� � Ma0,a1 �a1 � a0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��c�a0���a1�c�

�Ma0,c�c � a0� �Mc,a1�a1 � c�

� �Ma0,a1 �Ma0,c� �c � a0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

��Ma0,a1 �Mc,a1� �a1 � c�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

Wegen f��a0, c�� ` f��a0, a1�� und f��c, a1�� ` f��a0, a1�� haben wir sowohl

�Ma0,a1 �Ma0,c� C 0 als au
h �Ma0,a1 �Mc,a1� C 0, also folgt

S �f,Z1� �S �f,Z2� C 0.

Analog sieht man ein

S �f,Z1� �S �f,Z2� � �ma0,a1 �ma0,c�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B0

�c � a0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

� �ma0,a1 �mc,a1�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B0

�a1 � c�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A0

B 0.

Zu (ii): Betra
hte Z � Z18Z2, also ist Z Verfeinerung sowohl von Z1 als au
h

von Z2. Dann gilt

S �f,Z1�
�i�
B S �f,Z� BS �f,Z�

�i�
B S �f,Z2� .

✷

De�nition 8.4 (Ober- und Unterintegral). Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte

Funktion. Wir de�nieren dann das Oberintegral von f als

b

S

a

f�x�dx �� inf �S �f,Z� SZ Zerlegung von �a, b�� > R
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und das Unterintegral von f als

b

S

a

f�x�dx �� sup �S �f,Z� SZ Zerlegung von �a, b�� > R.

Bea
hte, daÿ
�S �f,Z� SZ Zerlegung von �a, b�� na
h 8.3 (ii) na
h unten und

�S �f,Z� SZ Zerlegung von �a, b�� na
h oben bes
hränkt ist.

Es gilt also für jede Zerlegung Z von �a, b�

b

S

a

f�x�dx BS �f,Z� ,

b

S

a

f�x�dx CS �f,Z� .

Lemma 8.5. Für jede bes
hränkte Funktion f � �a, b� � R gilt

b

S

a

f�x�dx B

b

S

a

f�x�dx.

Beweis. Na
h 8.3 (ii) gilt für je zwei Zerlegungen Z1,Z2 von �a, b�

S �f,Z1� BS �f,Z2� .

Hieraus folgt zunä
hst na
h De�nition des Oberintegrals

S �f,Z1� B

b

S

a

f�x�dx

und sodann na
h De�nition des Unterintegrals die Behauptung. ✷

De�nition 8.6 (Riemann-Integrierbarkeit). Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte

Funktion.

f heiÿt Riemann-integrierbar über �a, b� �
�
b

R

a

f�x�dx �
b

R

a

f�x�dx.

Ist f Riemann-integrierbar über �a, b�, so heiÿt die reelle Zahl

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f�x�dx �

b

S

a

f�x�dx 52

das Riemann-Integral von f über �a, b�.

52

Die Leibnizs
he Bezei
hnung

R

b

a
f�x�dx entspri
ht der in 8.14 verständli
her werdenden

Au�assung, das Integral als Summe von unendli
h vielen, unendli
h kleinen Gröÿen zu ver-

stehen. Das Zei
hen

R

ist in Anlehnung an den ersten Bu
hstaben des Wortes Summa ein

stilisiertes �S�.
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Satz 8.7 (Riemanns
hes Integrabilitätskriterium).

Vor.: Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte Funktion.

Beh.: f ist Riemann-integrierbar über �a, b�


� Zu jedem ε > R
�

existiert eine Zerlegung Z von �a, b� derart, daÿ

S �f,Z� �S �f,Z� � ε.

Beweis. ��� Sei ε > R
�

. Na
h 8.4 existieren Zerlegungen Z1,Z2 von �a, b�

mit

S �f,Z1� �

b

S

a

f�x�dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Vor.

�

b

R

a

f�x�dx

�

ε

2
und

b

S

a

f�x�dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Vor.

�

b

R

a

f�x�dx

�S �f,Z2� �
ε

2
.

Dann ist Z �� Z1 8 Z2 eine Verfeinerung sowohl von Z1 als au
h von Z2, also

folgt aus 8.3 (ii)

S�f,Z�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BS�f,Z1�

�S�f,Z�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

CS�f,Z2�

BS �f,Z1� �

b

S

a

f�x�dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

ε
2

�

b

S

a

f�x�dx �S �f,Z2�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

ε
2

� ε.

�
� Sei ε > R
�

beliebig. Wähle Z gemäÿ der re
hten Seite der Behauptung.

Dann gilt

0
8.5
B

b

S

a

f�x�dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BS �f,Z�

�

b

S

a

f�x�dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

CS �f,Z�

BS�f,Z� �S�f,Z� � ε.

Aus der Beliebigkeit von ε > R
�

folgt nun

b

R

a

f�x�dx �
b

R

a

f�x�dx. ✷

Beispiel 8.8.

1.) Seien c > R und f � �a, b� � R konstant vom Wert c.

Dann sind o�enbar alle Ober- und Untersummen von f glei
h c �b � a�,

also ist f Riemann-integrierbar über �a, b� mit

b

S

a

f�x�dx � c �b � a�.

2.) f � �a, b� � R sei gegeben dur
h

f�t� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, t > �a, b� 9Q,

0, t ¶ �a, b� 9Q.
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Dann folgt für jede Zerlegung Z � a � a0 � . . . � ak � b

S �f,Z� �

k

Q

i�1

Mi
°

�1

�ai � ai�1� � �b � a�,

S �f,Z� �

k

Q

i�1

mi
¯

�0

�ai � ai�1� � 0,

also ist f ni
ht Riemann-integrierbar über �a, b�.

Satz 8.9. Jede monotone Funktion f � �a, b� � R ist Riemann-integrierbar über

�a, b�.

Bemerkung. Die Funktion f im obigen Satz ist im Falle monotonen Wa
hs-

tums bes
hränkt mit unterer S
hranke f�a� und oberer S
hranke f�b� und um-

gekehrt im Falle monotonen Fallens.

f brau
ht ni
ht stetig zu sein!

Beweis. Wir können ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ

f monoton wä
hst. Ansonsten gehen wir von f zu �f über.

Seien n > N
�

und Zn die äquidistante Zerlegung von �a, b�

Zn� a � a0 � a1 � . . . � an � b

mit ai � ai�1 �
b�a
n

für i > �1, . . . , n�. Dann folgt für alle n > N
�

S �f,Zn� �

n

Q

i�1

Mai�1,ai

b � a

n
�

b � a

n

�

�

�

f�a1� � . . . f�an
¯

�b

�

�

�

�

,

S �f,Zn� �

n

Q

i�1

mai�1,ai

b � a

n
�

b � a

n

�

�

�

f�a0
®

�a

� � . . . f�an�1�
�

�

�

,

also S �f,Zn� �S �f,Zn� �
b�a
n
�f�b� � f�a��

n�ª
�� 0.

Hieraus folgt na
h 8.7 die Riemann-Integrierbarkeit von f über �a, b�. ✷

Hauptsatz 8.10. Jede stetige Funktion f � �a, b� � R ist Riemann-integrierbar

über �a, b�.

Bemerkung. Die Funktion f im obigen Hauptsatz ist na
h Satz vom Maximum

bzw. Minimum 5.13 bes
hränkt.

Beweis. Sei ε > R
�

beliebig. Na
h Satz 5.20 ist f glei
hmäÿig stetig, also

existiert δ > R
�

mit

�t,t̃>�a,b� �St � t̃S � δ Ô� Sf�t� � f�t̃�S �
ε

b � a
� . (230)

Wähle eine Zerlegung Z� a � a0 � . . . � ak � b von �a, b� mit maximaler

Intervallänge d �Z� � δ. Na
h dem Satz vom Maximum bzw. Minimum 5.13

existieren zu jedem i > �1, . . . , k� reelle Zahlen ti, Ti > �ai�1, ai� mit

f�Ti� �max f ��ai�1, ai�� �Mai�1,ai ,

f�ti� �min f ��ai�1, ai�� �mai�1,ai .
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Weiter gilt wegen STi � tiS � δ (da ti, Ti > �ai�1, ai�, Sai �ai�1S B d �Z� � δ) na
h

(230)

Sf�Ti� � f�ti�S �
ε

b � a
. (231)

Nunmehr folgt

S �f,Z� �S �f,Z� �

k

Q

i�1

�f�Ti� � f�ti��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

�ai � ai�1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

�

k

Q

i�1

Sf�Ti� � f�ti�S �ai � ai�1�

�231�
�

ε

b � a

k

Q

i�1

�ai � ai�1� � ε.

Aus der Beliebigkeit von ε > R
�

folgt na
h 8.7 die Riemann-Integrierbarkeit

von f . ✷

Satz 8.11. Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte Funktion.

Dann existiert zu jedem ε > R
�

ein δ > R
�

derart, daÿ für alle Zerlegungen

Z von �a, b� gilt:

d �Z� � δ Ô�
�

�

�

0 BS�f,Z� �

b

S

a

f�x�dx � ε
�

�

�

,

�

�

�

0 B

b

S

a

f�x�dx �S�f,Z� � ε
�

�

�

Beweis. Sei ε > R
�

. Per de�nitionem existieren Zerlegungen Z1,Z2 von �a, b�

mit

0 BS �f,Z1� �

b

S

a

f�x�dx �
ε

2
und 0 B

b

S

a

f�x�dx �S �f,Z2� �
ε

2
. (232)

Wir setzen Z0 �� Z1 8 Z2 und bezei
hnen mit k0 > N, k0 C 2, die Anzahl der

Teilpunkte der Zerlegung Z0. Na
h Voraussetzung gilt C �� sup Sf S��a, b�� > R,

und wir wählen δ > R
�

mit

2 �k0 � 2�C δ �
ε

2
. (233)

Wir zeigen, daÿ für dieses δ die Behauptung gilt. Sei dazu

Z� a � a0 � . . . � ak � b

eine beliebige Zerlegung von �a, b� mit d �Z� � δ. Dann ist

ÇZ �� Z 8 Z0 ebenfalls

eine Zerlegung von �a, b�, und es gilt

S �f,Z� �

b

S

a

f�x�dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

�

�

�

�

S �f,ÇZ� �

b

S

a

f�x�dx
�

�

�

�
�S �f,Z� �S �f,ÇZ�� , (234)
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b

S

a

f�x�dx �S �f,Z�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

�

�

�

�

b

S

a

f�x�dx �S �f,ÇZ�
�

�

�

�
�S �f,ÇZ� �S �f,Z�� . (235)

Zum Na
hweis der Behauptung genügt es zu zeigen, daÿ die beiden Sum-

manden auf den re
hten Seiten von (234) und (235) jeweils kleiner als

ε
2
sind.

ÇZ ist eine Verfeinerung von Z0, und diese ist eine Verfeinerung sowohl von

Z1 als au
h von Z2. Daher folgt aus Lemma 8.3 (i)

0 BS �f,ÇZ� �

b

S

a

f�x�dx B S �f,Z0� �

b

S

a

f�x�dx

B S �f,Z1� �

b

S

a

f�x�dx
�232�
�

ε

2
,

0 B

b

S

a

f�x�dx �S �f,ÇZ� B

b

S

a

f�x�dx �S �f,Z0�

B

b

S

a

f�x�dx �S �f,Z2�
�232�
�

ε

2
.

Zu zeigen bleibt daher

0 BS �f,Z� �S �f,ÇZ� �
ε

2
und 0 BS �f,ÇZ� �S �f,Z� �

ε

2
. (236)

ÇZ ist Verfeinerung von Z� a � a0 � . . . � ak � b, also induziert jene für jedes

i > �1, . . . , k� eine Zerlegung ÇZi von �ai�1, ai�. Es folgt

0 BS �f,Z� �S �f,ÇZ� �
k

Q

i�1

�Mai�1,ai�ai � ai�1� �S �f S
�ai�1,ai�,

ÇZi�� , (237)

0 BS �f,ÇZ� �S �f,Z� �
k

Q

i�1

�S �f S
�ai�1,ai�,

ÇZi� �mai�1,ai�ai � ai�1�� . (238)

Die Zerlegung Z0 von �a, b� besitzt k0 Teilpunkte, k0 C 2. Wegen

ÇZ � Z8Z0 hat

dann die Zerlegung

ÇZ von �a, b� hö
hstens k0 �2 Teilpunkte mehr als Z. M.a.W.

gibt es in �1, . . . , k� hö
hstens k0 � 2 Indizes derart, daÿ die entspre
henden

Summanden auf den re
hten Seiten von (237) und (238) unglei
h Null (d.h.

gröÿer Null) sind. Und wegen C � sup Sf S��a, b�� sowie d �Z� � δ sind diese

Summanden (betragli
h) kleiner oder glei
h 2C δ, also sind die re
hten Seiten

von (237) und (238) kleiner oder glei
h 2 �k0 � 2�C δ. Wegen (233) haben wir

daher (236) gezeigt, und hierauf hatten wir den Satz zurü
kgeführt. ✷

8.12 (ausgezei
hnete Folgen von Zerlegungen).

De�niton. Sei �Zν�ν>N eine Folge von Zerlegungen von �a, b�.

�Zν�ν>N heiÿt ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b� genau dann,

wenn gilt limν�ª d �Zν� � 0.
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Satz. Ist f � �a, b� � R eine bes
hränkte Funktion und �Zν�ν>N eine ausgezei
h-

nete Folge von Zerlegungen von �a, b�, so gilt

b

S

a

f�x�dx � lim
ν�ª

S �f,Zν� und

b

S

a

f�x�dx � lim
ν�ª

S �f,Zν� .

Beweis. Sei ε > R
�

beliebig. Wähle dazu δ > R
�

gemäÿ 8.11. Da na
h Vor-

aussetzung ν0 > N mit �ν>N,νCν0 d �Zν� � δ existiert, folgt hieraus für ν C ν0

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S �f,Zν� �

b

S

a

f�x�dx

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� ε und

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S �f,Zν� �

b

S

a

f�x�dx

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� ε.

✷

De�nition 8.13 (Riemanns
he Summen). Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte

Funktion.

(i) Sei Z� a � a0 � . . . � ak � b eine Zerlegung von �a, b�.

Dann heiÿt Ξ � �ξ1, . . . , ξk� ein Zwis
henpunktsystem von Z genau dann,

wenn �i>�1,...,k� ai�1 B ξi B ai gilt.

(ii) Sind Z,Ξ wie in (i), so de�nieren wir die Riemanns
he Summe von f bzgl.

Z und Ξ als

R�f,Z,Ξ� ��

k

Q

i�1

f�ξi� �ai � ai�1�.

Dann gilt o�enbar (wegen mi B f�ξi� BMi)

S �f,Z� BR�f,Z,Ξ� BS �f,Z� . (239)

Hauptsatz 8.14. Sei f � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über

�a, b�.

Sind weiter �Zν�n>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b�

und Ξν ein Zwis
henpunktsystem bzgl. Zν für jedes ν > N, dann gilt

b

S

a

f�x�dx � lim
ν�ª

R�f,Zν ,Ξν�.

Beweis. Na
h 8.13 (239) gilt für jedes ν > N

S �f,Zν� BR�f,Zν ,Ξν� BS �f,Zν� ,

und na
h 8.12 strebt die linke Seite für ν � ª gegen

b

R

a

f�x�dx
Vor.

�

b

R

a

f�x�dx

und die re
hte Seite gegen

b

R

a

f�x�dx
Vor.

�

b

R

a

f�x�dx, also folgt die Behauptung. ✷
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Satz 8.15.

Vor.: Sei f � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�. Ferner

sei h� f��a, b�� � R eine Funktion mit

§L>R
�

�s,t>f��a,b�� Sh�t� � h�s�S B L St � sS.
53

(240)

Beh.: Dann ist au
h hXf � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über

�a, b�.

Beweis. Mit f ist na
h (240), (39) und (40) au
h h X f bes
hränkt.

Sei ε > R
�

. Na
h 8.7 existiert eine Zerlegung Z� a � a0 � . . . ak � b von �a, b�

mit

S �f,Z� �S �f,Z� �
ε

L
.

Für jedes i > �1, . . . , k� und alle s, t > �ai�1, . . . , ai� gilt na
h (240)

Sh�f�t�� � h�f�s��S B L Sf�t� � f�s�S B L � supf��ai�1, ai�� � inf f��ai�1, ai���,

also au
h

sup�h X f���ai�1, ai�� � inf�h X f���ai�1, ai��

B L � supf��ai�1, ai�� � inf f��ai�1, ai���.

Hieraus folgt S�h X f,Z� �S�h X f,Z� � ε, also ist h X f na
h 8.7 Riemann-

integrierbar über �a, b�. ✷

Satz 8.16.

Vor.: Seien f, g� �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�.

Beh.: Dann sind au
h f � g, Sf S, f � g� �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über �a, b�.

Beweis. Die Aussagen über die Bes
hränktheit sind trivial.

1.) Sei ε > R
�

. Na
h 8.7 existieren Zerlegungen Z1,Z2 von �a, b� mit

S �f,Z1� �S �f,Z1� �
ε

2
und S �g,Z2� �S �g,Z2� �

ε

2
,

und na
h 8.3 (i) gilt dann au
h für Z �� Z1 8 Z2

S �f,Z� �S �f,Z� �
ε

2
und S �g,Z� �S �g,Z� �

ε

2
.

S �f,Z��S �g,Z� BS �f � g,Z� BS �f � g,Z� BS �f,Z��S �g,Z� impliziert

S �f � g,Z� �S �f � g,Z� � ε,

also ist f � g na
h 8.7 Riemann-integrierbar.

53

Sind M ` R und h� M � R eine Funktion mit

§L>R
�

�s,t>M Sh�t� � h�s�S B L St � sS,

so heiÿt h Lips
hitz-stetig . Es ist klar, daÿ Lips
hitz-stetige Funktionen stetig sind. (Setzte

beim Na
hweis hiervon δ � ε

L
.)
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2.) Wir de�nieren h� f��a, b�� � R dur
h h�t� �� StS. Dann erfüllt h na
h

2.17 (40) die Voraussetzung (240) (mit L � 1) des letzten Satzes 8.15, d.h. h ist

Lips
hitz-stetig, also folgt die Riemann-Integrierbarkeit von Sf S über �a, b�.

3.) f, g und damit au
h f � g sind na
h Voraussetzung bes
hränkt, d.h. es

existiert C > R
�

mit �f � g���a, b�� ` ��C,C�, und λx� R � R ist für λ > R

o�enbar Lips
hitz-stetig (mit L � SλS), also insbesondere für λ > ��1, 1
4
�.

Wegen 4�f �g� � �f �g�2 ��f �g�2 genügt es daher na
h 1.) und dem letzten

Satz 8.15 zu zeigen, daÿ x2S
��C,C�� ��C,C� � R Lips
hitz-stetig ist. Dies ist aber

klar, da na
h dem Mittelwertsatz 6.10 gilt

�s,t>��C,C� St
2
� s2S B sup� S�x2��S�τ� S τ > ��C,C� � St � sS � 2C St � sS.

✷

Hauptsatz 8.17 (Die R-Linearität des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien f, g� �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�

sowie λ,µ > R.

Beh.: λf � µg� �a, b� � R ist bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�,

und es gilt

b

S

a

�λf�x� � µg�x�� dx � λ

b

S

a

f�x�dx � µ

b

S

a

g�x�dx.54

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von λf � µg über �a, b� ist klar na
h

8.16. Bea
hte, daÿ konstante Funktionen über �a, b� Riemann-integrierbar sind.

Sei nun �Zν�ν>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b� und

sei Ξν für jedes ν > N ein Zwis
henpunktsystem von Zν . Dann folgt na
h 8.14

b

S

a

�λf�x� � µg�x�� dx � lim
ν�ª

R�λf � µg,Zν ,Ξν�

wg.8.13�ii�
� λR�f,Zν ,Ξν� � µR�g,Zν ,Ξν�

� λ

b

S

a

f�x�dx � µ

b

S

a

g�x�dx.

✷

Hauptsatz 8.18 (Die Monotonie des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien f, g� �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�.

Ferner gelte f B g, d.h. per de�nitionem �t>�a,b� f�t� B g�t�.

Beh.:

b

R

a

f�x�dx B
b

R

a

g�x�dx.

Beweis. Sei �Zν�ν>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b�

und sei Ξν für jedes ν > N ein Zwis
henpunktsystem von Zν. Dann folgt aus

54

Die linke Seite de�nieren wir als

R

b

a
�λf � µg��x�dx.
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Hauptsatz 8.14

b

S

a

f�x�dx � lim
ν�ª

R�f,Zν ,Ξν�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Vor.
B R�g,Zν ,Ξν�

B lim
ν�ª

R�f,Zν ,Ξν� �

b

S

a

g�x�dx.

✷

Satz 8.19.

Vor.: Sei f � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�.

Beh.: Sf S� �a, b� � R ist bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�, und es

gilt

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

b

S

a

f�x�dx

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B

b

S

a

Sf�x�S dx.55

Beweis. Aus 8.16 folgt die Riemann-Integrierbarkeit von Sf S,�Sf S� �a, b� � R.

Aus 8.18 und �Sf S B f B Sf S folgt dann

�

b

S

a

Sf�x�Sdx �

b

S

a

�Sf�x�Sdx B

b

S

a

f�x�dx B

b

S

a

Sf�x�Sdx,

d.h. W

b

R

a

f�x�dxW B
b

R

a

Sf�x�Sdx. ✷

Satz 8.20 (Erster Mittelwertsatz der Integralre
hnung). Sei f � �a, b� � R eine

stetige Funktion. Dann existiert ξ > �a, b� mit

f�ξ� �
1

b � a

b

S

a

f�x�dx.

Beweis. 8.20 ist der Spezialfall g � 1S
�a,b� des folgenden Satzes 8.21. ✷

Satz 8.21 (Verallgemeinerter erster Mittelwertsatz der Integralre
hnung). Sei-

en f, g� �a, b� � R Funktionen. f sei stetig und g bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über �a, b� mit g C 0 (oder g B 0). Dann ist f � g bes
hränkt und

Riemann-integrierbar über �a, b�, und es existiert ξ > �a, b� mit

b

S

a

f�x� � g�x�dx � f�ξ�

b

S

a

g�x�dx.56

55

Die re
hte Seite de�nieren wir als

R

b

a
Sf S�x�dx.

56

Die linke Seite de�nieren wir als

R

b

a
�f � g��x�dx.
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Beweis. Wir zeigen den Satz nur im Falle g C 0. Der Fall g B 0 läuft analog.

Die Riemann-Integrierbarkeit der betra
hteten Funktionen über �a, b� ergibt

si
h aus der bisherigen Diskussion in diesem Kapitel.

Wir setzen G ��

b

R

a

g�x�dx,m �� min f��a, b��,M �� max f��a, b�� > R. (Die

Existent von m,M folgt aus der Stetigkeit von f mit 5.13.) Dann gilt (da g C 0)

mg B f � g BM g, und aus 8.17, 8.18 folgt

mG B

b

S

a

f�x� � g�x�dx BMG.

1. Fall: G � 0. Dann gilt au
h

b

R

a

f�x� � g�x�dx � 0 und die Behauptung ist

trivialerweise für jedes ξ > �a, b� erfüllt.

2. Fall: G x 0. Dann gilt

m B

1

G

b

S

a

f�x� � g�x�dx BM,

und na
h De�nition von m,M folgt die Behauptung aus der Stetigkeit von f

und dem Zwis
henwertsatz 5.12. ✷

Bemerkung. Die Voraussetzung, daÿ g keinen Vorzei
henwe
hsel besitzt, ist

notwendig für die Gültigkeit dieses Satzes: Für jedes η > R gilt nämli
h (s.u.)

0 �
S

1

�1
x2 dx �

S

1

�1
x � xdx x η

S

1

�1
xdx � 0.

De�nition 8.22. Seien M ` R mit �a, b� ` M und f � M � R eine Funktion

derart, daÿ f S
�a,b� bes
hränkt ist. Ferner sei c > R. Wir de�nieren dann:

(i)

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f S
�a,b��x�dx,

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f S
�a,b��x�dx,

a

S

b

f�x�dx �� �

b

S

a

f�x�dx,

a

S

b

f�x�dx �� �

b

S

a

f�x�dx,

c

S

c

f�x�dx ��

c

S

c

f�x�dx ��

c

S

c

f�x�dx �� 0.
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(ii) f heiÿt Riemann-integrierbar über �a, b�, wenn die Eins
hränkung f S
�a,b�

Riemann-integrierbar über �a, b� ist, d.h.

b

S

a

f�x�dx �

b

S

a

f�x�dx.

In diesem Fall setzen wir

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f S
�a,b��x�dx �

b

S

a

f�x�dx �

b

S

a

f�x�dx,

a

S

b

f�x�dx �� �

b

S

a

f�x�dx.

Lemma 8.23. Sei f � �a, b� � R bes
hränkt und sei c > �a, b�. Dann folgt:

b

S

a

f�x�dx �

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx,

b

S

a

f�x�dx �

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx.

Beweis. Wir können a � b � c annehmen, denn in den Fällen c � a bzw. c � b

ist die Behauptung klar na
h De�nition 8.22 (i).

Sei �Zν�n>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b� derart, daÿ

�ν>N c > Zν gilt. Dann existieren für jedes ν > N eindeutig bestimmte Zerlegungen

Z�ν bzw. Z��ν von �a, c� bzw. �c, b� mit Zν � Z�ν 8 Z��ν . Wegen d �Z�ν� B d �Zν�

und d �Z��ν � B d �Zν� sind au
h �Z�ν�n>N bzw. �Z��ν �n>N ausgezei
hnete Folgen von

Zerlegungen von �a, c� bzw. �c, b�, und für alle ν > N gilt o�enbar

S �f,Zν�
8.12
� S �f S

�a,c�,Z
�

ν� �S �f S
�c,a�,Z

��

ν � .

Die linke Seite der letzten Glei
hung geht für ν � ª gegen

b

S

a

f�x�dx,

der erste Summand der re
hten Seite gegen

c

S

a

f S
�a,c��x�dx

8.22
�

c

S

a

f�x�dx und

der zweite Summand gegen

b

S

c

f S
�c,b��x�dx

8.22
�

b

S

c

f�x�dx, woraus die erste

Behauptung folgt.

Die zweite Behauptung zeigt man analog. ✷

Hauptsatz 8.24.

Vor.: Sei f � �a, b� � R eine bes
hränkte Funktion.
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Beh.:

(i) f Riemann-integrierbar über �a, b�

Ô� �c,d>�a,b�,c�d f Riemann-integrierbar über �c, d�.

(ii) Für alle c > R mit a � c � b gilt:

f Riemann-integrierbar über �a, c� und f Riemann-integrierbar über �c, b�

Ô� f Riemann-integrierbar über �a, b� und

b

S

a

f�x�dx �

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx.

Beweis. Zu (i): Wegen a B c � d B b folgt

0
Vor.
�

b

S

a

f�x�dx �

b

S

a

f�x�dx

8.23
�

�

�

�

c

S

a

f�x�dx �

d

S

c

f�x�dx �

b

S

d

f�x�dx
�

�

�

�

�

�

�

c

S

a

f�x�dx �

d

S

c

f�x�dx �

b

S

d

f�x�dx
�

�

�

�

�

�

�

c

S

a

f�x�dx �

c

S

a

f�x�dx
�

�

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

8.5
C 0

�

�

�

�

d

S

c

f�x�dx �

d

S

c

f�x�dx
�

�

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

8.5
C 0

�

�

�

�

b

S

d

f�x�dx �

b

S

d

f�x�dx
�

�

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

8.5
C 0

,

also sind alle drei Summen glei
h Null, insbesondere gilt

d

R

c

f�x�dx �
d

R

c

f�x�dx,

und das bedeutet gerade, daÿ f über �c, d� Riemann-integrierbar ist.

Zu (ii): Aus

b

S

a

f�x�dx
8.23
�

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx

Vor.
�

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx

Vor.
�

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx
8.23
�

b

S

a

f�x�dx

folgt o�enbar die Behauptung. ✷
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Lemma 8.25.

Vor.: Sei f � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�.

Beh.:

(i) �c>�a,b�

c

R

c

f�x�dx � 0,

(ii) �c1,c2>�a,b�

c2

R

c1

f�x�dx � �
c1

R

c2

f�x�dx,

(iii) �c1,c2,c3>�a,b�

c3

R

c1

f�x�dx �
c2

R

c1

f�x�dx �
c3

R

c2

f�x�dx.

(iv) Falls f � �a, b� � R zusätzli
h stetig ist, so gilt

�c1,c2>�a,b�§ϑ>�0,1� f�c1 � ϑ�c2 � c1�� �
1

c2 � c1

c2

S

c1

f�x�dx.

Beweis. (i) und (ii) sind trivial na
h De�nition 8.22.

(iii) ist in den Fällen c1 � c2 bzw. c2 � c3 klar na
h (i), und falls c1 � c2 � c3,

so gilt (iii) na
h De�nition 8.22 und Hauptsatz 8.24 (ii). Hierauf lassen si
h die

übrigen Fälle (als Übung) dur
h Fallunters
heidung zurü
kführen.

Zu (iv): 1. Fall: c1 � c2. Dann folgt (iv) aus dem ersten Mittelwertsatz der

Integralre
hnung 8.20.

2. Fall: c2 � c1. Dann existiert na
h 1. Fall ϑ̃ > �0,1� derart, daÿ gilt

f�c2 � ϑ̃�c1 � c2�� �
1

c1 � c2

c1

S

c2

f�x�dx.

Hieraus folgt na
h (ii) die Behauptung von (iv) mit ϑ �� 1 � ϑ̃. ✷

De�nition 8.26. Seien J ein ni
ht-entartetes

57

Intervall von R sowie f � J � R

eine Funktion.

(i) f � J � R heiÿt di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem t0 >
X

J (im Sin-

ne der früheren De�nition 6.1) di�erenzierbar ist und in minJ bzw. maxJ

re
hts- bzw. linksseitig di�erenzierbar ist (vgl. die Fuÿnote in Bemerkung

2.) zu 6.19), falls minJ bzw. maxJ existieren.

Bemerkung. Es läÿt si
h zeigen, daÿ f � J � R genau dann di�erenzierbar

ist, wenn ein o�enes Intervall

ÇJ von R mit J `

ÇJ und eine di�erenzierbare

Funktion f̃ � ÇJ � R mit f � f̃ S
ÇJ existieren.

[ Falls J einen Randpunkt enthält, so setze f dort dur
h die lineare Funk-

tionen mit Steigung der re
hts- bzw. linksseitigen Ableitung in diesem

Randpunkt fort. ℄

57

Ein Intervall J von R heiÿt ni
ht-entartet genau dann, wenn gilt #J A 1.
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(ii) Falls f � J � R di�erenzierbar ist, so wird dur
h

f � �� f̃ �SJ � J �� R, wobei f̃ � ÇJ �� R wie in der Bemerkung in (i)

die sog. (erste) Ableitung von f de�niert. Diese De�nition ist unabhängig

von der speziellen Wahl von f̃ , denn o�enbar gilt für alle t > J

f̃ ��t� �

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

f ��t�, fürt >
X

J,

f ��t��, fürt �minJ, falls minJ existiert,

f ��t��, fürt �maxJ, falls maxJ existiert.

Anstelle von f � s
hreibt man au
h

df
dx
.

Bemerkung. Falls J o�en ist (d.h. J �

X

J), so haben wir in (i) und (ii) ni
hts

Neues de�niert.

8.27. Analog zu 6.2, 6.4 und 6.6 beweist man die folgenden Sätze.

(i) Satz. Seien J ` R ein ni
ht-entartetes Intervall, f � J � R eine Funktion

und t0 > J . Dann gilt:

f di�erenzierbar in t0 Ô� f stetig in t0.

(ii) Satz. Seien J1, J2 ` R ni
ht-entartete Intervalle, f � J1 � R, g� J2 � R zwei

Funktionen und t0 > J �� J19J2 . Ferner seien f und g in t0 di�erenzierbar.

a) (Summenregel)

f �g� J � R ist di�erenzierbar in t0 und �f �g�
�

�t0� � f
�

�t0��g
�

�t0�.

b) (Leibnizs
he Produktregel)

f � g� J � R ist di�erenzierbar in t0 und

�f � g���t0� � f
�

�t0�g�t0� � f�t0�g
�

�t0�.


) (Quotientenregel)

g�t0� x 0Ô�
f
g
� J � g1��0�� � R ist di�erenzierbar in t0 und

�

f

g
�

�

�t0� �
f ��t0�g�t0� � f�t0�g

�

�t0�

g�t0�2
.

(iii) Satz (Kettenregel). Seien I, J ni
ht-entartete Intervalle von R, f � I � R,

g� J � R zwei Funktionen. Ferner gelte g�J� ` I und sei t0 > J . Dann gilt:

g di�erenzierbar in t0 und f di�erenzierbar in g�t0�

Ô� f X g� J � R ist di�erenzierbar in t0 und

�f X g���t0� � f
�

�g�t0�� � g
�

�t0�.

✷

De�nition 8.28. Seien J ` R ein ni
ht-entartetes Intervall und f � J � R eine

Funktion.

(i) f heiÿt stetig di�erenzierbar genau dann, wenn f di�erenzierbar und

f �� J � R stetig ist.
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(ii) F � J � R heiÿt Stammfunktion von f genau dann, wenn F di�erenzierbar

ist mit F �

� f .

Hauptsatz 8.29 (der Di�erential- und Integralre
hnung).

Vor.: Seien J ein ni
ht-entartetes Intervall von R sowie f � J � R eine stetige

Funktion.

Beh.:

(i) (Leistung der Intergralre
hnung für die Di�erentialre
hnung)

Zu jedem c > J existiert genau eine Stammfunktion F � J � R mit F �c� � 0,

nämli
h

�t>J F �t� ��

t

S

c

f�x�dx. (241)

(Bea
hte, daÿ die re
hte Seite na
h 8.10 und 8.22 als reelle Zahl wohlde-

�niert ist.)

(ii) (Leistung der Di�erentialre
hnung für die Integralre
hnung)

Ist F1� J � R eine beliebige Stammfunktion von f , so folgt

�c,d>J

d

S

c

f�x�dx � F1�x�S
d
c �� �F1�x��

d
c �� F1�d� � F1�c�.

Beweis. Sei F � J � R dur
h (241) de�niert. Dann gilt

F �c� �

c

S

c

f�x�dx
Def.
� 0 (242)

und auÿerdem für alle t0 > J , t > J � �t0�

F �t� �F �t0� �

t

S

c

f�x�dx �

t0

S

c

f�x�dx
8.25�iii�

�

t

S

t0

f�x�dx,

also existiert na
h 8.25 (iv) eine Zahl ϑt > �0,1� mit

F �t� � F �t0�

t � t0
�

1

t � t0

t

S

t0

f�x�dx � f�t0 � ϑt�t � t0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t�t0
�� t0

�

und somit wegen der Stetigkeit von f in t0

lim
t�t0

F �t� � F �t0�

t � t0
� f�t0�.

Damit ist gezeigt:

F ist Stammfunktion von f. (243)
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Sei nun F1� J � R eine beliebige Stammfunktion von f . Dann gilt:

F �F1� J � R ist konstant. (244)

Zu (244): F � F1 ist mit F und F1 di�erenzierbar, und es gilt

�t>J �F �F1�
�

�t� � f�t� � f�t� � 0,

also ist F � F1 o�enbar au
h konstant auf J .

Zu (i): Zunä
hst ist die Existenz klar na
h (242), (243), und die Einzigkeits-

aussage folgt sodann aus (244).

Zu (ii): Na
h (244) ist F �F1� J � R konstant, also folgt für alle c, d > J

F �c� �F1�c� � F �d� �F1�d�,

und hieraus ergibt si
h mit (242) sowie (241) die Behauptung von (ii). ✷

Beispiel.

1.)

1

R

�1

x2 dx � 1
3
x3T

1

�1
�

2
3
.

2.)

1

R

�1

xdx � 1
2
x2T

1

�1
� 0.

3.)

π

R

0

sin�x�dx � � cos�x�S
π
0 � � cos�π� � cos�π� � 1 � 1 � 2.

4.) Sei t > R
�

. Dann gilt:

t

R

1

1
x
dx � ln�x�S

t
1 � ln�t�.

Hauptsatz 8.30 (Partielle Integration).

Vor.: Seien J ein ni
ht-entartetes Intervall von R, c, d > J und f, g� J � R zwei

stetig di�erenzierbare Funktionen.

Beh.:

d

S

c

f ��x� � g�x�dx � f�x� � g�x�S
d
c �

d

S

c

f�x� � g��x�dx

Beweis. Wir de�nieren h� �a, b� � R dur
h

�t>J h�t� ��

t

S

c

f ��x� � g�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

stetig

dx �

t

S

c

f�x� � g��x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

stetig

dx � f�t� � g�t� � f�c� � g�c�.

Na
h 8.29 (i) und 8.27 (ii) ist h di�erenzierbar, also na
h 8.27 (i) au
h stetig,

und es gilt

�t>J h
�

�t� � f ��t� � g�t� � f�t� � g��t� � f ��t� � g�t� � f�t� � g��t� � 0

sowie h�c� � 0, also au
h na
h 6.12 (i): h � 0. Insbesondere folgt h�d� � 0, und

hieraus ergibt si
h die Behauptung. ✷
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Beispiel. Seien c, d > R. Dann gilt

d

S

c

cos2�x�dx � sin�x� cos�x�S
d
c �

d

S

c

� sin2�x�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�1�cos2�x�

dx

� �sin�x� cos�x� � x�S
b
a �

d

S

c

cos2�x�dx,

also

d

S

c

cos2�x�dx �
1

2
�sin�x� cos�x� � x�S

b
a .

Satz 8.31 (Zweiter Mittelwertsatz der Integralre
hnung). Seien f, g� �a, b� � R

Funktionen. f sei stetig di�erenzierbar sowie monoton und g stetig. Dann ist

f � g bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, b�, und es existiert ξ > �a, b�

mit

b

S

a

f�x� � g�x�dx � f�a�

ξ

S

a

g�x�dx � f�b�

b

S

ξ

g�x�dx.

Beweis. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit sei f monoton wa
hsend, also

gilt f � C 0.

Na
h dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung existiert eine

di�erenzierbare Funktion G� �a, b� � R mit G�

� g. Dann folgt aus Hauptsatz

8.30 (dort f � G und g � f )

b

S

a

f�x� � g�x�dx � f�x� �G�x�S
b
a �

b

S

a

f ��x� �G�x�dx.

Aus dem Verallgemeinerten ersten Mittelwertsatz der Integralre
hnung 8.21

folgt auÿerdem wegen f � C 0 die Existenz von ξ > �a, b� mit

b

S

a

f ��x� �G�x�dx � G�ξ�

b

S

a

f ��x�dx � G�ξ� f�x�S
b
a .

Die letzten beiden Glei
hungen ergeben die Behauptung. ✷

Hauptsatz 8.32 (Substitutionsregel).

Vor.: Seien J ein ni
ht-entartetes Intervall von R, c, d > J und f � J � R eine

stetige Funktion.

Ferner seien au
h I ein ni
ht-entartetes Intervall von R, α,β > I sowie

ϕ� I � R eine stetig di�erenzierbare Funktion mit ϕ�I� ` J , ϕ�α� � c und

ϕ�β� � d.

Beh.:

d

S

c

f�x�dx �

β

S

α

�f X ϕ� �t� � ϕ��t�dt
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Beweis. Na
h dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung existiert

eine di�erenzierbare Funktion F � J � R mit F �

� f . Dann ist na
h 8.27 (iii) au
h

F X ϕ� I � R di�erenzierbar, und es gilt

�F X ϕ���t� � �F �

X ϕ� � ϕ� � �f X ϕ� � ϕ�.

Die Funktion auf der re
hten Seite der letzten Glei
hung ist na
h 8.27

(ii), (iii) mit f,ϕ und ϕ� stetig, also folgt wiederum aus dem Hauptsatz der

Di�erential- und Integralre
hnung

d

S

c

f�x�dx � F �d� � F �c� � �F X ϕ��d� � �F X ϕ��c�

�

β

S

α

�f X ϕ� �t� � ϕ��t�dt.

✷

Beispiel. Der Flä
heninhalt des Halbkreises mit Mittelpunkt 0 und Radius 1

in R2
beträgt

π
2
:

1

S

�1

º

1 � x2 dx �

π
2

S

�

π
2

¼

1 � sin2�t�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

»

cos2�t��S cos�t�S
t>�� π

2
, π
2
�

� cos�t�

cos�t�dt

�

π
2

S

�

π
2

cos2�t�dt
s.o.
�

1

2
�sin�t� cos�t� � t�S

π
2

�

π
2

�

1

2
tS

π
2

�

π
2

�

π

2
.

8.33 (Uneigentli
he Riemann-Integrale).

(i) (Uneigentli
he Integrale über bes
hränkten Intervallen von R)

a) Sei f � �a, b� � R eine Funktion mit

�t>�a,b� f S�a,t� bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, t�.

Falls f zusätzli
h auf ganz �a, b� bes
hränkt ist, so kann man zei-

gen, daÿ jede Fortsetzung f̃ � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über �a, b� ist. In diesem Fall nennen wir f eigentli
h

Riemann-integrierbar über �a, b� und setzen das eigentli
he Riemann-

Integral von f über �a, b� als

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f̃�x�dx.
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(Überlege als Übung, daÿ diese De�nition unabhängig von der spezi-

ellen Wahl der Fortsetzung f̃ ist.)

Im folgenden nehmen wir daher an, daÿ f ni
ht bes
hränkt ist. Wir

de�nieren dann:

f uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a, b�

�
� limt�b�

t

R

a

f�x�dx existiert in

ÂR.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über �a, b� als

b

S

a

f�x�dx �� lim
t�b�

t

S

a

f�x�dx.

b) Sei f � �a, b� � R eine Funktion mit

�t>�a,b� f S�t,b� bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �t, b�.

Falls f zusätzli
h auf ganz �a, b� bes
hränkt ist, so kann man zei-

gen, daÿ jede Fortsetzung f̃ � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über �a, b� ist. In diesem Fall nennen wir f eigentli
h

Riemann-integrierbar über �a, b� und setzen das eigentli
he Riemann-

Integral von f über �a, b� als

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f̃�x�dx.

(Diese De�nition ist unabhängig von der speziellen Wahl der Fort-

setzung f̃ .)

Im folgenden nehmen wir daher an, daÿ f ni
ht bes
hränkt ist. Wir

de�nieren dann:

f uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a, b�

�
� limt�a�

b

R

t

f�x�dx existiert in

ÂR.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über �a, b� als

b

S

a

f�x�dx �� lim
t�a�

b

S

t

f�x�dx.

Beispiel. Seien α, b > R
�

. Wir wollen

1

xα
S

�0,b�� �0, b� � R integrieren.

Sei t > �0, b�. Dann gilt:

1. Fall: α � 1.

b

S

t

dx

x
� ln�x�S

b
t .
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2. Fall: α x 1.

b

S

t

dx

xα
�

1

�α � 1
x�α�1V

b

t
.

Hieraus folgt

b

S

0

dx

xα
�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

b�α�1

�α�1
, 0 � α � 1,

�ª, α C 1.


) Sei f � �a, b� � R eine Funktion mit

�t1,t2>�a,b�,t1�t2 f S
�t1,t2� bes
hränkt und Riemann-integrierbar

über �t1, t2�.

Falls f zusätzli
h auf ganz �a, b� bes
hränkt ist, so kann man zei-

gen, daÿ jede Fortsetzung f̃ � �a, b� � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über �a, b� ist. In diesem Fall nennen wir f eigentli
h

Riemann-integrierbar über �a, b� und setzen das eigentli
he Riemann-

Integral von f über �a, b� als

b

S

a

f�x�dx ��

b

S

a

f̃�x�dx.

(Diese De�nition ist unabhängig von der speziellen Wahl der Fort-

setzung f̃ .)

Im folgenden nehmen wir daher an, daÿ f ni
ht bes
hränkt ist. Wir

de�nieren dann:

f heiÿt uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a, b� genau dann,

wenn für ein (und damit für alle) c > �a, b� gilt:

f S
�a,c� ist eigentli
h oder uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a, c�

und f S
�c,b� ist eigentli
h oder uneigentli
h Riemann-integrierbar über

�c, b�, und es sind ni
ht

c

R

a

f�x�dx � �ª und

b

R

c

f�x�dx � �ª oder

sowohl jenes glei
h �ª und dieses glei
h �ª.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über �a, b� als

b

S

a

f�x�dx ��

c

S

a

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx,

wobei c > �a, b� beliebig sei. (Bea
hte, daÿ die Integrale auf der re
hten

Seite dieser De�nition gemäÿ a) und b) de�niert sind.) Für jedes

C > R 8 ��ª� setzen wir hierbei C � ��ª� � ��ª� � C � �ª und

D � ��ª� � ��ª� �D � �ª für jedes D > R 8 ��ª�.

Beispiel. Für t > �0,1� und s > � � 1,0� gilt

t

S

0

dx
º

1 � x2
� arcsin�x�S

t
0

t�1�
�� arcsin�1� �

π

2
,
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0

S

s

dx
º

1 � x2
� arcsin�x�S

0
s

s��1�
�� �arcsin��1� �

π

2
,

also folgt

1

S

�1

dx
º

1 � x2
� π.

(ii) (Uneigentli
he Integrale über ni
ht-bes
hränkten abges
hlossenen Inter-

vallen von R)

a) Sei f � �a,�ª� � R eine Funktion mit

�t>R,tAa f S
�a,t� bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �a, t�.

Wir de�nieren dann:

f uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a,�ª�

�
� limt��ª

t

R

a

f�x�dx existiert in

ÂR.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über �a,�ª� als

�ª

S

a

f�x�dx �� lim
t��ª

t

S

a

f�x�dx.

Beispiel. Seien a,α > R
�

. Wir wollen

1

xα
S

�a,�ª�

� �a,�ª� � R inte-

grieren.

Sei t > R
�

mit t A a. Dann gilt:

1. Fall: α � 1.

t

S

a

dx

x
� ln�x�S

t
a .

2. Fall: α x 1.

t

S

a

dx

xα
�

1

�α � 1
x�α�1V

t

a
.

Hieraus folgt

�ª

S

a

dx

xα
�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

�ª, 0 � α B 1,
a�α�1

α�1
, α A 1.

b) Sei f � � �ª, b� � R eine Funktion mit

�t>R,t�b f S
�t,b� bes
hränkt und Riemann-integrierbar über �t, b�.

Wir de�nieren dann:
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f uneigentli
h Riemann-integrierbar über � �ª, b�

�
� limt��ª

b

R

t

f�x�dx existiert in

ÂR.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über � �ª, b� als

b

S

�ª

f�x�dx �� lim
t��ª

b

S

t

f�x�dx.


) Sei f � R� R eine Funktion mit

�t1,t2>R,t1�t2 f S
�t1,t2� bes
hränkt und Riemann-integrierbar

über �t1, t2�.

Wir de�nieren dann:

f heiÿt uneigentli
h Riemann-integrierbar über R genau dann, wenn

für ein (und damit für alle) c > R gilt:

f S
��ª,c� ist uneigentli
h Riemann-integrierbar über � �ª, c�, f S

�c,�ª�

ist uneigentli
h Riemann-integrierbar über �c,�ª�, und es sind ni
ht

c

R

�ª

f�x�dx � �ª und

�ª

R

c

f�x�dx � �ª oder sowohl jenes glei
h �ª

und dieses glei
h �ª.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über R als

�ª

S

�ª

f�x�dx ��

c

S

�ª

f�x�dx �

�ª

S

c

f�x�dx,

wobei c > R beliebig sei. (Bea
hte, daÿ die Integrale auf der re
hten

Seite dieser De�nition gemäÿ a) und b) de�niert sind.) Für jedes

C > R 8 ��ª� setzen wir hierbei wieder C � ��ª� � ��ª� �C � �ª

und D � ��ª� � ��ª� �D � �ª für jedes D > R 8 ��ª�.

Beispiel.

�ª

R

�ª

dx
1�x2

� lims��ª arctan�x�S0s � limt��ª arctan�x�St0 � π

(iii) (Uneigentli
he Riemann-Integrale über unbes
hränkten o�enen Intervallen

von R)

a) Sei f � �a,�ª� � R eine Funktion mit

�t1,t2>�a,�ª�,t1�t2 f S
�t1,t2� bes
hränkt und Riemann-integrierbar

über �t1, t2�.

Wir de�nieren dann:

f heiÿt uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a,�ª� genau dann,

wenn für ein (und damit für alle) c > �a,�ª� gilt:
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f S
�a,c� ist eigentli
h oder uneigentli
h Riemann-integrierbar über �a, c�

und f S
�c,�ª�

ist uneigentli
h Riemann-integrierbar über �c,�ª�, und

es sind ni
ht

c

R

a

f�x�dx � �ª und

�ª

R

c

f�x�dx � �ª oder sowohl jenes

glei
h �ª und dieses glei
h �ª.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über �a,�ª� als

�ª

S

a

f�x�dx ��

c

S

a

f�x�dx �

�ª

S

c

f�x�dx,

wobei c > �a,�ª� beliebig sei. (Bea
hte, daÿ die Integrale auf der

re
hten Seite dieser De�nition gemäÿ (i) b) und (ii) a) de�niert sind.)

Die Summen mit ni
ht-reellen Zahlen sind hierbei wie oben zu ver-

stehen.

b) Sei f � � �ª, b� � R eine Funktion mit

�t1,t2>��ª,b�,t1�t2 f S
�t1,t2� bes
hränkt und Riemann-integrierbar

über �t1, t2�.

Wir de�nieren dann:

f heiÿt uneigentli
h Riemann-integrierbar über � �ª, b� genau dann,

wenn für ein (und damit für alle) c > � �ª, b� gilt:

f S
��ª,c� ist uneigentli
h Riemann-integrierbar über � �ª, c�, f S

�c,�ª�

ist eigentli
h oder uneigentli
h Riemann-integrierbar über �c,�ª�,

und es sind ni
ht

c

R

�ª

f�x�dx � �ª und

b

R

c

f�x�dx � �ª oder jenes

glei
h �ª und dieses glei
h �ª.

Ist diese Bedingung erfüllt, so setzen wir das uneigentli
he Riemann-

Integral von f über � �ª, b� als

b

S

�ª

f�x�dx ��

c

S

�ª

f�x�dx �

b

S

c

f�x�dx,

wobei c > � �ª, b� beliebig sei. (Bea
hte, daÿ die Integrale auf der

re
hten Seite dieser De�nition gemäÿ (i) a) und (ii) b) de�niert sind.)

Die Summen mit ni
ht-reellen Zahlen sind hierbei wieder wie oben

zu verstehen.

Warnung. In (i) 
), (ii) 
), (iii) a) und b) haben wir uneigentli
he Riemann-

Integrale dur
h zwei voneinander unabhängig Grenzwertprozesse de�niert. Das

folgende Beispiel zeigt, daÿ diese ni
ht simultan dur
hgeführt werden dürfen:

Die Funktion sin� R� R ist ni
ht uneigentli
h Riemann-integrierbar über R,

denn

t

S

0

sin�x�dx � � cos�x�St0 � � cos�t� � 1,

146



0

S

�t

sin�x�dx � � cos�x�S0
�t � �1 � cos��t� � �1 � cos�t�

konvergieren ni
ht für t gegen �ª. Aber es gilt

lim
t��ª

t

S

�t

sin�x�dx � � lim
t��ª

cos�t�St
�t � lim

t��ª
0 � 0.

(Falls

�ª

R

�ª

f�x�dx für eine Funktion f � R � R allerdings existiert, so gilt

�ª

R

�ª

f�x�dx � limt��ª

t

R

�t

f�x�dx.)

Wir wollen im folgenden die Integration rationaler Funktionen studieren.

Hierzu stellen wir in 8.34 zunä
hst drei Ergebnisse bereit.

8.34.

(i) Satz. Es seien f, g� R � R zwei ganz-rationale Funktionen mit

Grad�f� C Grad�g�.

Dann existieren ganz-rationale Funktionen q, r� R� R mit

f � g � q � r

und Grad�r� � Grad�g�.

Beweis als Übung dur
h vollständige Induktion na
h Grad�f��Grad�g�. ✷

(ii) Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra im Reellen). Sei g� R � R eine

ganz-rationale Funktion vom Grade n > N mit Leitkoe�zient Eins.

Es existieren dann r, s > N
�

sowie a1, . . . , ar, b1, . . . , bs, c1, . . . , cs > R und

n1, . . . , nr,m1, . . . ,ms > N�

derart, daÿ gilt:

a) (Primfaktorzerlegung von g über R)

g �
L

r
i�1�x � ai�

ni
�

L

s
j�1�x

2
� bjx � cj�

mj .

b) Die a1, . . . , ar sind paarweise vers
hieden.


) Die �b1, c1�, . . . , �bs, cs� sind paarweise vers
hieden.

d) Für jedes j > �1, . . . , s� gilt b2j � 4cj � 0, d.h. x2 � bjx � cj hat keine

reelle Nullstelle.

Die in a) angegebene Darstellung von g ist bis auf die Reihenfolge der

Faktoren eindeutig bestimmt.

Satz 2 (von der Partialbru
hzerlegung im Reellen). Seien f, g� R � R

ganz-rationale Funktionen mit Grad�f� � Grad�g�. g sei gemäÿ Satz 1 in

Primfaktoren zerlegt.
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Dann existieren zu jedem i > �1, . . . , r� reelle Zahlen Ai,1, . . . ,Ai,ni
> R und

zu jedem j > �1, . . . , s� reelle Zahlen Bj,1, . . . ,Bj,mj
,Cj,1, . . . ,Cj,mj

> R mit

ni,mj > N�

derart, daÿ gilt

f

g
�

r

Q

i�1

�

Ai,1

�x � ai�1
�

Ai,2

�x � ai�2
� . . . �

Ai,ni

�x � ai�ni
�

�

s

Q

j�1

�

Bj,1 � x �Cj,1

�x2 � bjx � cj�1
� . . . �

Bj,mj
� x �Cj,mj

�x2 � bjx � cj�
mj
� .

(245)

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden.

Beweise von Satz 1 und Satz 2 vgl. [11, Nr. 69℄. ✷

Bemerkung (Methode zur Bestimmung der Koe�zienten in (245)). Mul-

tiplikation von (245) mit g liefert f � g � h, wobei h die re
hte Seite von

(245) ist. Ordnet man g �h nun na
h den Potenzen von x � bea
hte, daÿ g �h

eine ganz-rationale Funktion ist �, so liefert der Koe�zientenverglei
h mit

den Koe�zienten von f ein eindeutig lösbares lineares Glei
hungssystem

für die Koe�zienten Ai,ν ,Bj,µ,Cj,µ.

8.35 (Integration rationaler Funktionen). Es seien f, g� R � R ganz-rationale

Funktionen mit �t>�a,b� g�t� x 0. Wir wollen ein �allgemeines Rezept� zur Be-

re
hnung von

b

R

a

f�x�

g�x�
dx angeben.

(i) Falls Grad�f� C Grad�g�, so bestimme zunä
hst gemäÿ 8.34 (i) ganz-

rationale Funktionen q, r� R� R mit Grad�r� � Grad�g� und

f�x� � g�x� � q�x� � r�x�.

Beispiel.

� x3 �4x2 �x �1 � � � x2 � 2 � � x � 4 �
�x � 9

x2 � 2
�� x3 �2x �

4x2 �x �1

�� 4x2 8 �

�x �9

Dann gilt also

b

S

a

f�x�

g�x�
dx �

b

S

a

q�x�dx �

b

S

a

r�x�

g�x�
dx,

wobei das Integral über die ganz-rationale Funktion q trivial zu lösen ist.

(ii) Wegen (i) dürfen wir ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen,

daÿ gilt Grad�f� � Grad�g� und daÿ der Leitkoe�zient von g glei
h Eins

ist.

Bestimme dann gemäÿ 8.34 (ii) Satz 1 die Primfaktorzerlegung von g über

R � das ist evtl. s
hwierig � und dana
h die Koe�zienten der Partialbru
h-

zerlegung von

f
g
wie in 8.34 (ii) Satz 2.
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Beispiel.

1.) f�x� � 3x7 � 5 und g�x� � �x � 1�3�x � 2��x2 � x � 2�2, die Primfak-

torzerlegung von g ist also bereits gegeben.

Dann existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen A11, A12, A13,

A21, B11, B12, C11, C12 mit

3x7 � 5

�x � 1�3�x � 2��x2 � x � 2�2
�

A11

x � 1
�

A12

�x � 1�2
�

A13

�x � 1�3
�

A21

x � 2

�

B11x �C11

x2 � x � 2
�

B12x �C12

�x2 � x � 2�2

Multipliziert man die letzte Glei
hung mit g�x�, so erhält man dur
h

Koe�zientenverglei
h ein eindeutig lösbares lineares Glei
hungssy-

stem für A11,A12,A13,A21,B11,B12,C11,C12. Dieses kann man mit

Methoden der linearen Algebra lösen.

2.) f�x� � 2 und g�x� � �x � 1��x � 2�. Dann existieren eindeutig be-

stimmte A1,A2 > R mit

2
�x�1��x�2�

�

A1

x�1
�

A2

x�2
.

Denn wegen

�x>R���2,1�

2

�x � 1��x � 2�
�

A1

x � 1
�

A2

x � 2

Ô� �x>R���2,1� 2 � A1�x � 2� �A2�x � 1�

Ô� �x>R���2,1� 2 � �A1 �A2�x � �2A1 �A2�

Ô� �A1 �A2 � 0� , �2A1 �A2 � 2�

Ô� A1 �
2

3
, A2 � �

2

3

gilt

2

�x � 1��x � 2�
�

2

3�x � 1�
�

2

3�x � 2�
.

(iii) Wegen (ii) ist das Integrationsproblem reduziert auf die Bere
hnung von

Integralen der folgenden Form, wobei n > N
�

ist:

b

S

a

dx

�x � α�n
�

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

ln �Sx � αS�S
b
a , n � 1,

�

1

n � 1

1

�x �α�n�1
W

b

a

, n C 2,

b

S

a

x

x2 � βx � γ
dx und

b

S

a

dx

x2 � βx � γ
, (246)

wobei die Nenner in (246) keine reellen Nullstellen haben, d.h. es existiert

genau eine Zahl ζ > R
�

mit ζ2 � γ � �
β

2
�

2

.

Wegen x2�βx�γ � �x �
β

2
�

2

�ζ2 � ζ2 ��
x

ζ
�

β

2ζ
�

2

� 1� können die Integrale

in (246) dur
h einfa
he Substitution zurü
kgeführt werden auf Integrale
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der Form

b

S

a

x

�x2 � 1�n
dx �

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

1
2
ln �x2 � 1�T

b

a
, n � 1,

�

1

2�n � 1�

1

�x2 � 1�n�1
W

b

a

, n C 2,

und

b

S

a

dx

�x2 � 1�n
. Letzteres läÿt si
h, da für n C 2

b

S

a

dx

�x2 � 1�n
� �1 �

1

2�n � 1�
�

b

S

a

dx

�x2 � 1�n�1

�

�

�

1

2�n � 1�

x

�x2 � 1�n�1
W

b

a

�

�

gilt � zeige dies als Übung �, rekursiv auf

b

S

a

dx

�x2 � 1�
� arctan�x�Sba zu-

rü
kführen.

Beispiel.

1.) Bestimmung der Koe�zienten der Partialbru
hzerlegung von

1
x�x2�1�

lie-

fert

1
x�x2�1�

�

1
x
�

x
x2�1

, also gilt

2

S

1

dx

x�x2 � 1�
�

2

S

1

dx

x
�

2

S

1

dx

�x2 � 1�
� �ln�x� �

1

2
ln�x2 � 1��

2

1

� ln�2� �
1

2
ln�5� �

1

2
ln�2� � ln�

2
º

2
º

5
�

2.)

1

S

�1

dx

�x2 � 1�2
�

1

2

1

S

�1

dx

x2 � 1
�

1

2
�

x

x2 � 1
V

1

�1

� �

1

2
arctan�x�S

1
�1 �

1

2
�

π

4
�

1

2

8.36. Zum Abs
hluÿ dieses Kapitels sei no
h erwähnt, daÿ � im Gegensatz zur

Bestimmung der Ableitung � das Au�nden einer Stammfunktion zu ernsten

S
hwierigkeiten führen kann. Es erstaunt daher ni
ht, daÿ ganze Bü
her aus

Integraltafeln bestehen.

Der Vollständigkeit halber sei angemerkt, daÿ die zu einer (auf einer Teilmen-

ge von R de�nierten) reellwertigen Funktion f häu�g verwendete S
hreibweise

S

f�x�dx für das sog. unbestimmte Integral von f die Menge aller Stamm-

funktionen von f bezei
hnet. Na
h dem Hauptsatz der Di�erential- und Inte-

gralre
hnung ist klar, daÿ aus der Kenntnis einer Stammfunktion F von f folgt

R

f�x�dx � �F �C SC > R�.

In der Literatur �ndet si
h häu�g der Ausdru
k

R

f�x�dx � F �x� �C. Ob-

wohl die Bedeutung dieser Notation o�ensi
htli
h ist, so ist sie do
h ni
ht ganz
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unproblematis
h, da auf der linken Seite der Glei
hung eine Menge und auf der

re
hten Seite eine Funktion steht.

Das Na
hs
hlagewerk s
hle
hthin ist [2℄. Es enthält nahezu alle bekannten In-

tegrale, die man dur
h elementare Funktionen darstellen kann. Au
h im Internet

�nden si
h viele Integraltafeln, siehe z.B. http://www.integral-table.
om.

Na
h der Meinung des Autors �ndet der Leser dort die in der Praxis am häu-

�gsten benötigten unbestimmten Integrale.
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9 Grundlagen der Topologie

Der Begri� Topologie leitet si
h von den grie
his
hen Worten τ óπoς (dt.: der

Ort) und λóγoς (dt.: das Wort, die Lehre) ab. Die Topologie, als Teilgebiet der

Mathematik, bes
häftigt si
h mit der relativen Lage � dem Ort �, die Punkt-

mengen � sog. Räume � zueinander einnehmen; hierbei spielen im Gegensatz zur

Geometrie quantitative Gröÿen wie Abstände oder Winkel keine Rolle. Konkre-

ter gespro
hen, handelt es si
h um die Lehre von Räumen zwis
hen denen man

den Begri� der stetigen Abbildung de�nieren kann und das Studium letzterer.

Natürli
h soll der Begri� der Stetigkeit dabei so eingeführt werden, daÿ im Spe-

zialfall die in Kapitel 5 eingeführten stetigen Abbildungen von Teilmengen von

R wiedererkannt werden. Eng verbunden mit der De�nition der Stetigkeit ist die

der Folgenkonvergenz. Au
h diese läÿt si
h auf topologis
hem Niveau einführen.

Wir interessieren uns in diesem Kapitel bei unserer Diskussion im wesent-

li
hen für Räume, die Teilmengen von endli
h-dimensionalen euklidis
hen Vek-

torräumen sind. Wenn si
h die Beweisführung aber von der in allgemeineren

Räumen ni
ht unters
heidet, so formulieren wir unsere Ergebnisse in der allge-

meineren Form. Eine über dieses Kapitels hinausgehende (aber denno
h einfüh-

rende) Behandlung des Themas stellt der Inhalt des Bu
hes [12℄ dar.

Generalvoraussetzung. Seien stets n,m > N
�

.

Einführung

9.1 (Euklidis
hes Skalarprodukt, Norm und Metrik).

(i) Soweit ni
ht ausdrü
kli
h anders erwähnt, betra
hten wir auf

Rn � ��a1, . . . , an� S�i>�1,...,n� ai > R�

das aus der linearen Algebra bekannte euklidis
he Skalarprodukt

�a��a1,...,an�,b��b1,...,bn�>Rn `a, be2 �
n

Q

i�1

ai bi.

`. . . , . . .e2 ist o�enbar bilinear, symmetris
h und positiv de�nit

58

.

De�niton. Ist V ein R-Vektorraum, so heiÿt eine positiv de�nite sym-

metris
he Bilinearform `. . . , . . .e� V � V � R ein Skalarprodukt auf V .59

(ii) Soweit ni
ht ausdrü
kli
h anders erwähnt, betra
hten wir auf Rn die eu-

klidis
he Norm

Y . . . Y � Y . . . Y2� R
n
�� R,

die jedem a > Rn seine Länge

YaY ��
»

`a, ae2 �

¿

Á

Á
À

n

Q

i�1

ai2

58

Ist V ein R-Vektorraum, so heiÿt eine symmetris
he Bilineraform `. . . , . . .e� V � V � R

positiv de�nit genau dann, wenn �a>V `a,ae C 0 , �`a,ae � 0� a � 0� gilt.
59

Das Paar �V, `. . . , . . .e�, das wir au
h kurz mit V bezei
hnen, heiÿt ein euklidis
her Vek-

torraum � au
h wenn im Falle V � R
n
das Skalarprodukt ni
ht das euklidis
he ist.
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zuordnet. Es gilt (vgl. lineare Algebra)

�N1� �a>Rn
YaY C 0 , �YaY � 0
� a � 0� , (Positiv-De�nitheit),

�N2� �λ>R�a>Rn
YλaY � SλS YaY, (Homogenität),

�N3� �a,b>Rn
Ya � bY B YaY � YbY, (Dreie
ksunglei
hung)

sowie die Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung

�CS� �a,b>Rn
S`a, beS B YaY YbY.

De�niton. Sei V ein R-Vektorraum. Y . . . Y� V � R mit (N1)-(N3) � und

somit au
h (CS), falls Y . . . Y dur
h ein Skalarprodukt induziert ist (s.u.) �

mit V statt Rn, heiÿt eine Norm auf V . Das Paar �V, Y . . . Y� heiÿt dann

ein normierter Vektorraum. Für �V, Y . . . Y� s
hreiben wir au
h kurz V .

Ist auf dem R-Vektorraum V ein Skalarprodukt `. . . , . . .e gegeben, so wird

dur
h �a>V YaY ��
»

`a, ae in kanonis
her Weise eine Norm induziert.

(iii) Die euklidis
he Metrik

60

d � d2� R
n
�Rn �� R

ordnet je zwei Elementen a, b > Rn ihren euklidis
hen Abstand oder ihre

Distanz

d�a, b� � Ya � bY (247)

zu. Dann gilt

�D1� �a,b>Rn d�a, b� C 0 , �d�a, b� � 0
� a � b� , (Positiv-De�nitheit),

�D2� �a,b>Rn d�a, b� � d�b, a�, (Symmetrie),

�D3� �a,b,c>Rn d�a, c� B d�a, b� � d�b, c�,
(Dreie
ksunglei-


hung).

[ (D1) ist klar na
h (N1).

Zu (D2): d�a, b� � Ya � bY � S � 1S Ya � bY
�N2�
� Yb � aY � d�b, a�.

Zu (D3):

d�a, c� � Ya � cY � Y�a � b� � �b � c�Y

�N3�
B Ya � bY � Yb � cY � d�a, b� � d�b, c�. ℄

De�niton. Ist M eine Menge, so heiÿt eine Abbildung d� M �M � R,

die (D1)-(D3) mitM anstelle von Rn erfüllt, eine Metrik auf M . Das Paar

�M,d� heiÿt dann ein metris
her Raum. Anstelle von �M,d� s
hreiben

wir au
h kurz M . Übrigens ist eine Teilmenge eines metris
hen Raumes

natürli
h in kanonis
her Weise selbst ein metris
her Raum.

Ist �V, Y . . . Y� ein normierter Vektorraum, so wird V in kanonis
her Weise

zu einem metris
hen Raum, indem man eine Metrik d dur
h (247) für alle

a, b > V de�niert.

Wir betra
hten jeden normierten Vektorraum als metris
hen Raum mit

dieser kanonis
hen Metrik.

60

vom grie
his
hen µετρικoς (dt.: aus dem Meter)
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De�nition 9.2 (O�ene und abges
hlossene Mengen in metris
hen Räumen).

Sei M ein metris
her Raum.

(i) Für jedes a >M und jedes ε > R
�

heiÿt die Menge

Uε�a� �� �p >M Sd�a, p� � ε�

die (o�ene) ε-Umgebung von a.

(ii) Eine Teilmenge G von M heiÿt o�en in M genau dann, wenn gilt

�a>G§ε>R
�

Uε�a� ` G.

Beispiel. O�ene ε-Umgebungen sind o�en.

[ Seien nämli
h a >M sowie ε > R
�

gegeben und b > Uε�a�, also d�a, b� � ε.

Zu zeigen ist, daÿ δ > R
�

mit Uδ�b� ` Uε�a� existiert. Wir zeigen, daÿ

δ �� ε � d�a, b� > R
�

dies leistet:

Für c > Uδ�b� gilt d�a, c� B d�a, b� � d�b, c� � d�a, b� � δ � ε. ℄

(iii) Eine Teilmenge A von M heiÿt abges
hlossen in M genau dann, wenn ihr

Komplement M �A o�en ist.

Warnung. �Abges
hlossen� bedeutet ni
ht das Gegenteil von �o�en�. Z.B.

sind g und Rn stets sowohl o�en als au
h abges
hlossen in Rn. Dagegen

ist �0,1� ` R weder o�en no
h abges
hlossen in R.

Satz 9.3 (Metris
he Räume als topologis
he Räume). Seien M ein metris
her

Raum und

TM �� �U `M SU o�en in M� `P�M�.

Dann gilt:

�T1� g,M > TM

�T2� �I beliebige Menge , �i>I Ui > TM�Ô��
i>I

Ui > TM

�T3� U1,U2 > TM Ô� U1 9U2 > TM

Beweis als Übung.

De�nition 9.4 (Topologis
her Raum, o�ene Mengen, abges
hlossene Mengen,

Umgebungen).

(i) Ein Paar �M,TM �, bestehend aus einer Menge M zusammen mit einer

Teilmenge TM von P�M�, das (T1)-(T3) erfüllt, heiÿt ein topologis
her

Raum.

TM nennt man dann Topologie fürM und die Elemente von TM die o�enen

Mengen des topologis
hen Raumes �M,TM �.

Anstelle von �M,TM� s
hreiben wir au
h kurz M .

Beispiel. IstM eine Menge, so heiÿt �g,M� die triviale Topologie für M

und P�M� die diskrete Topologie für M .
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(ii) Sei M ein topologis
her Raum.

(a) A heiÿt abges
hlossen in M genau dann, wenn M �A o�en ist.

(b) Ist p >M , so heiÿt eine Teilmenge U von M Umgebung von p in M

genau dann, wenn U o�en in M ist und p > U gilt.

Mit U

X

�p,M� bezei
hnen wir die Menge aller Umgebungen von p in

M .

Bemerkung. Ist �M,d� ein metris
her Raum, so wird dur
h den in De�niti-

on 9.2 und Satz 9.3 bes
hrieben Prozeÿ na
h letzterem eine Topologie auf M

de�niert. Jeder metris
he Raum ist also in kanonis
her Weise ein topologis
her

Raum.

Wir betra
hten jeden metris
hen Raum als topologis
hen Raum mit dieser

kanonis
hen Topologie.

De�nition 9.5 (Teilraumtopologie). Seien �N,TN � ein topologis
her Raum und

M eine Teilmenge von N sowie G eine Teilmenge von M .

G heiÿt o�en im Teilraum M von N genau dann, wenn eine in N o�ene

Menge H existiert mit

G �H 9M.

Satz. Seien �N,TN � ein topologis
her Raum und M eine Teilmenge von N .

Dann ist

TM,N �� �G `M SG o�en im Teilraum M von N�

eine Topologie für M , die sog. Teilraumtopologie von M bzgl. N .

Beweis als Übung. ✷

Wir betra
hten eine Teilmenge eines topologis
hen Raumes stets als topo-

logis
hen Raum mit der dur
h den umgebenden Raum induzierten Teilraumto-

pologie.

Bemerkung. Ist M eine Teilmenge eine metris
hen Raumes N , so stimmt die

Teilraumtopologie von M bzgl. der dur
h den metris
hen Raum N induzierten

Topologie für N o�enbar mit der Topologie, die dur
h den metris
hen Raum M

� als metris
her Teilraum von N � induziert wird, überein.

De�nition 9.6 (o�ener Kern, innerer Punkt, abges
hlossene Hülle, Berührungs-

punkt, Rand). Sei M eine Teilmenge eines topologis
hen Raumes �N,TN �.

(i) Wir de�nieren den o�enen Kern von M in N als

X

M ��

�

U>TN ,U`M

U. (248)

Na
h (T2) ist

X

M o�en in N , also ist

X

M o�enbar die gröÿte o�ene Teilmenge

von N , die in M enthalten ist.
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Es gilt:

X

M `M, (249)

X

M � �p > N S§U>UX�p,N�

U `M�. (250)

Einen Punkt p > N mit §U>UX�p,N�

U `M nennen wir einen inneren Punkt

von M in N .

[ (249) folgt trivial aus (248).

Beweis von (250): �`� Sei p >
X

M . Dann existiert na
h (248) ein U > TN mit

U `M und p > U , also U > U

X

�p,N� mit U `M , d.h. p ist innerer Punkt

von M in N .

�a� Sei p ein innerer Punkt von M in N . Dann existiert U > U

X

�p,N� mit

U `M . Folgli
h gilt na
h (248): p >
X

M . ℄

(ii) Die abges
hlossene Hülle von M in N ist de�niert als

M ��

�

A`Nabgeschlossen,AaM

A. (251)

Wegen (T2) ist M abges
hlossen in N , also ist M o�enbar die kleinste

abges
hlossene Teilmenge von N , die M umfaÿt.

Es gilt:

X

M `M `M, (252)

M � �p > N S�U>UX�p,N�

U 9M x g�. (253)

Einen Punkt p > N mit �U>UX�p,N�

U 9M x g nennen wir einen Berüh-

rungspunkt von M in N .

[ (252) folgt trivial aus (251).

Beweis von (253): �`� Seien p >
�A`Nabgeschlossen,AaM A und U > U

X

�p,N�

beliebig. Angenommen U 9M � g. Dann ist p kein Element der abge-

s
hlossenen Obermenge N �U von M , Widerspru
h!

�a� Sei p > N mit �U>UX�p,N�

U 9M x g. Angenommen es existiert eine

abges
hlossene Obermenge A von M mit p ¶ A, d.h. p liegt in der of-

fenen Menge N � A, die wegen A a M mit M einen leeren S
hnitt hat,

Widerspru
h! ℄

(iii) Der Rand von M in N ist per de�nitionem die Menge

∂M ��M �

X

M. (254)

Aus (250) sowie (253) folgt sofort
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∂M �
�p > N S�U>UX�p,M�

�U 9M x g
�
,
�U 9 �N �M� x g

��, (255)

und dies zeigt au
h, daÿ ∂M �M 9N �M in N abges
hlossen ist.

Die in ∂M enthaltenen Punkte heiÿen Randpunkte von M in N .

Beispiel.

(i) Wir betra
hten R2
mit der dur
h die euklidis
he Metrik induzierte Topo-

logie. Die abges
hlossenene Einheitskreiss
heibe ��x, y� > R2
Sx2 � y2 B 1�

besitzt si
h selbst als abges
hlossene Hülle in R2
und die o�ene Einheits-

kreiss
heibe ��x, y� > R2
Sx2�y2 � 1� als o�enen Kern in R2

. Beider Mengen

Rand in R2
ist der Einheitskreis ��x, y� > R2

Sx2 � y2 � 1�.

(ii) Wir betra
hten M �� ��x, y,0� Sx2 � y2 � 1� als Teilmenge der Hyperebene

R2
� �0� des R3

mit der dur
h den euklidis
hen R3
induzierten Topologie.

Dann ist ��x, y,0� Sx2 �y2 B 1� die abges
hlossene Hülle vonM in R2
��0�

und ��x, y,0� Sx2 � y2 B 1� der Rand von M in R2
� �0�.

Betra
htet man hingegen M als Teilmenge des euklidis
hen R3
, so sind

abges
hlossene Hülle und Rand von M in R3
glei
h ��x, y,0� Sx2 �y2 B 1�.

Satz 9.7 (Metris
he Räumen als Hausdor�-Räume). Sei M ein metris
her

Raum � z.B. M ` Rn. Dann hat M die sog. Punktetrennungseigens
haft, d.h.

sind p, q >M derart, daÿ gilt p x q, so existieren U > U

X

�p,M� und V > U

X

�q,M�

mit U 9 V � g.

Beweis. Wegen p x q und (D1) gilt ε �� 1
2
d�p, q� > R

�

. Da Uε�p� und Uε�q�

o�en sind, genügt es zu zeigen, daÿ ihr S
hnitt leer ist.

Angenommen es existiert a > Uε�p� 9 Uε�q�, d.h. d�p, a� � ε und d�q, a� � ε.

Dann folgt aus (D2), (D3): 2ε � d�p, q� B d�p, a� � d�a, q� � 2ε, Widerspru
h! ✷

De�nition 9.8. Ein topologis
her Raum M , der die Punktetrennungseigen-

s
haft hat, heiÿt Hausdor�

61

-Raum oder hausdor�s
h.

Beispiel. Der letzte Satz zeigt, daÿ jeder metris
he Raum hausdor�s
h ist. Für

topologis
he Räume ist das i.a. ni
ht ri
htig, denn istM eine Menge mit#M C 2,

so ist M , versehen mit der trivialen Topologie �g,M�, ni
ht hausdor�s
h.

Satz 9.9. Seien M ein Hausdor�-Raum (z.B. M ` Rn) und p > M . Dann ist

�p� abges
hlossen in M .

Beweis. Zu zeigen ist, daÿ M � �p� o�en ist.

Zu jedem q >M � �p� existieren na
h 9.8 Uq > U
X

�p,M� sowie Vq > U
X

�q,M�

mit Uq9Vq � g. Insbesondere gilt wegen q > Vq: p ¶ Vq, d.h. Vq `M��p�. Hieraus

folgt

M � �p� �
�

q>M��p�

Vq. (256)

[ �`� gilt wegen �q>M��p� q > Vq und �a� wegen �q>M��p� Vq `M � �p�. ℄

Die re
hte Seite von (256) ist mit den Vq na
h (T2) o�en. Damit ist der Satz

gezeigt. ✷

61

na
h Felix Hausdor� (1868�1942)
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Konvergenz von Folgen

9.10 (Konvergenz von Folgen).

De�nition 1. Seien M ein topologis
her Raum, �pk�k>N eine Folge in M und

p >M .

�pk�k>N konvergiert in M gegen p

�
� �U>UX�p,M�

§k0>N�k>N �k C k0 � pk > U�

Lemma. Sind M ein Hausdor�-Raum (z.B. M ` Rn) und �pk�k>N eine Folge

in M , die sowohl gegen p >M als au
h gegen q >M konvergiert, so gilt p � q.

Beweis. Angenommen p x q. Dann existieren na
h 9.7 U > U

X

�p,M� und

V > U

X

�q,M� mit U 9 V � g. Na
h Voraussetzung existieren k1, k2 > N mit

�k>N,kCk1 pk > U und �k>N,kCk2 pk > V,

also folgt für k0 ��max�k1, k2�: pk0 > U 9 V , Widerspru
h! ✷

De�nition 2. Sind daher M ein Hausdor�-Raum (z.B. M ` Rn) und �pk�k>N
eine Folge in M , die gegen p > M konvergiert, so ist p mit dieser Eigens
haft

(na
h dem Lemma) eindeutig bestimmt, und wir setzen

lim
k�ª

pk �� p

und nennen p den Grenzwert oder Limes von �pk�k>N für k gegen unendli
h.

Bemerkung. Im Falle eines ni
ht-hausdor�s
hen Raumes M kann man zwar

De�nition 1 geben, aber eine konvergente Folge konvergiert i.a. ni
ht gegen nur

einen Punkt. Versieht man z.B. eine Menge M mit der trivialen Topologie, so

konvergiert jede Folge in M gegen jeden Punkt von M .

Satz 9.11. Seien M eine abges
hlossene Teilmenge eines topologis
hen Raumes

N (z.B. N ` Rn) und �pk�k>N eine Folge in M . (Letzteres heiÿt �k>N pk >M .)

Ist dann p > N derart, daÿ �pk�k>N gegen p konvergiert, so gilt p >M .

Beweis. Da M abges
hlossen ist, ist N �M o�en. Angenommen p > N �M .

Na
h 9.10 De�nition 1 existiert k0 > N derart, daÿ �k>N,kCk0 pk > N �M , im

Widerspru
h zur Voraussetzung. ✷

Satz 9.12. Sei M ein metris
her Raum � z.B. M ` Rn. Dann gilt für alle

Folgen �pk�k>N in M und alle p >M :

lim
k�ª

pk � p 
� �ε>R
�

§k0>N�k>N �k C k0 � pk > Uε�p�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� d�pk, p� � ε

�. (257)

Die re
hte Seite von (257) besagt gerade, daÿ limk�ª d�pk, p� � 0 im Sinne von

De�nition 4.1 gilt.
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Beweis. Zu ���: Sei ε > R
�

. Da Uε�p� inM o�en ist, folgt na
h Voraussetzung

der linken Seite von (257) dann, daÿ k0 > N mit �k>N,kCk0 pk > Uε�p�9M ` Uε�p�

existiert.

Zu �
�: Sei U > U

X

�p,M�. Zu zeigen ist, daÿ fast alle

62 pk in U liegen. Da

U o�en ist, folgt na
h De�nition 9.2 (ii) die Existenz von ε > R
�

mit Uε�p� ` U .

Nun existiert hierzu gemäÿ der re
hten Seite von (257) k0 > N derart, daÿ gilt

�k>N,kCk0 pk > Uε�p� ` U . ✷

Satz 9.13. Für alle k > N sei ak � �a1,k, . . . , an,k� > R
n
und a � �a1, . . . , an� > R

n
.

Dann gilt

lim
k�ª

ak � a (in �Rn, d2�)
� �i>�1,...,n� lim
k�ª

ai,k � ai.

Wir bereiten den Beweis von 9.13 dur
h das folgende Lemma vor:

Lemma 9.14. Für a � �a1, . . . , an�, b � �b1, . . . , bn� > R
n
gilt

Ya � bY
ª

B d2�a, b� B
º

n Ya � bY
ª

,

wobei wir Ya � bY
ª

��max� Sa1 � b1S, . . . , San � bnS � setzen.

Beweis. Für i > �1, . . . , n� gilt

Sai � biS �

¼

�ai � bi�
2
B

¿

Á

Á
À

n

Q

j�1

�aj � bj�
2
� d2�a, b�

und

d2�a, b� �

¿

Á

Á
À

n

Q

j�1

�aj � bj�
2
B

»

n max� �a1 � b1�2, . . . , �an � bn�2 � �
º

n Ya � bY
ª

.

✷

Bemerkung (Maximumsnorm). Dur
h

�a��a1,...,an�>Rn YaY
ª

�� max� Sa1S, . . . , SanS �

wird eine Norm auf Rn de�niert, die sog. Maximumsnorm.

Beweis von Satz 9.13. ��� Es gelte limk�ª ak � a, d.h. na
h 9.12

lim
k�ª

d2�ak, a� � 0,

also für alle i > �1, . . . , n�

0 � lim
k�ª

d2�ak, a�
9.14
C lim

k�ª
Sai,k � aiS C 0

und somit limk�ª ai,k � ai.

62

d.h. per de�nitionem alle bis auf endli
h viele
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�
� Gelte �i>�1,...,n� limk�ª ai,k � a.

Ist dann ε > R
�

, so existieren also N1, . . . ,Nn > N mit

�i>�1,...,n��k>N,kCNi
Sai,k � aiS �

ε
º

n
.

Für k > N mit k Cmax�N1, . . . ,Nn� folgt

d2�ak, a�
9.14
B

º

n max� Sa1,k � a1S, . . . , San,k � anS � �
º

n
ε
º

n
� ε,

d.h. na
h Satz 9.12: limk�ª ak � a. ✷

Der Satz von Bolzano-Weierstraÿ

De�nition 9.15 (Bes
hränktheit, Kompaktheit). Seien V ein endli
h-dimen-

sionaler normierter R-Vektorraum und M ` V .

(i) M heiÿt bes
hränkt �
� §C>R�p>M YpY � d�p,0� B C.

Ist M allgemeiner eine Teilmenge metris
hen Raumes �N,d�, so heiÿt M

genau dann bes
hränkt, wenn für ein (und damit für alle) p0 > M gilt

§Cp0
>R

�

�p>M d�p, p0� B Cp0 .

(ii) M heiÿt kompakt �
�M ist bes
hränkt und abges
hlossen.

Warnung. In allgemeinen metris
hen Räumen �N,d� nennt man Teilmengen

M von N , die bes
hränkt und abges
hlossen sind, ni
ht kompakt, da sol
he die

unten zu beweisenden �s
hönen Eigens
haften� von Kompakta i.a. ni
ht haben.

In beliebigen topologis
hen Räumen N heiÿt eine Teilmenge M von N kom-

pakt, wenn jede Überde
kung von M dur
h o�ene Mengen von N eine endli
he

Teilüberde
kung besitzt.

63

Man kann dann zeigen, daÿ diese De�nition im Falle

eines endli
h-dimensionalen normierten R-Vektorraumes mit unserer De�nition

übereinstimmt.

De�nition 9.16. Eine Folge in einem metris
hen Raum heiÿt bes
hränkt genau

dann, wenn die Menge ihrer Folgenglieder bes
hränkt ist.

Satz 9.17. Seien M ein metris
her Raum und �pk�k>N eine in M gegen p >M

konvergente Folge. Dann ist �pk�k>N bes
hränkt.

Beweis. Na
h Voraussetzung existiert k0 > N mit �k>N,kCk0 pk > U1�p�, d.h.

�k>N,kCk0 d�pk, p� � 1, also folgt �k>N d�pk, p� Bmax�Yp0Y, . . . , Ypk0�1Y,1�. ✷

De�nition 9.18 (Häufungspunkt). Seien M eine Teilmenge eines metris
hen

Raumes N und p > N .

p heiÿt Häufungspunkt von M in N

�

(i)


� �U>UX�p,N�

U 9 �M � �p�� x g

(ii)


� Es existiert eine Folge in M � �p�, die (in M) gegen p konvergiert.

63

Genauer heiÿt M genau dann kompakt, wenn für jede Menge I und alle in N o�enen

Mengen Ui (i > I) aus

�i>I Ui a M die Existenz einer endli
hen Teilmenge I0 von I mit

�i>I0
Ui aM folgt.
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[ Zum Beweis von (ii): Beim Na
hweis von ��� wähle man zu jedem k > N

ein pk > U 1

k�1
�a� 9 �M � �p�� und betra
hte die Folge �pk�k>N. �
� folgt sofort

aus der De�nition der Konvergenz in 9.10. ℄

Bemerkung.

1.) Ein Element von M brau
ht ni
ht Häufungspunkt von M in Rn zu sein:

Die Menge der Häufungspunkte von Z in R ist die leere Menge.

2.) Ein Häufungspunkt von M in N brau
ht ni
ht Element von M zu sein:

Die Menge der Häufungspunkte von Q in R ist R.

Satz 9.19 (von Bolzano-Weierstraÿ).

(i) (Folgenversion)

Jede bes
hränkte Folge in Rn besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) (Teilmengenversion)

Jede bes
hränkte unendli
he Teilmenge von Rn besitzt (mindestens) einen

Häufungspunkt.

Bemerkung. Wir werden in Satz 9.41 � letztenendes unter Verwendung von

Satz 9.19 � sehen, daÿ je zwei Normen auf einem endli
h-dimensionalen R-

Vektorraum dieselbe Topologie erzeugen. Hieraus folgt dann, daÿ der Satz au
h

für jeden endli
h-dimensionalen normierten R-Vektorraum anstelle von Rn gilt.

Beweis. Zu (i): Sei
�
�a1,k, . . . , an,k�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� ak

�

k>N
eine bes
hränkte Folge in Rn, d.h.

es existiert C > R
�

mit �k>N YakY2 B C. Dann gilt

�i>�1,...,n��k>N Sai,k S � Sai,k � 0S
9.14
B d2�ak,0� � YakY2 B C. (258)

Na
h dem reellwertigen Satz von Bolzano-Weierstraÿ 4.11 (ii) besitzt daher

�a1,k�k>N eine konvergente Teilfolge �a1,j1�k��k>N.

Wegen (258) können wir nun 4.11 (ii) auf �a2,j1�k��k>N anwenden und erhal-

ten eine konvergente Teilfolge �a2,j2�k��k>N. Da �a1,j1�k��k>N bereits konvergierte,

so natürli
h au
h �a1,j2�k��k>N.

Na
h insgesamt n-maliger Anwendung von Satz 4.11 (ii) erhalten wir s
hlieÿ-

li
h eine Teilfolge
�
�a1,jn�k�, . . . , an,jn�k���k>N von �ak�k>N derart, daÿ für jedes

i > �1, . . . , n� die Folge �ai,jn�k��k>N konvergiert. Die Behauptung von (i) folgt

dann aus Satz 9.13.

Zu (ii): Sei M eine bes
hränkte unendli
he Menge. Die Unendli
hkeit von

M bedeutet genau die Existenz einer injektiven Abbildung

N��M, k z� pk. (259)

Da M bes
hränkt ist, so au
h �pk�k>N, also besitzt �pk�k>N na
h (i) eine

gegen ein a > Rn konvergente Teilfolge �pi�k��k>N.

Wir behaupten, daÿ a Häufungspunkt von M in Rn ist.

Aus der Injektivität der Abbildung (259) folgt, daÿ pi�k0� � a für hö
hstens

ein k0 > N gilt. Falls ein sol
hes k0 existiert, so ist �pi�k0�1�k��k>N eine Folge

in M � �a�, die gegen a konvergiert. Andernfalls hat bereits �pi�k��k>N diese

Eigens
haft. ✷
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Satz 9.20. Seien K eine kompakte Teilmenge von Rn und �pk�k>N eine Folge

in K. Dann besitzt �pk�k>N eine in K konvergente Teilfolge.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus 9.19 (i) und 9.11. ✷

Bemerkung.

1.) Wenn wir 9.41 bewiesen haben, folgt, daÿ au
h dieser Satz für beliebige

endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume anstelle von Rn gilt.

2.) In einem beliebigen topologis
hen Raum M nennt man eine Teilmenge K

folgenkompakt , wenn sie die Eigens
haft des letzten Satzes hat, d.h., wenn

jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Man kann zeigen, daÿ in metris
hen Räumen die Begri�e der Kompaktheit

(vgl. die Warnung in 9.15) und der Folgenkompaktheit zusammenfallen.

Stetigkeit

De�nition 9.21 (Stetigkeit). Seien M,N topologis
he Räume und f � M � N

eine Abbildung.

(i) Sei p >M .

f heiÿt stetig in p �
� �U>UX�f�p�,N�

§V >UX�p,M�

f�V � ` U.

(ii) f heiÿt stetig �
� �p>M f ist stetig in p.

C�M,N� bezei
hne die Menge aller stetigen Abbildungen M � N .

Beispiel. Ist q > N , so ist die konstante Abbildung f � M � N vom Wert q

stetig.

[ Denn sind p > M und U > U

X

�f�p�
±

�q

,N�, so gilt zum einen M > U

X

�p,M�

und zum anderen f�M� � �q� ` U . ℄

Satz 9.22. Seien M,N topologis
he Räume und f �M � N eine Abbildung.

Dann folgt:

(i) Für jede Teilmenge

ÈM von M und alle p > ÈM gilt:

f � M � N stetig in p Ô� f S
ÈM �
ÈM � N stetig in p.

(ii) Für jede Teilmenge

ÇN von N mit f�M� `

ÇN und alle p >M gilt:

f � M � N stetig in p 
� f �M �

ÇN stetig in p.

Beweis als Übung.

Bemerkung. Die Ri
htung �
� in (i) ist i.a. fals
h, wie das Beispiel

ÈM � g

zeigt.

Satz 9.23. Seien �M,TM �, �N,TN � topologis
he Räume und f �M � N eine

Abbildung. Dann gilt:

f ist stetig 
� �U>TN f
1
�U� > TM (260)


� �A`Nabgeschlossen f
1
�A� abges
hlossen in M (261)
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Beweis. Zu (260): ��� Sei U o�en in N . Wegen der Stetigkeit von f existiert

zu jedem p > f
1
�U� � d.h. U > U

X

�f�p�,N� � ein Vp > U
X

�p,M� mit f�Vp� ` U ,

d.h. Vp ` f
1
�U�. Dann folgt

f
1
�U� �

�

p>f
1
�U�

Vp, (262)

und die re
hte Seite von (262) ist o�en na
h (T2).

[ (262) �`� gilt wegen �

p>f
1
�U�

p > Vp und �a� wegen �

p>f
1
�U�

Vp ` f
1
�U�. ℄

�
� Sei p >M und U > U

X

�f�p�,N�.

Dann gilt p > f
1
�U� und na
h Voraussetzung ist f

1
�U� o�en in M , also

V �� f
1
�U� > UX

�p,M� und f�V � � f�f
1
�U�� ` U .

Zu (261): Für jede Teilmenge A von N gilt

A abges
hlossen 
� N �A > TN und f
1
�N �A� �M � f

1
�A�.

Daher folgt (261) aus (260). ✷

Satz 9.24. Es seien M1,M2,M3 topologis
he Räume sowie f �M2 � M3 und

g� M1 �M2 zwei Abbildungen. Ferner sei p >M1. Dann gilt:

(i) g stetig in p und f stetig in g�p� Ô� f X g stetig in p.

(ii) g stetig und f stetig Ô� f X g stetig.

Beweis. Zu (i): Zu U3 > U

X

��f X g��p�,M3� existiert zunä
hst wegen der

Stetigkeit von f in g�p� ein U2 > U

X

�g�p�,M2� mit f�U2� ` U3 und sodann

wegen der Stetigkeit von g in p ein U1 > U
X

�p,M1� mit g�U1� ` U2, also folgt

�f X g��U1� � f�g�U1�� ` f�U2� ` U3.

Aus der Beliebigkeit von U3 folgt die Behauptung von (i).

(ii) folgt trivial aus (i). ✷

Satz 9.25 (Stetige Abbildungen zwis
hen metris
hen Räumen). Seien M , N

metris
he Räume und f �M � N eine Abbildung sowie p > M . Dann sind die

folgenden drei Aussagen paarweise äquivalent:

(i) f ist stetig in p.

(ii) �ε>R
�

§δ>R
�

�q>M �d�p, q� � δ� d�f�p�, f�q�� � ε�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� f�Uδ�p�� ` Uε�f�p��

.

(iii) Für jede Folge �pk�k>N in M mit limk�ª pk � p gilt limk�ª f�pk� � f�p�.

Beweisskizze. �(i) � (ii)� zeigt man sofort mittels De�nition 9.21.

Zum Na
hweis von �(ii) � (iii)� verwendet man Satz 9.12 und wählt zu

vorgegebenem ε > R
�

eine Zahl δ > R
�

gemäÿ (ii). Aus limk�ª pk � p folgt dann,

daÿ fast alle pk in Uδ�p� liegen. Dies ergibt die Behauptung.
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Zu �(iii)� (ii)�: Angenommen (ii) ist fals
h. Dann existieren ε > R
�

und eine

Folge �pk�k>N in M mit

�k>N �d�pk, p� �
1

k � 1
, d�f�pk�, f�p�� C ε� ,

und dies widerspri
ht (iii). ✷

Bemerkung.

1.) Bea
hte, daÿ wir in (ii) zwei vers
hiedene Metriken mit d bezei
hnet haben.

2.) Die Eigens
haft (iii) nennt man Folgenstetigkeit von f in p.

In beliebigen topologis
hen Räumen folgt aus der Stetigkeit zwar Folgen-

stetigkeit, aber die Umkehrung ist i.a. fals
h.

De�nition 9.26.

(i) �e1, . . . , en� bezei
hne im folgenden stets die kanonis
he Basis von Rn, d.h.

�i>�1,...,n� �ei � �ei1, . . . , ein� , �j>�1,...,n� eij � δij � �
1, i � j,

0, i x j,
¡
�,

und �x1, . . . , xn� bezei
hne die dazu duale Basis von �R
n
�

�

, dem R-Vektor-

raum aller Linearformen Rn � R, d.h.

�i,>�1,...,n� xi�ej� � δij.

Dann gilt für alle i > �1, . . . , n� und alle p � �p1, . . . , pn� > R
n

xi�p� � xi
�

�

n

Q

j�1

pjej
�

�

� pi,

m.a.W. ist xi� R
n
� R die i-te Komponentenfunktion des Rn.

Im Spezialfall n � 1 s
hreiben wir x anstelle von x1, im Spezialfall n � 2

au
h x bzw. y anstelle von x1 bzw. x2 und im Spezialfall n � 3 au
h x, y

bzw. z anstelle von x1, x2 bzw. x3.

(ii) Seien M eine Menge und f �M � Rn eine Abbildung. Dann ist für jedes

i > �1, . . . , n�

fi �� xi X f �M �� R

die i-te Komponentenfunktion von f , also f � �f1, . . . , fn�.

Beispiel.

1.) idRn
� �x1, . . . , xn�.

2.) Ist M ` Rn und N eine Menge sowie f � M � Rn eine Abbildung, so

gilt f � f X �x1, . . . , xn� �� f�x1, . . . , xn�.
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Satz 9.27. Seien M ein metris
her Raum sowie f �M � Rn eine Abbildung

und p >M . Dann gilt:

f �M � Rn stetig in p
� �i>�1,...,n� fi� M � R stetig in p.

Beweis. Na
h 9.25 ist f genau dann stetig in p, wenn f folgenstetig in p ist.

Dies ist na
h 9.13 genau dann der Fall, wenn jede Komponentenfunktion von f

folgenstetig in p ist, d.h. na
h 9.25 genau dann, wenn jede Komponente von f

stetig in p ist. ✷

Satz 9.28 (Kompaktheitstreue stetiger Abbildungen). Es seien M ` Rm und

K ` M derart, daÿ K eine kompakte Teilmenge von Rm ist. Sei f � M � Rn

ferner eine stetige Abbildung. Dann ist f�K� eine kompakte Teilmenge von Rn.

Beweis. Zu zeigen ist, daÿ f�K� sowohl bes
hränkt als au
h abges
hlossen

in Rn ist.

1.) Angenommen f�K� ist ni
ht bes
hränkt. Dann existiert zu jedem k > N

ein pk >M mit Yf�pk�Y2 A k, d.h. limk�ª Yf�pk�Y2 � �ª. Nun ist �pk�k>N eine

Folge in dem Kompaktum K, besitzt also na
h Satz 9.20 eine in K konvergen-

te Teilfolge. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit konvergiere �pk�k>N selbst

gegen ein p >K.

Dann folgt aus der Stetigkeit von f in p und Satz 9.25 limk�ª f�pk� � f�p�,

d.h. limk�ª d2�f�pk�, f�p�� � 0. Hieraus ergibt si
h ein Widerspru
h, da für alle

k > N gilt:

d2�f�pk�,0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� Yf�pk�Y2
k�ª
�� �ª

B d2�f�pk�, f�p��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

�d2�f�p�,0�.

2.) Angenommen f�K� ist ni
ht abges
hlossen in Rn, d.h. Rn � f�K� ist

ni
ht o�en in Rn. Dann existiert ein q > Rn � f�K� derart, daÿ q ni
ht innerer

Punkt von Rn � f�K� ist, d.h.

�U>UX�q,Rn
�

U ØW � f�K�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� U 9 f�K� x g

.

Es existiert daher zu jedem k > N ein qk > f�K� mit d2�qk, q� �
1
k�1

, d.h.

limk�ª qk � q. Weiterhin gibt für k > N ein pk > K mit f�pk� � qk. Wegen der

Kompaktheit von K besitzt nun �pk�k>N gemäÿ 9.20 wieder eine in K konver-

gente Teilfolge, und wir können erneut annehmen, daÿ �pk�k>N gegen ein p >K

konvergiert.

Da f na
h Voraussetzung in p stetig ist, folgt no
hmals aus 9.25

q � lim
k�ª

qk � lim
k�ª

f�pk� � f�p�,

d.h. q > f�K�, Widerspru
h! ✷

Korollar 9.29 (Satz vom Maximum bzw. Minimum). Seien M ` Rm, K `M

derart, daÿ K eine kompakte Teilmenge von Rm ist, und sei f �M � R eine

stetige Abbildung. Dann nimmt f auf K ein Maximum und ein Minimum an.

165



Beweis. Wir zeigen nur, daÿ f ein Maximum annimmt. Die Aussage für ein

Minimum zeigt man analog.

Na
h 9.28 ist f�K� kompakt, also bes
hränkt. Daher gilt η �� supf�K� > R.

Da η das Supremum ist, existiert eine Folge �ηk�k>N in f�K� mit limk�ª ηk � η.

Als Kompaktum ist f�K� insbesondere abges
hlossen in R, also folgt aus 9.11:

η > f�K�, d.h. η �max f�K�. ✷

Bemerkung. Wenn wir 9.41 bewiesen haben, so folgt, daÿ au
h 9.28 und 9.29

für beliebige endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume V und W anstelle

von Rm und Rn gelten.

De�nition 9.30 (Homöomorphismus). Seien M , N topologis
he Räume.

Eine bijektive stetige Abbildung f �M � N heiÿt Homöomorphismus genau

dann, wenn f�1� N �M stetig ist.

M und N heiÿen zueinander homöomorph, wenn ein Homöomorphismus

M � N existiert.

Satz 9.31. Seien K eine kompakte Teilmenge von Rm und f � K � Rn eine

injektive stetige Abbildung. Dann ist f � K � f�K� ein Homöomorphismus.

Beweis. Daÿ f � K � f�K� eine bijektive stetige Abbildung ist, ist klar na
h

9.22 (ii). Zu zeigen ist, daÿ f�1� f�K� � K stetig ist. Hierzu genügt es na
h

Satz 9.23 (261) zu zeigen, daÿ für jede abges
hlossene Teilmenge A von K gilt:

f�1
1
�A� � f�A� ist abges
hlossen in f�K�.

Sei also A ` K abges
hlossen in K. Dann

64

ist A abges
hlossen in Rm und

ferner als Teilmenge des Kompaktums K bes
hränkt. Somit ist A eine kompakte

Teilmenge von Rm. Na
h 9.28 folgt nun die Kompaktheit von f�A� in Rn und

somit insbesondere die Abges
hlossenheit. ✷

Bemerkung. Wenn wir 9.41 bewiesen haben, so folgt, daÿ au
h 9.31 für belie-

bige endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume V und W anstelle von Rm

und Rn gilt.

De�nition 9.32 (glei
hmäÿige Stetigkeit). Seien M,N metris
he Räume.

f �M � N heiÿt glei
hmäÿig stetig genau dann, wenn gilt

�ε>R
�

§δ>R
�

�p,q>M �d�p, q� � δ� d�f�p�, f�q�� � ε� .

64

Es gilt nämli
h allgemeiner:

Lemma. Sind M ein topologis
her Raum, B `M eine in M abges
hlossene Teilmenge und

A ` B eine in B abges
hlossene Teilmenge, so ist A abges
hlossen in M .

Beweis. Zu zeigen ist, daÿ jedes p > M �A � �M �B�8 �B �A� innerer Punkt von M �A in

M ist. Im Falle p >M �B ist dies klar, da B o�en in M ist. Gelte daher p > B �A. Zu zeigen

ist die Existenz von U > U

X

�p,M� mit U `M �A.

Na
h Voraussetzung ist B �A o�en in B, d.h. es existiert U > TM mit B �A � U 9B, also

folgt p > U bzw. U > U

X

�p,M�. Auÿerdem gilt U `M �A, denn andernfalls wäre

g x U 9A ` U 9B � B �A,

insbesondere existierte q > A 9 �B �A�, im Widerspru
h zu A ` B. ✷
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Satz 9.33. Seien K eine kompakte Teilmenge von Rm und f � K � Rn eine

stetige Abbildung. Dann ist f � K � Rn glei
hmäÿig stetig.

Beweis analog zu Satz 5.20 unter Verwendung von 9.19 (i) und 9.11. ✷

Bemerkung. Wenn wir 9.41 bewiesen haben, so folgt, daÿ au
h 9.33 für belie-

bige endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume V und W anstelle von Rm

und Rn gilt.

Satz 9.34. Sei V ein normierter R-Vektorraum.

(i) Y . . . Y� V � R ist stetig.

(ii) Die Addition sowie die Subtraktion . . . � . . . � V � V � V und die skalare

Multiplikation . . . � . . . � R � V � V sind stetig, wobei wir R � V und V � V

jeweils mit der Maximumsnorm Y . . . Ymax, wel
he dur
h

Y�λ, v�Ymax ��max�SλS, YvY� bzw. Y�v,w�Ymax ��max�YvY, YwY�

für alle �λ, v� > R � V bzw. �v,w� > V � V gegeben ist, versehen.

Wir bereiten den Beweis von 9.34 dur
h das folgende Lemma vor:

Lemma 9.35. Sei V ein normierter R-Vektorraum. Für alle v,w > V gilt

YvY � YwY B SYvY � YwYS B Yv �wY.

Beweis. Die erste Unglei
hung ist trivial, und die zweite gilt, weil aus

YvY � Y�v �w� �wY B Yv �wY � YwY,

YwY � Y�w � v� � vY B Yw � vY � YvY � Yv �wY � YvY

sowohl YvY � YwY B Yv �wY als au
h � �YvY � YwY� B Yv �wY folgt. ✷

Beweis des Satzes. (i) folgt sofort aus der zweiten Unglei
hung des letzten

Lemmas.

Zu (ii): 1.) Seien �v,w� > V � V und �vk,wk�k>N eine Folge in V � V mit

limk�ªmax�Yvk � vY, Ywk �wY� � 0. Dann folgt limk�ª vk � v, limk�ªwk � w,

und für jedes k > N gilt

Y�vk �wk� � �v �w�Y � Y�vk � v� � �wk �w�Y B Yvk � vY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

� Ywk �wY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

k�ª
�� 0.

2.) Seien �λ, v� > R � V und �λk, vk�k>N eine Folge in R � V derart, daÿ gilt

limk�ªmax�Sλk�λS, Yvk�vY� � 0. Dann folgt limk�ª λk � λ sowie limk�ª vk � v

und für jedes k > N

Yλk vk � λvY � Yλk �vk � v� � �λk � λ�vY

B Yλk �vk � v�Y � Y�λk � λ�vY � SλkS
°

k�ª
�� λ

Yvk � vY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

� Sλk � λS
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

YvY

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

.

Aus 1.) und 2.) folgt die Behauptung von (ii). ✷
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Lineare Abbildungen

De�nition 9.36. Seien V,W R-Vektorräume. Wir setzen

L�V,W � �� HomR�V,W � � �ϕ >W V
Sϕ R-linear�.

L�V,W � ist in kanonis
her Weise ein R-Vektorraum: Für ϕ,ψ > L�V,W �

und λ > R sind ϕ � ψ,λϕ > L�V,W � de�niert dur
h

�v>V ��ϕ �ψ��v� �� ϕ�v� � ψ�v� , �λϕ��v� �� λϕ�v��.

Satz 9.37. Seien V,W normierte R-Vektorräume. (Beide Normen seien mit

Y . . . Y bezei
hnet.) Für jedes ϕ > L�V,W � sind die folgenden Aussagen paarweise

äquivalent:

(i) ϕ ist stetig.

(ii) ϕ ist stetig in 0.

(iii) ϕ ist ein bes
hränkter Operator, d.h. per de�nitionem

§C>R�v>V Yϕ�v�Y B CYvY.

Beweis. �(i) � (ii)� ist trivial.

Zu �(ii) � (iii)�: Angenommen (iii) ist fals
h. Dann existiert eine Folge

�vk�k>N in V mit �k>N
�

Yϕ�vk�Y A k
2
YvkY, also vk x 0. Folgli
h ist �

vk
k YvkY

Ǳ

k>N
�

eine Nullfolge mit (bea
hte, daÿ ϕ linear ist)

lim
k�ª

℄ϕ�
vk

k YvkY
�℄ � lim

k�ª

Yϕ�vk�Y

k YvkY
� �ª,

im Widerspru
h zur Stetigkeit von ϕ in 0 � ϕ�0�.

Zu �(iii) � (i)�: Es seien v > V beliebig und �vk�k>N eine Folge in V mit

limk�ª vk � v. Dann folgt aus der Linearität von ϕ und (iii) für jedes k > N

Yϕ�vk� � ϕ�v�Y � Yϕ�vk � v�Y B CYvk � vY
k�ª
�� 0,

d.h. ϕ ist stetig in v. ✷

De�nition 9.38. Sind V,W normierte R-Vektorräume, so bezei
hnen wir mit

Lc�V,W � den R-Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen V �W .

Satz 9.39 (Operatornorm). Seien V,W normierte R-Vektorräume.

(i) Dur
h

�f>Lc�V,W �

YfY �� sup�
Yf�v�Y

YvY
Sv > V � �0�¡ ��� 0, falls V � �0��

wird eine Norm, die sog. Operatornorm auf Lc�V,W �, de�niert.
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(ii) Für jedes f > Lc�V,W � gilt

YfY � sup�Yf�v�Y Sv > V , YvY B 1� � sup�Yf�v�Y Sv > V , YvY � 1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��0, falls V ��0�

(263)

sowie

�v>V Yf�v�Y B YfYYvY. (264)

Darüber hinaus ist YfY die kleinste reelle Zahl mit der Eigens
haft (264).

Beweis. Ohne Eins
hränkung sei dimR V A 0.

Zu (i): 9.37 �(i) � (iii)� gibt die Wohlde�niertheit von YfY für f > Lc�V,W �.

Beweis, daÿ Y . . . Y eine Norm für Lc�V,W � ist:

(N1) ist trivial. Weiter gilt für alle f, g > Lc�V,W �, λ > R und v > V � �0�

Y�λf��v�Y

YvY
� SλS

Yf�v�Y

YvY
,

Y�f � g��v�Y

YvY
B

Yf�v�Y

YvY
�

Yg�v�Y

YvY
B YfY � YgY,

also folgen (N2) und (N3).

Zu (ii): Sei f > Lc�V,W �. Für alle v > V � �0� mit YvY B 1 gilt

Yf�v�Y B
Yf�v�Y

YvY
B YfY,

weshalb

sup�Yf�v�Y Sv > V , YvY � 1� B sup�Yf�v�Y Sv > V , YvY B 1� B YfY

folgt.

Andererseits gilt für v > V � �0�

Yf�v�Y

YvY
� ℄f �

v

YvY
�℄ B sup�Yf�ṽ�Y S ṽ > V , YṽY � 1�,

also folgt au
h YfY B sup�Yf�ṽ�Y S ṽ > V , YṽY � 1�. Damit ist (263) gezeigt.

Die übrigen Aussagen in (ii) folgen sofort aus der De�nition in (i). ✷

Beispiel 9.40 (Spektralnorm). Wir versehen sowohl Rm als au
h Rn mit dem

jeweiligen euklidis
hen Skalarprodukt `. . . , . . .e2 und der daraus abgeleiteten

Norm Y . . . Y2. Die zugehörige Operatornorm auf Lc�R
m,Rn�, die wir ebenfalls

mit Y . . . Y2 bezei
hnen, heiÿt Spektralnorm.

Sei ϕ > Lc�R
m,Rn�. A > Rm�n

bezei
hne die Matrix von ϕ bzgl. der kanoni-

s
hen Basen von Rm sowie Rn und ρ sei der Spektralradius der symmetris
hen

Matrix

τAA > Rm�m
, d.h. per de�nitionem

ρ �max�SλS Sλ Eigenwert von

τAA�.65

Dann gilt

YϕY2 �
º

ρ.
65

Hier sind sogar alle Eigenwerte ni
ht-negativ, da es si
h um sol
he des Produktes einer

Matrix mit ihrer Transponierten handelt.
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Beweisskizze. Man re
hnet mühelos na
h, daÿ für jedes b > Rm gilt

`Ab,AbeR
n

2 � `

τAAb, beR
m

2 .

Da

τAA symmetris
h ist, besitzt es reelle Eigenwerte λ1, . . . , λm, und die

Eigenvektoren zu vers
hiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Daher existiert

eine orthogonale Matrix T > O�m� mit

Diag�λ1, . . . λm� � T
�1τAAT.

Somit gilt für alle b � �b1, . . . , bm� > R
m

�YAT bYR
n

2 �

2
� `AT b,AT beR

n

2 � `

τAAT b,T beR
m

2

T >O�m�
� `T �1τAAT b,T �1T beR

m

2 � `Diag�λ1, . . . λm� b, be2

�

m

Q

i�1

λi bi
2.

(Hieraus folgt au
h, daÿ die Eigenwerte ni
ht negativ sind.)

Nun folgt aus der Orthogonalität von T , daÿ gilt T �Sm�1
� � Sm�1

, wobei

Sm�1
�� �b > Rm S YbYR

m

2 � 1�, also ergibt si
h mit der letzten Glei
hung

YϕY2 � sup�YAbYR
n

2 S b > Sm�1
� � sup�YAT bYR

n

2 S b > Sm�1
� �

º

ρ.

✷

Satz 9.41. Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum und Y . . . Y, Y . . . Y
�

zwei Normen auf V . Dann ist die Abbildung

id� �V, Y . . . Y
�

� �� �V, Y . . . Y�

ein Homöomorphismus.

Beweis. Na
h Wahl einer Basis �v1, . . . , vn� von V können wir V � Rn an-

nehmen, denn unter dem Isomorphismus

V �� Rn,
n

Q

i�1

λi vi z�
n

Q

i�1

λi ei,

entspre
hen die Normen auf V umkehrbar eindeutig den Normen für Rn. Nun

genügt es o�enbar den Fall Y . . . Y
�

� Y . . . Y2 zu zeigen. Hierzu verwenden wir

Satz 9.37 �(iii) � (i)�.

Für a1, . . . , an > R und a �
P

n
i�1 aiei > R

n
gilt mit C ��

P

n
i�1 YeiY > R�

YaY B
n

Q

i�1

SaiSYeiY B YaYª

n

Q

i�1

YeiY
9.14
B C d2�a,0� � C YaY2.

Ferner ist Sn�1 �� �a > Rn S YaY2 � 1� als Urbild von �1� der stetigen Funk-

tion Y . . . Y2� �R
n, Y . . . Y2� � R abges
hlossen und trivialerweise bes
hränkt (bzgl.

Y . . . Y2), also kompakt. Daher nimmt die Bes
hränkung der stetigen (s.u.) Funk-

tion Y . . . Y� �Rn, Y . . . Y2� � R auf Sn�1 wegen YSn�1Y ` R
�

na
h 9.29 ein Mini-

mum D > R
�

an. Also folgt [

a
YaY2

[ CD, d.h. YaY2 B
1
D
YaY.

[ Y . . . Y� �Rn, Y . . . Y� � R ist stetig na
h 9.34. Auÿerdem haben wir bereits

bewiesen, daÿ id� �Rn, Y . . . Y2� � �R
n, Y . . . Y� stetig ist. Daher folgt die Stetigkeit

von Y . . . Y� �Rn, Y . . . Y2� � R aus 9.24. ℄ ✷

170



Bemerkung. Der letzte Satz besagt, daÿ je zwei Normen auf einem endli
h-

dimensionalen R-Vektorraum dieselbe Topologie erzeugen, d.h. der zu Beginn

dieses Kapitels bes
hriebene Prozeÿ liefert dieselben o�enen Mengen.

Bisher haben wir auf Rn stets die euklidis
he Norm Y . . . Y2 betra
htet. Nun

haben wir eingesehen, daÿ die spezielle Wahl der Norm auf Rn für topolgis
he

Aussagen gar keine Rolle spielt.

Darüber hinaus haben wir gesehen, daÿ wir jeden endli
h-dimensionalen R-

Vektorraum V na
h Wahl einer Basis �v1, . . . , vn� via

V �� Rn,
n

Q

i�1

λi vi z�
n

Q

i�1

λi ei,

isomorph auf Rn abbilden können, und die Normen auf V entspre
hen dann

unter diesem Isomorphismus umkehrbar eindeutig den Normen auf Rn, d.h. to-

pologis
h unters
heidet si
h ein n-dimensionaler normierter R-Vektorraum ni
ht

von Rn.

Satz 9.42. Sind V,W normierte R-Vektorräume mit dimR V �ª, so gilt

Lc�V,W � � L�V,W �,

d.h. jedes ϕ > L�V,W � ist stetig.

Beweis. Wir können wieder V � Rn annehmen, und na
h dem letzten Satz

genügt es, auf V die euklidis
hen Normen zu betra
hten.

Für a1, . . . , an > R und a �
P

n
i�1 aiei > R

n
gilt

SaiS B YaY
Rn

ª

9.14
B dR

n

2 �a,0� � YaYR
n

2 ,

also mit C ��

P

n
i�1 Yϕ�ei�Y > R�

Yϕ�a�Y �
n

Q

i�1

SaiSYϕ�ei�Y B YaY
Rn

2 C.

Daher folgt aus Satz 9.37 die Stetigkeit von ϕ. ✷

Bemerkung. Im Falle unendli
h-dimensionaler R-Vektorräume sind lineare

Abbildungen zwis
hen sol
hen i.a. ni
ht stetig, und je zwei Normen erzeugen

i.a. au
h ni
ht dieselbe Topologie.

Wir versehen den unendli
h-dimensionalen R-Vektorraum C

ª

��0,1�� aller

unendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen �0,1� � R mit der sog. Supremums-

norm, die gegeben ist dur
h

�f>Cª��0,1�� YfYª �� sup�Sf�t�S S t > �0,1�� > R.

[ Daÿ auf der re
hten Seite der De�nition tatsä
hli
h eine reelle Zahl steht,

liegt daran, daÿ f insbesondere stetig und �0,1� kompakt ist. Die Normeigen-

s
haften folgen sofort aus den Eigens
haften der Betragsfunktion auf R. ℄

Die Abbildung

d

dx
�
�
C

ª

��0,1��, Y . . . Y
ª

�
��

�
C

ª

��0,1��, Y . . . Y
ª

�
(265)

ist na
h 6.4 (i) R-linear. Sie ist aber ni
ht stetig!
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[ Für k > N
�

sei fk �� x
k
S

�0,1� > C
ª

��0,1��. Dann gilt

�k>N
�

Y

d

dx
fkYª � Ykxk�1S

�0,1�Y � k C 1 � YfkYª,

also kann 9.37 (iii) � dort ϕ �

d
dx

� für kein C > R erfüllt sein. ℄

Wir de�nieren dur
h

�f>Cª��0,1�� YfY
C

1 �� YfY
ª

� Yf �Y
ª

> R

eine weitere Norm auf C

ª

��0,1��. Im Gegensatz zu (265) ist die Abbildung

d

dx
�
�
C

ª

��0,1��, Y . . . Y
C

1��� �C
ª

��0,1��, Y . . . Y
ª

�

stetig, insbesondere erzeugen Y . . . Y
ª

und Y . . . Y
C

1 ni
ht dieselben Topologien für

C

ª

��0,1��.

[ Zum Na
hweis der Stetigkeit genügt es na
h 9.37 zu zeigen, daÿ gilt

�f>Cª��0,1�� Y
d

dx
fY

ª

B YfY
C

ª

� YfY
ª

� Yf �Y
ª

,

und das ist trivial. ℄

Vollständige metris
he Räume und Konvergenz in Räumen von

Abbildungen

Wir studieren in diesem Abs
hnitt eine gewisse Klasse ni
ht notwendig endli
h-

dimensionaler Vektorräume, sog. Bana
hräume, bzw. allgemeiner vollständige

metris
he Räume. Diese sind zwar au
h für si
h genommen von Interesse, wir

betra
hten sie hier aber deshalb, weil wir Ergebnisse über sie teilweise für Be-

weise in den folgenden Kapiteln benötigen werden.

De�nition 9.43 (Cau
hy-Folge, vollständiger metris
her Raum, Bana
hraum).

(i) SeienM ein metris
her Raum (mit Metrik d) � z.B.M ` Rn � und �pk�k>N
eine Folge in M .

�pk�k>N heiÿt Cau
hy-Folge (in M)

�
� �ε>R
�

§k0>N�k,l>N �k C k0 , l C k0 � d�pk, pl� � ε�.

Dann folgt:

�pk�k>N konvergiert in M Ô� �pk�k>N Cau
hy-Folge in M .

[ Denn sind p in M , �pk�k>N konvergent gegen p und ε > R
�

beliebig, so

existiert k0 > Nmit �kCk0 d�pk, p� �
ε
2
, also folgt für alle k, l > Nmit k, l C k0

d�pk, pl� B d�pk, p� � d�p, pl� �
ε

2
�

ε

2
� ε. �

M heiÿt vollständig �
� Jede Cau
hy-Folge in M konvergiert in M .

(ii) Ein normierter R-Vektorraum, der als metris
her Raum vollständig ist,

heiÿt ein (R-)Bana
hraum66

.

66

na
h Stefan Bana
h (1892-1945)

172



Beispiel.

1.) R ist als normierter R-Vektorraum mit Norm S . . . S ein Bana
hraum (na
h

Cau
hys
hem Konvergenzkriterium 4.12).

2.) Q ist als Teilmenge von R ein metris
her Raum, der ni
ht vollständig ist.

[ Sei

P

ª

i�1 ai10
�i

die dekadis
he Entwi
klung einer ni
ht-rationalen reellen

Zahl a > �0,1�. Dann ist die rationale Folge �pk�k>N, die gegeben ist dur
h

�k>N pk ��

P

k
i�1 ai10

�i
, o�enbar eine Cau
hy-Folge in Q, die ni
ht in Q

konvergiert. ℄

Satz 9.44. Jeder endli
h-dimensionale normierte R-Vektorraum ist ein Ba-

na
hraum.

Beweis. Es genügt o�enbar zu zeigen, daÿ �Rn, Y . . . Y
ª

� ein Bana
hraum ist.

(Bea
hte, daÿ je zwei Normen auf Rn dieselbe Topologie erzeugen.)

Sei also
�
�a1,k, . . . , an,k�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�ak

�

k>N
eine Cau
hy-Folge in �Rn, Y . . . Y

ª

�, d.h.

�ε>R
�

§k0>N�k,l>N �k C k0 , l C k0 � Yak � alYª � ε� .

Dann folgt für jedes i > �1, . . . , n�

�ε>R
�

§k0>N�k,l>N �k C k0 , l C k0 � Yai,k � ai,lYª � ε� ,

d.h. na
h dem Cau
hys
hen Konvergenzkriterium 4.12

�ai,k�k>N ist konvergent in R.

Na
h Satz 9.13 und der Tatsa
he, daÿ Konvergenz in Rn ni
ht von der Wahl

der Norm abhängt, ist dann au
h �ak�k>N konvergent in �Rn, Y . . . Y
ª

�. ✷

De�nition 9.45. Seien M eine Menge und W ein normierter R-Vektorraum.

(i) f � M �W heiÿt bes
hränkt �
� sup�Yf�p�Y Sp >M� �ª.

Wir bezei
hnen dann den R-Vektorraum aller bes
hränkten Abbildungen

M �W mit B�M,W � .

Die Vektorraum-Struktur auf B�M,W � ist gegeben dur
h

�f,g>B�M,W �

�λ>R�p>M �f � g��p� � f�p� � g�p� , �λf��p� � λf�p�.

Bea
hte, daÿ die so de�nierten Abbildungen mit f und g au
h wieder

bes
hränkt sind.

Dur
h

�f>B�M,W �

YfY
ª

�� sup�Yf�p�Y Sp >M�

wird dann o�enbar eine Norm, die sog. Supremumsnorm auf B�M,W �,

de�niert.
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(ii) Ist M sogar ein topologis
her Raum, so s
hreiben wir

Cb�M,W � �� B�M,W � 9 C�M,W �

für den R-Vektorraum der stetigen und bes
hränkten FunktionenM �W .

[ Die R-Vektorraum-Struktur vererbt si
h von B�M,W �, denn Cb�M,W �

ist na
h Satz 9.34 (ii) bzgl. Addition und skalarer Multiplikation abge-

s
hlossen. ℄

Sind M , W wie in 9.45 und �fk�k>N eine Folge in B�M,W �, die gegen eine

Abbildung f � M �W bzgl. Y . . . Y
ª

konvergiert, so gilt

�ε>R
�

§k0>N�k>N �k C k0 � Yfk � fYª � ε� ,

d.h. genau

�ε>R
�

§k0>N�k>N�p>M �k C k0 � Yfk�p� � f�p�Y � ε� .

Dies motiviert Teil (ii) der folgenden De�nition.

De�nition 9.46 (Punktweise und glei
hmäÿige Konvergenz von Folgen von Ab-

bildungen). Seien M eine beliebige Menge und N ein metris
her Raum. Ferner

sei �fk�k>N eine Folge in NM
(d.h. eine Folge von Abbildungen fk� M � N) und

sei f �M � N eine Abbildung.

(i) �fk�k>N konvergiert (punktweise) gegen f

�
� �p>M�ε>R
�

§k0>N�k>N �k C k0 � d�fk�p�, f�p�� � ε� .

(ii) �fk�k>N konvergiert glei
hmäÿig gegen f

�
� �ε>R
�

§k0>N�k>N�p>M �k C k0 � d�fk�p�, f�p�� � ε� .

Bemerkung.

1.) Teil (i) der letzten De�nition kann man allgemeiner für topologis
he (Haus-

dor�

67

-)Räume N geben, indem man fordert

�p>M�U>UX�f�p�,N�

§k0>N�k>N �k C k0 � fk�p� > U� .

Auf Teil (ii) tri�t dies ni
ht zu.

2.) Unter punktweiser Konvergenz von Abbildungen bleibt i.a. weder Be-

s
hränktheit

68

no
h Stetigkeit erhalten. Zur Stetigkeit vgl. 4.45 (i) a) Bei-

spiel 1.), und zur Bes
hränktheit betra
hte die Folge �fk�k>N, die gegeben

ist dur
h

�k>N fk� R�

�� R, tz�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

n � 1, falls t > �0, 1
k�1
�,

1
t
, falls t > � 1

k�1
,1�.

�fk�k>N ist eine Folge bes
hränkter Funktionen, die punktweise gegen die

unbes
hränkte Funktion

1
x
SR
�

konvergiert.

67

Die Hausdor�-Eigens
haft wird benötigt, damit der Grenzwert (eindeutig) existiert.

68

Eine Abbildung f � M � N zwis
hen einer Menge M und einem metris
hen Raum N

heiÿt bes
hränkt genau dann, wenn für ein � und damit für alle � q > N ein Cq > R mit

�p>M d�f�p�, q� B Cq existiert.
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Satz 9.47. Seien M eine Menge, N ein metris
her Raum und �fk�k>N eine Fol-

ge bes
hränkter Abbildungen fk� M � N , die glei
hmäÿig gegen eine Abbildung

f �M � N konvergiert. Dann ist au
h f bes
hränkt.

Beweis. Seien q > N und ε > R
�

. Da �fk�k>N glei
hmäÿig konvergiert, existiert

k0 > N mit

�p>M d�fk0�p�, f�p�� � ε. (266)

Da fk0 bes
hränkt ist, existiert Cq > R mit

�p>M d�fk0�p�, q� B Cq. (267)

Es folgt für jedes p >M

d�f�p�, q� B d�f�p�, fk0�p�� � d�fk0�p�, q�
�266�,�267�

B ε �Cq.

✷

Satz 9.48. Seien M , N ein metris
he Räume und �fk�k>N eine Folge steti-

ger Abbildungen fk� M � N , die glei
hmäÿig gegen eine Abbildung f �M � N

konvergiert. Dann ist au
h f stetig.

Beweis. Sei p0 >M . Zu zeigen ist, daÿ f stetig in p0 ist.

Hierzu sei ε > R
�

. Da �fk�k>N glei
hmäÿig konvergiert, existiert k0 > N mit

�p>M d�fk0�p�, f�p�� �
ε

3
. (268)

Da fk0 stetig in p0 ist, existiert δ > R�

mit

�p>M �d�p, p0� � δÔ� d�fk0�p�, fk0�p0�� � ε� . (269)

Es folgt für jedes p >M mit d�p, p0� � δ

d�f�p�, f�p0�� B d�f�p�, fk0�p��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�268�

�

ε
3

�d�fk0�p�, fk0�p0��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�269�

�

ε
3

�d�fk0�p0�, f�p0��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�268�

�

ε
3

� ε.

✷

Satz 9.49. Seien M eine Menge und W ein vollständiger R-Vektorraum.

(i) �B�M,W �, Y . . . Y
ª

� ist ein Bana
hraum.

(ii) Ist M ein metris
her Raum, so ist �Cb�M,W �, Y . . . Y
ª

� ein Bana
hraum.

Beweis. Es sei �fk�k>N eine Cau
hy-Folge in �B�M,W �, Y . . . Y
ª

�. Dann ist

�fk�p��k>N für jedes p >M eine Cau
hy-Folge inW , also existiert eine Abbildung

f �M �W mit

�p>M f�p� � lim
k�ª

fk�p�. (270)

Wir zeigen, daÿ �fk�k>N glei
hmäÿig gegen f konvergiert. Dann folgt (i) aus

Satz 9.47 und (ii) aus ebendiesem und Satz 9.48.
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Sei also ε > R
�

. Da �fk�k>N eine Cau
hy-Folge bzgl. Y . . . Y
ª

ist, existiert

k0 > N mit

�k,l>N�p>M �k C k0 , l C k0 Ô� d�fk�p�, fl�p�� �
ε

2
� . (271)

Sei p >M . Es genügt zu zeigen

�k>N �k C k0 Ô� d�fk�p�, f�p�� � ε� .

Wegen (270) existiert kp > N mit kp C k0

�k>N �k C kp Ô� d�fk�p�, f�p�� �
ε

2
� , (272)

und es folgt für alle k > N mit k C k0

d�fk�p�, f�p�� B d�fk�p�, fkp�p��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�271�

�

ε
2

�d�fkp�p�, f�p��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�272�

�

ε
2

� ε.

✷

Satz 9.50 (Bana
hs
her Fixpunktsatz). Seien �M,d� ein vollständiger metri-

s
her Raum, A `M eine ni
ht-leere abges
hlosssene Teilmenge und f � A � M

eine Abbildung mit folgenden Eigens
haften:

f ist kontrahierend, d.h. per de�nitionem

§C>�0,1��p,q>A d �f�p�, f�q�� B C d�p, q� (273)

und

f�A� ` A. (274)

Dann gilt

(i) Es existiert genau ein p
�

> A mit f�p
�

� � p
�

.

(ii) Ist p0 > A beliebig gewählt und ist die Folge �pk�k>N rekursiv de�niert dur
h

�k>N pk�1 �� f�pk�, so gilt limk�ª pk � p� und darüber hinaus

�k>N d�pk, p�� B
Ck

1 �C
d�p0, p1�. (275)

Beweis. Wir zeigen zunä
hst:

�pk�k>N ist Cau
hy-Folge. (276)

[ Es gilt für alle k > N
�

d�pk, pk�1� � d �f�pk�1�, f�pk��
�273�
B C d �pk�1, pk�

�273�
B C2 d �pk�2, pk�1� B . . . B C

k d�p0, p1�,
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also au
h für l > N
�

d�pk, pk�l� B
l�1

Q

i�1

d�pk�i, pk�i�1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BCk�i d�p0,p1�

B

Ck

1 �C
d�p0, p1�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

, (277)

und hieraus folgt (276). ℄

Da M vollständig ist, folgt aus (276) die Existenz von p
�

>M mit

lim
k�ª

pk � p�,

und weil �pk�k>N eine Folge in der abges
hlossenen Menge A ist, gilt p
�

> A na
h

Satz 9.11.

Die Gültigkeit von (275) folgt aus (277) dur
h Bildung des Grenzwertes für

l �ª.

Zum Na
hweis des Satzes bleibt daher zu zeigen, daÿ p
�

die in (i) genannte

Eigens
haft hat:

Aus (273) folgt, daÿ f � A�M stetig ist, also gilt

p
�

� lim
k�ª

pk�1 � lim
k�ª

f�pk� � f�p��.

Sei p > A beliebig mit f�p� � p. Dann ergibt (273)

d�p
�

, p� � d �f�p
�

�, f�p�� B C
®

>�0,1�

d�p
�

, p�,

und dies ist nur im Falle d�p
�

, p� � 0, d.h. p � p
�

, mögli
h. ✷

Satz 9.51. Sei V ein normierter R-Vektorraum. Dann sind die folgenden beiden

Aussagen äquivalent:

(i) V ist vollständig.

(ii) Für jede Folge �pi�i>N in V gilt:

ª

Q

i�0

YpiY konvergiert in R 69

Ô�

ª

Q

i�0

pi konvergiert in V .

Hierbei ist

ª

Q

i�0

pi de�niert als Partialsummenfolge �

k

Q

i�0

pi�
k>N

.

Beweis. �(i) � (ii)� Aus der Konvergenz von

ª

Q

i�0

YpiY in R folgt na
h dem

Cau
hys
hen Konvergenzkriterium für Reihen 4.23

�ε>R
�

§k0>N�k,l>N �l A k C k0 Ô�
l

Q

i�k�1

YpiY � ε� .

69

d.h. per de�nitionem

P

ª

i�0 pi ist absolut konvergent.
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Da na
h Dreie
ksunglei
hung stets für l A k gilt

Y

l

Q

i�0

pi �
k

Q

i�0

piY � Y
l

Q

i�k�1

piY B
l

Q

i�k�1

YpiY,

so ist �

k

Q

i�0

pi�
k>N

eine Cau
hy-Folge in V , die wegen (i) in V konvergiert.

�(ii) � (i)� Sei �qi�i>N eine Cau
hy-Folge in V . Dann existiert zu jedem i > N

eine ki > N mit

�k,l>N �k C ki , l C ki Ô� Yqk � qlY �
1

2i
� ,

und �qki�i>N ist eine Folge in V mit

�i>N Yqki � qki�1Y �
1

2i
.

Für i > N sei pi �� qki�1 � qki, also gilt

ª

Q

i�0

YpiY B 2 � ª. Wegen (ii) existiert

dann p > V mit

lim
l�ª

l

Q

i�0

pi

±

� qkl�1 � qk0

� p,

und es folgt liml�ª qkl � p � qk0 .

S
hlieÿli
h gilt au
h limk�ª qk � p � qk0 , d.h. (i) ist gezeigt.

[ Sei nämli
h ε > R
�

. Da �qk�k>N Cau
hy-Folge ist, existiert i0 > N mit

�k,l>N �k C i0 , l C i0 Ô� Yqk � qlY �
ε

2
� ,

und wegen liml�ª qkl � p � qk0 existiert i1 > N mit i1 C i0 und

�l>N �l C i1 Ô� Yqkl � �p � qk0�Y �
ε

2
� .

Daher folgt für für jedes k > N mit k C i1�C i0�

Yqk � �p � qk0�Y B Yqk � qki1 Y � Yqki1 � �p � qk0�Y � ε. �

✷
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10 Di�erentialre
hnung in endli
h-dimensionalen

Räumen

Wir wollen nun die Di�erentialre
hnung, die wir in Kapitel 6 für reelle Funk-

tionen auf Teilmengen von R betrieben haben, auf den Fall von Abbildungen

zwis
hen endli
h-dimensionalen R-Vektorräumen ausdehnen.

In der eindimensionalen Theorie haben wir eine Funktion f aus R na
h R

in p0 di�erenzierbar genannt, wenn A > R mit lim
p�p0

f�p� � f�p0� �A�p � p0�

p � p0
� 0

existiert, und im Falle der Existenz war A dur
h A �� lim
p�p0

f�p� � f�p0�

p � p0
eindeutig

bestimmt.

Zumindest auf den ersten Bli
k stellt uns der Übertrag auf den allgemei-

nen Fall allerdings vor Probleme. Zum einen ma
ht der Di�erentialquotient für

vektorwertige Abbildungen f � V � W auf einem Vektorraum überhaupt kei-

nen Sinn, da wir in allgemeinen Vektorräumen ni
ht dividieren können � und

das s
hon gar ni
ht, wenn die Vektoren im Zähler und im Nenner au
h no
h

in unters
hiedli
hen Räumen liegen. Zum anderen müssen wir einen adäquaten

Ersatz für die Multiplikation mit der reellen Zahl A �nden.

Die Lösung des zweitgenannten Problemes ist einfa
h: Die Multiplikation

x ( A � x stellt eine lineare Abbildung R � R dar, und wir ersetzen sie im

allgemeinen Fall dur
h eine lineare Abbildung A� V �W .

Die Lösung des ersten Problemes besteht aus der Wahl einer Norm auf V ,

denn na
h Anwendung dieser auf den Nenner, ist obiger Quotient wohlde�niert.

Wir müssen dann allerdings zeigen, daÿ die Existenz von A unabhängig von der

speziellen Wahl der Norm ist.

Des weiteren ist � im Gegensatz zum eindimensionalen Fall � die Eindeutig-

keit von A ni
ht sofort ersi
htli
h.

Generalvoraussetzung. Seien stets V,W endli
h-dimensionale normierte R-

Vektorräume.

70

I.d.R. bezei
hnen wir beide Normen mit Y . . . Y.

De�nition 10.1 (Di�erenzierbarkeit und Di�erential). SeienM eine Teilmenge

von V und f �M �W eine Abbildung. Ferner sei p0 >
X

M .

(i) f heiÿt di�erenzierbar in p0
�
� §A>L�V,W �

�ε>R
�

§δ>R
�

�p>M��p0�

�Yp � p0Y � δ�
Yf�p� � f�p0� �A�p � p0�Y

Yp � p0Y
� ε� (278)

klar

� §A>L�V,W �

�ε>R
�

§δ>R
�

�h>V ��0�

��p0 � h >M , YhY � δ��
Yf�p0 � h� � f�p0� �A�h�Y

YhY
� ε� (279)

70

Man denke hier ni
ht nur an die �übli
hen� Vektorräume. V und W können au
h Unter-

vektorräume anderer Vektorräume sein, z.B. Hyperebenen o.ä.

Es sei angemerkt, daÿ man die Theorie lei
ht auf (evtl. unendli
h-dimensionale) Bana
hräu-

me W übertragen kann. Dann spielt die Wahl der Norm auf W eine Rolle � im Falle

dimRW �ª ist dies ni
ht der Fall.
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� §A>L�V,W �

lim
p�p0

f�p� � f�p0� �A�p � p0�

Yp � p0Y
� 0 71

.

(280)

[ �(278) � (280)� folgt aus Satz 9.25. ℄

Bea
hte, daÿ (280) � und damit die De�nition � na
h Satz 9.41 ni
ht von

der speziellen Wahl der Norm auf W abhängt.

Wir behaupten:

(a) Die De�nition ist unabhängig von der speziellen Wahl der Norm auf

V .

(b) Ist f di�erenzierbar in p0, so ist A > L�V,W � mit (279) (d.h. mit

(278), (280)) eindeutig bestimmt.

[ Zu (a): Seien Y . . . Y1, Y . . . Y2 zwei Normen auf V . Dann gibt es gemäÿ der

Sätze Satz 9.41 und 9.37 reelle Zahlen C1,C2 > R�

mit

�v>V ��0�

1

YvY1
B C1

1

YvY2
,

1

YvY2
B C2

1

YvY1
.

Also folgt für p >M � �p0�

℄

f�p� � f�p0� �A�p � p0�

Yp � p0Y1
℄ B C1 ℄

f�p� � f�p0� �A�p � p0�

Yp � p0Y2
℄

B C1C2 ℄
f�p� � f�p0� �A�p � p0�

Yp � p0Y1
℄ ,

und hieraus ergibt si
h (a).

Zu (b): Erfüllten sowohl A1 > L�V,W � als au
h A2 > L�V,W � (279) an-

stelle von A.

Sei ε > R
�

beliebig. Dann existieren δ1, δ2 > R
�

derart, daÿ für i > �1,2�

gilt

Uδi � �p0 � h Sh > V , YhY � δi� `M, (281)

�h>V ��0� �YhY � δi �
Yf�p0 � h� � f�p0� �Ai�h�Y

YhY
� ε� . (282)

Hieraus folgt mittels der Dreie
ksunglei
hung für jedes h > V � �0� mit

YhY � δ ��min�δ1, δ2�
Y�A1 �A2��h�Y

YhY
� 2ε. (283)

71

Sind M ` V , g� M �W eine Abbildung und a > V ein Häufungspunkt von M in V (d.h.

per de�nitionem, daÿ eine Folge in M ��a� existiert, die gegen a konvergiert), so heiÿt w >W

der Limes oder Grenzwert von g für p gegen a (i.Z. lim
p�a

g�p� ) genau dann, wenn für jede

Folge �pk�k>N in M mit limk�ª pk � a gilt limk�ª g�pk� � w.
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Da A1,A2 linear sind, gilt für jedes λ > R � �0�

Y�A1 �A2��λh�Y

YλhY
�

Y�A1 �A2��h�Y

YhY
,

also folgt, daÿ (283) au
h für jedes h > V � �0� gilt. Aus 9.39 ergibt si
h

dann YA1 � A2Y B 2ε. Da dies für alle ε > R
�

gezeigt ist, erhalten wir

A1 �A2 � 0 > L�V,W �, d.h. A1 � A2. ℄

Ist f di�erenzierbar in p0, so heiÿt das na
h (b) eindeutig bestimmte Ele-

ment A > L�V,W � mit (278) (d.h. mit (278), (280)) das (erste) Di�erential

von f an der Stelle p0 und wird mit dp0f bezei
hnet.

(ii) f heiÿt di�erenzierbar �
� M o�en und �p>M f di�erenzierbar in p.

(iii) Die Abbildung df � �p >
X

M Sf di�erenzierbar in p�� L�V,W � , p ( dpf,

heiÿt das (erste) Di�erential von f .

Satz 10.2. Seien M ` V , f � M �W eine Abbildung und p >
X

M . Dann gilt:

f di�erenzierbar in pÔ� �v>V
∂f

∂v
�p� �� lim

t�0

f�p � t v� � f�p�

t
� dpf�v�.

72

Beweis. Im Falle v � 0 ist die Behauptung klar, sei also im folgenden v x 0.

Weiter sei �tk�k>N eine Folge in R mit limk�ª tk � 0. Dann folgt aus 9.34 (ii)

limk�ª p� tk v � p, und wegen p >
X

M gilt p� tk v >M für fast alle k > N. Hieraus

folgt wegen der Di�erenzierbarkeit von f in p

0 � lim
k�ª

℄

f�p � tk v� � f�p� � dpf�tk v�

Ytk vY
℄

� lim
k�ª

℄

f�p � tk v� � f�p� � tk dpf�v�

tk YvY
℄

�

1

YvY
lim
k�ª

℄

f�p � tk v� � f�p�

tk
� dpf�v�℄ ,

also au
h lim
k�ª

f�p � tk v� � f�p�

tk
� dpf�v�. ✷

Bemerkung. Die Ri
htung �
� des letzten Satzes ist i.a. fals
h, vgl. die Be-

merkung zu Satz 10.13 unten.

Satz 10.3. Seien M ` V , f � M �W eine Abbildung und p >
X

M . Dann gilt:

f di�erenzierbar in p Ô� f ststig in p.

72

Für v > V heiÿt

∂f

∂v
�p� die Ri
htungsableitung von f in p in Ri
htung v. Mit

∂

∂v
�f� ��

∂f

∂v

bezei
hnen wir die entspre
hende Abbildung von �p >

X

M S limt�0
f�p�t v��f�p�

t
existiert in W�

na
h W , die sog. Ri
htungsableitung von f in Ri
htung v.
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Beweis. Sei �pk�k>N eine Folge in M � �p� mit limk�ª pk � p. Es genügt

o�enbar zu zeigen, daÿ dann limk�ª f�pk� � f�p� folgt. Für alle k > N gilt

Yf�pk� � f�p�Y �
Yf�pk� � f�p�Y

Ypk � pY
Ypk � pY

B

Yf�pk� � f�p� � dpf�pk � p�Y

Ypk � pY
Ypk � pY �

Ydpf�pk � p�Y

Ypk � pY
Ypk � pY

�264�
B

Yf�pk� � f�p� � dpf�pk � p�Y

Ypk � pY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0 na
h Vor.

Ypk � pY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

�YdpfY Ypk � pY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

,

also folgt limk�ª f�pk� � f�p�. ✷

Satz 10.4. Seien M,N Teilmengen von V und f �M � W , g� N � W Abbil-

dungen sowie λ > R. Dann gilt:

(i) f � M �W konstant

Ô� �

p>
X

M
f di�erenzierbar in p und dpf � 0 > L�V,W �.

(ii) ϕ > L�V,W �Ô� ϕ di�erenzierbar und �p>V dpϕ � ϕ.

(iii) Für alle p >
X

M 9

X

N gilt:

�f, g di�erenzierbar in p

Ô� f � g� M 9N �W di�erenzierbar in p und dp�f � g� � dpf �dpg�

(iv) Für alle p >
X

M gilt:

�f di�erenzierbar in p

Ô� λf � M �W di�erenzierbar in p und dp�λf� � λdpf�

Beweisskizze. Man überprüft sofort, daÿ der Di�erentialquotient mit der

jeweils in der Behauptung als Di�erential genannten Abbildung gegen Null kon-

vergiert. ✷

Bemerkung. Sei n > N
�

. Na
h (ii) ist xi > �R
n
�

�

� L�Rn,R� (vgl. 9.26 (i))

di�erenzierbar, und es gilt �p>Rn dpxi � xi, d.h.

dxi� R
n
�� L�Rn,R� ist konstant vom Wert xi.

Hauptsatz 10.5 (Kettenregel).

Vor.: Seien V1 und V2 endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume,Mi Teil-

mengen von Vi für i > �1,2� sowie g� M1 � V2, f � M2 � W Abbildungen mit

g�M1� `M2. Ferner sei p >
X

M1 derart, daÿ gilt g�p� >
X

M2.

Beh.: Ist g di�erenzierbar in p und f di�erenzierbar in g�p�, so gilt

p >

X

Æg1�M2�, (284)

und f X g� g1�M2� �W ist di�erenzierbar in p mit

dp�f X g� � dg�p�f X dpg.
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Beweis. Wir zeigen zunä
hst (284).

[ g�p� ist innerer Punkt vonM2, also existiert U2 > U
X

�g�p�, V2� mit U2 `M2,

und wegen der Stetigkeit von g� M1 � V in p (da g di�erenzierbar in p) existiert

weiter G > U

X

�p,M1� mit g�G� ` U2. Da M1 ein topolgis
her Teilraum von V1
ist, folgt die Existenz von H > U

X

�p,V1� mit G �H 9M1, d.h. es gilt

g�H 9M1� ` U2 `M2.

Da p innerer Punkt von M1 ist, existiert

ÇU1 > U
X

�p,V1� mit

ÇU1 `M1. Dann

gilt au
h U1 ��
ÇU1 9H > U

X

�p,V1� und U1 `M1 sowie

g� U1
¯

�U19M1

� ` U2 `M2,

also U1 ` g
1
�M2�, d.h. p ist innerer Punkt von g

1
�M2�. ℄

Wir de�nieren nun Abbildungen h1� M1 � V2 und h2� M2 �W dur
h

�q>M1��p� h1�q� �
g�q� � g�p� � dpg�q � p�

Yq � pY
, h1�p� � 0

und

�q̃>M2��g�p�� h2�q̃� �
f�q̃� � f�g�p�� � dg�p�f�q̃ � g�p��

Yq̃ � g�p�Y
, h2�g�p�� � 0.

Dann folgt aus der Di�erenzierbarkeit von g in p und der Di�erenzierbarkeit

von f in g�p�:

�q>M1
g�q� � g�p� � dpg�q � p� � Yq � pYh1�q�, h1�p� � 0

und h1 ist stetig in p
(285)

sowie

�q̃>M2
f�q̃� � f�g�p�� � dg�p�f�q̃ � g�p�� � Yq̃ � g�p�Yh2�q̃�,

h2�g�p�� � 0 und h2 ist stetig in g�p�.
(286)

Sei nun �qk�k>N eine Folge in g1�M2� � �p� mit limk�ª qk � p. Dann folgt

für alle k > N

�f X g��qk� � f�g�qk��

�286�
� f�g�p�� � dg�p�f� g�qk� � g�p�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�285�
� dpg�qk � p� � Yqk � pYh1�qk�

�

�Yg�qk� � g�p�Yh2�g�qk��,

also au
h

Z
�f X g� �qk� � �f X g� �p� � ��dg�p�f� X �dpg�� �qk � q�Z

�
Zdg�p�f� Yqk � pYh1 �qk� � � Yg�qk� � g�p�Yh2�g�qk��Z

�264�
B

Zdg�p�fZ Yqk � pY Yh1 �qk�Y � Yg�qk� � g�p�Y Yh2�g�qk��Y
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Hieraus und aus

Yg�qk� � g�p�Y
�285�
� Ydpg�qk � p� � Yqk � pYh1�qk�Y

�264�
B YdpgY Yqk � pY � Yqk � pY Yh1�qk�Y

folgt

Z
�f X g� �qk� � �f X g� �p� � ��dg�p�f� X �dpg�� �qk � q�Z

B Yqk � pY � Zdg�p�fZYh1 �qk�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
��

�285�
0

�
�
YdpgY � Yh1�qk�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
��

�285�
0

�
Yh2� g�qk�

²

k�ª
�� g�p�

�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
��

�286�
0

�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�ª
�� 0

.

Bea
hte, daÿ limk�ª g�qk� � g�p� gilt, weil g stetig in p ist, da g di�erenzierbar

in p ist.

Nun folgt lim
k�ª

Z
�f X g� �qk� � �f X g� �p� � ��dg�p�f� X �dpg�� �qk � q�Z

Yqk � pY
� 0. ✷

10.6 (Weg, Ges
hwindigkeitsvektor, Bes
hleunigungsvektor).

(i) Sei M eine beliebige Menge. Dann ist ein Weg in M per de�nitionem eine

Abbildung eines Intervalles von R in M .

(ii) Seien J ` R ein Intervall und c� J � V ein Weg in V sowie t0 >
X

J . Dann

folgt

c di�erenzierbar in t0 
� lim
h�0

c�t0 � h� � c�t0�

h
existiert in V. (287)

Gilt eine der beiden Seiten von (287), so folgt darüber hinaus

c��t0� �� lim
h�0

c�t0 � h� � c�t0�

h
� dt0c�1�. (288)

c��t0� heiÿt Ges
hwindigkeitsvektor von c zur Zeit t0 oder die (erste) Ab-

leitung von c in t0.

[ Ist c di�erenzierbar in t0, so folgt die re
hte Seite von (287) sowie (288)

aus 10.2.

Zu (287) �
�: Existiere also v > V mit v � lim
h�0

c�t0 � h� � c�t0�

h
. Mit

A > L�R, V �, �t>RA�t� � t v

folgt dann

0 � lim
h�0

c�t0 � h� � c�t0� � hv

h
� lim
h�0

c�t0 � h� � c�t0� �A�h�

h
.
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Daher ist c di�erenzierbar in t0 mit dt0c � A, d.h. dt0c�1� � A�1� � v, also

gilt die linke Seite von (287). ℄

Im Falle der Existenz von t
�

��minJ bzw. t
�

��maxJ heiÿt c im Falle der

Existenz von c��t
�

� �� c��t
�

�� bzw. c��t
�

� �� c��t
�

��
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di�erenzierbar in t
�

bzw. t
�

, und wir nennen diesen Vektor den Ges
hwindigkeitsvektor von c

zur Zeit t
�

bzw. t
�

oder die (erste) Ableitung von c in t
�

bzw. t
�

.

c heiÿt di�erenzierbar genau dann, wenn c in jedem t > J di�erenzierbar

ist. In diesem Falle heiÿt c�� J � V das Ges
hwindigkeitsvektorfeld von c.

Ist au
h c� in t > J di�erenzierbar, so heiÿt c���t� �� �c��
�

�t� der Bes
hleu-

nigungsvektor von c zur Zeit t oder die zweite Ableitung von c in t, und im

Falle der Di�erenzierbarkeit von c� heiÿt c�� �� �c��
�

� J � R das Bes
hleu-

nigungsvektorfeld von c oder die zweite Ableitung von c.

Bemerkung. Der Spezialfall V � R von 10.7 (ii) zeigt, daÿ die De�nitionen der

Di�erenzierbarkeit und der Ableitung in diesem Kapitel Verallgemeinerungen

der entspre
henden De�nitionen in 6.1 � bea
hte, daÿ zu einem inneren Punkt

t >M ` R per de�nitionem ein ni
ht-entartetes o�enes Intervall J mit p > J `M

existiert � und 8.26 sind.

Satz 10.7 (Geometris
he Verans
hauli
hung des Di�erentials). Seien M ` V ,

f �M �W eine Abbildung, die in p >
X

M di�erenzierbar ist, und sei v > V .

Dann folgt für alle t0 > R sowie ε > R
�

und jeden di�erenzierbaren Weg

c� � � ε � t0, t0 � ε� � V mit c �� � ε � t0, t0 � ε�� `M , c�t0� � p und c��t0� � v

�f X c���t0� � dc�t0�f�c
�

�t0�� � dpf�v�.

Beweis. Na
h der Kettenregel 10.5 ist f X c in t0 di�erenzierbar, und es gilt

�f X c���t0�
�288�
� dt0�f X c��1�

10.5
� �dc�t0�f� X �dt0c��1�

�288�
� dpf�c

�

�t0�� � dpf�v�.

✷

Na
hdem wir nun ein geometris
hes Verständnis für die mehrdimensionale

Di�erenzierbarkeit gewonnen haben, wollen wir nun mittels des folgenden Satzes

den Zusammenhang zwis
hen reellwertigen und Rn-wertigen di�erenzierbaren

Abbildungen aufzeigen.

Satz 10.8.

Vor.: Seien n > N
�

, M ` V , f �M � Rn eine Abbildung und p >
X

M .

Beh.:

f di�erenzierbar in p
� �i>�1,...,n� fi di�erenzierbar in p. (289)

Gilt eine der Seiten von (289), so folgt

�i>�1,...,n� �dpf�i � dpfi,

d.h. dpf � �dpf1, . . . ,dpfn�.

73

Hierbei sind für eine Abbildung f � M � V auf einer Teilmenge M von R für t > M die

Limites f ��t�� und f ��t�� völlig analog zur entspre
henden De�nition in Kapitel 5 de�niert.
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Beweis. 1.) Sei f di�erenzierbar in p und sei i > �1, . . . , n�. Da xi > L�R
n,R�

in f�p� di�erenzierbar ist, so ist na
h der der Kettenregel 10.5 fi � xiXf � M � R

di�erenzierbar in p, und es gilt

dpfi � �df�p�xi
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�xi

� X �dpf� � �dpf�i.

2.) Es sei fi� M � R für jedes i > �1, . . . , n� in p di�erenzierbar. Es gilt dann

dpfi > L�V,R�, also au
h �dpf1, . . . ,dpfn� > L�V,R
n
�.

Weiter folgt für jede Folge �qk�k>N im M � �p� mit limk�ª qk � p

�i>�1,...,n� lim
k�ª

fi�qk� � fi�p� � dpfi�qk � p�

Yqk � pY
� 0,

also au
h na
h 9.13

lim
k�ª

f�qk� � f�p� � �dpf1, . . . ,dpfn��qk � p�

Yqk � pY
� 0,

d.h. f ist di�erenzierbar mit dpf � �dpf1, . . . ,dpfn�. ✷

Wir haben in Kapitel 6 den Mittelwertsatz als das wi
htigste Ergebnis der

eindimensionalen Di�erentialre
hnung herausgearbeitet. Wir zeigen nun, daÿ

das entspre
hende Analogon au
h für reellwertige Funktionen auf einem endli
h-

dimensionalen Vektorraum gilt, während für vektorwertige Abbildungen nur eine

abges
hwä
hte Fassung gültig ist.

Satz 10.9 (Mittelwertsatz der Di�erentialre
hnung). Es seien M ` V und

f �M � R eine Funktion. Weiter seien p, q >M mit p x q derart, daÿ gilt

�p, q� �� �p � t�q � p� S t > �0,1�� `M sowie �p, q� �� �a, b� � �a, b� `
X

M,

und f ist in allen Punkten von �p, q� stetig und auf �a, b� di�erenzierbar. Dann

existiert ϑ > �0,1� mit

f�q� � f�p� � dp�ϑ�q�p�f�q � p�.

Beweis. h� �0,1� � R, t( f�p � t�q � p��, ist na
h Voraussetzung stetig und

auf �0,1� di�erenzierbar. Daher existiert na
h dem Mittelwertsatz 6.10 ϑ > �0,1�

mit h�1� � h�0� � h��ϑ� � dϑh�1�, also gilt

f�q� � f�p� � dp�ϑ�q�p�f X �t( p � t�q � p��
�

�1�.

Hieraus folgt die Behauptung.

74

✷

Bemerkung. Der letzte Satz gilt ni
ht für vektorwertige Abbildungen! Be-

tra
hte c� �0,1� � R2
, t ( �cos�2πt�, sin�2πt��. Dann gilt c�1� � c�0� � �0,0�

und �ϑ>�0,2π� dϑc�1� � c
�

�ϑ� � 2π�� sin�2πϑ�, cos�2πϑ�� x �0,0�.

74

Man überlege si
h zunä
hst, daÿ es genügt, den Fall V � R
m

zu betra
hten und sodann

mit Satz 10.8, daÿ man die Ableitung von t ( p � t�q � p� dur
h komponentenweises Ableiten

erhält.
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Hauptsatz 10.10 (Mittelwertabs
hätzungssatz der Di�erentialre
hnung). Sei-

en M ` V und f �M � W eine Abbildung. Weiter seien p, q > M mit p x q

derart, daÿ gilt �p, q� `
X

M , und f ist in allen Punkten von �p, q� di�erenzierbar.

Dann folgt

Yf�q� � f�p�Y B sup�YdafY Sa > �p, q�� � Yq � pY.

(Die Operatornorm auf Lc�V,W � � L�V,W � (vgl. 9.37, 9.39) ist hier natürli
h

bzgl. der Normen auf V und W zu bilden.)

Zusatz. Ist f nur in allen Punkten von �p, q� di�erenzierbar und in p sowie q

stetig, wobei p, q ni
ht notwendig innere Punkte von M sein müssen, so gilt

Yf�q� � f�p�Y B sup�YdafY Sa > �p, q�� � Yq � pY.

Beweis. Im Falle C �� sup�YdafY Sa > �p, q�� � �ª ist ni
hts zu zeigen. Sei

daher C � �ª.

Sei ε > R
�

beliebig. Wir de�nieren zwei Abbildungen

h� �0,1� ��W, t z� f�p � t�q � p��,

λ� �0,1� �� R, t z� Yh�t� � h�0�Y � t�C � ε�Yq � pY

und werden zeigen

λ�1� B 0. (290)

Die Behauptung folgt dann aus der Beliebigkeit von ε > R
�

.

Zu (290): Zunä
hst ist λ� �0,1� � R o�enbar stetig. Als Urbild einer abge-

s
hlossenen Menge ist dann g x A �� λ
1
�� �ª,0�� abges
hlossen in �0,1�, und

es gilt s �� supA > A.

[ Zum einen gilt 0 > A, also A x g. Zum anderen existiert eine Folge �sk�k>N
in A mit limk�ª sk � s, und es folgt λ�s� � limk�ª λ�sk�

²

B0

B 0 (bea
hte, daÿ λ

stetig ist), d.h. s > A. ℄

Zum Na
hweis von (290) genügt es nun zu zeigen, daÿ gilt s � 1.

Beweis hiervon: Angenommen es gilt s � 1. Da f in p�s�q�p� di�erenzierbar

ist, existiert dann δ > R
�

mit �s, s � δ� ` �0,1� derart, daÿ für alle t > �s, s � δ�

gilt

Yf�p � t�q � p�� � f�p � s�q � p�� � dp�s�q�p�f��t � s��q � p��Y

Y�t � s��q � p�Y
�

ε

2
,

Yh�t� � h�s� � �t � s�dp�s�q�p�f��q � p��Y B
ε

2
�t � s�Y�q � p�Y,

also na
h 9.35 und der De�nition von C

Yh�t� � h�s�Y B
ε

2
�t � s�Y�q � p�Y �C �t � s�Yq � pY (291)

und somit na
h De�nition von λ

λ�t� � Yh�t� � h�0�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BYh�t��h�s�Y�Yh�s��h�0�Y

� t
®

�t�s�s

�C � ε�Yq � pY
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B Yh�t� � h�s�Y � �t � s��C � ε�Yq � pY

� Yh�s� � h�0�Y � s�C � ε�Yq � pY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�λ�s�

�291�
B C �t � s�Yq � pY � �t � s��C �

ε

2
�Yq � pY � λ�s�

s>A
B ��t � s�

ε

2
Yq � pY B 0.

Insbesondere gilt also λ�s � δ� B 0, im Widerspru
h zur De�nition von s.

Zum Zusatz: In der Situation des Zusatzes haben wir gerade bereits bewie-

sen, daÿ für alle t1, t2 > �0,1� mit t1 � t2 gilt

Yf�p � t2�q � p�� � f�p � t1�q � p��Y B sup�YdafY Sa > �p, q�� � �t2 � t1�Yq � pY.

Da f in p und q stetig ist, folgt die Behauptung des Zusatzes dur
h Grenzwert-

bildung für t2 � 1 und t1 � 0. ✷

Satz 10.11. Sei M eine o�ene Teilmenge von V mit der Eigens
haft, daÿ es

zu je zwei Punkten p, q >M endli
h viele a0, . . . , ak >M mit a0 � p, ak � q und

�ai�1, ai� `M für i > �1, . . . , k� gibt. Weiter sei f �M �W eine di�erenzierbare

Abbildung mit �a>M daf � 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus 10.10. ✷

Wir haben in 10.2 bereits für eine Funktion V �W die Ri
htungsableitun-

gen de�niert. Im Falle V � Rm besitzt V die kanonos
he Basis �e1, . . . , em�,

und die Ri
htungsableitungen in Ri
htung ei für i > �1, . . . ,m� spielen eine be-

sondere Rolle. Sie sind nämli
h �verhältnismäÿig einfa
h zu bestimmen� und

ermögli
hen daher � wie wir in 10.13 sehen werden � die Angabe eines �einfa
h

zu überprüfenden� hinrei
henden Kriteriums für Di�erenzierbarkeit.

De�nition 10.12 ((Stetige) Partielle Di�erenzierbarkeit und partielle Ablei-

tungen). Es seien m > N
�

, M ` Rm und f � M � W eine Abbildung. Ferner sei

p0 � �p1, . . . , pm� >
X

M .

(i) Sei i > �1, . . . ,m�.

f heiÿt partiell di�erenzierbar in p na
h xi

�
� limt�0
f�p0 � t ei� � f�p0�

t
existiert in W .

Falls f partiell di�erenzierbar in p0 na
h xi ist, so heiÿt

∂f

∂xi
�p0� �� lim

t�0

f�p0 � t ei� � f�p0�

t

10.6
� �tz� f�p1, . . . , pi�1, pi � t, pi�1, . . . , pm��

�

�0�

� �tz� f�p1, . . . , pi�1, t, pi�1, . . . , pm��
�

�pi�

die i-te partielle Ableitung von f in p0. Es gilt also
∂f

∂xi
�p0� �

∂f

∂ei
�p0�.

Statt

∂f
∂xi
�p0� s
hreibt man au
h fxi�p0� .
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Wir setzen Mxi �� �p >

X

M Sf partiell di�erenzierbar in p na
h xi� und

nennen die Abbildung

∂

∂xi
�f� ��

∂f

∂xi
� Mxi ��W , pz�

∂f

∂xi
�p�,

die i-te partielle Ableitung von f . Statt
∂f
∂xi

s
hreibt man au
h fxi .

f heiÿt partiell di�erenzierbar na
h xi
�
� �p>M f partiell di�erenzierbar in p na
h xi.

(ii) f heiÿt partiell di�erenzierbar in p0
�
� �i>�1,...,m� f partiell di�erenzierbar in p0 na
h xi.

f heiÿt partiell di�erenzierbar

�
� �i>�1,...,m� f partiell di�erenzierbar na
h xi.

(iii) f heiÿt stetig partiell di�erenzierbar in p0 genau dann, wenn es eine Um-

gebung U > U

X

�p0,R
m
� mit U ` M gibt derart, daÿ f SU partiell di�eren-

zierbar ist und

∂f
∂xi
SU für jedes i > �1, . . . ,m� stetig in p0 ist.

f heiÿt stetig partiell di�erenzierbar

�
� �p>M f stetig partiell di�erenzierbar in p.

Beispiel. f � R2
� R2, �x, y� ( �ex cos�y�, ex sin�y��, ist partiell di�erenzierbar

mit

∂f

∂x
�x, y� � �ex cos�y�, ex sin�y�� ,

∂f

∂y
�x, y� � ��ex sin�y�, ex cos�y��,

d.h. es gelten die sog. Cau
hy-Riemanns
hen Di�erentialglei
hungen

∂f1

∂x
�

∂f2

∂y
,

∂f1

∂y
� �

∂f2

∂x
.

Bemerkung. Seien m > N
�

, M ` Rm und f �M � W eine Abbildung. Dann

gilt

df �

m

Q

i�1

∂f

∂xi
dxi.

Denn ist f in p >
X

M di�erenzierbar, so gilt für v �
P

m
i�1 viei > R

m

dpf�v� � dpf �
m

Q

i�1

viei� �
m

Q

i�1

vidpf�ei� �
m

Q

i�1

∂f

∂xi
�p�vi �

m

Q

i�1

∂f

∂xi
�p�xi�v�

�

m

Q

i�1

∂f

∂xi
�p�dpxi�v�.

Teil (ii) des folgenden Satzes stellt nun das angekündigte hinrei
hende Kri-

terium für Di�erenzierbarkeit, wel
hes si
h mittels der Kenntnis der partiellen

Ableitungen überprüfen läÿt, dar.
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Hauptsatz 10.13.

Vor.: Es seien m > N
�

, M ` Rm und f �M � W eine Abbildung. Ferner sei

p � �p1, . . . , pm� >
X

M .

Beh.:

(i) f di�erenzierbar in p

Ô� f partiell di�erenzierbar in p und �i>�1,...,m�

∂f

∂xi
�p� � dpf�ei�.

(ii) Ist f in p stetig partiell di�erenzierbar, so ist f di�erenzierbar in p.

Beweis. (i) folgt sofort aus Satz 10.2.

Zu (ii): Wir können o�enbar ohne Bes
hränkung der Allgemeinhet anneh-

men, daÿ n > N
�

mit W � Rn existiert, und wegen Satz 10.8 genügt es dann,

den Satz für den Fall W � R zu beweisen. Ferner versehen wir Rm mit der

Maximumsnorm Y . . . Y
ª

.

Na
h Voraussetzung existiert ε > R
�

mit U �� Uε�p� ` M derart, daÿ f SU
partiell di�erenzierbar ist und

∂f
∂xi
SU für jedes i > �1, . . . ,m� stetig in p ist. Wir

de�nieren eine Abbildung A > L�Rm,R� dur
h

A�x1, . . . , xm� �
m

Q

i�0

xi
∂f

∂xi
�p�. (292)

(Bea
hte, ist f in p di�erenzierbar, so muÿ dpf � A gelten.)

Für jedes q � �q1, . . . , qm� > U und jedes i > �1, . . . ,m � 1� ist dann au
h

�p1, . . . , pi, qi�1, . . . , qm� > U , und es gilt

f�q� � f�p� � f�q1, . . . , qm� � f�p1, q2, . . . , qm�

�f�p1, q2, . . . , qm� � f�p1, p2, q3 . . . , qm�

�

�f�p1, . . . , pm�1, qm� � f�p1, . . . , pm�.

Na
h dem Mittelwertsatz 6.10 � angewandt auf jede Zeile � existieren für

alle i > �1, . . . ,m� reelle Zahlen ξ
q
i zwis
hen qi und pi mit

f�q� � f�p� �
m

Q

i�1

∂f

∂xi
�p1, . . . , pi�1, ξ

q
i , qi�1, . . . , qm� �qi � pi�,

und hieraus ergibt si
h mit (292)

f�q� � f�p� �A�q � p�

Yq � pY
ª

�

m

Q

i�1

qi � pi

Yq � pY
ª

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

> ��1,1�

�

∂f

∂xi
�p1, . . . , pi�1, ξ

q
i , qi�1, . . . , qm� �

∂f

∂xi
�p�� .

Für q � p strebt au
h �p1, . . . , pi�1, ξ
q
i , qi�1, . . . , qm� gegen p (bea
hte, daÿ

die ξ
q
i zwis
hen qi und pi liegen), und

∂f
∂xi
SU ist stetig in p. Daher folgt, daÿ der
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zweite Faktor eines jeden Summanden der re
hten Seite der letzten Glei
hung

gegen Null konvergiert, und der erste ist bes
hränkt. Damit konvergiert die

gesamte re
hte Seite für q � p gegen Null und somit au
h die linke. Also ist f

di�erenzierbar in p mit dpf � A. ✷

Beispiel. f � R2
� R2, �x, y� ( �ex cos�y�, ex sin�y��, ist di�erenzierbar, denn

∂f
∂x
, ∂f
∂y
� R2

� R2
sind o�enbar stetig.

Bemerkung.

(i) Die Ri
htung �
� in Teil (i) des letzten Satzes ist i.a. fals
h. Die Funktion

f � R2
�� R, �x, y� z�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, falls y � x2 A 0,

0, sonst,

ist partiell di�erenzierbar in �0,0� (mit �v>R2
∂f
∂v
�0,0� � 0), aber ni
ht

einmal stetig in �0,0�.

(ii) Ist M eine Teilmenge von V anstelle von Rm, so gilt (ii) entspre
hend,

wenn man voraussetzt, daÿ zu einer Basis �v1, . . . , vm� von V alle Ri
h-

tungsableitungen

∂f

∂vi
für i > �1, . . . ,m� auf einer Umgebung von p existie-

ren und dort stetig sind.

Unser nä
hstes Ziel ist es, u.a. zu beweisen, daÿ mit zwei reellwertigen Funk-

tionen au
h ihr Produkt di�erenzierbar ist. Dies läÿt si
h aus dem folgenden

Satz, der au
h für si
h von Interesse ist, ableiten.

Wir haben oben bereits eingesehen, daÿ lineare Abbildungen di�erenzierbar

sind und si
h in jedem Punkt selbst als Di�erential besitzen. Wir zeigen nun,

daÿ au
h multilineare Abbildungen di�erenzierbar sind.

Satz 10.14. Seien k > N
�

und V1, . . . , Vk endli
h-dimensionale normierte R-

Vektorräume. Ferner sei ϕ�
�

k
i�1 Vi � W eine k-fa
h R-multilineare Abbildung.

Dann ist ϕ di�erenzierbar, und für alle p � �p1, . . . , pk�, v � �v1, . . . , vk� > �
k
i�1 Vi

gilt

dpϕ�v� �
k

Q

i�1

ϕ�p1, . . . , pi�1, vi, pi�1, . . . , pk�.

Beweis. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daÿ

n1, . . . , nk > N�

mit V1 � Rn1 , . . . , Vk � Rnk
existieren, also folgt

�

k
i�1 Vi � Rn mit

n �

P

k
i�1 ni > N�

.

Für jedes i > �1, . . . , k� bezei
hne �ei,1, . . . , ei,ni
� die kanonis
he Basis von

Vi � Rni
. Dann können wir �e1,1, . . . , e1,n1

, . . . , ek,1, . . . , ek,nk
� mit der kanoni-

s
hen Basis des Rn identi�zieren. �x1,1, . . . , x1,n1
, . . . , xk,1, . . . , xk,nk

� sei die dazu

duale Basis von �Rn�
�

.

Wir bezei
hnen weiter mit Y . . . Yi (i > �1, . . . , k�) bzw. Y . . . Y
ª

die Maxi-

mumsnormen auf Rni
bzw. Rn. Dann gilt also

�a��a1,1,...,a1,n1
,...,ak,1,...,ak,nk

�>

�

k
i�1

Rni�i>�1,...,k��j>�1,...,ni�
Sai,j S B YaiYi B YaYª.

(293)
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Wir zeigen zunä
hst:

ϕ�
k

�

i�1

Rni
��W ist stetig. (294)

[ Für i > �1, . . . , k� sei ai � P
ni

j�1 ai,jei,j > Vi � Rni
. Dann gilt

ϕ�a1, . . . , ak� �
n1

Q

j1�1

. . .
nk

Q

jk�1

a1,j1�ak,jk ϕ�e1,j1 , . . . , ek,jk�,

also

Yϕ�a1, . . . , ak�Y B

n1

Q

j1�1

. . .
nk

Q

jk�1

Sa1,j1 S�Sak,jk S Yϕ�e1,j1 , . . . , ek,jk�Y

�293�
B YaY

ª

k
n1

Q

j1�1

. . .
nk

Q

jk�1

Yϕ�e1,j1 , . . . , ek,jk�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�� C > R
�

.

(294) folgt nun aus Satz 9.37. ℄

Sei nun p � �p1, . . . , pk� >

�

k
i�1 Vi � Rn. Na
h Voraussetzung ist dann für

jedes i > �1, . . . , k� die Abbildung

ϕp,i� R
ni
��W, q z� ϕ�p1, . . . , pi�1, q, pi�1, . . . , pk�

linear, also na
h 10.4 (ii) di�erenzierbar mit �q>Rni dqϕp,i � ϕp,i. Aus 10.13 (i)

folgt die partielle Di�erenzierbarkeit von ϕp,i sowie für alle j > �1, . . . , ni� und

q > Rni

∂ϕp,i

∂xi,j
�q� � dqϕp,i�ei,j� � ϕp,i�ei,j� � ϕ�p1, . . . , pi�1, ei,j , pi�1, . . . , pk�,

also

∂ϕ

∂xi,j
�p1, . . . , pi�1, pi, pi�1, . . . , pk� �

∂ϕp,i

∂xi,j
�p� � ϕ�p1, . . . , pi�1, ei,j , pi�1, . . . , pk�.

(295)

Aus (294) und Satz 9.22 folgt nun zunä
hst, daÿ die re
hte Seite von (295)

stetig in p ist und sodann aus der Beliebigkeit von p >
�

k
l�1 Vl � Rn, i > �1, . . . , k�

und j > �1, . . . , ni�, daÿ ϕ stetig partiell di�erenzierbar ist, also na
h 10.13

di�erenzierbar.

Auÿerdem erhalten wir für alle p � �p1, . . . , pk�, v � �v1, . . . , vk� > �
k
i�1R

ni

mit vi � �vi,1, . . . , vi,ni
� für i > �1, . . . , k� aus der Multilinearität von ϕ

dpϕ�v� �

k

Q

i�1

ni

Q

ji�1

∂ϕ

∂xi,ji
�p�vi,ji

�295�
�

k

Q

i�1

ni

Q

ji�1

vi,ji ϕ�p1, . . . , pi�1, ei,ji , pi�1, . . . , pk�
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�

k

Q

i�1

ϕ�p1, . . . , pi�1,
ni

Q

ji�1

vi,jiei,ji , pi�1, . . . , pk�

�

k

Q

i�1

ϕ�p1, . . . , pi�1, vi, pi�1, . . . , pk�,

und wir haben den Satz vollständig bewiesen. ✷

Satz 10.15 (Verallgemeinerte Leibnizs
he Produktregel). Es seien V1, . . . , Vk
endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume und ϕ�

�

k
i�1 Vi �W eine k-fa
h

R-multilineare Abbildung. Des weiteren seien M eine Teilmenge von V und

f1� M � V1, . . ., fk� M � Vk Abbildungen, die sämtli
h in p >
X

M di�erenzierbar

sind. Dann ist au
h ϕX �f1, . . . , fk�� M �W in p di�erenzierbar, und es gilt für

alle v > V

dp�ϕ X �f1, . . . , fk���v� �
k

Q

i�1

ϕ�f1�p�, . . . , fi�1�p�,dpfi�v�, fi�1�p�, . . . , fk�p��.

Beweisskizze. Wie übli
h kann man den Beweis dur
h Basiswahlen auf den

Fall Vi � Rni
und V � Rm reduzieren. Mittels Satz 10.8 überlegt man si
h, daÿ

�f1, . . . , fk�� M �

�

k
i�1R

ni
in p di�erenzierbar ist mit dpf � �dpf1, . . . ,dpfk�.

Dann folgt die Behauptung aus der Kettenregel 10.5 und 10.14. ✷

Satz 10.16. SeienM,N Teilmengen von V und p >
X

ÆM 9N . Ferner sei `. . . , . . .e

ein Skalarprodukt auf W .

(i) (Leibnizs
he Produktregel)

Seien f �M � R und g� N � R zwei Abbildungen, die in p di�erenzierbar

sind. Dann ist f � g� M 9N � R in p di�erenzierbar, und es gilt für jedes

v > V

dp�f � g��v� � dpf�v� � g�p� � f�p� � dpg�v�.

(ii) Seien λ� N � R sowie f � M �W zwei Abbildungen, die in p di�erenzierbar

sind. Dann ist λ � f � M 9N �W in p di�erenzierbar, und es gilt für jedes

v > V

dp�λ � f��v� � dpλ�v� � f�p� � λ�p� � dpf�v�.

(iii) Seien f �M �W und g� N �W zwei Abbildungen, die in p di�erenzierbar

sind. Dann ist `f, ge� M 9N � R in p di�erenzierbar, und es gilt für jedes

v > V

dp�`f, ge��v� � `dpf�v�, g�p�e � `f�p�,dpg�v�e.

Beweis. Da die Multiplikation R � R � R sowie die skalare Multiplikation

R �W � W und `. . . , . . .e� W �W � R bilineare Abbildungen sind, folgt der

Satz aus der Verallgemeinerten Leibnizs
hen Produktregel 10.15. ✷

Korollar 10.17 (Quotientenregel). Es seien M und N Teilmengen von V und

f �M � R sowie g� N � R zwei Abbildungen, die in p >
X

ÆM 9N di�erenzierbar

sind. Ferner gelte g�p� x 0.
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Dann ist

f
g
� M 9

�N �g1��0��� � R di�erenzierbar in p, und es gilt für jedes

v > V

dp �
f

g
� �v� �

dpf�v�g�p� � f�p�dpg�v�

g�p�2
.

Beweis. Na
h Voraussetzung ist g stetig in p, also ist p innerer Punkt von

N �g1��0��. Dann folgt aus der Kettenregel � angewandt auf

1
x
Xg an der Stelle

p � die Di�erenzierbarkeit von 1
g
in p mit dp�

1
g
� � �

dpg

g�p�2
. Die Behauptung ergibt

si
h nun aus der Leibnizs
hen Produktregel 10.16 (i) � angewandt auf f und

1
g

an der Stelle p. ✷

10.18. Seien V1, V2 endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume, M,N ` V

und Φ�M � L�V2,W � sowie Ψ� N � L�V1, V2� zwei Abbildungen.

(i) De�nition. Wir de�nieren Φ XΨ�M 9N � L�V1,W � dur
h

�p>M9N �Φ XΨ� �p� �� Φ�p� XΨ�p�.

(ii) Satz. Ist p >
X

ÆM 9N derart, daÿ sowohl Φ als au
h Ψ in p di�erenzierbar

sind, so ist au
h Φ XΨ in p di�erenzierbar, und es gilt

�v>V dp �Φ XΨ� �v� � Φ�p� X dpΨ�v� � dpΦ�v� XΨ�p� > L�V1,W �.

Beweis. Die Abbildung L�V1, V2� � L�V2,W � � �V1,W �, �ψ,ϕ� ( ϕ X ψ, ist

o�enbar bilinear, also folgt die Behauptung aus der Verallgemeinerten Leibniz-

s
hen Produktregel 10.15. ✷

Satz 10.19.

Vor.: Seien m,n > N
�

, M ` Rm und f �M � Rn eine Abbildung. Ferner sei f

in p >
X

M di�erenzierbar.

Beh.: Die Matrix von dpf > L�Rm,Rn� bzgl. der kanonis
hen Basen von Rm

und Rn ist glei
h

Jpf �

�

�

�

�

�

�

�

∂f1

∂x1
. . .

∂f1

∂xm
� � �

∂fn

∂x1
. . .

∂fn

∂xm

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

Rp

.

Jpf heiÿt Funktionalmatrix oder Ja
obi

75

-Matrix von f in p.

Für v > Rm gilt also

Jpf
�

�

�

v1
�

vm

�

�

�

�

�

�

�

dpf�v�1
�

dpf�v�n

�

�

�

.

Beweis. Für i > �1, . . . , n� und v �
P

m
j�1 vj ej > R

m
gilt

dpf�v�i
10.8
� dpfi

�

�

m

Q

j�1

vjej
�

�

�

m

Q

j�1

vj dpfi�ej�
10.13�i�

�

m

Q

j�1

∂fi

∂xj
�p�vj

✷

75

na
h Carl Gustav Ja
ob Ja
obi (1804�1851)
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Satz 10.20 (Kettenregel in Matrizens
hreibweise).

Vor.: Seien m1,m2, n > N
�

,M1 eine Teilmenge von Rm1
undM2 eine Teilmenge

von Rm2
. Ferner seien g� M1 � Rm2

sowie f �M2 � Rn Abbildungen und p >
X

M1

derart, daÿ gilt g�p� >
X

M2.

Beh.: Ist g in p und f in g�p� di�erenzierbar, so ist f X g� g1�M2� � Rn in p

di�erenzierbar, und es gilt

Jp�f X g� � Jg�p�f �Jpg.

Bemerkung. Bezei
hnet man mit y1, . . . , ym2
die Komponentenfunktionen auf

Rm2
(anstelle von x1, . . . , xm2

) und die auf Rm1
weiterhin mit x1, . . . , xm1

, so

besagt die letzte Glei
hung für i > �1, . . . , n� und j > �1, . . . ,m1�

∂�f X g�i

∂xj
�p� �

m2

Q

k�1

∂fi

∂yk
�g�p��

∂gk

∂xj
�p�.

In der Literatur �ndet si
h hierfür gelegentli
h die abkürzende, na
h Meinung

des Autors unglü
kli
he, S
hreibweise

∂fi

∂xj
�

Q

k

∂fi

∂yk

∂yk

∂xj
.

Beweis. Klar na
h der Kettenregel 10.5 und der linearen Algebra. ✷

Wir erinnern daran, daÿ wir in Satz 9.39 den Vektorraum Lc�V,W � der

bes
hränkten Operatoren zwis
hen den normierten Vektorräumen V undW mit

einer Norm versehen haben. Da V endli
h-dimensional ist, stimmt der Raum der

linearen Abbildungen L�V,W � mit dem der bes
hränkten Operatoren überein.

Daher ma
ht es z.B. Sinn, von einer di�erenzierbaren Abbildung V � L�V,W �

zu spre
hen, also au
h von einer zwei-mal di�erenzierbaren Funktion V �W .

De�nition 10.21 (k-malige (stetige) Di�erenzierbarkeit, k-tes Di�erential).

Seien M eine Teilmenge von V und f � M �W eine Abbildung.

(i) (a) Wir de�nieren rekursiv für jedes k > N eine Teilmenge M
�k� von M ,

einen R-Vektorraum Ç

L

k
�V,W � und eine Abbildung

dkf �M
�k� ��

Ç

L

k
�V,W �

� das sog. k-te Di�erential von f � wie folgt:

k � 0: M
�0� ��M , d0f �� f �M

�0� �W ��

Ç

L

0
�V,W �.

k � 1: M
�1� �� �p >

X

M Sf di�erenzierbar in p�,

d1f �� df �M
�1� � L�V,W � ��

Ç

L

1
�V,W �.

k � 2: M
�2� �� �p >

X

ÅM
�1� Sdf di�erenzierbar in p�,

d2f �� d�d1f��M
�2� � L�V, ÇL1

�V,W �� ��

Ç

L

2
�V,W �,

p( dp�d
1f� �� d2pf .
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k C 3: M
�k� �� �p >

X

ÆM
�k�1� Sd

�k�1�f di�erenzierbar in p�,

dkf �� d�dk�1f��M
�k� � L�V, ÇLk�1�V,W �� ��

Ç

L

k
�V,W �,

p( dp�d
k�1f� �� dkpf .

(b) Sei k > N
�

. Wir setzen

L

k
�V,W � �� �ϕ >W �V k

�

Sϕ k-fa
h R-multilinear�.

Na
h Korollar B.6 gilt dimRL
k
�V,W � � �dimR V �

k
� �dimRW �.

Dann hat man einen kanonis
hen R-Vektorraum-Isomorphismus

Ç

L

k
�V,W � � L

�V, ÇLk�1�V,W �
�
�� L

k
�V,W �,

wel
her dur
h die Zuordnung

ψ z� ��v1, . . . , vk�( � . . . �ψ�v1��v2�� . . . ��vk��

gegeben ist. Die inverse Zuordnung lautet

ϕz� �v1 ( �v2 ( . . . �vk ( ϕ�v1, . . . , vk�� . . . ��.

Wir werden in Zukunft

Ç

L

k
�V,W � und L

k
�V,W � miteinander identi-

�zieren, d.h. wir fassen obigen Isomorphismus als Identität auf.

(
) Seien k > N und p0 >M .

f heiÿt k-mal di�erenzierbar in p0 �
� p0 >M
�k�.

Ist f in p0 k-mal di�erenzierbar, so heiÿt das Element dkp0f von

L

k
�V,W � das k-te Di�erential von f in p0.

Sei k > N
�

. f heiÿt k-mal stetig di�erenzierbar in p0 genau dann,

wenn sogar gilt p0 >
X

ÅM
�k� und dkf �M

�k� � L

k
�V,W � in p0 stetig ist.

(d) Sei p0 >M .

f heiÿt beliebig oft oder ª-mal di�erenzierbar in p0 genau dann,

wenn f k-mal di�erenzierbar in p0 ist für alle k > N.

(ii) Sei k > N.

f heiÿt k-mal di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem p > M k-mal

di�erenzierbar ist.

f heiÿt k-mal stetig di�erenzierbar (i.Z. f > C

k
�M,W � ) genau dann,

wenn f in jedem p >M k-mal stetig di�erenzierbar ist.

(iii) f heiÿt beliebig oft oder ª-mal di�erenzierbar (i.Z. f > C

ª

�M,W � ) ge-

nau dann, wenn f in jedem p >M beliebig oft di�erenzierbar ist.
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Satz 10.22. Seien M ` V , f � M �W eine Abbildung, p >
X

M und k > N
�

. Ist f

k-mal di�erenzierbar in p, so gilt für alle v1, . . . , vk > V

∂kf

∂v1 . . . ∂vk
�p� ��

∂

∂vk
�. . .

∂

∂v2
�

∂f

∂v1
� . . .��p� � dkpf�v1, . . . , vk�,

76

insbesondere existiert die linke Seite.

Beweis. Wir führen den Beweis dur
h vollständige Induktion na
h k > N
�

.

Den Fall k � 1 haben wir bereits in 10.2 eingesehen.

Seien k > N
�

, f �k � 1�-mal di�erenzierbar in p, v1, . . . , vk�1 > V und gelte

∂

∂vk
�. . .

∂

∂v2
�

∂f

∂v1
� . . .� �p� � dkpf�v1, . . . , vk�. (296)

Die Abbildung Φ� Lk�V,W � � W, ψ ( ψ�v1, . . . , vk� ist linear. Daher ist

Φ X dkf na
h Kettenregel in p di�erenzierbar mit

dp�Φ X dkf��vk�1� � Φ X dp�d
kf��vk�1� � dk�1p f�v1, . . . , vk, vk�1�. (297)

Des weiteren gilt na
h (296)

Φ X dkp � dkpf�v1, . . . , vk� �
∂

∂vk
�. . .

∂

∂v2
�

∂f

∂v1
� . . .��p�,

also folgt aus dem bereits bewiesenen Fall für k � 1

dp �Φ X dkf��vk�1� �
∂

∂vk�1
�

∂

∂vk
�. . .

∂

∂v2
�

∂f

∂v1
� . . .���p�,

d.h. wegen (297) gilt (296) für k � 1 anstelle von k. ✷

Bemerkung. Wir haben s
hon im Falle k � 1 gesehen, daÿ aus der Existenz

aller partieller Ableitungen in einem Punkt ni
ht die dortige Di�erenzierbarkeit

folgt.

Wir halten ein Teilergebnis des letzten Beweises � nämli
h (297) � im fol-

genden Satz fest.

Satz 10.23. Seien M ` V , f �M �W eine Abbildung, p0 >
X

M und k > N. Ist f

�k � 1�-mal di�erenzierbar in p0, so ist für alle v1, . . . , vk > V die Abbildung

dk
�

f�v1, . . . , vk�� M
�k� ��W, pz� dkpf�v1, . . . , vk�

di�erenzierbar in p0, und es gilt für jedes vk�1 > V

dp0 �d
k
�

f�v1, . . . , vk�� �vk�1� � dk�1p0
f�v1, . . . , vk, vk�1�.

✷

76

Für v > V heiÿt

∂kf

∂v1...∂vk
�p� die k-te Ri
htungsableitung von f in p in Ri
htung �v1, . . . , vk�.
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Satz 10.24.

Vor.: Seien n > N
�

, V1, . . . , Vn endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume,

M ` V , f � �f1, . . . , fn�� M �

�

n
i�1 Vi eine Abbildung, p >

X

M und k > N
�

8 �ª�.

Beh.:

(i) Es folgt

f k-mal di�erenzierbar in p
� �i>�1,...,n� fi k-mal di�erenzierbar in p,

(298)

und gilt eine der Seiten von (298), so folgt auÿerdem

�i>�1,...,n� �d
k
pf�i � dkpfi,

d.h. dkpf �
�dkpf1, . . . ,d

k
pfn�.

(ii) f k-mal stetig di�erenzierbar in p


� �i>�1,...,n� fi k- mal stetig di�erenzierbar in p.

Beweis. Wir können zunä
hst (na
h Basiswahl) ohne Bes
hränkung der All-

gemeinheit annehmen, daÿ ni > N
�

, i > �1, . . . , n�, mit Vi � Rni
existieren und

sodann, daÿ gilt �i>�1,...,n� ni � 1. (Denn der allgemeine Fall folgt, wenn wir den

Satz für ñ �

P

n
i�1 ni bewiesen haben.)

Zu (i): Wir beweisen die Aussage dur
h vollständige Induktion na
h k > N
�

� damit ist dann au
h der Fall k �ª gezeigt �, wobei der Fall k � 1 bereits in

10.8 bewiesen wurde.

k ( k � 1 � Ist f in p �k � 1�-mal di�erenzierbar, so insbesondere k-mal auf

einer Umgebung U von p. Na
h Induktionsvoraussetzung sind dann f1, . . . , fn
auf U k-mal di�erenzierbar mit �q>U dkqf �

�dkqf1, . . . ,d
k
qfn�, und weiter ist dkf

in p di�erenzierbar. Also folgt aus 10.8 die Di�erenzierbarkeit von dkf1, . . . ,d
kfn

in p � d.h. f1, . . . , fn sind �k � 1�-mal di�erenzierbar in p � mit

dk�1p f � dp �d
k
pf� � �dp �d

kf1� , . . . ,dp �d
kfn�� � �d

k�1
p f1, . . . ,d

k�1
p fn� .

Sind f1, . . . , fn in p �k�1�-mal di�erenzierbar, so k-mal auf einer Umgebung

U von p. Na
h Induktionsvoraussetzung ist dann f auf U k-mal di�erenzierbar

mit �q>U dkqf �
�dkqf1, . . . ,d

k
qfn�, und dkf1, . . . ,d

kfn sind in p di�erenzierbar.

Wiederum na
h 10.8 ist dann dkf in p di�erenzierbar, also f �k � 1�-mal di�e-

renzierbar in p, und es gilt dk�1p f �
�dk�1p f1, . . . ,d

k�1
p fn� .

Zu (ii): Na
h 9.27 ist dkf �
�dkf1, . . . ,d

kfn� genau dann auf einer Umgebung

von p stetig, wenn die einzelnen Komponenten dort stetig sind. Daher gilt (ii). ✷

Satz 10.25.

(i) Ist ϕ� V �W linear, so ist ϕ unendli
h oft di�erenzierbar, dϕ ist konstant

vom Wert ϕ und für k > N mit k C 2 gilt dkϕ � 0.

(ii) Sind V1, V2 endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume und auÿerdem

ϕ� V1 � V2 � W eine bilineare Abbildung, so ist ϕ unendli
h oft di�eren-

zierbar, dϕ ist linear, d2ϕ konstant und für alle k > N mit k C 3 gilt

dkϕ � 0.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz 10.14. ✷
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Hauptsatz 10.26 (Kettenregel für k-malige (stetige) Di�erenzierbarkeit).

Vor.: Seien V1 und V2 endli
h-dimensionale normierte R-Vektorräume,Mi Teil-

mengen von Vi für i > �1,2� sowie g� M1 � V2, f � M2 � W Abbildungen mit

g�M1� `M2. Ferner sei p >
X

M1 derart, daÿ gilt g�p� >
X

M2.

Beh.: Ist k > N
�

8�ª�, g k-mal (stetig) di�erenzierbar in p und f k-mal (stetig)

di�erenzierbar in g�p�, so gilt p >

X

Æg1�M2� und f X g� g1�M2� � W ist k-mal

(stetig) di�erenzierbar in p.

Beweis. Wir beweisen beide Aussagen dur
h vollständige Induktion na
h

k > N
�

. Damit haben wir dann au
h den Fall k �ª bewiesen.

1.) In der di�erenzierbaren Kategorie ist der Fall k � 1 klar na
h 10.5.

k ( k � 1: Seien g in p und f in g�p� �k � 1�-mal di�erenzierbar, also

au
h d f k-mal di�erenzierbar in g�p�. Dann folgt aus der Induktionsvoraus-

setzung, daÿ �d f� X g k-mal di�erenzierbar in p ist, und weiter na
h 10.24 (i),

daÿ �d g, �d f� X g� k-mal in p di�erenzierbar ist.

Die Abbildung

Φ� L�V1, V2� �L�V2,W � �� L�V1,W �, �ψ,ϕ� z� ϕ X ψ (299)

ist bilinear, also na
h 10.25 unendli
h oft di�erenzierbar, also folgt aus der In-

duktionsvoraussetzung die k-malige Di�erenzierbarkeit der re
hten Seite von

d �f X g� � ��d f� X g� X d g � Φ X �d g, �d f� X g�

in p, d.h. f X g ist �k � 1�-mal di�erenzierbar in p.

2.) Zur stetig di�erenzierbaren Kategorie: Im Falle k � 1 seien f auf einer

Umgebung V > U

X

�g�p�,M2� und g auf eine Umgebung U > U

X

�p,M1� di�eren-

zierbar und df SV in g�p� sowie d gSU in p stetig. Da g stetig in p ist, können wir

ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ g�U� ` V gilt. Dann ist

f X g auf U di�erenzierbar und

d �f X g� � ��d f� X g� SU
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

U��L�V2,V3�

X d gSU
±

U��L�V1,V2�

. (300)

Da d f stetig in g�p�, g stetig in p, d f stetig in p, und weil (299) unendli
h

oft di�erenzierbar ist, folgt, daÿ ��d f� X gSU �Xd gSU � ΦX�d g, �d f� X g� SU stetig

ist. Daher ist f X g stetig di�erenzierbar in p.

k ( k � 1: Seien nun f auf einer Umgebung V > U

X

�g�p�,M2� und g auf eine

Umgebung U > U

X

�p,M1� �k � 1�-mal di�erenzierbar und dk�1f SV in g�p� sowie

dk�1gSU in p stetig. Wir können wieder annehmen, daÿ g�U� ` V gilt, also ist

na
h 1.) f X g auf U �k � 1�-mal di�erenzierbar, und es gilt erneut (300).

Nun sind d f k-mal stetig di�erenzierbar in g�p�, g sogar �k � 1�-mal stetig

di�erenzierbar in p und d f k-mal stetig di�erenzierbar in p. Weil (299) unendli
h

oft di�erenzierbar ist, folgt aus 10.24 (ii) und der Induktionsvoraussetzung, daÿ

��d f� X gSU � X d gSU � Φ X �d g, �d f� X g� SU k-mal stetig di�erenzierbar ist, d.h.

�f X g� ist �k � 1�-mal stetig di�erenzierbar in p. ✷
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10.27. Ist k > N
�

, so gelten Satz 10.16 (d.i. u.a. die Leibnizs
he Produktregel),

Korollar 10.17 (Quotientenregel) und Satz 10.18 (ii) entspre
hend, wenn man

�di�erenzierbar� dur
h �k-mal (stetig) di�erenzierbar� ersetzt.

[ Die Beweise führt man unter Verwendung von 10.25 und 10.26 völlig analog

zu oben. ℄

Beispiel. Es seien V1, V2 endli
h-dimensionale normierte Vektorräume sowie

g� V1 � V2 und f � V2 � W zwei zweimal di�erenzierbare Abbildungen. Dann

gilt

d2�f X g� � d�� �d f� X g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

V1��L�V2,W �

�
X d g

¯

V1��L�V1,V2�

�

� d ��d f� X g�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

V1��L�V1,L�V2,W ��

X d g
¯

V1��L�V1,V2�

�
�
�d f� X g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

V1��L�V2,W �

�
X d2g

°

V1��L�V1,L�V1,V2��

� �
�
�d2f� X g� X d g� X d g � ��d f� X g� X d2g,

d.h. es gilt für alle p, v, ṽ > V1

d2p�f X g� � �d
2
g�p�f X dpg� X dpg � dg�p�f X d

2
pg,

d2p�f X g��v, ṽ� � d2g�p�f�dpg�v�,dpg�ṽ�� � dg�p�f�d
2
pg�v, ṽ��.

Ist M ` R, f � M � R eine Funktion und k > N
�

, so zeigt Satz 10.22, daÿ aus

der k-maligen Di�erenzierbarkeit von f in t >
X

M im Sinne von 10.21 die k-malige

Di�erenzierbarkeit von f in t im Sinne von 6.14 folgt. Wir werden zeigen, daÿ

au
h die Umkehrung gilt und den Zusammenhang zwis
hen der k-ten Ableitung

f �k��t� und dem k-ten Di�erential dkt f herausarbeiten. Für den Fall k � 1 haben

wir in 10.6 bereits gesehen, daÿ gilt f ��t� � dtf�1�, also dtf�s� � f
�

�t�s für s > R.

Ein ähnli
her Zusammenhang besteht au
h für die höheren Ableitungen, die wir

au
h allgemeiner für Abbildungen M �W einführen können.

De�nition 10.28 (k-te Ableitung). Seien M ` R, f �M � W eine Abbildung

und t0 >
X

M . In 10.5 (ii) haben wir gesehen

f di�erenzierbar in t0 
� f ��t0� � lim
h�0

f�t0 � h� � f�t0�

h
existiert in W (301)

und, daÿ im Falle der Gültigkeit einer der beiden Seiten von (301) gilt

f ��t0� � dt0f�1�. Dieses Element von W nennen wir den Wert der (ersten)

Ableitung von f in t0.

Setzen wir M �

�1�
�� M

�1� � �t >
X

M Sf di�erenzierbar in t�, so erhalten wir

eine Abbildung f �1� �� f �� M �

�1�
�W , t ( f ��t�, aus R na
h W , die sog. (erste)

Ableitung von f .
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Da die Ableitung einer Funktion selbst au
h wieder eine Abbildung aus R

na
h V ist, können wir für jedes k > N
�

rekursiv de�nieren

M �

�k�1� �� �t >

X

ÅM �

�k�
Sf �k��t� ist de�niert�

s.u. 10.29
� M

�k�1�,

f �k�1� �� �f �k�Ǳ
�

� M �

�k�1� ��W.

f �k�1� heiÿt die �k � 1�-te Ableitung von f .

Satz 10.29. Seien M ` R und f �M � W eine Abbildung. Dann gilt für alle

k > N
�

und alle t0 >M

f k-mal di�erenzierbar in t0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d.h. dkt0f ist de�niert


� f �k��t0� ist de�niert. (302)

Gilt eine der beiden Seiten von (302), so folgt auÿerdem

f �k��t0� � dkt0f�1, . . . ,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k Stü
k

�, (303)

d.h. �s1,...,sk>R d
k
t0
f�s1, . . . , sk� � s1�skf

�k�
�t�.

Beweis. Ist f k-mal di�erenzierbar in t0 > M , so folgt die re
hte Seite von

(302) sowie (303) aus 10.22.

Zu (302) �
�: Den Fall k � 1 haben wir bereits in 10.6 (ii) bewiesen. Wir

nehmen daher induktiv an, daÿ die Behauptung bereits für k > N
�

gezeigt ist.

Sei t0 > M und existiere f �k�1��t0�. Dann gibt es U > U

X

�p,M� derart, daÿ

f auf U k-mal di�erenzierbar ist, und na
h Induktionsvoraussetzung gilt

�t>U f
�k�
�t� � dkt f�1, . . . ,1�. (304)

Wir de�nieren A > L

k�1
�R,W � dur
h

�s1,...,sk�1>RA�s1, . . . , sk�1� �� s1�sk�1f
�k�
�t0� (305)

und werden zeigen, daÿ die Behauptung mit dk�1t0
f � A erfüllt ist. Hierzu bemer-

ken wir zunä
hst, daÿ für B > L

i
�R,W � �

Ç

L

i
�R,W � � L�R, ÇLi�1�R,W ��, i > N

�

,

gilt

YBY
Ç

L

i � sup�YB�t�Y
Ç

L

i�1 S t > R , StS � 1� � YB�1�Y
Ç

L

i�1 , (306)

wobei die Normen jeweils die Operatornormen seien. Nun folgt für jedes h > R�

mit t0 � h > U , daÿ gilt

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

dkt0�hf � dkt0f �A�h,
k Leerstellen

³¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹µ., . . . , . �

ShS

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Ç

L

k

�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

dkt0�hf � dkt0f �A�h, ., . . . , .�

h

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Ç

L

k

�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

dkt0�hf � dkt0f

h
�A�1, ., . . . , .�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�� Bh

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Ç

L

k

�306�
� YBh�1�Y Ç

L

k�1 � . . .
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�306�
� Y �. . . ��Bh�1�� �1�� . . . �1�� �1�Y Ç

L

0
�W

�

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

dkt0�hf�

k Stü
k

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

1, . . . ,1� � dkt0f�

k Stü
k

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

1, . . . ,1�

h
�A�

k�1 Stü
k

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

1, . . . ,1 �

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

XW

�304�,�305�
� ℄

f �k��t0 � h� � f
�k�
�t0�

h
� f �k�1��t0�℄

W

h�0
�� 0 na
h Vor.

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. ✷

Korollar 10.30. Seien M ` V , k > N
�

, f � M �W eine Abbildung, die in p >
X

M

k-mal di�erenzierbar ist, und sei v > V . Für hinrei
hend kleines ε > R
�

bildet

dann der unendli
h oft di�erenzierbare Weg c� � � ε, ε� � V , t ( p � t v, das

Intervall � � ε, ε� in M ab, und f X c ist k-mal di�erenzierbar in 0 mit

�i>�1,...,k� �f X c�
�i�
�0� � dic�0�f�c

�

�0�, . . . , c��0�� � dipf�v, . . . , v�.

Beweis. Wir können ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ

gilt

�t>��ε,ε� f ist in c�t� �k � 1�-mal di�erenzierbar (307)

und zeigen zunä
hst dur
h Induktion na
h i > �1, . . . , k � 1�, daÿ f X c i-mal

di�erenzierbar ist mit

�t>��ε,ε� �f X c�
�i�
�t� � dic�t��v, . . . , v�. (308)

[ Zu (308): Der Fall i � 1 ist klar na
h 10.7.

Sei nun i > N
�

mit i � k � 1 und f X c� � � ε, ε� �W i-mal di�erenzierbar und

gelte (308) für dieses i.

Wegen di
c�t�

f�v, . . . , v� � di
�

f�v, . . . , v� X c�t�, i � 1 B k � 1, (307) und der

Di�erenzierbarkeit von c folgt aus Satz 10.23 und der Kettenregel 10.5 die Dif-

ferenzierbarkeit der re
hten Seite von (308) und für alle t > � � ε, ε�

�f X c��i�1��t� � dt �d
i
�

f�v, . . . , v� X c� �1�

10.5
� dc�t� �d

i
�

f�v, . . . , v�� X dtc�1�

10.23
� di�1c�t�f�v, . . . , v, c

�

�t�� � di�1c�t�f�v, . . . , v, v�,

d.h. (308) gilt au
h für i � 1 anstelle von i. ℄

Nun folgt aus (308) für i � k � 1, der k-maligen Di�erenzierbarkeit von f

in p � c�0�, Satz 10.23 und der Kettenregel 10.5 analog zur Argumentation im

vorangegangenen Induktionss
hritt �f X c��k��0� � dk
c�0�

f�v, . . . , v�. ✷

Als nä
hstes widmen wir uns den höheren Di�erentialen und zeigen, daÿ

diese symmetris
h sind. Dies hat zur Folge, daÿ die Reihenfolge der einzelnen

Ri
htungsableitungen bei der Bildung der k-ten Ri
htungsableitung keine Rolle

spielt.
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Satz 10.31 (von S
hwarz

77

: Die Symmetrie des zweiten Di�erentiales). Seien

M ` V und f � M �W eine Abbildung, die in p >
X

M zweimal di�erenzierbar ist.

Sind dann v1, v2 > V , so gilt

d2pf�v1, v2� � lim
t�0

f�p � tv1 � tv2� � f�p � tv1� � f�p � tv2� � f�p�

t2
.

Insbesondere ist d2pf symmetris
h.

Beweis. Na
h Basiswahl in W können wir W � Rn mit n > N
�

annehmen.

Da Konvergenz in Rn glei
hbedeutend ist mit der Konvergenz einer jeden Kom-

ponente, können wir weiter annehmen n � 1, d.h. W � R.

Seien v1, v2 > V beliebig und ε > R
�

. Da f in p zweimal di�erenzierbar ist,

existiert eine Zahl δ > R
�

mit

�h>Uδ�p�
Ydp�hf � dpf � d2pf�h, . . .�Y �

ε

2 �Yv1Y � Yv2Y� Yv2Y
YhY. (309)

.

Wir folgern hieraus

�u1,u2>V

�

�

Yu1Y � Yu2Y � δ

Ô� Yf�p � u1 � u2� � f�p � u1� � f�p � u2� � f�p� � d2p�u1, u2�Y (310)

� ε
�Yu1Y � Yu2Y� Yu2Y

�Yv1Y � Yv2Y� Yv2Y

�

�

.

Ist dann t > R�

mit Yt v1Y � Yt v2Y � δ, so folgt

℄

f�p � t v1 � t v2� � f�p � t v1� � f�p � t v2� � f�p�

t2
� d2p�v1, v2�℄

�

Yf�p � t v1 � t v2� � f�p � t v1� � f�p � t v2� � f�p� � d2p�t v1, t v2�Y

t2

�310�
�

ε

t2
�Yt v1Y � Yt v2Y� Yt v2Y

�Yv1Y � Yv2Y� Yv2Y
� ε,

d.h. es gilt die Behauptung.

Zu zeigen bleibt (310). Beweis hiervon:

Seien also u1, u2 > V mit Yu1Y � Yu2Y � δ. Wir de�nieren dann eine di�eren-

zierbare Funktion

g� �0,1� �� R, tz� f�p � u1 � t u2� � f�p � t u2�.

Es gilt f�p � u1 � u2� � f�p � u1� � f�p � u2� � f�p� � g�1� � g�0�, also folgt

aus dem Mittelwertsatz 6.10 die Existenz einer Zahl ξ > �0,1� mit

77

Hermann Amandus S
hwarz (1843�1921)
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f�p � u1 � u2� � f�p � u1� � f�p � u2� � f�p�

� g��ξ�

� dp�u1�ξ u2f�u2� � dp�ξ u2f�u2�

�
�dp�u1�ξ u2f � dpf� �u2� � �dp�ξ u2f � dpf� �u2�.

Wegen d2pf�u1, u2� � d2pf�u1 � ξ u2, u2� � d2pf�ξ u2, u2� folgt hieraus weiter

Yf�p � u1 � u2� � f�p � u1� � f�p � u2� � f�p� � dpf�u1, u2�Y

B Ydp�u1�ξ u2f � dpf � d2pf�u1 � ξ u2, . . .�YYu2Y

�Ydp�ξ u2f � dpf � d2pf�ξ u2, . . .�YYu2Y

�309�
�

ε

2 �Yv1Y � Yv2Y� Yv2Y
Yu1 � ξ u2YYu2Y �

ε

2 �Yv1Y � Yv2Y� Yv2Y
Yξ u2YYu2Y

�

ε

�Yv1Y � Yv2Y� Yv2Y
�Yu1Y � Yu2Y� Yu2Y,

d.h. es gilt (310), und der Satz ist vollständig bewiesen. ✷

Satz 10.32 (Die Symmetrie des k-ten Di�erentiales). Seien M ` V , k > N
�

und

f �M � W eine Abbildung, die in p >

X

M k-mal di�erenzierbar ist. Sind dann

v1, . . . , vk > V , so gilt für jedes σ > Sk, wobei Sk die Gruppe aller Permutationen

von �1, . . . , k� bezei
hne,

dkpf�v1, . . . , vk� � dkpf�vσ�1�, . . . , vσ�k��.

Beweisskizze. Na
h Satz 10.31 und Satz 10.22 kommutieren je zwei bena
h-

barte Ri
htungsableitungen

∂

∂vi�1
und

∂

∂vi
, i > �1, . . . , k � 1�, in

∂

∂vk
�. . .

∂

∂v2
�

∂f

∂v1
� . . .� �p� � dkpf�v1, . . . , vk�.

In der linearen Algebra zeigt man, daÿ jedes σ > Sk in der Form

σ � τi1 X . . . X τil , l > N
�

,

ges
hrieben werden kann, wobei ij > �1, . . . , k � 1� für j > �1, . . . , l�, und τij ist

die Transposition, die die Elemente ij und ij � 1 vertaus
ht.

Hieraus folgt die Behauptung. ✷

Bemerkung. Es läÿt si
h zeigen [10, Hauptsatz 8.22℄, daÿ unter den Voraus-

setzungen des letzten Satzes gilt

dkpf�v1, . . . , vk�

� lim
t�0

��1�kf�p� �
P

k
i�1��1�

k�i
P1Bj1�...�jiBk f�p � t �vj1 � . . . � vji��

tk
.
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Korollar 10.33. Seien M ` V , f � M �W eine Abbildung, p >
X

M und k > N
�

.

Ist f k-mal di�erenzierbar in p, so gilt für alle v1, . . . , vk > V und σ > Sk

∂kf

∂v1 . . . ∂vk
�p� �

∂kf

∂σ�v1� . . . ∂σ�vk�
�p�.

✷

De�nition 10.34 (k-malige (stetige) partielle Di�erenzierbarkeit, partielle Ab-

leitungen k-ter Ordnung). Seien m > N
�

, M ` Rm und f �M � W eine Abbil-

dung. Ferner sei p0 � �p1, . . . , pm� >
X

M .

(i) Sei i1 > �1, . . . ,m�.

In 10.12 haben wir bereits die sog. i1-te partielle Ableitung erster Ordnung

von f in p0 als

∂

∂xi1
�f��p0� ��

∂f

∂xi1
�p0� � lim

t�0

f�p0 � t ei1� � f�p�

t

gesetzt, falls der Grenzwert auf der re
hten Seite in W existiert. So er-

hielten wir auf Mxi1
�� �p >

X

M S limt�0
f�p0�t ei1 ��f�p�

t
existiert in W� eine

Abbildung

∂1f

∂xi1
��

∂

∂xi1
�f� �

∂f

∂xi1
� Mxi1

��W, pz�
∂f

∂xi1
�p�.

Wir de�nieren rekursiv für jedes k > N
�

und alle i1, . . . , ik�1 > �1, . . . ,m�

eine Menge

Mxi1 ,...,xik�1
�� �p >

X

ÆMxi1 ,...,xik
S

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
partiell di�erenzierbar

na
h xik�1 in p�

und, falls p0 >Mxi1 ,...,xik�1
, die �i1, . . . , ik�1�-te partielle Ableitung der Ord-

nung �k � 1� von f in p0 dur
h

∂k�1f

∂xi1 . . . ∂xik�1
�p0� ��

∂

∂xik�1
�

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
� �p0�.

f heiÿt dann �k � 1�-mal partiell di�erenzierbar in p0 na
h xi1 , . . . , xik�1 .

Die zugehörige Abbildung (mit o�ensi
htli
her Abbildungsvors
hrift)

∂k�1f

∂xi1 . . . ∂xik�1
� Mxi1 ,...,xik�1

��W

heiÿt �i1, . . . , ik�1�-te partielle Ableitung der Ordnung �k � 1� von f .
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(ii) Sei k > N
�

.

f heiÿt k-mal partiell di�erenzierbar in p0 genau dann, wenn alle partiellen

Ableitungen von f bis zur Ordnung k in p0 de�niert sind.

f heiÿt k-mal stetig partiell di�erenzierbar in p0 genau dann, wenn alle

partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung k in einer Umgebung U von

p0 de�niert sind, diejenigen bis zur Ordnung k � 1 sind stetig auf U , und

diejenigen der Ordnung k sind stetig in p0.

(iii) f heiÿt unendli
h oft (stetig) partiell di�erenzierbar in p0 genau dann,

wenn f für jedes k > N
�

k-mal (stetig) partiell di�erenzierbar in p0 ist.

(iv) Sei k > N
�

.

f heiÿt k-mal partiell di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem Punkt

von M k-mal partiell di�erenzierbar ist.

f heiÿt k-mal stetig partiell di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem

Punkt von M k-mal stetig partiell di�erenzierbar ist.

Dies ist o�enbar genau dann der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen

von f bis zur Ordnung k auf ganz M de�niert und dort stetig sind.

(v) f heiÿt unendli
h oft partiell di�erenzierbar genau dann, wenn f in jedem

Punkt von M unendli
h oft partiell di�erenzierbar ist.

Dies ist o�enbar genau dann der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen

von f von beliebig hoher Ordnung auf ganz M de�niert und dort stetig

sind.

Bemerkung. Seien m,k > N
�

, M ` Rm und f � M �W eine Abbildung. Dann

gilt, vgl. Satz B.12,

dkf �

m

Q

i1�1

. . .
m

Q

ik�1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
dxi1 a . . .a dxik .

(Bea
hte, daÿ gilt �i1,...,ik>�1,...,m�
dkf�ei1 , . . . , eik� �

∂kf
∂xi1 ...∂xik

.)

Satz 10.35. Seien m > N
�

, M ` Rm, f �M � W eine Abbildung, p >

X

M und

k > N
�

. Ist f k-mal di�erenzierbar in p, so gilt für alle i1, . . . , ik > �1, . . . ,m�

und σ > Sk
∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
�p� �

∂kf

∂xσ�i1� . . . ∂xσ�ik�
�p�.

Beweis. Klar na
h Korollar 10.33. ✷

Beispiel. f � R2
� R sei gegeben dur
h

f�x, y� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

0, falls x � y � 0,

xy
x2�y2

x2�y2
, sonst.

Zeige als Übung, daÿ f zweimal partiell di�erenzierbar � also insbesondere

stetig partiell di�erenzierbar und somit di�erenzierbar � ist. Zeige weiterhin,

daÿ

∂2f
∂x∂y

�0,0� � 1 x �1 �

∂2f
∂y ∂x

�0,0� gilt. Na
h dem letzten Satz kann f daher

ni
ht zweimal in �0,0� di�erenzierbar sein.
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Hauptsatz 10.36.

Vor.: Es seien m > N
�

, M ` Rm und f �M � W eine Abbildung. Ferner seien

p >
X

M und k > N
�

8 �ª�.

Beh.:

(i) f k-mal di�erenzierbar in p

Ô� f k-mal partiell di�erenzierbar in p und falls k xª

�i1,...,ik>�1,...,m�
dkpf�ei1 , . . . , eik� �

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
�p�.

(ii) f k-mal stetig partiell di�erenzierbar in p


� f k-mal stetig di�erenzierbar in p.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes dur
h den folgenden Satz vor:

Satz 10.37. Es seien

ÇV ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum,

ÈM eine Teil-

menge von

ÇV , F � ÈM � L

k
�V,W �, q ( Fq, eine Abbildung sowie �v1, . . . , vm�

eine Basis von V und �w1, . . . ,wn� eine Basis von W . Ferner seien p > ÈM und

k > N
�

. Dann gilt:

(i) F stetig in p 
� �i1,...,ik>�1,...,m� F �vi1 , . . . , vik��
ÈM �W stetig in p.

(ii) Ist p >
X

ÈM , so gilt:

F k-mal (stetig) di�erenzierbar in p


� �i1,...,ik>�1,...,m�
F �vi1 , . . . , vik��

ÈM �W k-mal (stetig) di�erenzierbar

in p.

Beweisskizze. Der Satz folgt sofort aus den Sätzen 9.27 und 10.24, da die

w�

j X F �vi1 , . . . , vik� die Komponentenfunktionen von F bzgl. der Basiselemente

�v�i1 a . . . a vik� awj der in Satz B.12 genannten Basis von L

k
�V,W � sind und

F �vi1 , . . . , vik� � P
n
i�1w

�

j X F �vi1 , . . . , vik�wj . ✷

Beweis des Hauptsatzes. (i) folgt sofort aus Satz 10.22.

Zu (ii): ��� beweisen wir dur
h vollständige Induktion na
h k > N
�

. Die

Di�erenzierbarkeitsaussage ist im Falle k � 1 klar na
h Hauptsatz 10.13. Da die

∂f

∂xi
� d f�ei�, i > �1, . . . ,m�, in p stetig sind, folgt aus Satz 10.37 auÿerdem die

Stetigkeit von df �

P

m
i�1 df�ei�dxi in p.

k ( k � 1: Sei f in p �k � 1�-mal stetig partiell di�erenzierbar. Dann exi-

stiert eine Umgebung U > U

X

�p,M� derart, daÿ f auf U k-mal stetig partiell

di�erenzierbar ist. Na
h Induktionsannahme ist f dann auf U k-mal stetig dif-

ferenzierbar. Zu zeigen ist, daÿ dkf stetig di�erenzierbar in p ist, d.h. na
h Satz

10.37, daÿ für alle i1, . . . , ik > �1, . . . ,m� dkf�ei1 , . . . , eik� �
∂kf

∂xi1 ...∂xik
stetig dif-

ferenzierbar in p ist. Na
h dem bereits bewiesenen Fall für k � 1 ist hierfür zu

zeigen, daÿ

∂kf
∂xi1 ...∂xik

stetig partiell di�erenzierbar in p ist, und das ist na
h

Voraussetzung gegeben.
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�
� Ist f k-mal stetig di�erenzierbar in p, so ist f insbesondere auf einer

Umgebung von U von p k-mal di�erenzierbar, also folgt aus (i), daÿ f k-mal

partiell di�erenzierbar auf U ist und

∂kf
∂xi1 ...∂xik

SU � dkf�ei1 , . . . , eik�SU . Nun ist

dkf �

P

m
i1�1

. . .
P

m
ik�1

dkf�ei1 , . . . , eik�dxi1 a . . . a dxik auf U de�niert und in p

stetig, also sind die

∂kf
∂xi1 ...∂xik

na
h Satz 10.37 stetig in p. ✷

Beispiel. Die Funktion

g� R�� R, xz�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

0, falls x � 0,

x4 sin � 1
x
� , sonst,

ist zweimal di�erenzierbar, aber ni
ht zweimal stetig di�erenzierbar in 0. Ent-

spre
hendes gilt au
h für f � R2
� R, �x, y� ( g�x�.

De�nition 10.38 (Polynom, ganz-rationale Funktion). Sind n > N, k > N
�

und

ai1,...,ik > R für alle i1, . . . , ik > �0, . . . , n� mit i1 � . . . � ik B n, so heiÿt

n

Q

i�0

Q

i1,...,ik>N
i1�...�ik�i

ai1,...,ik x1
i1 . . . xk

ik

ein Polynom in k Veränderli
hen mit Koe�zienten ai1,...,ik .

Existieren i1, . . . , ik > N mit i1 � . . . � ik � n und ai1,...,ik x 0, so heiÿt n der

Grad des Polynomes

P

n
i�0Pi1,...,ik>N,i1�...�ik�i

ai1,...,ik x1
i1 . . . xk

ik
.

Im Falle n � 0 und a0,...,0 � 0 de�nieren wir den Grad des Polynomes als �ª.

Die Funktion

Rk �� R, �x1, . . . , xk� z�
n

Q

i�0

Q

i1,...,ik>N
i1�...�ik�i

ai1,...,ik x1
i1 . . . xk

ik ,

heiÿt eine ganz-rationale Funktion (des Rk).

Der Grad und die Koe�zienten der ganz-rationalen Funktion sind per de�-

nitionem diejenigen des zugehörigen Polynomes.

Hauptsatz 10.39.

Vor.: Seien M ` V , p0 >
X

M , k > N
�

und f � M � W eine Funktion, die in p0
k-mal di�erenzierbar ist.

Wir de�nieren dann die k-te Taylors
he ganz-rationale Funktion von f in

p0 als die Funktion gk � V �W , die gegeben ist dur
h

�p>V gk�p� � f�p0� �
k

Q

i�1

1

i!
dip0f�p � p0, . . . , p � p0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

�.

Beh.: gk approximiert f in p0 von höherer als k-ter Ordnung, d.h. per de�ni-

tionem f�p0� � gk�p0� und

lim
p�p0

f�p� � gk�p�

Yp � p0Yk
� 0.

Rk �� f � gk � M � R heiÿt das k-te Taylors
he Restglied von f in p0.
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Bemerkung. Im Falle V � Rm sei p0 � �p1, . . . , pm�. Für jedes i > �1, . . . , k�

und alle x � �x1, . . . , xm� > R
m
gilt dann

dip0f�x � p0, . . . , x � p0� �
m

Q

j1�1

. . .
m

Q

ji�1

∂kf

∂xj1 . . . ∂xji
�p0� �xj1 � pj1� . . . �xji � pji�.

Dies erklärt die Namenswahl �k-te Taylors
he ganz-rationale Funktion von f in

p0� im obigen Hauptsatz.

Beweis. Wir führen den Beweis des Hauptsatzes dur
h vollständige Induk-

tion na
h k > N
�

. Der Fall k � 1 ist klar, denn die Behauptung ist dann gerade

die De�nition der Di�erenzierbarkeit von f in p0.

Sei k > N
�

und die Aussage des Satzes für k bewiesen. Weiter sei nun f

�k � 1�-mal di�erenzierbar in p0 und g die �k � 1�-te Taylors
he ganz-rationale

Funktion von f in p0, also

�p>V g�p� � f�p0� �
k�1

Q

i�1

1

i!
dip0f�p � p0, . . . , p � p0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

�

Zu zeigen ist:

�ε>R
�

§δ>R
�

�p>M �Yp � p0Y � δÔ�
Yf�p� � g�p�Y

Yp � p0Yk�1
� ε� . (311)

Sei also ε > R
�

. Da f in p0 �k � 1�-mal di�erenzierbar ist, ist f auf ei-

ner Umgebung U
δ̃
�p0� von p0 (mit δ̃ > R

�

) k-mal di�erenzierbar und wei-

ter df SU
δ̃
�p0�� Uδ̃�p0� � L�V,W � in p0 k-mal di�erenzierbar. Bezei
hnet daher

g̃� V � L�V,W � die k-te Taylors
he ganz-rationale Funktion von df in p0, d.h.

�p>V g̃�p� � dp0f �
k

Q

i�1

1

i!
�dip0�df�� �p � p0, . . . , p � p0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

� > L�V,W �, (312)

so existiert na
h Induktionsvoraussetzung δ > R
�

mit δ � δ̃ und

�p>Uδ�p0���p0�

Ydpf � g̃�p�Y

Yp � p0Yk
� ε, (313)

wobei wir L�V,W � � wie übli
h � mit der Operatornorm versehen.

Wir zeigen als nä
hstes

�p>V dpg � g̃�p�. (314)

[ Beweis hiervon: Für i > �1, . . . , k�1� sei die Abbildung ∆i� V � V i
gegeben

dur
h ∆i�p� � �p � p0, . . . , p � p0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

�. Dann gilt g � f�p0��P
k�1
i�1

1
i!
�dip0f�X∆i, und

aus der Kettenregel folgt für alle p, v > V

dpg�v� �
k�1

Q

i�1

1

i!
�d∆i�p� �d

i
p0
f�� X dp∆i�v�

10.24�i�
�

k�1

Q

i�1

1

i!
�d∆i�p� �d

i
p0
f�� �v, . . . , v

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

�.
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Da dip0f für jedes i > �1, . . . , k �1� i-fa
h multilinear ist, folgt aus Satz 10.14

und der Symmetrie von dp0f (vgl. Satz 10.32) weiter

dpg�v� �

k�1

Q

i�1

i

i!
dip0f�p � p0, . . . , p � p0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i�1 Stü
k

, v�

� dp0f�v� �
k

Q

i�1

1

i!
di�1p0

f�p � p0, . . . , p � p0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

, v�
�312�
� g̃�p��v�,

also gilt dpg � g̃�p�. ℄

Nun folgt aus dem Mittelwertabs
hätzungssatz 10.10 für p > Uδ�p0� � be-

a
hte, daÿ dann au
h �p, p0� ` Uδ�p0� �

Yf�p� � g�p�Y � Y�f � g��p� �

�0
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�f � g��p0� Y

10.10
B sup�Yda �f � g� Y Sa > �p, p0�� � Yp � p0Y

�314�
� sup�Ydaf � g̃�a�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�313�

B ε Ya�p0Yk

Sa > �p, p0�� � Yp � p0Y B Yp � p0Y
k�1.

Hieraus folgt (311), und der Hauptsatz ist gezeigt. ✷

Analog zur eindimensionalen Theorie ermögli
ht der letzte Satz die Herlei-

tung notwendiger und hinrei
hender Kriterien für das Vorliegen lokaler Extrema.

Hierfür geben wir zunä
hst die folgenden De�nitionen. Die nun einzuführende

Hesse-Matrix wird bei der Diskussion lokaler Extrema von Funktionen Rm � R

die Rolle übernehmen, die die zweite Ableitung im Eindimensionalen gespielt

hat.

10.40 (Hesse-Matrix, (Semi-)De�nitheit).

(i) De�nition. Seien m > R
�

, M eine Teilmenge von Rm und f �M � R

eine Funktion, die in p0 >
X

M zweimal di�erenzierbar ist. Dann heiÿt die

symmetris
he Matrix

Hp0f ��

�

�

�

�

�

�

�

∂2f

∂x1∂x1
�p0� . . .

∂2f

∂x1∂xm
�p0�

� � �

∂2f

∂xm∂x1
�p0� . . .

∂2f

∂xm∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

die Hesse

78

-Matrix von f in p0.

78

na
h Ludwig Otto Hesse (1811�1874)
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Es gilt für alle v � �v1, . . . , vm�, ṽ � �ṽ1, . . . , ṽm� > R
m

d2p0f�v, ṽ� � d2p0f
�

�

m

Q

i�1

vi ei,
m

Q

j�1

ṽj ej
�

�

�

m

Q

i�1

m

Q

j�1

viṽj d
2
p0
f�ei, ej�

�

m

Q

i�1

m

Q

j�1

∂2f

∂xi∂xj
�p0�ṽjvi �

m

Q

i�1

�Hp0f v�i ṽi

�
�ṽ1 . . . ṽm� Hp0f

�

�

�

v1
�

vm

�

�

�

.

Hp0f ist also die Matrix von d2p0f bzgl. der kanonis
hen Basis des Rn.

Beispiel. Im Falle m � 1 gilt Hp0f � �f ���p0��.

(ii) De�nition. Seien k > N
�

und l� V k
� R eine k-Linearform, d.h. genau

l > Lk�V,R�. Wir de�nieren:

(a) l heiÿt positiv de�nit �
� �v>V ��0� l�v, . . . , v� A 0.

(b) l heiÿt positiv semide�nit �
� �v>V l�v, . . . , v� C 0.

(
) l heiÿt negativ semide�nit �
� �v>V l�v, . . . , v� B 0.

(d) l heiÿt negativ de�nit �
� �v>V ��0� l�v, . . . , v� � 0.

(e) l heiÿt inde�nit genau dann, wenn l weder positiv no
h negativ se-

mide�nit ist, d.h. es existieren v
�

, v
�

> V mit l�v
�

, . . . , v
�

� � 0 und

l�v
�

, . . . , v
�

� A 0.

Bemerkung.

1.) Im Spezialfall V � R und k gerade kann eine inde�nite symmetri-

s
he k-Linearform l > Lk�R,R� wegen �v>R l�v, . . . , v� � v
kl�1, . . . ,1�

ni
ht existieren. Dies gilt entspre
hend für jeden eindimensionalen

Vektorraum.

2.) Sind k > N
�

, M ` R und f �M � R eine in p0 >
X

M k-mal di�erenzier-

bare Funktion, so gilt na
h Satz 10.29

dkp0f

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

positiv de�nit

positiv semide�nit

negativ semide�nit

negativ de�nit

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥


� f �k��p0�

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

A

C

B

�

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

0.

Lemma Sind k > N
�

und l > Lk�V,R� eine symmetris
he k-Linearform,

d.h. für alle v1, . . . , vk > V und jedes σ > Sk, wobei Sk die Gruppe aller Per-

mutationen von �1, . . . , k� bezei
hne, gilt l�v1, . . . , vk� � l�vσ�1�, . . . , vσ�k��,

so folgt

(a) �v>V l�v, . . . , v� � 0Ô� l � 0,

(b) k ungerade Ô� �l inde�nit - l � 0�.
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Beweisskizze. Zu (a): Beweis dur
h vollständige Induktion na
h k > N
�

.

Der Fall k � 1 ist trivial.

k ( k � 1: Für v,w > V und t > R gilt

0 � l�t v �w, . . . , t v �w� �
k�1

Q

i�0

�

k � 1

i
� l�t v, . . . , t v
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

, w, . . . ,w
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�1�i Stü
k

�

�

k�1

Q

i�0

ti �
k � 1

i
� l�v, . . . , v
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

, w, . . . ,w
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�1�i Stü
k

�.

Da eine ganz-rationale Funktion nur dann konstant vom Wert Null sein

kann, wenn ale Koe�zienten Null sind, folgt hieraus l�v, . . . , v,w� � 0.

l�., . . . , .,w� ist symmetris
h und k-fa
h linear, also na
h Induktionsvor-

aussetzung identis
h glei
h Null, und es gilt l�v1, . . . , vn,w� � 0 für alle

v1, . . . , vn > V . Aus der Beliebigkeit von w folgt die Behauptung.

Zu (b): Entweder existiert v > V mit l�v, . . . , v� x 0 � und dann hat

l��v, . . . ,�v� das andere Vorzei
hen �, oder aus (i) folgt l � 0. ✷

(iii) Satz. Seien m > N
�

, M ` Rm und f �M � R eine in p0 >

X

M zweimal

di�erenzierbare Funktion. Dann gilt:

(a) Die folgenden Aussagen sind paarweise äquivalent:

1.) d2p0f ist positiv de�nit.

2.) Alle Eigenwerte von Hp0f sind positiv.

3.) �k>�1,...,m� det �
∂2f

∂xi∂xj
Ǳ

i,j>�1,...,k�
A 0.

(b) Die folgenden Aussagen sind paarweise äquivalent:

1.) d2p0f ist negativ de�nit.

2.) Alle Eigenwerte von Hp0f sind negativ.

3.) �k>�1,...,m� ��1�
k det �

∂2f
∂xi∂xj

Ǳ

i,j>�1,...,k�
A 0.

(
) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1.) d2p0f ist �

positiv

negativ

¡ semide�nit.

2.) Alle Eigenwerte von Hp0f sind �

C

B

¡ 0.

(d) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1.) d2p0f ist inde�nit.

2.) Es gibt einen positiven und einen negativen Eigenwert von Hp0f .

Beweisskizze. Das ents
heidende Hilfsmittel ist die Tatsa
he, daÿ eine sym-

metris
he Matrix diagonalisierbar ist (mit den Eigenwerten auf der Haupt-

diagonalen). Für weitere Ausführungen vgl. lineare Algebra. ✷
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(iv) Satz. SeienM ` R2
und f �M � R eine in p0 >

X

M zweimal di�erenzierbare

Funktion. Dann gilt:

(a) d2p0f �
positiv

negativ

¡ de�nit 
� detHp0f A 0 ,
∂2f
∂x2
�p0��

A

�

¡0.

(b) d2p0f �
positiv

negativ

¡ semide�nit 
� detHp0f C 0 , SpurHp0f �
C

B

¡0.

(
) d2p0f inde�nit 
� detHp0f � 0.

Beweis. Klar na
h (iii). ✷

De�nition 10.41 (Lokale Extrema). Es seien M ein topologis
her Raum und

f �M � R eine Funktion sowie p0 >M . Wir de�nieren dann in Verallgemeinerung

von 6.21 (i)

f besitzt in p0 ein

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

strenges lokales Maximum

lokales Maximum

lokales Minimum

strenges lokales Minimum

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

�
� §U>UX�p0,M�

�p>U��p0� f�p�

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

�

B

C

A

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

f�p0�.

f besitzt in p0 ein lokales Extremum genau dann, wenn f in p0 ein lokales

Maximum oder ein lokales Minimum besitzt.

10.42 (Lokale Extrema).

Hauptsatz 1.

Vor.: Seien M ` V und f �M � R eine in p0 >
X

M di�erenzierbare Funktion.

Beh.: f besitzt in p0 ein lokales Extremum Ô� dp0f � 0 79

.

(Also gilt au
h: dp0f x 0Ô� f besitzt in p0 kein lokales Extremum.)

Beweis. Zu zeigen ist: �v>V dp0f�v� � 0.

Sei also v > V beliebig. Da p0 innerer Punkt von M ist, existiert eine Zahl

ε > R
�

derart, daÿ für den di�erenzierbaren Weg

c� � � ε, ε� �� V, t z� p0 � t v,

c�� � ε, ε�� `M gilt. Dann ist f Xc� � � ε, ε� � R in p0 di�erenzierbar und besitzt

in 0 ein lokales Extremum, also folgt mit 6.22 Hauptsatz 1

0 � dp0�f X c�
10.7
� dp0f�v�.

✷

79

Im Falle m > N
�

und V � R
m
heiÿt das genau

∂f

∂x1

�p0� � . . . �
∂f

∂xm

�p0� � 0 bzw. Jp0f � 0.
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Hauptsatz 2.

Vor.: Seien k > N
�

, M ` V und f �M � R eine in p0 >
X

M k-mal di�erenzierbare

Funktion. Ferner gelte

dp0f � 0, . . . , dk�1p0
f � 0,

dkp0f x 0.

Beh.:

(i) k gerade und f besitzt in p0 ein lokales �

Maximum

Minimum

¡

Ô� dkp0f �
negativ

positiv

¡ semide�nit.

(Also gilt au
h:

k gerade und dkp0f inde�nit Ô� f besitzt in p0 kein lokales Extremum.)

(ii) dkp0f �
negativ

positiv

¡ de�nit � insbes. k gerade na
h Lemma 10.40 (ii) �

Ô� f besitzt in p0 ein strenges lokales �

Maximum

Minimum

¡.

(iii) k ungerade

80

Ô� f besitzt in p0 kein lokales Extremum.

Beweis. Sei Rk das k-te Taylors
he Restglied von f in p0, vgl. Satz 10.39.

Dann gilt na
h Voraussetzung für p >M � �p0�

f�p� � f�p0�

Yp � p0Yk
�

1

k!
dkp0f �

p � p0

Yp � p0Y
, . . . ,

p � p0

Yp � p0Y
� �

Rk�p�

Yp � p0Yk
, (315)

und die re
hte Seite konvergiert für p � p0 na
h 10.39 gegen Null.

Zu (i): Es sei k gerade. Auÿerdem besitze f in p0 ein lokales �

Maximum

Minimum

¡.

Dann folgt aus (315) die Existenz einer Zahl δ1 > R�

mit

�p>Uδ1
�p0���p0�

Rk�p�

Yp � p0Yk
�

1

k!
dkp0f �

p � p0

Yp � p0Y
, . . . ,

p � p0

Yp � p0Y
��

B

C

¡0,

und wegen limp�p0
Rk�p�

Yp�p0Yk
� 0 existiert weiter δ2 > R�

mit

�p>Uδ2
�p0���p0�

1

k!
dkp0f �

p � p0

Yp � p0Y
, . . . ,

p � p0

Yp � p0Y
��

B

C

¡ 0, (316)

denn andernfalls folgte ein Widerspru
h zur vorherigen Unglei
hung.

Ist nun v > V , so gilt für hinrei
hend kleines t > R�

: pt �� p0 � t v > Uδ2�p0�.

Also folgt aus (316)

�

t

StS
�

k

dkp0f �
v

YvY
, . . . ,

v

YvY
��

B

C

¡ 0,

und da k gerade ist, gilt dkp0f �
v
YvY
, . . . , v

YvY
Ǳ�

B

C

¡0. Hieraus folgt wegen der

Beliebigkeit von v > V die Behauptung von (i).

80

also dk
p0
f inde�nit na
h Lemma 10.40 (ii)
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Zu (ii) und (iii): dkp0f � V
k
� R ist stetig (sogar di�erenzierbar), also au
h

V � R, v ( dkp0�v, . . . , v�. Da S �� �v > V S YvY � 1� kompakt ist, existieren somit

m ��min�dkp0�v, . . . , v� Sv > S� und M ��max�dkp0�v, . . . , v� Sv > S�

als reelle Zahlen.

Ist dkp0f positiv de�nit, so folgt m > R
�

, also �

m
2k!

� 0. Da limp�p0
Rk�p�

Yp�p0Yk
� 0,

existiert dann δ3 > R�

mit

�p>Uδ3
��p0�

Rk�p�

Yp � p0Yk
A �

m

2k!
.

Hieraus und aus (315) folgt nun für jedes p > Uδ3�p0� � �p0�

f�p� � f�p0� �
Yp � p0Y

k

k!
�dkp0f �

p � p0

Yp � p0Y
, . . . ,

p � p0

Yp � p0Y
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Cm

�k!
Rk�p�

Yp � p0Yk

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A�

m
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A

m
2

� A 0,

d.h. f besitzt in p0 ein strenges lokales Minimum.

Ist dkp0f negativ de�nit, so ist dkp0��f� positiv de�nit, also besitzt �f na
h

dem gerade Bewiesenem in p0 ein strenges lokales Minimum, d.h. f besitzt in

p0 ein strenges lokales Maximum. Damit ist (ii) bewiesen.

Zu zeigen bleibt (iii): Sei k ungerade. Na
h Voraussetzung ist dkp0f x 0,

also na
h Lemma 10.40 (ii) inde�nit. Dann folgt m � 0 � M , und wegen

limp�p0
Rk�p�

Yp�p0Yk
� 0 existiert δ4 > R�

mit

�p>Uδ4
��p0� �

M

2k!
�

Rk�p�

Yp � p0Yk
� �

m

2k!
.

Es existieren v1, v2 > S mit m � dkp0�v1, . . . , v1�,M � dkp0�v2, . . . , v2�. Daher

gilt na
h De�nition von S für alle t > �0,1� pi,t �� p0 � t
δ4
2
vi > Uδ4�p0�, i > �1,2�,

und aus (315) folgt für alle t > �0,1�

f�p1,t� � f�p0� �
Yp1,t � p0Y

k

k!
�dkp0f �v1, . . . , v1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�m

�k!
Rk�p�

Yp � p0Yk

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��

m
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

m
2

� � 0,

f�p2,t� � f�p0� �
Yp2,t � p0Y

k

k!
�dkp0f �v2, . . . , v2�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�M

�k!
Rk�p�

Yp � p0Yk

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A�

M
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A

M
2

� A 0.

Wegen limt�0 p1,t � limt�0 p2,t � p0 kann f in p0 somit kein lokales Extremum

besitzen. ✷
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Bemerkung. Besitzt f in p0 >M ein lokales Extremum, so muÿ also einer der

folgenden vier Fälle vorliegen:

� p0 >M �

X

M ,

� p0 >
X

M und f ist in p0 ni
ht di�erenzierbar,

� p0 >
X

M , f ist in p0 di�erenzierbar, aber ni
ht zweimal di�erenzierbar, und

es gilt dp0f � 0,

� p0 >
X

M , f ist in p0 zweimal di�erenzierbar, dp0f � 0 und d2p0f ist positiv

oder negativ semide�nit.

Beispiel. Wir wollen alle lokalen Extrema von f � R2
� R, �x, y� ( x2�y2�exy,

bestimmen. f ist unendli
h oft di�erenzierbar, und es gilt:

J

�x,y�f �
�2x � y exy 2y � xexy� ,

H

�x,y�f � �

2 � y2 exy �exy�xy � 1�

�exy�xy � 1� 2 � x2 exy
� .

J

�x,y�f � 0� �

2x y

2y x
��

1

�exy
� � �

0

0
�. Wegen �

1

�exy
� x �

0

0
� folgt hieraus, daÿ

die dur
h �

2x y

2y x
� dargestellte lineare Abbildung R2

� R2
ni
ht injektiv ist,

d.h. 0 � det�
2x y

2y x
� � 2x2 � 2y2 � 2�x � y��x � y�, also x � �y.

1. Fall: x � y x 0. Dann folgt aus

∂f
∂x
�x, y� � 0, daÿ gilt 2x � x ex

2

� 0, d.h.

x2 � ln�2�, also x � y � �
»

ln�2� und J
�x,y�f � 0.

2. Fall: x � �y x 0. Dann folgt aus

∂f
∂x
�x, y� � 0, daÿ gilt 2x � x ex

2

� 0, also

2 � ex
2

� 0, Widerspru
h!

3. Fall: x � y � 0. Dann ist J

�x,y�f � 0.

Daher folgt, daÿ f hö
hstens in �0,0� und ��
»

ln�2�,
»

ln�2�� lokale Extrema

besitzt.

H

�0,0�f � �

2 �1

�1 2
� ist wegen 2 A 0 und detH

�0,0�f � 3 A 0 positiv de�nit,

also besitzt f in �0,0� ein strenges lokales Minimum.

H

��

»

ln�2�,
»

ln�2��
f � �

2 � 2 ln�2� �2�ln�2� � 1�

�2�ln�2� � 1� 2 � 2 ln�2�
� ist inde�nit, denn es gilt

detH
��

»

ln�2�,
»

ln�2��
f � �16 ln�2� � 0. Also besitzt f in ��

»

ln�2�,
»

ln�2�� kein

lokales Extremum.

Der folgende Taylors
he Satz stellt im wesentli
hen eine Verallgemeinerung

des Mittelwertsatzes dar. Da s
hon dieser nur für reellwertige Funktionen gilt,

können wir von jenem au
h ni
ht anderes erwarten.

Hauptsatz 10.43 (Taylors
her Satz).

Vor.: Seien k > N, M ` V und f �M � R eine Funktion. Weiter seien p0, p >M

mit p0 x p derart, daÿ �p0, p� `
X

M , und f ist in allen Punkten von �p0, p� �k�1�-

mal di�erenzierbar.
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Beh.: Es existiert ϑ > �0,1� derart, daÿ gilt

f�p� � f�p0� �

k

Q

i�1

1

i!
dip0f�p � p0, . . . , p � p0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

i Stü
k

�

�

1

�k � 1�!
dk�1p0�ϑ�p�p0�

f�p � p0, . . . , p � p0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k�1 Stü
k

�.

Beweis. Wir wenden den eindimensionalen Taylors
hen Satz 6.24 auf die

na
h Voraussetzung di�erenzierbare Funktion

f̃ � �0,1� �� R, tz� f�p0 � t�p � p0��,

an: Es folgt die Existenz von ϑ >�0,1� mit

f�p� � f̃�1� �
k

Q

i�0

f̃ i�0�

i!
�

f̃ �k�1��ϑ�

�k � 1�!

10.29
� f�p0� �

k

Q

i�1

1

i!
dip0f�p � p0, . . . , p � p0�

�

1

�k � 1�!
dk�1p0�ϑ�p�p0�

f�p � p0, . . . , p � p0�.

✷

Als nä
hstes bes
häftigen wir uns mit Umkehrabbildungen di�erenzierbarer

Abbildungen. Im Eindimensionalen war es zu einer bijektiven Abbildung, die

in einem Punkt di�erenzierbar ist, notwendig und hinrei
hend für Di�erenzier-

barkeit der Umkehrabbildung im Bildpunkt, daÿ die Ableitung der Abbildung

in dem Punkte ni
ht vers
hwindet. Das Analogon im höherdimensionalen Fall

dazu ist die dortige Bijektivität des Di�erentiales. Die Notwendigkeit folgt aus

der Kettenregel, und daÿ dies au
h hinrei
hend ist, werden wir unten zeigen.

Es sei aber auf folgenden Unters
hied zwis
hen ein- und mehrdimensionaler

Theorie hingewiesen: Eine di�erenzierbare Funktion auf einem Intervall von R

mit nirgends-vers
hwindender Ableitung ist injektiv. Dahingegen ist die Abbil-

dung

f � R2
�� R2, �x, y� z� �ex cos�y�, ex sin�y�� ,

ni
ht injektiv, besitzt aber in jedem Punkt ein invertierbares Di�erential (wegen

detJ
�x,y�f � ex A 0). Sie ist jedo
h, wie der nä
hste Satz zeigen wird, lokal

umkehrbar (d.h. jeder Punkt besitzt eine Umgebung, die bijektiv auf ihr Bild

abgebildet wird), und die lokale Umkehrung ist di�erenzierbar.

Hauptsatz 10.44 (Umkehrsatz).

Vor.: Seien M eine Teilmenge von V , p0 >
X

M und f � M �W eine in p0 stetig

di�erenzierbare Abbildung. Ferner sei

dp0f � V ��W bijektiv.

Insbesondere gilt dann dimR V � dimRW .
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Beh.: Es existiert U > U

X

�p0, V � mit U `M und den folgenden Eigens
haften:

(i) f SU � U �W ist di�erenzierbar und bildet U homöomorph auf f�U� ab,

(ii) f�U� > UX

�f�p0�,W �, �f SU�
�1
� f�U� �W ist di�erenzierbar, und es gilt

�p>U df�p� ��f SU�
�1
�
� �dpf�

�1
.

Zusatz. Darüber hinaus gilt für jedes k > N
�

f

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

k-mal di�erenzierbar in p0

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

Ô� �f SU�
�1

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

k-mal di�erenzierbar in f�p0)

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

.

Wir bereiten den Beweis des Umkehrsatzes dur
h das folgende Lemma vor:

Lemma 10.45. Die Teilmenge Iso�V,W � �� �ϕ > L�V,W � Sϕ bijektiv� aller

R-Vektorraum-Isomorphismen V �W von L�V,W � ist o�en in L�V,W �.

Darüber hinaus ist die Abbildung

inv� Iso�V,W � �� L�V,W �, ϕz� ϕ�1,

unendli
h oft di�erenzierbar mit

�ϕ>Iso�V,W �

�ψ>L�V,W �

dϕinv�ψ� � �ϕ
�1
X ψ X ϕ�1,

Beweisskizze. Im Falle dimR V x dimRW ist ni
hts zu zeigen. Daher können

wir ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ n > N
�

mit V �W � Rn existiert.

Die O�enheit von Iso�V,W � folgt nun aus der Stetigkeit von det� Rn
2

� R,

den Rest überlassen wir als Übung mittels der Cramers
hen Regel. ✷

Beweis des Hauptsatzes 10.44. Wir wählen Skalarprodukte und damit au
h

Normen auf V und W . Damit sind dann au
h L�V,W �, L�W,V � und L�V,V �

mit den jeweiligen Operatornormen normiert. Da aus dem Kontext zu entneh-

men ist, wel
he Norm gemeint ist, werden im folgenden sämtli
he Normen mit

Y . . . Y bezei
hnet.

Wir setzen zur Abkürzung

A �� dp0f und C ��

1

2 YA�1
Y

. (317)

Aus (317) und der stetigen Di�erenzierbarkeit von f in p0 folgt sofort

§δ>R
�

Uδ�p0� `M,

f SUδ�p0� ist di�erenzierbar, (318)

�p>Uδ�p0�
Ydpf �AY � C.
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Sei im folgenden δ wie in (318). Wir behaupten

�p>Uδ�p0�
YA�1

X �dpf �A�Y B
1
2
,

dpf > Iso�V,W �.
(319)

[ Zu 319: Sei p > Uδ�p0�. Dann gilt

YA�1
X �dpf �A�Y

wegen �264�
B YA�1

Y Y�dpf �A�Y
�318�
B YA�1

Y �C
�317�
�

1

2
.

Hieraus folgt für alle v > V mit dpf�v� � 0

YvY � YA�1
X �dpf �A��v�Y B

1

2
YvY,

also v � 0. Somit ist dpf injektiv, also aus Dimensionsgründen ein R-Vektorraum

Isomorphismus. ℄

Wir zeigen als nä
hstes

�p1,p2>Uδ�p0�
Yf�p1� � f�p2�Y C CYp1 � p2Y. (320)

[ Zu (320): Wir de�nieren F �� �A�1
X f � idV �SUδ�p0�

. Dann folgt aus (318),

daÿ F di�erenzierbar ist mit

�p>Uδ�p0�
YdpF Y � YA

�1
X dpf � idV Y � YA

�1
X �dpf �A�Y

�319�
B

1

2
.

Uδ�p0� ist konvex

81

, also folgt aus dem Mittelwertabs
hätzungssatz 10.10

für alle p1, p2 > Uδ�p0�

YF �p1� � F �p2�Y B
1

2
Yp1 � p2Y,

und d.h. na
h De�nition von F

YA�1
X f�p1� �A

�1
X f�p2�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��v

��p1 � p2
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

��w

�Y B

1

2
Yp1 � p2
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

�w

Y.

Wegen 9.35 folgt aus der letzten Unglei
hung YvY C YwY�Yw � vY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C�

1

2
YwY

C

1
2
YwY und

YA�1
YYf�p1� � f�p2�Y C YA

�1
�f�p1� � f�p2�� Y C

1

2
Yp1 � p2.Y

81

d.h. per de�nitionem, daÿ mit p1 und p2 au
h alle Elemente von

�p1, p2� � �t p1 � �1 � t�p2 S t > �0,1��

in Uδ�p0� liegen. Dies sieht man lei
ht mittels der Dreie
ksunglei
hung ein:

Y�t p1��1�t�p2�� p0
®

�t p0��1�t�p0

Y � Yt �p1 � p0���1 � t� �p2 � p0� Y B t Yp1 � p0Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�δ

��1�t� Yp2 � p0Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�δ

� δ.
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Somit gilt

Yf�p1� � f�p2�Y C
1

2 YA�1
Y

YYp1 � p2Y
�317�
� CYp1 � p2Y.

Damit ist (320) bewiesen. ℄

Wir setzen ε �� 1
2
Cδ > R

�

und behaupten

Uε�f�p0�� ` f�Uδ�p0��. (321)

[ Hierzu sei q > Uε�f�p0�� fest gewählt. Wir de�nieren dan h� Uδ�p0� � R

dur
h

�p>Uδ�p0�
h�p� �� `f�p� � q, f�p� � qe � Yf�p� � qY2.

Na
h der verallgemeinerten Leibnizs
hen Produktregel 10.15 ist h di�eren-

zierbar, und es gilt

�p>Uδ�p0�
�v>V dph�v� � 2 `dpf�v�, f�p� � qe. (322)

Wir haben zu zeigen, daÿ 0 als Funktionswert von h auftritt.

Beweis hiervon: Sei r �� 2
C
Yf�p0� � qY �

2ε
C

Def. ε
� δ, also 0 B r � δ. Dann folgt

�p>Uδ�p0��Ur�p0� h�p� C h�p0�, (323)

denn für p > Uδ�p0� �Ur�p0� gilt

Yf�p� � qY
9.35
C Yf�p0� � f�p�Y � Yf�p0� � qY

�320�
C C Yp0 � pY

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

CC r
Def. r
C 2 Yf�p0��qY

�Yf�p0� � qY C Yf�p0� � qY.

Wegen der Stetigkeit von h und der Kompaktheit von

Ur�p0� � �p > V S Yp � p0Y B r�

besitzt die kompakte Teilmenge h�Ur�p0�� von R ein Minimum, also existiert

p1 > Ur�p0� ` Uδ�p0� mit �

p>Ur�p0�
h�p� C h�p1�. Insbes. gilt h�p0� C h�p1�. Na
h

(323) gilt dann sogar

�p>Uδ�p0� h�p� C h�p1�,

d.h. h nimmt in p1 > Uδ�p0� ein globales Minimum an. Aus 10.42 Hauptsatz 1

folgt nun dp1h � 0, also na
h (322)

�v>V `dp1f�v�, f�p1� � qe � 0. (324)

Na
h (319) ist dp1f > L�V,W � surjektiv, also existiert v1 > V mit

dp1f�v1� � f�p1� � q,

d.h. na
h (324)

h�p1� � `f�p1� � q, f�p1� � qe � 0,
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und somit gilt f�p1� � q. Damit ist (321) gezeigt. ℄

Es gilt Uε�f�p0�� > U

X

�f�p0�,W �. Wegen (318) ist f SUδ�p0�
� Uδ�p0� � W

stetig, also folgt U �� f SUδ�p0�

1
�Uε�f�p0���

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�318�

` M

> U

X

�p0,Uδ�p0�� ` U

X

�p0, V �. Wir

behaupten

f SU � U �� Uε�f�p0�� ist ein Homöomorphismus. (325)

[ Daÿ f SU � U � Uε�f�p0�� stetig ist, haben wir gerade mitbegründet. Die

Injektivität ergibt si
h aus (320) und die Surjektivität aus (321).

Zur Stetigkeit von �f SU�
�1
� Uε�f�p0�� � U : Für alle q1, q2 > Uε�f�p0�� gilt

�f SU�
�1
�q1�, �f SU �

�1
�q2� > U ` Uδ�p0�, also na
h (320)

Y�f SU�
�1
�q1� � �f SU�

�1
�q2�Y B

1

C
Yf��f SU�

�1
�q1�� � f��f SU�

�1
�q2��Y � Yq1 � q2Y,

also ist �f SU�
�1

stetig (sogar glei
hmäÿig stetig). ℄

Wir zeigen nun

�q>Uε�f�p0�� �f SU�
�1

di�erenzierbar in q und dq ��f SU�
�1
�
� �dq�f SU��

�1
. (326)

[ Sei hierzu q > Uε�f�p0�� fest gewählt, d.h. p �� �f SU�
�1
�q� > U ` Uδ�p0�.

Dann existiert na
h (319) �dpf�
�1

> L�W,V �. Sei nun �qn�n>N eine Folge in

Uε�f�p0�� mit qn x q für alle q > N und limn�ª qn � q. Wir setzen für jedes

n > N � pn �� �f SU�
�1
�qn�. Dann ist �pn�n>N eine Folge in U ` Uδ�p0�, und na
h

(325) gilt pn x p � q für alle n > N sowie limn�ª pn � p. Hieraus folgt für n > N

0 B

Y�f SU�
�1
�qn� � �f SU�

�1
�q� � �d

�f SU��1�q�
f��1�qn � q�Y

Yqn � qY

�

Y�dpf�
�1
�

�

�

dpf�pn � p� � �

�f�pn��f�p�
­

qn � q �

�

�

�

Y

Yqn � qY

B

Y�dpf�
�1
Y Ydpf�pn � p� � �f�pn� � f�p��Y

Yqn � qY

�

Y�dpf�
�1
Y Yf�pn� � f�p� � dpf�pn � p�Y

Yqn � qY

� Y�dpf�
�1
Y

Yf�pn� � f�p� � dpf�pn � p�Y

Ypn � pY
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n�ª
�� 0, da f in p di�erenzierbar

Ypn � pY

Y qn � q
²

�f�pn��f�p�

Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�320�

B

1

C

Hieraus folgt (326). ℄

Damit haben wir den Hauptsatz (ohne Zusatz) bewiesen.

Zum Zusatz: Der Hauptsatz besagt u.a.

�q>f�U� dq�f SU�
�1

� d
�f SU��1�q�

f � inv X df X �f SU�
�1
�q�,
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also gilt

d�f SU�
�1

� inv X df X �f SU�
�1. (327)

Wir zeigen induktiv für jedes k > N
�

f �
k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

¡

Ô� �f SU�
�1
�

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

¡ .

(328)

[ k � 1: Der obere Fall ist wegen des Hauptsatzes klar.

Sei f stetig di�erenzierbar, d.h. df ist stetig. Dann ist na
h (327) (und

Lemma 10.45) au
h d�f SU�
�1

stetig, d.h. �f SU�
�1

ist stetig di�erenzierbar.

k ( k � 1: Sei k > N
�

und (328) gelte für k.

Ferner sei f �
�k � 1�-mal di�erenzierbar

�k � 1�-mal stetig di�erenzierbar

¡. Dann ist f insbesonde-

re �

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

¡, also ist na
h Induktionsvoraussetzung au
h

�f SU�
�1
�

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

¡.

Andererseits ist df �
k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

¡. Na
h (327) ist daher

�d�f SU��
�1

die Komposition drei �

k-mal di�erenzierbarer

k-mal stetig di�erenzierbarer

¡ Abbildun-

gen und somit na
h 10.26 �

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

¡ , und dies bedeu-

tet, daÿ �f SU�
�1
�

�k � 1�-mal di�erenzierbar

�k � 1�-mal stetig di�erenzierbar

¡ ist. Damit ist dann (328)

au
h für k � 1 gezeigt. ℄

S
hlieÿli
h haben wir zu zeigen, daÿ für alle k > N
�

mit k C 2 gilt

f k-mal di�erenzierbar in p0 Ô� �f SU�
�1
�k � 1�-mal di�erenzierbar in f�p0�.

Zum Beweis hiervon sei nun f k-mal di�erenzierbar in p0. Dann ist f �k�1�-

mal di�erenzierbar in einer Umgebung von p0. Also ist na
h (328) au
h �f SU�
�1

�k � 1�-mal di�erenzierbar in einer Umgebung von f�p0�. Daher und da df

�k � 1�-mal di�erenzierbar in p0 � �f SU�
�1
�f�p0��, folgt aus (327) sowie 10.26,

daÿ d�f SU�
�1
�k � 1�-mals di�erenzierbar in f�p0� ist. D.h. genau, daÿ �f SU�

�1

k-mal in f�p0� di�erenzierbar ist. ✷

Bemerkung. Ist m > N
�

, so besagt im Falle V � W � Rm die Vorausset-

zung dp0f � V � W bijektiv des Umkehrsatzes genau detJp0f x 0 und die in

der Behauptung (ii) genannte Glei
hung �p>U df�p� ��f SU�
�1
�
� �dpf�

�1
genau

�p>U Jf�p� ��f SU�
�1
�
� �Jpf�

�1
.

Wir betra
hten nun ein Glei
hungssystem F �p, q� � 0, in dem zu jedem p

genau eine Lösung q existiert, und wollen Voraussetzungen angeben, unter denen

q di�erenzierbar von p abhängt, wenn wir an p �di�erenzierbar wa
keln�.
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De�nition 10.46 (Implizit de�nierte Abbildungen). Seien nebenW au
h V1, V2
endli
h-dimensionale R-Vektorräume, M1 ` V1, M2 ` V2 und F � M1 �M2 � W

eine Abbildung.

Wir de�nieren: F de�niert implizit eine Abbildung von M1 in M2 genau

dann, wenn

�p>M1
§!q>M2

F �p, q� � 0. (329)

Ist (329) erfüllt, so läÿt si
h zu jedem p >M1 ein eindeutig bestimmtes Ele-

ment f�p� >M2 mit F �p, f�p�� � 0 zuordnen, d.h. man hat dann eine eindeutig

bestimmte Abbildung f �M1 � M2. Wir sagen dann au
h: F de�niert implizit

die Abbildung f �M1 �M2.

f ist also 
harakterisiert dur
h F
1
��0�� � Graph�f�.

Beispiel.

1.) Die Abbildung F �� 2x � 3y � 1� R � R � R de�niert o�enbar implizit

die Funktion f ��

�2x�1
3

� R � R. In diesem Fall läÿt si
h die Glei
hung

f�x, f�x�� � 0 also sehr einfa
h na
h f�x� au�ösen, und man erhält eine

explizite Formel für f�x�.

2.) Wir betra
hten F �� x2 � y � y2 � y3� R � R � R und behaupten, daÿ F

implizit eine Funktion f � R� R de�niert.

[ Beweis hiervon: Für jedes feste p > R besitzt die Glei
hung

F �p, q� � p2 � q � q2 � q3 � 0

genau eine Lösung q > R.

Denn g� R � R, de�niert dur
h g�t� �� F �p, t� � p2 � t � t2 � t3, ist wegen

g��t� � 1 � 2t � 3t2 � �1 � t2� � 2t2 A 0 streng monoton wa
hsend mit

limt��ª g�t� � �ª, also ist g� R� R bijektiv. ℄

Für die dur
h F implizit de�nierte Funktion f � R� R gilt also

F �x, f�x�� � x2 � f�x� � f�x�2 � f�x�3 � 0,

aber die letzte Glei
hung läÿt si
h ni
ht ohne weiteres zu einer expliziten

Formel der Gestalt f�x� � . . .
¯

nur abhängig von x

au�ösen.

Aus diesem Grunde weiÿ man a priori au
h ni
ht, ob diese Funktion ste-

tig, di�erenzierbar oder stetig di�erenzierbar ist. Wir werden später aus

dem Satz über implizit de�nierte Abbildungen folgern, daÿ f aus diesem

Beispiel sogar eine unendli
h-oft di�erenzierbare Funktion ist.

Hauptsatz 10.47 (Satz über implizit de�nierte Abbildungen).

Vor.: Seien neben W au
h V1, V2 endli
h-dimensionale R-Vektorräume sowie

M ` V1 � V2, p0 > V1, q0 > V2 und �p0, q0� >
X

M . Ferner sei F � M � W stetig

di�erenzierbar in �p0, q0� mit F �p0, q0� � 0.

Wir setzen für alle �p, q� >
X

M derart, daÿ F in �p, q� di�erenzierbar ist

∂1F �p, q� �� dp �F �. . . , q�� > L�V1,W �,

∂2F �p, q� �� dq �F �p, . . .�� > L�V2,W �

und fordern, daÿ gilt ∂2F �p0, q0� > Iso�V2,W �, d.h. au
h dimR V2 � dimRW .
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Beh.: Es existieren U1 > U
X

�p0, V1� und U2 > U
X

�q0, V2� mit U1 �U2 `M sowie

den folgenden Eigens
haften:

(i) F SU1�U2
� U1 �U2 �W ist di�erenzierbar und de�niert implizit eine Abbil-

dung f � U1 � U2,

(ii) f � U1 � U2 ist di�erenzierbar und es gilt

�p>U1
dpf � �

�∂2F �p, f�p���
�1
X ∂1F �p, f�p��. (330)

Zusatz. Darüber hinaus gilt für jedes k > N
�

F

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

k-mal di�erenzierbar in �p0, q0�

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

Ô� f

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

k-mal di�erenzierbar

k-mal stetig di�erenzierbar

k-mal di�erenzierbar in p0

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

.

Beweisskizze. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit sei M o�en in V1 � V2
und F di�erenzierbar auf ganz M . Wende dann den Umkehrsatz an auf die

Abbildung

h� M
¯

`V1�V2

�� V1 �W, �p, q� z� �p,F �p, q��.

Dann folgt die Existenz von

ÇU1 > U

X

�p0, V1� und U2 > U

X

�q0, V2� derart, daÿ

hS
ÇU1�U2

� U1 � U2 � h�ÇU1 � U2� die Behauptung des Umkehrsatzes erfüllt (dort

f � h und U �

ÇU1 �U2).

Seien

ι1 > L�V1, V1 �W � mit �p>V1 ι1�p� �� �p,0�

und

π2 > L�V1 � V2, V2� mit �

�p,q�>V1�V2 π2�p, q� �� q

die kanonis
hen Abbildungen sowie

U1 �� ι1
1
�h�ÇU1 �U2�� > U

X

�p0, V1�.

Setze dann

f �� π2 X �hSÇU1�U2
�

�1
X ι1� U1 �� U2.

Dann gilt für jedes �p, q� > U1 �U2

F �p, q� � 0 
� h�p, q� � �p,0� > h�ÇU1 �U2�


� �p, q� � �hS
ÇU1�U2

�

�1
X h�p, q� � �hS

ÇU1�U2
�

�1
�p,0�

klar


� �p, q� � �p,π2 X �hSÇU1�U2
�

�1
�p,0��


� q � f�p�,

also de�niert F SU1�U2
implizit die Abbildung f � U1 � U2.
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Zu (330): Es gilt

�

�p,q�>M��v1,v2� d�p,q�F �v1, v2� � ∂1F �p, q��v1� � ∂2F �p, q��v2�,

denn d
�p,q�F �v1, v2� � d

�p,q�F �v1,0� � d
�p,q�F �0, v2� und

d
�p,q�F �v1,0� � lim

t�0

F �p � t v1, q� � F �p, q�

t
� dp �F �. . . , q�� � ∂1F �p, q��v1�,

d
�p,q�F �0, v2� � . . . � ∂2F �p, q��v2�.

Daher folgt aus �p>U1
F �p, f�p��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��f̃�p�

, d.h. 0 � F X f̃ , daÿ für alle p > U1 und

v1 > V1 gilt

0 � �d
f̃�p�

F � X �d
�p,f�p��f̃��v1� � d

�p,f�p��F �v1,dpf�v1��

� ∂1F �p, f�p���v1� � ∂2F �p, f�p�� X dpf�v1�.

Dies ergibt (330). ✷

Bemerkung. Sind m,n > N
�

, so besagt im Falle V1 � Rm, V2 � W � Rn und

F � �F1, . . . , Fn�� M � Rn die Voraussetzung

∂2F �p0, q0� > Iso�V2,W �

des Satzes über implizit de�nierte Abbildungen genau

det

�

�

�

�

�

�

�

∂F1

∂xm�1

. . .
∂F1

∂xm�n

� � �

∂Fn

∂xm�1

. . .
∂Fn

∂xm�n

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�p0,q0�

x 0

und (330) genau

�p>U1

�

�

�

�

�

�

�

∂f1

∂x1
. . .

∂f1

∂xm
� � �

∂fn

∂x1
. . .

∂fn

∂xm

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

Rp

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

∂F1

∂xm�1

. . .
∂F1

∂xm�n

� � �

∂Fn

∂xm�1

. . .
∂Fn

∂xm�n

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�p,f�p��

�

�

�

�

�

�

�

�

�1

�

�

�

�

�

�

�

∂F1

∂x1
. . .

∂F1

∂xm
� � �

∂Fn

∂x1
. . .

∂Fn

∂xm

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�p,f�p��

.

Im Falle m � n � 1 ist ersteres glei
hbedeutend mit

Fx2 �p0, q0� x 0

und letzteres mit

�p>U1
f ��p� � �

Fx1 �p, f�p��

Fx2 �p, f�p��
,

wobei F �� F1� M � R und M ` R2
.
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Satz 10.48.

Vor.: Seien neben W au
h V1, V2 endli
h-dimensionale R-Vektorräume, U1 bzw.

U2 eine o�ene Teilmenge von V1 bzw. V2 und sei F � U1 � U2 � W eine k-mal

stetig di�erenzierbar Abbildung, wobei k > N
�

8 �ª�.

Ferner de�niere F implizit eine Abbildung f � U1 � U2, und es gelte

�p>U1
∂2F �p, f�p�� > Iso�V2,W �.

Insbesondere gilt dann dimR V2 � dimRW .

Beh.: f � U1 � U2 ist k-mal stetig di�erenzierbar und

�p>U1
dpf � �

�∂2F �p, f�p���
�1
X ∂1F �p, f�p��. (331)

Beweis. Für jedes feste p > U1 erfüllen F und �p, f�p�� alle Voraussetzun-

gen des Satzes über implizit de�nierte Abbildungen (dort �p0, q0� � �p, f�p��).

Aus diesem (eins
hlieÿli
h Zusatz) folgt daher, daÿ f lokal eine k-mal stetig

di�erenzierbare Abbildung ist und daÿ (331) gilt. ✷

Beispiel. F �� x2�y�y2�y3� R2
� R2

de�niert implizit eine Funktion f � R� R,

vgl. 10.46 Beispiel 2.). Wegen Fy � 1 � 2y � 3y2 � �1 � y�2 � 2y2 A 0 sind alle

Voraussetzungen des letzten Satzes 10.48 erfüllt (mit k �ª), und es folgt, daÿ

f unendli
h-mal di�erenzierbar ist.

De�nition 10.49 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen). Seien M ein

topologis
her Raum, p0 > M , f �M � R eine Funktion und g� M � W eine

Abbildung. Wir de�nieren:

f besitzt in p0 ein

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

strenges lokales Maximum

lokales Maximum

lokales Minimum

strenges lokales Minimum

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

unter der Nebenbedingung

g � 0

�
� p0 > g
1
�0� und f Sg1�0� besitzt in p0 ein

¢

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¤

strenges lokales Maximum

lokales Maximum

lokales Minimum

strenges lokales Minimum

£

¨

¨

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¨

¨

¥

.

f besitzt in p0 ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g � 0 genau

dann, wenn f Sg1�0� in p0 ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum besitzt.

Hauptsatz 10.50 (Notwendige Bedingungen für Extrema unter Nebenbedin-

gungen).

Vor.: SeienM ` V , p0 >
X

M und f � M � R in p0 di�erenzierbar sowie g� M �W

stetig di�erenzierbar in p0 mit g�p0� � 0. Ferner sei dp0g > L�V,W � surjektiv,

also gilt insbesondere dimR V C dimRW .

Beh.: Wenn f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g � 0 besitzt, so

existiert genau ein λ >W �

� L�W,R� mit

dp0f � λ X dp0g. (332)

226



Beweis. f besitze in p0 ein lokales �

lokales Maximum

lokales Minimum

¡ unter der Neben-

bedingung g � 0. Dann existiert eine Umgebung U von p0 in V mit U ` M

und

�p>U �g�p� � 0Ô� f�p��
B

C

¡f�p0�� . (333)

O�enbar existiert ein R-Untervektorraum V2 von V mit

V1 ` V2 � V, wobei V1 �� Kern dp0g.
82

(334)

Na
h Voraussetzung gilt dp0g�V � �W , also folgt

dp0gSV2 > Iso�V2,W �. (335)

Wegen (334) ist

ϕ� V1 � V2 �� V, �v1, v2�z� v1 � v2

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, und wir de�nieren

ÈM ` V1 � V2, a0 > V1 und

b0 > V2 dur
h
ÈM �� ϕ1

�M�, �a0, b0� �� ϕ
�1
�p0�,

also ϕ�ÈM� �M , ϕ�a0, b0� � a0 � b0 � p0, und

f̃ �� f X ϕ� ÈM �� R, g̃ �� g X ϕ� ÈM ��W.

Aus den Voraussetzungen an f und g sowie 10.26 folgt nun

f̃ ist di�erenzierbar in �a0, b0�,

g̃ ist stetig di�erenzierbar in �a0, b0� und (336)

g̃�a0, b0� � 0.

Ferner gilt für i > �1,2�

∂ig̃�a0, b0� � dp0gSVi > L�Vi,W � (337)

[ Zu (337): Wir führen den Beweis nur für den Fall i � 2, den Fall i � 1 zeigt

man analog.

Für alle v2 > V2 gilt

∂2g̃�a0, b0��v2� � db0 �g̃�a0, . . .�� �v2�

� lim
t�0

g̃�a0, b0 � t v2� � g̃�a0, b0�

t

� lim
t�0

g�

��a0,b0�
©

p0 � t v2� � g�p0�

t
� dp0g�v2�. �

82

Die direkte Summme V1`V2 � V bedeutet per de�nitionem, daÿ zu jedem v > V eindeutig

bestimmte v1 > V1 und v2 > V2 mit v � v1 � v2 existieren.
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Na
h (337) und (335) gilt

∂2g̃�a0, b0� > Iso�V2,W �,

also sind für

ÈM, �a0, b0� und g̃ (anstelle von M, �p0, q0� und F ) na
h (335) alle

Voraussetzungen des Satzes über implizit de�nierte Abbildungen 10.47 erfüllt.

Somit folgt

§U1>U
X

�a0,V1�§U2>U
X

�b0,V2�§h>U
U1

2

U1 �U2 ` ϕ
1
�M� �

ÈM, h ist di�erenzierbar, h�a0� � b0,

�a>U1
g̃�a,h�a��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�g�a�h�a��

� 0 und da0h � � �∂2g̃�a0, b0��
�1
X ∂1g̃�a0, b0�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�337�
� dp0gSV1�0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�0

. (338)

Wir folgern aus (333)

�

�a,b�>U1�U2
�g̃�a, b� � 0Ô� f̃�a, b��

B

C

¡ f̃�a0, b0�� . (339)

[ Zu (339): Aus �a, b� > U1 �U2, g X ϕ�a, b� � g̃�a, b� � 0 folgt p �� ϕ�a, b� > U

und g�p� � 0, also na
h (333)

f̃
®

�fXϕ

�a, b� � f�p��
B

C

¡ f�p0��f̃�a0, b0�. �

Wir de�nieren die Funktion F � M � R dur
h

F �a� � f̃�a,h�a�� � f�a � h�a��,

also F � f X �idU1
� h� . Na
h (338) und (336) ist F in a0 di�erenzierbar und

besitzt wegen (338) und (339) in a0 ein globales �

Maximum

Minimum

¡ . Daher folgt

aus 10.42 Hauptsatz 1

�v1>V1 0 � da0F �v1� � d a0�h�a0�

´ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�338�
� a0�b0�p0

f�v1 � da0h�v1�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�338�
� 0

� � dp0f�v1�. (340)

Wegen (335) ist

λ �� �dp0f SV2� X �dp0gSV2�
�1

>W �

wohlde�niert, und es gilt trivialerweise dp0f SV2 � λ X �dp0g� SV2 , während na
h

(340)

dp0f SV1 � 0
�334�
� λ X �dp0g� SV1 ,

also wegen V1 ` V2
�334�
� V gilt

dp0f � λ X dp0g.

Damit ist die Existenz von λ wie in der Behauptung bewiesen, und die

Eindeutigkeit von λ >W �

mit dp0f � λ Xdp0g ist wegen dp0g�V �
�335�
� W klar. ✷

228



Bemerkung. Sind m,n > N
�

mit m C n, so besagt im Falle V � Rm, W � Rn

und g � �g1, . . . , gn�� M � Rn die Voraussetzung

dp0g > L�V,W � surjektiv

genau

Rang

�

�

�

�

�

�

�

∂g1

∂x1
�p0� . . .

∂g1

∂xm
�p0�

� � �

∂gn

∂x1
�p0� . . .

∂gn

∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

� n,

also genau, daÿ

�

�

�

�

�

�

�

∂g1

∂x1
�p0�

�

∂g1

∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

, . . . ,

�

�

�

�

�

�

�

∂gn

∂x1
�p0�

�

∂gn

∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

R-linear unabhängig im Rm sind.

Des weiteren bedeutet dann (332) genau, daÿ eindeutig bestimmte reelle

Zahlen λ1, . . . , λn mit

�

�

�

�

�

�

�

∂f

∂x1
�p0�

�

∂f

∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

�

n

Q

i�1

λi

�

�

�

�

�

�

�

∂gi

∂x1
�p0�

�

∂gi

∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

existieren, denn der Hauptsatz besagt, daÿ λ � �λ1, . . . , λn� > R
1�n

� L�Rn,R�

mit

�

∂f

∂x1
�p0�, . . . ,

∂f

∂xm
�p0�� � �λ1, . . . , λn�

�

�

�

�

�

�

�

∂g1

∂x1
�p0� . . .

∂g1

∂xm
�p0�

� � �

∂gn

∂x1
�p0� . . .

∂gn

∂xm
�p0�

�

�

�

�

�

�

�

existieren.

Beispiel. Zu gegebenen m > N
�

und a1, . . . , am > R
�

betra
hten wir folgende

Aufgabe:

Unter allen a
hsenparallelen Quadern im Rm, die dem Ellipsoid

E �� ��x1, . . . , xm� > R
m
S

m

Q

i�1

xi
2

ai2
� 1 � 0�

einbes
hrieben sind, ist der Quader gröÿten Rauminhaltes gesu
ht.

Zeige, daÿ genau eine Lösung des Problemes existiert und bestimme die Kan-

tenlängen des Quaders.

Wir de�nieren

f � Rm �� R dur
h f�x1, . . . , xm� ��
m

M

i�1

2xi � 2m
m

M

i�1

xi und

g� Rm �� R dur
h g�x1, . . . , xm� ��
m

Q

i�1

xi
2

ai2
� 1.
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Die Lösung der Aufgabe besteht o�ensi
htli
h darin, das Maximum von f

auf �R
�

�

m
unter der Nebenbedingung g � 0 zu su
hen.

Das Ellipsoid E � g1��0�� ist o�enbar eine bes
hränkte und abges
hlossene

Teilmenge von Rm, also kompakt. Daher nimmt f SE als stetige Funktion auf E

an einer Stelle �t1, . . . , tm� > E ihren maximalen Wert an. Ohne Eins
hränkung

können wir annehmen, daÿ t1 A 0, . . . , tm A 0 gilt. Dies liefert

d
�t1,...,tm�

g �

�

�

�

�

2 t1
2

a12

�

2 tm
2

am2

�

�

�

�

x 0,

somit folgt aus dem Hauptsatz (bzw. der zugehörigen Bemerkung) die Existenz

einer Zahl λ > R mit

d
�t1,...,tm�

f
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 2m
�

�

�

�

�

t2�tm
t1t3�tm

�

t1�tm�1

�

�

�

�

�

� λd
�t1,...,tm�

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� 2λ

�

�

�

�

t1
a12

�

tm
am2

�

�

�

�

.

Hieraus ergibt si
h zunä
hst λ x 0 und sodann

t1
2

a12
� . . . �

tm
2

am2
��

2m�1

λ

m

M

i�1

ti� ,

also wegen

m

Q

i�1

ti
2

ai2
� 1

t1
2

a12
� . . . �

tm
2

am2
und �t1, . . . , tm� � �

a1
º

m
, . . . ,

am
º

m
� .

Damit haben wir gezeigt, daÿ der gesu
hte Quader eindeutig bestimmt ist,

die halben Kantenlängen

a1
º

m
, . . . ,

am
º

m
, also den Rauminhalt

2m
º

m
m a1�am hat.
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11 Länge und Riemanns
he Integration von Wegen in

endli
h-dimensionalen Räumen

Wir haben im vorangegangenen Kapitel bereits den Begri� des Weges einge-

führt, vgl 10.6. Wir führen nun zunä
hst für eine gewisse Klasse von Wegen

einen o�ensi
htli
h ers
heinenden Begri� der Weglänge ein und leiten für sog.

stü
kweise stetig di�erenzierbare Wege (s.u.) eine einfa
he Bere
hnung für deren

Länge her.

Generalvoraussetzung. Seien in diesem Kapitel stets a, b > R mit a � b. Dann

ist also �a, b� insbesondere ein kompaktes Intervall von R.

Weglänge

De�nition 11.1 (Rekti�zierbarkeit und Länge von Wegen). Seien V ein

endli
h-dimensionaler normierter Vektorraum und c� �a, b� � V ein Weg in V .

(i) Für jede Zerlegung Z� a � a0 � a1 � . . . � ak � b von �a, b� de�nieren wir

L�c,Z� ��

k

Q

j�1

Yc�aj� � c�aj�1�Y > �0,ª�.

Dann ist also L�c,Z� die Länge des dem Weg eibes
hriebenen Stre
kenzu-

ges dur
h die Punkte c�a� � c�a0�, . . . , c�ak� � c�b�.

Für zwei Zerlegungen Z,ÇZ von �a, b� gilt dann o�enbar wegen der Drei-

e
ksunglei
hung

ÇZ Verfeinerung von Z Ô� L�c,ÇZ� C L�c,Z�.

(ii) c� �a, b� � V heiÿt rekti�zierbar genau dann, wenn

�L�c,Z� SZ Zerlegung von �a, b�� ` R

na
h oben bes
hränkt ist. In diesem Fall heiÿt

L�c� �� sup�L�c,Z� SZ Zerlegung von �a, b��

die Länge von c.

Bemerkung. Da je zwei Normen auf einem endli
h-dimensionalen Vek-

torraum äquivalent sind, hängt die Rekti�zierbarkeit oder Ni
ht-Rekti�-

zierbarkeit von c nur von dem V zugrunde liegenden Vektorraum ab und

ni
ht von der speziellen Wahl der Norm auf V .

Im Falle der Rekti�zierbarkeit von c hängt die Länge von c aber natürli
h

von der speziellen Wahl der Norm auf V ab.

Beispiel. Wir betra
hten auf R2
die kanonis
he euklidis
hen Norm Y . . . Y2

und de�nieren c� �0,1� � R2
dur
h

c�t� �� �c1�t�, c2�t�� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

�0,0�, falls t � 0,

�t, t cos�π
t
�
� , falls t > �0,1�.
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c ist stetig aber ni
ht rekti�zierbar.

[ Die Stetigkeitsaussage ist klar. Die Ni
ht-Rekti�zierbarkeit sieht man

folgendermaÿen ein:

Für jedes k > N
�

bezei
hne Zk die Zerlegung 0 � 1
k�1

� . . . � 1
3
�

1
2
� 1 von

�0,1�. Dann gilt

L�c,Zk� C

k

Q

j�1

\c�
1

j � 1
� � c�

1

j
�\

2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C Uc2 �
1
j�1
Ǳ � c2 �

1
j
ǱU � U

��1�j�1

j�1
�

��1�j

j
U �

1
j
�

1
j�1

C

k

Q

j�1

1

j

k�ª
�� �ª. �

De�nition 11.2 (Stü
kweise stetig di�erenzierbare Wege). Seien V ein nor-

mierter Vektorraum endli
her Dimension und c� �a, b� � V ein Weg in V .

c heiÿt stü
kweise stetig di�erenzierbar genau dann, wenn eine Zerlegung

a � a0 � a1 � . . . � ak � b von �a, b� mit cS
�ai�1 ,ai� stetig di�erenzierbar für alle

i > �1, . . . , k� existiert. Dies bedeutet, daÿ cS
�ai�1 ,ai� für alle i > �1, . . . , k� zu

einem stetig di�erenzierbaren Weg Ji � V erweitert werden kann, wobei Ji ein

o�enes Intervall von R mit Ji a �ai, ai�1� ist � c brau
ht aber ni
ht stetig zu

sein.

Hauptsatz 11.3.

Vor.: Sei V ein endli
h-dimensionaler euklidis
her Vektorraum. Ferner sei

c� �a, b� � V ein stü
kweise stetig di�erenzierbarer Weg in V .

Beh.:

(i) c ist rekti�zierbar und L�c� �
R

b
a Yc

�

�t�Ydt, d.h. die Weglänge ist das Zeit-

integral über die Ges
hwindigkeit von c83.

Hierbei sei

R

b
a Yc

�

�t�Ydt ��
P

k
i�1 R

ai
ai�1

Yc��t�Ydt, wobei cS
�ai�1 ,ai� stetig di�e-

renzierbar für alle i > �1, . . . , k�.

(ii) Ist Zν eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b�, vgl. 8.12, so

gilt

lim
ν�ª

L�c,Zν� � L�c�.

Beweis.Wir beweisen den Hauptsatz nur im Falle, daÿ c auf ganz �a, b� stetig

di�erenzierbar ist. Den allgemeinen Fall führt man dann lei
ht auf den speziellen

zurü
k, indem man den bereits bewiesenen Teil auf jedes stetig di�erenzierbare

Teilstü
k des Weges anwendet.

Wir zeigen zunä
hst

�Z Zerlegung von �a, b� L�c,Z� B S
b

a
Yc��t�Ydt. (341)

83

Für c� �a, b� � V wie im Hauptsatz heiÿt Yc��t�Y die Ges
hwindigkeit von c zur Zeit t,

wobei t > �a, b�.
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[ Zu (341): Sei Z� a � a0 � a1 � . . . � ak � b eine beliebige Zerlegung von �a, b�.

Wegen

L�c,Z� �
k

Q

j�1

Yc�aj� � c�aj�1�Y

und

S

b

a
Yc��t�Ydt �

k

Q

j�1
S

aj

aj�1
Yc��t�Ydt

genügt es zum Na
hweis von (341) zu zeigen, daÿ gilt

�j>�1,...,k� Yc�aj� � c�aj�1�Y B
S

aj

aj�1
Yc��t�Ydt.

Zum Beweis hiervon sei j > �1, . . . , k�. Wir können ohne Eins
hränkung

annehmen, daÿ c�aj� x c�aj�1�, denn sonst ist die Aussage trivial. Es folgt

Yc�aj� � c�aj�1�Y � �dc�t�,
c�aj� � c�aj�1�

Yc�aj� � c�aj�1�Y
i	

aj

aj�1

8.29
�

S

aj

aj�1
dc��t�,

c�aj� � c�aj�1�

Yc�aj� � c�aj�1�Y
i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(CS)

B Yc��t�Y � 1

dt B
S

aj

aj�1
Yc��t�Ydt.

Damit ist (341) gezeigt. ℄

Wir zeigen als nä
hstes

�ε>R
�

§δ>R
�

�Z Zerlegung von �a, b� �d�Z� � δÔ� S
b

a
Yc��t�Ydt � L�c,Z� � ε� .

(342)

[ Zum Beweis hiervon seien n �� dimR V und v1, . . . , vn eine Orthonormalbasis

von V . Für jedes i > �1, . . . , n� sei ci� �a, b� � R de�niert dur
h

�t>�a,b� ci�t� � `c�t�, vie.

Mit c ist dann au
h jedes ci stetig di�erenzierbar, und es gilt

�t>�a,b� c�t� �
n

Q

i�1

ci�t�vi und c
�

�t� �
n

Q

i�1

c�i�t�vi.

Sei ε > R
�

. Die stetigen Funktionen ci� �a, b� � R sind na
h 5.20 au
h glei
h-

mäÿig stetig, also existiert zu

ε
b�a

> R
�

jeweils ein δi > R�

mit

�t,s>�a,b� �St � sS � δi Ô� Sc�i�t� � c
�

i�s�S �
ε

b � a
� .

Dann gilt mit δ ��min�δ1, . . . , δn� > R�

�t,s>�a,b� �St � sS � δÔ� �i>�1,...,n� Sc
�

i�t� � c
�

i�s�S �
ε

b � a
� . (343)
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Sei nun Z� a � a0 � a1 � . . . � ak � b eine beliebige Zerlegung von �a, b� mit

d�Z� � δ, d.h. mit

�j>�1,...,k� aj � aj�1 � δ. (344)

Dann folgt für alle j > �1, . . . , k� und t > �aj�1, aj�

Yc��t�Y � ℄
c�aj� � c�aj�1�

aj � aj�1
℄

9.35
B ℄c��t� �

c�aj� � c�aj�1�

aj � aj�1
℄

� ℄

n

Q

i�1

�c�i�t� �
ci�aj� � ci�aj�1�

aj � aj�1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

6.10
� c�i�ξij� mit ξij > �aj�1, aj�

�vi℄

9.35,YviY�1
B

n

Q

i�1

Sc�i�t� � c
�

i�ξij�S

�343�
�

n

Q

i�1

ε

b � a
, da t, ξij > �aj�1, aj� und St � ξij S B aj � aj�1

�344�
� δ,

also

S

b

a
Yc��t�Ydt �L�c,Z�

�

k

Q

j�1
S

aj

aj�1
Yc��t�Ydt � Yc�aj� � c�aj�1�Y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

S

aj

aj�1

Yc�aj� � c�aj�1�Y

aj � aj�1
dt

�

k

Q

j�1

�

S

aj

aj�1
Yc��t�Y �

Yc�aj� � c�aj�1�Y

aj � aj�1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� ℄

c�aj� � c�aj�1�

aj � aj�1
℄

�dt

�

k

Q

j�1

�aj � aj�1�
ε

b � a
� ε,

womit (342) bewiesen ist. ℄

Zu (ii): Sei ε > R
�

. Wähle hierzu δ > R
�

gemäÿ (342). Na
h Voraussetzung

von (ii) existiert ν0 > N�

mit

�ν>N
�

�ν C ν0 Ô� d�Zν� � δ� .

Dann folgt für jedes ν > N
�

mit ν C ν0

L�c,Zν�
�341�
B

S

b

a
Yc��t�Ydt

�342�
� L�c,Zν� � ε,

und hieraus ergibt si
h (ii).
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Zu (i): Aus (341) folgt sofort, daÿ c rekti�zierbar ist sowie

L�c� B
S

b

a
Yc��t�Ydt.

Angenommen es gilt L�c� �
R

b
a Yc

�

�t�Ydt. Dann existiert eine Zahl ε > R
�

mit

L�c� � ε B
S

b

a
Yc��t�Ydt. (345)

Wähle zu ε zunä
hst ein δ > R
�

gemäÿ (342) und sodann eine Zerlegung Z

von �a, b� mit d�Z� � δ. Dann folgt

L�c,Z�
Def. von L�c�

B L�c�
�345�
B

S

b

a
Yc��t�Ydt � ε

�342�
� L�c,Z�,

Widerspru
h! Damit ist au
h (i) bewiesen. ✷

Beispiel. Wir betra
hten den Weg c� �0,2π� � R2
im euklidis
hen R2

, der dur
h

�t>�0,2π� c�t� � �cos�t�, sin�t��

gegeben ist.

Man re
hnet mühelos na
h, daÿ L�c� � 2π gilt.

Riemanns
he Integration von Wegen

Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir Wege, die in endli
h-dimensionalen

R-Vektorräumen verlaufen, Riemanns
h integrieren.

De�nition 11.4 (Riemann-Integrierbarkeit). Seien V ein endli
h-dimesnionaler

R-Vektorraum und c� �a, b� � V ein Weg in V .

c heiÿt Riemann-integrierbar über �a, b� genau dann, wenn gilt

�l>V � l X c� �a, b� �� R ist bes
hränkt und Riemann-integrierbar gemäÿ 8.6.

Ist dies der Fall, so existiert genau ein

S

b

a
c�t�dt > V , das sog. Riemann-

Integral von c über �a, b�, mit

�l>V � l �
S

b

a
c�t�dt� �

S

b

a
�l X c��t�dt. (346)

[ Denn die Funktion

Λ� V �

�� R, l z�
S

b

a
�l X c��t�dt,

ist o�enbar R-linear, also gilt Λ > �V �

�

�

. Na
h linearer Algebra ist

V �� �V �

�

�, v z� �
V �

� R

l ( l�v�
�

ein R-Vektorraum-Isomorphismus, also existiert genau ein v �
R

b
a c�t�dt > V wie

in (346). ℄

Warnung. Die Bezei
hnung Wegintegral längs eines Weges c hat eine andere

Bedeutung also Integral von c. Wir werden jenes in dieser Vorlesung allerdings

au
h ni
ht diskutieren.
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Bemerkung. Im Spezialfall V � Rn, c � �c1, . . . , cn� ist (346) äquivalent zu

S

b

a
c�t�dt � �

S

b

a
c1�t�dt, . . . ,

S

b

a
cn�t�dt� . (347)

[ Die Ri
htung (346) � (347) ist trivial, und (347) � (346) folgt daraus,

daÿ die zur Basis �e1, . . . , en� von Rn duale Basis von �Rn�� �x1, . . . , xn� ist. ℄

Beispiel 11.5. Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, v > V und

c� �a, b� � V der konstante Weg vom Wert v. Dann ist c Riemann-integrierbar,

und es gilt

S

b

a
c�t�dt � �b � a�v.

Beweis. Für jedes l > V �

ist lXc� �a, b� � R konstant, also na
h 8.8 Riemann-

integrierbar. Ferner gilt

l �
S

b

a
c�t�dt�

�346�
�

S

b

a
�l X c��t�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�l�v�

dt
8.8
� �b � a� l�v�

l linear
� l ��b � a� v� ,

daher folgt die Behauptung. ✷

Satz 11.6. Jeder stetige Weg c� �a, b� � V in einem endli
h-dimensionalen R-

Vektorraum V ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Jede lineare Abbildung l� V � R ist stetig, also au
h lXc� �a, b� � R.

Der Satz folgt nun aus Satz 8.10. ✷

De�nition 11.7 (Riemanns
he Summen). Es seien c� �a, b� � V ein Weg in

einem endli
h-dimensionalen R-Vektorraum V ,

Z� a � a0 � . . . � ak � b eine Zerlegung von �a, b�

und Ξ � �ξ1, . . . , ξk� ein Zwis
henpunktsystem von Z, vgl. 8.13 (i).

Wir de�nieren die Riemanns
he Summe von c bzgl. Z und Ξ als

R�c,Z,Ξ� ��

k

Q

i�1

�ai � ai�1� c�ξi� > V.

Satz 11.8. Es seien c� �a, b� � V ein Riemann-integrierbarer Weg in einem

endli
h-dimensionalen R-Vektorraum V , �Zν�ν>N eine ausgezei
hnete Folge von

Zerlegungen von �a, b� (vgl. 8.12) und Ξν für jedes ν > N ein Zwis
henpunktsy-

stem von Zν. Dann gilt

S

b

a
c�t�dt � lim

ν�ª
R�c,Zν ,Ξν�.

Beweis. Für jedes l > V �

gilt

l �
S

b

a
c�t�dt�

�346�
�

S

b

a
�l X c��t�dt

8.14
� lim

ν�ª
R�l X c,Zν ,Ξν�

11.7, l linear
� lim

ν�ª
l �R�c,Zν ,Ξν�� ,

und dies ist glei
hbedeutend mit der Behauptung des Satzes. ✷
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Hauptsatz 11.9 (Die R-Linearität des Riemann-Integrales). Es seien V ein

endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, c1, c2� �a, b� � V zwei Riemann-integrier-

bare Wege in V und λ1, λ2 > R. Dann ist der Weg

λ1c1 � λ2c2� �a, b� �� V, t z� λ1c1�t� � λ2c2�t�

Riemann-integrierbar, und es gilt

S

b

a
�λ1c1 � λ2c2� �t�dt � λ1

S

b

a
c1�t�dt � λ2

S

b

a
c2�t�dt.

Beweis. Für alle l > V �

sind l X c1, l X c2� �a, b� � R na
h Voraussetzung

Riemann-integrierbar, also na
h 8.17 au
h λ1�l X c1� � λ2�l X c2�� �a, b� � R.

Hieraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von λ1c1 �λ2c2� �a, b� � V , denn die

Linearität von l liefert λ1�l X c1� � λ2�l X c2� � l X �λ1c1 � λ2c2�.

Des weiteren gilt für jedes l > V �

l �
S

b

a
�λ1c1 � λ2c2��t�dt�

�346�
�

S

b

a
�λ1�l X c1� � λ2�l X c2�� �t�dt

8.17
� λ1

S

b

a
�l X c1��t�dt � λ2

S

b

a
�l X c2��t�dt

�346�
� λ1l �

S

b

a
c1�t�dt� � λ2l �

S

b

a
c2�t�dt�

l linear
� l �λ1

S

b

a
c1�t�dt � λ2

S

b

a
c2�t�dt� ,

und hieraus folgt der Hauptsatz. ✷

Satz 11.10. Es seien V ein endli
h-dimensionaler normierter R-Vektorraum

und c� �a, b� � V ein stetiger Weg in V , also ist au
h YcY� �a, b� � R stetig und

somit Riemann-integrierbar.

Dann gilt

\

S

b

a
c�t�dt\ B

S

b

a
Yc�t�Y dt.

Beweis. Seien �Zν�ν>N eine Folge ausgezei
hneter Zerlegungen von �a, b� und

Ξν für jedes ν > N ein Zwis
henpunktsystem von Zν . Dann folgt

\

S

b

a
c�t�dt\

11.8
� lim

ν�ª
YR�c,Zν ,Ξν�Y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

11.6
B R�YcY,Zν ,Ξν�

8.14
B

S

b

a
Yc�t�Y dt.

Damit ist der Satz gezeigt. ✷

De�nition 11.11. Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, J ein In-

tervall von R, c� J � V ein Weg in V sowie ã, b̃ > J mit b̃ B ã. Wir de�nieren

S

b̃

ã
c�t�dt �� �

S

ã

b̃
c�t�dt und

S

ã

ã
c�t�dt �� 0.
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Hauptsatz 11.12 (der Di�erential- und Integralre
hnung).

Vor.: Seien V ein endli
h-dimensionaler R-Vektorraum, J a �a, b� ein Intervall

von R sowie c� J � V ein stetiger Weg in V .

Beh.:

(i) (Leistung der Intergralre
hnung für die Di�erentialre
hnung)

Ist ã > J , so existiert genau eine stetig di�erenzierbare Abbildung C � J � R

mit C �

� c und C�ã� � 0, nämli
h

�t>J C�t� ��
S

t

ã
c�τ�dτ.

(ii) (Leistung der Di�erentialre
hnung für die Integralre
hnung)

Ist cS
�a,b�� �a, b� � R sogar stetig di�erenzierbar, so folgt

S

b

a
c��t�dt � c�t�S

b
a �� �c�t��

b
a �� c�b� � c�a�.

Beweis. Zu (i): Seien t > J und �tn�n>N eine beliebige Folge aus J � �t� mit

limn�ª tn � t. Dann folgt für alle l > V �

l�C�tn�� � l�C�t��
Def.
� l �

S

tn

ã
c�τ�dτ� � l �

S

t

ã
c�τ�dτ�

11.11,�346�,8.22�ii�
�

S

tn

ã
�l X c��τ�dτ �

S

t

ã
�l X c��τ�dτ,

also

l �
l�C�tn�� � l�C�t��

tn � t
� �

1

tn � t
�

S

tn

ã
�l X c��τ�dτ �

S

t

ã
�l X c��τ�dτ� ,

und na
h 8.29 (i) konvergiert die r. S. für n�ª gegen �lXc��t� � l�c�t��. Hieraus

folgt, daÿ C di�erenzierbar ist und die stetige Abbildung c als Ableitung besitzt.

Zum Na
hweis von (i) bleibt zu zeigen, daÿ C mit C �

� c und C�ã� � 0

eindeutig ist, und dies folgt lei
ht aus Satz 10.11.

Zu (ii): c� ist na
h Voraussetzung stetig, also na
h 11.6 Riemann-integrier-

bar. Des weiteren gilt für jedes l > V �

und t > �a, b�

�l X c���t� � dc�t�l X dtc�1�
l linear
� l X dtc�1� � l X c

�

�t�, (348)

also für alle l > V �

l �
S

b

a
c��t�dt�

�346�
�

S

b

a
�l X c���t�dt

�348�
�

S

b

a
�l X c���t�dt

8.29�i�
� �l X c��b� � �l X c��a�

l linear
� l�c�b� � c�a��.

Hieraus folgt (ii). ✷
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12 Riemanns
he Integration im Rn

Analog zur eindimensionalen Theorie ist mehrdimensionale Integrationstheo-

rie dadur
h motiviert, daÿ man zu einer gegebenen ni
ht-negativen Funktion

f �M � R aus Rn (n > N
�

) na
h R das �n � 1�-dimensionale Volumen der Or-

dinatenmenge ��p, t� > M � R S0 B t B f�p�� von f bestimmen mö
hte. Wir

verallgemeinern hier den Ansatz des in Kapitel 8 diskutierten Riemannns
hen

Integrales und bemerken an dieser Stelle nur, daÿ man au
h das sog. Regelinte-

gral oder die Lebesgues
he

84

Integrationstheorie studieren kann.

Für �s
höne� (z.B. stetige) Funktionen unters
heiden si
h die drei Integrale

ni
ht, und au
h der Aufbau der Integrationstheorien verläuft glei
h: Zunä
hst

de�niert man das Integral für Treppenfunktionen

85

auf die o�ensi
htli
he Weise

und erweitert dann den Integralbegri� auf Funktionen, die si
h dur
h Treppen-

funktionen approximieren lassen, indem man das Integral dann als Grenzwert

der approximierenden Treppenfunktionen de�niert.

Die o.g. Integrale unters
heiden si
h im Hinbli
k auf den Begri� der Ap-

proximation. Beim Regelintegral wird im Sinne glei
hmäÿiger Konvergenz ap-

proximiert, beim Lebesgues
hen betra
htet man Grenzwerte monotoner Folgen

von Treppenfunktionen und in der Riemanns
hen Theorie werden Funktionen

untersu
ht, deren Werte zwis
hen zwei Treppenfunktionen mit beliebig kleiner

Integraldi�erenz liegen.

Die Menge der integrierbaren Funktionen na
h Riemann ist dann gröÿer

als diejenige, die das Regelintegral zur Verfügung stellt. Lebesgue-integrierbare

Funktionen wiederum sind stets Riemann-integrierbar.

Generalvoraussetzung. In diesem Kapitel sei stets n > N
�

.

De�nition 12.1.

(i) Eine Teilmenge Q von Rn heiÿt ein kompakter Quader genau dann, wenn

gilt

Q � J1 � . . . � Jn,

wobei Ji �� �ai, bi� für i > �1, . . . , n� mit ai, bi > R und ai B bi.

(ii) Ist Q � �a1, b1� � . . . � �an, bn� ` Rn ein kompakter Quader, so heiÿt

Voln�Q� ��

n

M

i�1

�bi � ai�

das n-dimensionale Volumen von Q und

Diam�Q� �� sup�Yp � qY2 Sp, q > Q�

der Dur
hmesser von Q.

84

na
h Henri Lebesgue (1875�1941)

85

Eine Treppenfunktion ist eine Funktion, die auf endli
h vielen paarweise disjunkten Qua-

dern konstant und ansonsten Null ist.
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(iii) Sind k > N
�

und Q,Q1, . . . ,Qk ` Rn kompakte Quader, so heiÿt

Z � �Q1, . . . ,Qk�

eine Zerlegung von Q genau dann, wenn gilt

�i,j>�1,...,k�

X

Qi 9
X

Qj � g und

k

�

i�1

Qi � Q.

Q1, . . . ,Qk heiÿen Teilquader von Z.

(iv) Sind k > N
�

und Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung eines kompakten Quaders

(in Rn), so heiÿt

d �Z� �� max�Diam�Qi� S i > �1, . . . , k��

die Feinheit der Zerlegung Z.

(v) Sind Z,ÇZ zwei Zerlegungen eines kompakten Quaders (in Rn), so heiÿt

Z eine Verfeinerung von

ÇZ genau dann, wenn jeder Teilquader von Z in

einem Teilquader von

ÇZ enthalten ist.

In diesem Fall gilt o�enbar

d�Z� B d�ÇZ�. (349)

(vi) Seien Q ein kompakter Quader (in Rn), k, k̃ > N
�

und Z � �Q1, . . . ,Qk�

sowie

ÇZ � �

ÇQ1, . . . , ÇQk̃� zwei Zerlegungen von Q. Dann sind die ni
ht-leeren

S
hnitte Qi 9 ÇQj , i > �1, . . . , k�, j > �1, . . . , k̃�, Quader, und diese bilden

wieder eine Zerlegung von Q, die man die Superposition von Z und

ÇZ nennt

und mit Z - ÇZ notiert.

O�enbar ist Z - ÇZ sowohl eine Verfeinerung von Z als au
h von

ÇZ.

Lemma 12.2. Es seien k > N
�

und Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung eines

kompakten Quaders Q ` Rn. Dann gilt Voln�Q� � P
k
i�1Voln�Qi�.

Beweis. Wir führen den Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n > N
�

.

Für n � 1 ist die Behauptung trivial. Sei daher n > N mit n C 2 und gelte das

Lemma für n � 1.

Seien aj , bj > R, j > �1, . . . , n�, sowie aij , b
i
j > R, j > �1, . . . , n�, für alle

i > �1, . . . , k� derart, daÿ gilt Q �

�

n
j�1�aj , bj� und Qi � �

n
j�1�a

i
j , b

i
j�. Ohne

Bes
hränkung der Allgemeinheit gelte an � bn und �i>�1,...,n� a
i
n � bin. Dann

existieren k0 > N und c1, . . . , ck0�1 > Rmit �ain, b
i
n S i > �1, . . . , k�� � �c1, . . . , ck0�1�

und

an � c1 � . . . � ck0 � ck0�1 � bn. (350)

Indem wir Q1, . . . ,Qk jeweils mit den Rn�1��cκ, cκ�1�, κ > �1, . . . , k0�, s
hneiden,

erhalten wir aus Z eine Verfeinerung

ÇZ � �

ÇQ1, . . . , ÇQk̃� von Z, d.h. zu jedem

ι > �1, . . . , k̃� existieren i > �1, . . . , k� und κ > �1, . . . , k0� mit
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ÇQι � Qi 9 �R
n�1

� �cκ, cκ�1�� � �
n�1

�

l�1

�ail, b
i
l�� � ��a

i
n, b

i
n� 9 �cκ, cκ�1��

� �

n�1

�

l�1

�ail, b
i
l�� � �cκ, cκ�1�.

Zu i > �1, . . . , k� existieren eindeutige ki, i1, . . . , iki > N
�

und

ÇQi1 , . . . ,
ÇQiki >

ÇZ

mit

Qi �
ki

�

j�1

ÇQij sowie �j,l>�1,...,ki�

X

ÇQij 9
X

ÇQil � g,

und na
h eventueller Umnumerierung der

ÇQij , j > �1, . . . , ki�, können wir Zahlen

κ�i1�, . . . , κ�iki�, κ�iki�1� > �1, . . . , k0� mit

ain � cκ�i1� � . . . � cκ�iki�
� cκ�iki�1�

� bin (351)

und

�j>�1,...,ki�
ÇQij � �

n�1

�

l�1

�ail, b
i
l�� � �cκ�ij�, cκ�ij�1��

wählen. Es folgt

ki

Q

j�1

Voln� ÇQij� �

ki

Q

j�1

�

n�1

M

l�1

�bil � a
i
l�� � �cκ�ij�1� � cκ�ij��

� �

n�1

M

l�1

�bil � a
i
l�� �

�

�

ki

Q

j�1

�cκ�ij�1� � cκ�ij��
�

�

�351�
� �

n�1

M

l�1

�bil � a
i
l�� � �b

i
n � a

i
n� � Voln�Qi�,

also au
h

k̃

Q

ι�1

Vol
n

�

ÇQι� �
k

Q

i�1

Voln�Qi�. (352)

Für κ > �1, . . . , k0� sei nun

ÂQκ �� �
n�1

�

l�1

�al, bl�� � �cκ, cκ�1�

der Teil von Q, der �zwis
hen� den Hyperebenen Rn�1 � �cκ� und Rn�1 � �cκ�1�

liegt. Es existieren dann wieder eindeutig bestimmte k�κ, κ1, . . . , κk�κ > N
�

und

ÇQκ1 , . . . ,
ÇQκk�κ

>

ÇZ mit

ÂQκ �
k�κ

�

j�1

ÇQκj sowie �j,m>�1,...,k�
i
�

X

ÇQκj 9
X

ÇQκm � g, (353)

und wir zeigen nun
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k0

Q

κ�1

Voln� ÂQκ� �
k̃

Q

i�1

Voln� ÇQi�, (354)

Voln�Q� �
k0

Q

κ�1

Voln� ÂQκ�, (355)

woraus mit (352) für n folgt.

Zu (354), (355): Sei κ > �1, . . . , k0�. Da die

ÇQκj , j > �1, . . . , k
�

κ�, Elemente

von

ÇZ sind, existieren aκj ,l, bκj ,l > R, l > �1, . . . , n � 1�, mit

ÇQκj � �
n�1

�

l�1

�aκj ,l, bκj ,l�� � �ci, ci�1�,

und wegen (353) gilt

�j,m>�1,...,k�κ�
�

n�1

�

l�1

�aκj ,l, bκj ,l�� 9 �
n�1

�

l�1

�a�im,l, b
�

im,l
�� � g,

k�κ

�

j�1

�

n�1

�

l�1

�aκj ,l, bκj ,l�� �
n�1

�

l�1

�al, bl�,

d.h.
�

�

n�1
l�1 �aκj ,l, bκj ,l� S j > �1, . . . , k

�

κ�� ist eine Zerlegung von �
n�1
l�1 �al, bl�. Daher

folgt aus der Induktionsvoraussetzung, daÿ gilt

n�1

M

l�1

�bl � al� � Voln�1 �
n�1

�

l�1

�al, bl�� � Voln�1
�

�

k�κ

�

j�1

�

n�1

�

l�1

�aκj ,l, bκj ,l��
�

�

IV
�

k�κ

Q

j�1

Voln�1 �
n�1

�

l�1

�aκj ,l, bκj ,l�� �
k�κ

Q

j�1

n�1

M

l�1

�bκj ,l � aκj ,l�,

also au
h

Voln� ÂQκ� � �

n�1

M

l�1

�bl � al�� � �cκ�1 � cκ�

�

k�κ

Q

j�1

��

n�1

M

l�1

�bκj ,l � aκj ,l�� �cκ�1 � cκ��

�

k�κ

Q

j�1

Voln� ÇQi�
j
�.

Hieraus folgt (354), und wegen

Voln�Q� � �

n�1

M

l�1

�bl � al�� � �bn � an�

�350�
� �

n�1

M

l�1

�bl � al�� � �
k0

Q

κ�1

�cκ�1 � cκ��

�

k0

Q

κ�1

�

n�1

M

l�1

�bl � al�� � �cκ�1 � cκ� �
k0

Q

κ�1

Voln� ÂQκ�

ist au
h (355) gezeigt. ✷
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De�nition 12.3 (Ober- und Untersumme). Es seien Q ein kompakter Quader

(in Rn), k > N
�

sowie Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung von Q und f � Q� R eine

bes
hränkte Funktion. Wir de�nieren dann die Obersumme von f bzgl. Z als

S �f,Z� ��

k

Q

i�1

MiVoln�Qi�, wobei Mi �� supf �Qi� > R,

und die Untersumme von f bzgl. Z als

S �f,Z� ��

k

Q

i�1

miVoln�Qi�, wobei mi �� inf f �Qi� > R.

(Daÿ gilt Mi,mi > R für i > �1, . . . , k�, folgt aus der Bes
hränktheit von f .)

Trivialerweise gilt stets

S �f,Z� CS �f,Z� .

Lemma 12.4. Seien Q ein kompakter Quader (in Rn) sowie f � Q � R eine

bes
hränkte Funktion und Z1,Z2 zwei Zerlegungen von Q.

(i) Z2 Verfeinerung von Z1

Ô� S �f,Z2� BS �f,Z1� , S �f,Z1� BS �f,Z2� ,

d.h. beim Übergang zu einer Verfeinerung wird die Obersumme hö
hstens

kleiner und die Untersumme hö
hstens gröÿer.

(ii) S �f,Z1� BS �f,Z2� ,

d.h. jede Untersumme ist untere S
hranke für alle Obersummen, und jede

Obersumme ist obere S
hranke für alle Untersummen.

Beweis. Zu (i): Seien Q1, . . . ,Qk (mit k > N
�

) die in Z1 enthaltenen kom-

pakten Quader (in Rn). Da Z2 eine Verfeinerung von Z1 ist, existieren dann zu

jedem i > �1, . . . , k� eindeutig bestimmte ki, i1, . . . iki > N
�

, Qi1 , . . . ,Qiki > Z2,

derart, daÿ �Qi1 , . . . ,Qiki� eine Zerlegung von Qi ist. Lemma 12.2 ergibt

�i>�1,...,k�Voln�Qi� �
ki

Q

j�1

Voln�Qij�. (356)

Des weiteren gilt für jedes i > �1, . . . , k� und jedes j > �i1, . . . , ki�

Mij �� supf�Qij� BMi � supf�Qi�, (357)

MiVoln�Qi� �
ki

Q

j�1

Mij Voln�Qij�
�356�
�

ki

Q

j�1

�Mi �Mij�Voln�Qij�
�357�
C 0, (358)

mij �� inf f�Qij� Cmi � inf f�Qi�, (359)

miVoln�Qi� �
ki

Q

j�1

mij Voln�Qij�
�356�
�

ki

Q

j�1

�mi �mij�Voln�Qij�
�359�
B 0, (360)

also au
h

S�f,Z1� �

k

Q

i�1

MiVoln�Qi�
�358�
C

k

Q

i�1

ki

Q

j�1

Mij Voln�Qij� �S�f,Z2�,
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S�f,Z1� �

k

Q

i�1

miVoln�Qi�
�360�
B

k

Q

i�1

ki

Q

j�1

mij Voln�Qij� �S�f,Z2�,

womit (i) gezeigt ist.

Der Beweis von (ii) kann von dem von Lemma 8.3 (ii) übernommen werden,

indem man Z1 8 Z2 dur
h Z1 - Z2 ersetzt. ✷

De�nition 12.5 (Ober- und Unterintegral auf Quadern). Seien Q ein kompak-

ter Quader (in Rn) und f � Q � R eine bes
hränkte Funktion. Wir de�nieren

dann das Oberintegral von f als

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �� inf �S �f,Z� SZ Zerlegung von Q� > R

und das Unterintegral von f als

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �� sup�S �f,Z� SZ Zerlegung von Q� > R.

Bea
hte, daÿ
�S �f,Z� SZ Zerlegung von Q� na
h 12.5 (ii) na
h unten und

�S �f,Z� SZ Zerlegung von Q� na
h oben bes
hränkt ist.

Es gilt also für jede Zerlegung Z von Q

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� BS �f,Z� ,

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� CS �f,Z� .

Völlig analog zu Lemma 8.5 folgt:

Lemma 12.6. Seien Q ein kompakter Quader (in Rn) und f � Q � R eine

bes
hränkte Funktion. Dann gilt

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� B

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

✷

Satz 12.7. Seien Q ` Rn ein kompakter Quader und f � Q� R eine bes
hränkte

Funktion.

Dann existiert zu jedem ε > R
�

ein δ > R
�

derart, daÿ für alle Zerlegungen

Z von Q gilt:

d �Z� � δ Ô� 0 BS�f,Z� �
�

R

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � ε

und 0 B
R

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S�f,Z� � ε
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Beweisskizze. Wir können ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ Voln�Q� x 0

gilt, da die Behauptung sonst trivial ist.

Per de�nitionem existieren Zerlegungen Z1 und Z2 von Q mit

0 BS�f,Z1� �

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
ε

2
, (361)

0 B
S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S�f,Z2� �
ε

2
. (362)

Wir bezei
hnen mit Z0 � �Q
0
1, . . . ,Q

0
k0
� diejenige Zerlegung von Q, die aus

Z1 - Z2 entsteht, indem man sämtli
he Teilquader, deren Volumen glei
h Null

ist, entfernt.

Für jedes i > �1, . . . , k0� sei ρi > R�

das Minimum der halben Kantenlängen

86

vonQ0
i , und wir setzen ρ �� min�ρ1, . . . , ρk0� > R�

. Zu r >�0, ρ� sei dannQ0
i �r� der

in Q0
i enthaltene Quader, der denselben Mittelpunkt

87

wie Q0
i und Randabstand

r zu Q0
i hat

88

.

Sei ferner C �� sup f�Q�
Vor.
> R. Wir wählen δ >�0, ρ� mit

2C
k0

Q

i�1

�Voln�Q
0
i � �Voln �Q

0
i �δ��� �

ε

2
(363)

und zeigen, daÿ dieses δ die Behauptung erfüllt.

Sei Z � �Q1, . . . ,Qk� eine beliebige Zerlegung von Q mit d �Z� � δ. Dann ist

ÇZ �� Z - Z0 ebenfalls eine Zerlegung von Q mit d �Z� � δ, und es gilt

0 BS �f,Z� �

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

�

�

�

S �f,ÇZ� �

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�
�

�

�

�
�S �f,Z� �S �f,ÇZ�� ,

0 B
S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S �f,Z�

�

�

�

�

�

�

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S �f,ÇZ�

�

�

�

�

�

�
�S �f,ÇZ� �S �f,Z�� .

Zum Na
hweis der Behauptung genügt es zu zeigen, daÿ die beiden Sum-

manden auf den re
hten Seiten der beiden letzten Glei
hungen jeweils kleiner

als

ε
2
sind.

86

Die Kantenlängen eines Quaders

�

n
ι�1�aι, bι� sind die reellen Zahlen b1 � a1, . . . , bn � an.

87

Der Mittelpunkt eines Quaders

�

n
ι�1�aι, bι� ist �a1 �

b1�a1

2
, . . . , an �

bn�an

2
�.

88

Der Randabstand von

�

n
ι�1�aι, bι� zu einem darin enthaltenen Quader Q0

beträgt r (mit

r > R
�

hinrei
hend klein) genau dann, wenn gilt Q0
�

�

n
ι�1�aι � r, bι � r��`

�

n
ι�1�aι, bι��.
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ÇZ ist eine Verfeinerung von Z0, und diese ist eine Verfeinerung sowohl von

Z1 als au
h von Z2. Daher folgt aus Lemma 12.4 (i)

0 BS �f,ÇZ� �

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

BS �f,Z0� �

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

BS �f,Z1� �

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�
�361�
�

ε

2

und

0 B
S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S �f,ÇZ�

B

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S �f,Z0�

B

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S �f,Z2�
�362�
�

ε

2
.

Zu zeigen bleibt daher

0 BS �f,Z� �S �f,ÇZ� �
ε

2
und 0 BS �f,ÇZ� �S �f,Z� �

ε

2
.

Beweis hiervon:

ÇZ ist Verfeinerung von Z � �Q1, . . . ,Qk�, also induziert jene

für i > �1, . . . , k� eine Zerlegung

ÇZi � � ÇQi1 , . . . ,
ÇQiki� von Qi. Mit Lemma 12.4

folgt

0 BS �f,Z� �S �f,ÇZ� �

k

Q

i�1

MiVoln�Qi� �S �f SQi
,ÇZi�

�

k

Q

i�1

ki

Q

j�1

�Mi � sup f� ÇQij�� Voln�
ÇQij�, (364)

0 BS �f,ÇZ� �S �f,Z� �

k

Q

i�1

S �f SQi
,ÇZi� �miVoln�Qi�

�

k

Q

i�1

ki

Q

j�1

�inf f� ÇQij� �mi� Voln� ÇQij�. (365)

Die Summanden zu i > �1, . . . , k�, j > �1, . . . , ki� in (364) und (365) sind

Null, falls �l>�1,...,k0�
ÇQij 9 ∂Q

0
l � g.De fa
to wird daher nur über diejenigen i, j

mit §l>�1,...,k0�
ÇQij 9∂Q

0
l x g summiert, und wegen C � supf�Q� sind die Zahlen

in (364) und (365) dann (betragli
h) kleiner oder glei
h

2C
Q

Voln� ÇQij�,

wobei die letzte Summe über alle ij mit §l>�1,...,k0�
ÇQij 9∂Q

0
l x g zu nehmen ist.

246



Nun gilt d �Z� � δ, also liegen alle Qij mit §l>�1,...,k0�
ÇQij 9 ∂Q

0
l x g in der

Menge

�

k0
ι�1Q

0
ι �Q

0
ι �δ�, und diese hat (verwende Lemma 12.2) Volumen kleiner

(oder glei
h)

P

k0
ι�1Voln�Q

0
ι � � Voln �Q

0
ι �δ��. Daher folgt, daÿ (364) und (365)

kleiner (oder glei
h) 2C
P

k0
ι�1Voln�Q

0
ι � �Voln �Q

0
ι �δ��

�363�
�

ε
2
sind. ✷

De�nition 12.8 (Ober- und Unterintegral auf bes
hränkten Mengen). Es sei

M eine Teilmenge von Rn.

(i) Ist f �M � Rn eine Funktion, so de�nieren wir f̂ � Rn � R dur
h

f̂�p� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f�p�, p >M,

0, p ¶M.

(ii) Sind sogar M x g eine bes
hränkte

89

Teilmenge (von Rn) und f �M � R

eine bes
hränkte Funktion, so de�nieren wir das Ober- bzw. Unterintegral

von f dur
h

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� ��

�

S

Q

f̂ SQ�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� > R

bzw.

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� ��

S

�

Q

f̂ SQ�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� > R,

wobei Q ein beliebiger kompakter Quader (in Rn) mit M ` Q sei.

[ Wir müssen zeigen, daÿ dies wohlde�niert ist:

Seien Q �� �Q ` Rn SQ kompakter Quader mit M ` Q� und Q�

��

�Q>QQ.

Dann ist Q�

o�enbar der kleinste kompakte Quader (in Rn), der M um-

faÿt, d.h. �Q>Q M ` Q�

` Q.

Es genügt nun zu zeigen, daÿ für jeden kompakten Quader Q mit Q�

ú Q

gilt

�

S

Q�

f̂ SQ�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

Q

f̂ SQ�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

(366)

S

�

Q�

f̂ SQ�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

Q

f̂ SQ�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

(367)

89

Da je zwei Normen auf einem endli
h-dimensionalen R-Vektorraum äquivalent sind, hängt

die Bes
hränktheit ni
ht von der speziellen Wahl der Norm auf R
n
ab.

247



Beweis hiervon: Da f bes
hränkt ist, existiert eine Zahl C > R
�

mit

�p>Q Sf̂�p�S B C. (368)

Sei ε > R
�

beliebig. Wir konstruieren einen Quader Q�

ε , indem wir jede

Seite

90

von Q�

, die keine Seite von Q ist, �lei
ht na
h auÿen vers
hieben�,

so daÿ gilt

Q�

ú Q�

ε ` Q und Voln �Q
�

ε� �Voln �Q
�

� �

ε

3C
. (369)

(Dies ist mögli
h, da für j > �1, . . . , n� die Funktionen

R�� R, tz� Voln
�

�

j�1

�

i�1

�ai, bi� � �aj � t, bj� �
n

�

i�j�1

�ai, bi�
�

�

,

R�� R, tz� Voln
�

�

j�1

�

i�1

�ai, bi� � �aj , bj � t� �
n

�

i�j�1

�ai, bi�
�

�

stetig sind.)

Jede Zerlegung Z1 von Q�

ε läÿt si
h (dur
h �Verlängerung der Seiten von

Q�

ε �) zu einer Zerlegung Z2 von Q erweitern (d.h. per de�nitionem Z1 ` Z2)

derart, daÿ gilt S�f̂ SQ�

ε
,Z1� � S�f̂ SQ,Z2� und S�f̂ SQ�

ε
,Z1� � S�f̂ SQ,Z2�;

bea
hte, daÿ die Teilquader von Z2, die ni
ht in Z1 liegen, na
h Konstruk-

tion von Q�

ε keinen Punkt von M enthalten.

Umgekehrt existiert au
h zu jeder Zerlegung Z2 von Q eine Zerlegung

Z1 von Q�

ε mit S�f̂ SQ�

ε
,Z1� � S�f̂ SQ,Z2� und S�f̂ SQ�

ε
,Z1� � S�f̂ SQ,Z2�;

erweitere nämli
h die Zerlegung �Q�

ε� zu einer Zerlegung

ÇZ von Q und

setze Z1 �� �
ÇQ > Z2 -

ÇZ S
X

ÇQ 9

X

Q�

ε x g�.

Daher gilt

�

S

Q�

ε

f̂ SQ�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

Q

f̂ SQ�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

S

�

Q�

ε

f̂ SQ�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

Q

f̂ SQ�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

d.h. wir haben (366) für Q�

ε anstelle von Q zu zeigen.

Gemäÿ Satz 12.7 wählen zu

ε
3
ein δ1 > R�

derart, daÿ für jede Zerlegung

Z von Q
�

gilt

d �Z� � δ1 Ô� 0 BS�f̂ SQ� ,Z� �
�

R

Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
ε
3
,

0 B
R

�

Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S�f̂ SQ� ,Z� � ε
3

(370)

90

Unter einer Seite eines n-dimensionalen Quaders

�

n
i�1�ai, bi� wollen wir im folgenden die

Teilmengen

�

j�1
i�1 �ai, bi� � �aj� � �

n
i�j�1�ai, bi� bzw.

�

j�1
i�1 �ai, bi� � �bj� � �

n
i�j�1�ai, bi�, wobei

j > �1, . . . , n�, von ∂
�

n
i�1�ai, bi� verstehen.
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und ein δ2 > R�

derart, daÿ für alle Zerlegungen

ÇZ von Q�

ε gilt

d �ÇZ� � δ2 Ô� 0 BS�f̂ SQ�

ε
,ÇZ� �

�

R

Q�

ε

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
ε
3
,

0 B
R

�

Q�

ε

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S�f̂ SQ�

ε
,ÇZ� � ε

3
.

(371)

Sei nun Z� eine beliebige Zerlegung von Q�

mit d�Z�� � min�δ1, δ2�. Z
�

läÿt si
h wie oben bes
hrieben zu einer Zerlegung Z�ε von Q�

ε erweitern,

und wegen (368), (369) gilt

S�f̂ SQ� ,Z�� �
ε

3
�S�f̂ SQ�

ε
,Z�ε� �S�f̂ SQ� ,Z�� �

ε

3
, (372)

S�f̂ SQ� ,Z�� �
ε

3
�S�f̂ SQ�

ε
,Z�ε� �S�f̂ SQ� ,Z�� �

ε

3
. (373)

Dur
h eventuelle Verkleinerung der Teilquader von Z�ε , die mit dem Inne-

ren von Q�

leeren S
hnitt haben, läÿt si
h errei
hen, daÿ d�Z�ε� � d�Z
�

�

gilt. Dann folgt aus (370), (371), (372), (373) und der Dreie
ksunglei
hung

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

S

Q�

ε

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� ε,

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

�

Q�

ε

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� ε.

Da ε > R
�

beliebig, folgen (366) sowie (366) für Q�

ε anstelle von Q, und

hierauf hatten wir den Na
hweis der Wohlde�niertheit zurü
kgeführt. ℄

Sinnvollerweise setzen wir ferner

�

S

g

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� ��
S

�

g

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �� 0.

Aus 12.6 und 12.8 folgt sofort:

Lemma 12.9. Seien M ` Rn eine bes
hränkte Menge und f �M � R eine

bes
hränkte Funktion. Dann gilt

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� B

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

✷

Wie im Eindimensionalen heiÿt nun eine Funktion Riemann-integrierbar,

wenn in der Glei
hung des letzten Lemmas Glei
hheit gilt:
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De�nition 12.10 (Riemann-Integrierbarkeit). Seien M ` Rn eine bes
hränkte

Menge und f �M � R eine bes
hränkte Funktion.

f heiÿt Riemann-integrierbar über M genau dann, wenn gilt

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

Ist f Riemann-integrierbar über M , so heiÿt die reelle Zahl

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� ��

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

das Riemann-Integral von f über M .

Bemerkung. Der hier gegebene Integralbegri� (na
h Riemann) stellt au
h für

n � 1 eine Verallgemeinerung des in der eindimensionalen Analysis behandel-

ten Riemann-Integrales dar, insofern näml
h, als die Integrationsberei
he keine

Intervalle zu sein brau
hen.

Für Intervalle verwenden wir im folgenden au
h die in Kapitel 8 eingeführten

Notationen.

Satz 12.11 (Riemanns
hes Integrabilitätskriterium).

Vor.: Seien M ` Rn bes
hränkt, f �M � R eine bes
hränkte Funktion und

Q aM ein M umfassender kompakter Quader in (Rn).

Beh.: f ist Riemann-integrierbar über M


� Zu jedem ε > R
�

existiert eine Zerlegung Z von Q derart, daÿ

S �f̂ SQ,Z� �S �f̂ SQ,Z� � ε.

Beweis analog zum eindimensionalen Fall in 8.7 (bea
hte 12.8), s
hreibe aber

Z1 - Z2 anstelle von Z1 8 Z2. ✷

Au
h der Beweis des nä
hsten Satzes verallgemeinert � wie wir nun sehen

werden � unsere frühere Argumentation.

Hauptsatz 12.12. Seien Q ein kompakter Quader (in Rn) und f � Q� R stetig.

Dann ist f Riemann-integrierbar über Q.

Bemerkung. Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ist bes
hränkt.

Beweis. Wir wählen auf Rn speziell die euklidis
he Norm Y . . . Y2.

Sei ε > R
�

. Na
h Satz 9.33 ist f glei
hmäÿig stetig, also existiert eine Zahl

δ > R
�

mit

�p,q>Q �Yp � qY2 � δ� Sf�p� � f�q�S �
ε

Voln�Q�
� .
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Ferner seien k > N
�

und Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung von Q mit d �Z� � δ.

Für jedes i > �1, . . . , k� ist Qi kompakt und f SQi
stetig, also existieren na
h Satz

9.28 vi,wi > Qi mit

f�vi� �maxf�Qi� �Mi und f�wi� �min f�Qi� �mi.

Wegen vi,wi > Qi folgt Yvi �wiY2 B Diam�Qi� B d �Z� � δ, also

Sf�vi� � f�wi�S �
ε

Voln�Q�
. (374)

Hieraus ergibt si
h

S �f,Z� �S �f,Z� �

k

Q

i�1

�f�vi� � f�wi��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C0

Voln�Qi�

�

k

Q

i�1

Sf�vi� � f�wi�SVoln�Qi�

�374�
�

ε

Voln�Q�

k

Q

i�1

Voln�Qi�
12.2
� ε.

Aus der Beliebigkeit von ε > R
�

folgt na
h 12.11 die Riemann-Integrierbarkeit

von f über Q. ✷

Bemerkung. Der letzte Satz ist i.a. fals
h, wenn man Q dur
h eine beliebi-

ge kompakte Teilmenge von Rn ersetzt: Die Smith

91

-Volterra

92

-Cantor-Menge

MSV C entsteht aus �0,1�, indem man im ersten S
hritt das in der Mitte lie-

gende o�ene Intervall �

3
8
, 5
8
� der Länge

1
4
entfernt, im zweiten S
hritt aus je-

dem verbleibenden Intervall das in der Mitte liegende o�ene Intervall der Länge

1
16

�
�

1
4
�

2
entfernt, im k-ten S
hritt (k > N

�

) aus jedem verbliebenen Intervall

das in der Mitte liegende o�ene Intervall der Länge
�

1
4
�

k
entfernt usw.MSV C ist

eine kompakte Teilmenge von R. (Die Abges
hlossenheit ergibt si
h, da MSV C

als S
hnitt aller �verbleibenden� Intervalle � und die sind abges
hlossen � darge-

stellt werden kann.) Wir werden in 12.38 aber zeigen, daÿ die stetige Funktion

1SMSV C
� MSV C � R ni
ht Riemann-integrierbar über MSV C ist.

Der nä
hste Satz ergibt si
h sofort aus De�nition 12.8 und Satz 12.7.

Satz 12.13. Seien M ` Rn eine bes
hränkte Menge, f �M � R eine bes
hränkte

Funktion und Q ein M umfassender kompakter Quader (in Rn).

Dann existiert zu jedem ε > R
�

ein δ > R
�

derart, daÿ für alle Zerlegungen

Z von Q gilt:

d �Z� � δ Ô� �0 BS�f̂ SQ,Z� �
�

R

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � ε�

und

�

�

�

0 B
R

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �S�f̂ SQ,Z� � ε
�

�

�

✷

91

na
h Henry John Stephen Smith (1826�1883)

92

na
h Vito Volterra (1860�1940)
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12.14 (ausgezei
hnete Folgen von Zerlegungen).

(i) Es sei Q ein kompakter Quader (in Rn).

De�niton. Sei �Zν�ν>N eine Folge von Zerlegungen von Q.

�Zν�ν>N heiÿt ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von Q genau dann,

wenn gilt limn�ª d �Zν� � 0.

Satz. Ist f � Q � R eine bes
hränkte Funktion und �Zν�ν>N eine ausge-

zei
hnete Folge von Zerlegungen von Q, so gilt

�

S

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � lim
ν�ª

S �f,Zν� ,

S

�

Q

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � lim
ν�ª

S �f,Zν� .

Beweis wie im eindimensionalen Fall, vgl. 8.12. ✷

(ii) Aus (i) und De�nition 12.8 folgt:

Korollar. Sind M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn, f �M � R eine

bes
hränkte Funktion und �Zν�ν>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerle-

gungen eines M umfassenden kompakten Quaders Q ` Rn, so gilt

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � lim
ν�ª

S �f̂ SQ,Zν� ,

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � lim
ν�ª

S �f̂ SQ,Zν� .

✷

De�nition 12.15 (Riemanns
he Summen). Seien Q ` Rn ein kompakter Qua-

der und f � Q� R eine bes
hränkte Funktion.

(i) Seien k > N
�

und Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung von Q.

Dann heiÿt B � �b1, . . . , bk� eine Besetzung von Z genau dann, wenn

�i>�1,...,k� bi > Qi gilt. Im Fall n � 1 haben die Begri�e Besetzung von

Z und Zwis
henpunktsystem von Z dieselbe Bedeutung, vgl. 8.13.

(ii) Sind Z,B wie in (i), so de�nieren wir die Riemanns
he Summe von f bzgl.

Z und B als

R �f,Z,B� ��

k

Q

i�1

f�bi�Voln�Qi�.

Dann gilt o�enbar (wegen mi B f�bi� BMi)

S �f,Z� BR �f,Z,B� BS �f,Z� . (375)
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Die folgenden Sätze 12.16 bis 12.21 beweist man analog zu den entspre
hen-

den eindimensionalen Resultaten in 8.14 bis 8.19.

Hauptsatz 12.16. Seien M ` Rn eine bes
hränkte Menge, f �M � R eine

bes
hränkte und über M Riemann-integrierbare Funktion und Q aM ein kom-

pakter Quader (in Rn).

Sind weiter �Zν�n>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von Q und

Bν eine Besetzung bzgl. Zν für jedes ν > N, dann gilt

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � lim
ν�ª

R �f̂ SQ,Zν ,Bν� .

✷

Satz 12.17.

Vor.: Seien M ` Rn bes
hränkt sowie f � M � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über M . Ferner sei h� f�M� � R eine Lips
hitz-stetige Funktion.

Beh.: Dann ist au
h h X f �M � R bes
hränkt und Riemann-integrierbar über

M . ✷

Satz 12.18.

Vor.: Seien M ` Rn bes
hränkt und f, g� M � R bes
hränkte und über M

Riemann-integrierbare Funktionen.

Beh.: Dann sind au
h f � g, Sf S, f � g� M � R bes
hränkt und Riemann-inte-

grierbar über M . ✷

Hauptsatz 12.19 (Die R-Linearität des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn, f, g� M � R bes
hränkt und

Riemann-integrierbar über M sowie λ,µ > R.

Beh.: λf �µg� M � R ist bes
hränkt und Riemann-integrierbar über M , und es

gilt

S

M

λf�x1, . . . , xn� � µg�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

� λ
S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � µ
S

M

g�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.
93

✷

Hauptsatz 12.20 (Die Monotonie des Riemann-Integrales).

Vor.: Seien M ` Rn bes
hränkt und f, g� M � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über M . Ferner gelte f B g, d.h. per de�nitionem �p>M f�p� B g�p�.

Beh.:

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� B
S

M

g�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

✷

93

Die linke Seite de�nieren wir als

R

M

�λf � µg��x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.
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Satz 12.21.

Vor.: Seien M ` Rn bes
hränkt sowie f � M � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über M .

Beh.: Sf S� M � R ist bes
hränkt und Riemann-integrierbar über M , und es gilt

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B

S

M

Sf�x1, . . . , xn�S d�x1, . . . , xn�.
94

✷

De�nition 12.22. Seien

ÈM ` Rn, M eine bes
hränkte Teilmenge von

ÈM und

f � ÈM � R eine Funktion derart, daÿ f SM bes
hränkt ist. Wir de�nieren dann:

(i)

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

M

f SM�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� ��
S

�

M

f SM�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

(ii) f heiÿt Riemann-integrierbar über M , wenn die Eins
hränkung f SM Rie-

mann-integrierbar über M ist, d.h.

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

In diesem Fall setzen wir

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� ��
S

M

f SM�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

Beispiel. Die konstante Funktion 1 ist na
h Satz 12.12 Riemann-inte-

grierbar über �0,1� und na
h ebendiesem Satz au
h über jedem in �0,1�

enthaltenen kompakten Intervall. 1 ist aber ni
ht über der kompakten

Teilmenge MSV C von �0,1� integrierbar, vgl. die Bemerkung auf Seite

251.

Wir werden unten sehen, daÿ eine über ihrem De�nitionsberei
h integrier-

bare Funktion über jeder Jordan-meÿbaren Teilmenge des De�nitionsbe-

rei
hes integrierbar ist.

94

Die re
hte Seite de�nieren wir als

R

M

Sf S�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.
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Lemma 12.23.

Vor.: Es seien N1,N2 bes
hränkte sowie disjunkte Teilmengen von Rn und

f � N1 <N2 � R eine bes
hränkte Funktion.

Beh.:

S

�

N1

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

S

�

N1<N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

S

�

N1

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

�

S

N1<N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

�

S

N1

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

Beweisskizze. Setze M �� N1 < N2. Seien Q ` Rn ein kompakter Quader

mit Q aM und �Zν�ν>N eine ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von Q und

f1, f2� Q� R bes
hränkte Funktionen. Zeige dann für jedes ν > N

S�f1,Zν� �S�f2,Zν� B S�f1 � f2,Zν� BS�f1,Zν� �S�f2,Zν�

B S�f1 � f2,Zν� BS�f1,Zν� �S�f2,Zν�.

[ Die zweite Unglei
hung folgt daraus, daÿ für alle Funktionen g1, g2� N � R

auf einer Menge N gilt

inf�g1�N�� � inf��g1 � g2 � g2��N�� C inf��g1 � g2��N�� � inf��g2�N��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�� sup�g2�M��

,

und die dritte sieht man analog ein. ℄

Die Behauptung des Lemmas ergibt si
h nun dur
h Grenzwertbildung für

ν �ª mit f1 �� �
Äf SN1

�SQ und f2 �� �
Äf SN2

�SQ. ✷

Hauptsatz 12.24.

Vor.: Seien

ÈM ` Rn eine bes
hränkte Menge,M `

ÈM und f � ÈM � R bes
hränkt.

Beh.:

(i) f Riemann-integrierbar über M und f Riemann-integrierbar über

ÈM �M

Ô� f Riemann-integrierbar über

ÈM und

S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.
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(ii) f Riemann-integrierbar über

ÈM und f Riemann-integrierbar über M

Ô� f Riemann-integrierbar über

ÈM �M und

S

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

Beweis. Zu (i): Aus Lemma 12.23 folgt

0 B

�

S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

�

S

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

und die letzten beiden Zeilen sind na
h Voraussetzung jeweils glei
h Null, also

au
h die erste. Daher ist f über

ÈM Riemann-integrierbar.

Erneute Anwendung von Lemma 12.23 liefert nun

S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Vor.
�

R

M

f�x1,...,xn�d�x1,...,xn�

�

�

S

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Vor.
�

R

ÈM�M

f�x1,...,xn�d�x1,...,xn�

B

�

S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

und damit die Gültigkeit der Glei
hung in (i).

Zu (ii): Aus der zweiten und dritten Unglei
hung in Lemma 12.23 folgt

S

�

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

12.23
B

S

�

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� B

�

S

ÈM�M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�
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12.23
B

�

S

ÈM

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

und sowohl die re
hte als au
h die linke Seite dieser Unglei
hungskette ist na
h

Voraussetzung glei
h der re
hten Seite der Glei
hung in der Behauptung von

(ii). Hieraus folgt o�enbar (ii). ✷

Korollar 12.25. Seien N1,N2 ` Rn bes
hränkt sowie f � N1 8 N2 � R eine

bes
hränkte Funktion, die über N1,N2 und N1 9N2 Riemann-integrierbar ist.

Dann ist f über N1 8N2 Riemann-integrierbar, und es gilt

S

N18N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

N1

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

N19N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

Beweis. Wende den Hauptsatz auf N1 8N2 � N1 < �N2 � �N1 9N2�� an! ✷

De�nition 12.26 (Charakteristeris
he Funktion, Jordan-meÿbare Mengen und

ihr Volumen). Es sei M eine beliebige Teilmenge von Rn.

(i) Die Funktion 1M , die gegeben ist dur
h

1M�x� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

1, falls x >M,

0, falls x ¶M,

heiÿt 
harakteristis
he Funktion von M .

(ii) Sei M bes
hränkt.

a) Wir nennen

Voln�M� ��

S

�

M

d�x1, . . . , xn�

äuÿeres Jordan

95

-Maÿ von M und

Voln�M� ��

�

S

M

d�x1, . . . , xn�

inneres Jordan-Maÿ von M .

Beispiel. Für M � �0,1� 9Q gilt Voln�M� � 1 und Voln�M� � 0.

95

na
h Marie Ennemond Camille Jordan (1838�1922)
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b) M heiÿt Jordan-meÿbar genau dann, wenn 1M Riemann-integrierbar

ist, d.h. genau Voln�M� � Voln�M�.

Ist M Jordan-meÿbar, so heiÿt

Voln�M� ��

S

M

d�x1, . . . , xn� � Voln�M� � Voln�M�

das n-dimensionale Volumen von M .

Ist M ein kompakter Quader, so ist M o�enbar Jordan-meÿbar, und

obige De�nition des Volumens stimmt mit der aus De�nition 12.1

überein.

Satz 12.27. Seien M,ÈM,N1 und N2 bes
hränkte Teilmengen von Rn. Dann

gelten:

(i) 0 B Voln�M� B Voln�M�

(ii) N1,N2 disjunkt

Ô� Voln�N1� �Voln�N2� B Voln�N1 <N2�

B Voln�N1� �Voln�N2�

B Voln�N1 <N2�

B Voln�N1� �Voln�N2�

(iii) M `

ÈM Ô� Voln�M� B Voln�ÈM� , Voln�M� B Voln�
ÈM�

(iv) Voln�N1 8N2� B Voln�N1� �Voln�N2�

(v)

ÈM Jordan-meÿbar und M `

ÈM Ô� Voln�M� �Voln�ÈM �M� � Voln�ÈM�

(vi) M Jordan-meÿbar und M `

ÈM

Ô� Voln�M� �Voln�ÈM �M� � Voln�ÈM� und

Voln�M� �Voln�
ÈM �M� � Voln�

ÈM�

Beweis. (i) folgt aus Lemma 12.9, (ii) aus Lemma 12.23 und (v) sowie (vi)

aus (ii).

(iii) folgt dur
h Anwendung von (ii) auf N1 �
ÈM �M und N2 �M .

(iv) folgt aus (ii) und (iii) wegen N1 8N2 � N1 < �N2 � �N1 9N2��. ✷

Satz 12.28. Seien N1,N2 ` Rn bes
hränkt, Jordan-meÿbar und disjunkt.

Dann ist au
h N1 <N2 Jordan-meÿbar, und es gilt

Voln�N1 <N2� � Voln�N1� �Voln�N2�.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus Teil (ii) des vorherigen. ✷

Satz 12.29. Seien

ÈM eine bes
hränkte Jordan-meÿbare Teilmenge von Rn und

M eine Jordan-meÿbare Teilmenge von

ÈM .

Dann ist au
h

ÈM �M Jordan-meÿbar, und es gilt

Voln�ÈM �M� � Voln�ÈM� �Voln�M�.

Beweis. Der Satz folgt sofort aus Hauptsatz 12.24 (ii). ✷
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Korollar 12.30.

(i) Ist Q ein kompakter Quader in (Rn), so ist

X

Q Jordan-meÿbar, und es gilt

Voln�
X

Q� � Voln�Q�.

(ii) Die Vereinigung endli
h vieler kompakter oder bes
hränkter o�ener Qua-

der

96 Q1, . . . ,Qk (in Rn), die paarweise keine inneren Punkte gemeinsam

haben, ist Jordan-meÿbar, und es gilt

Voln �
k

�

i�1

Qi� �
k

Q

i�1

Voln�Qi�.

Beweis. Zu (i): Q ist meÿbar. Der Rand von Q ist Vereinigung endli
h vieler

kompakter Quader (in Rn) mit Volumen Null, hat also gemäÿ Satz 12.27 (iv)

selbst das Volumen Null, und nun zeigt Satz 12.29, daÿ

X

Q Jordan-meÿbar mit

Volumen Voln�Q� ist.

(ii) folgt aus (i) mittels Satz 12.28. ✷

Satz 12.31. Sei M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn. Dann gilt

Voln�M� � inf�Voln�N
�

� SN�

kompakt und Jordan-meÿbar , M ` N�

�,

Voln�M� � sup�Voln�N�

� SN
�

o�en und Jordan-meÿbar , N
�

`M�.

Beweis. 1.) Sind N
�

,N�

wie in den Mengen auf den re
hten Seiten, so ergibt

Satz 12.27 (iii) wegen N
�

`M ` N�

Voln�M� B Voln�N
�

� und Voln�N�

� B Voln�M�,

also folgt

Voln�M� B inf�Voln�N
�

� SN�

kompakt und Jordan-meÿbar , M ` N�

�,

Voln�M� C sup�Voln�N�

� SN
�

o�en und Jordan-meÿbar , N
�

`M�.

2.) Sei ε > R
�

. Es existieren kompakte Jordan-meÿbare Mengen N �

�

,N�

der-

art, daÿ gilt N �

�

`M ` N�

und

0 B Voln�N
�

� �Voln�M� � ε und 0 B Voln�M� �Voln�N
�

�

� � ε. (376)

[ Zu (376): Sei Q ein M umfassender kommpakter Quader (in Rn). Na
h

Satz 12.13 existiert eine Zerlegung Z � �Q1, . . . ,Qk� von Q mit

0 BS��1M �SQ,Z� �Voln�M� � ε und 0 B Voln�M� �S��1M �SQ,Z� � ε. (377)

Setze dann

I� �� �i > �1, . . . , k� SQi 9M x g� und N�

�� Q �

�

i>I�
Qi,

96Q �

�

n
i�1 Ji ` R

n
heiÿt ein o�ener Quader genau dann, wenn J1, . . . , Jn o�ene Intervalle

von R sind.
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I
�

�� �i > �1, . . . , k� SQi `M� und N �

�

��

�

i>I
�

Qi.

Wir erhalten also sowohl N �

�

als au
h N�

als Vereinigung kompakter Quader,

die keine inneren Punkte gemeinsam haben. (Falls N �

�

� g, so ist die Vereinigung

leer.) Wegen (377) und Korollar 12.30 (ii) erfüllen N �

�

, N�

die Aussage (376). ℄

S
hlieÿli
h sei N
�

��

X

N �

�

. Dann ergeben Korollar 12.30 und (376)

0 B Voln�N
�

� �Voln�M� � ε und 0 B Voln�M� �Voln�N�

� � ε,

und aus der Beliebigkeit von ε > R
�

folgt au
h

Voln�M� C inf�Voln�N
�

� SN�

kompakt und Jordan-meÿbar , M ` N�

�,

Voln�M� B sup�Voln�N�

� SN
�

o�en und Jordan-meÿbar , N
�

`M�.

✷

Bemerkung. Der Beweis zeigt, daÿ wir in Satz 12.31 �N
�

o�en� dur
h �N
�

kompakt� ersetzen dürfen.

Korollar 12.32. Ist M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn, so gilt

Voln�M� � Voln�M� und Voln�M� � Voln�M�.

Beweis. Für jede Jordan-meÿbare kompakte Menge N�

aM gilt na
h (251)

M ` N�

, also Voln�M� B Voln�N
�

�. Aus Satz 12.31 folgt Voln�M� B Vol�M�.

Andererseits ergibt M ` M , daÿ Vol�M� B Voln�M�, also folgt die erste Glei-


hung.

Die zweite Glei
hung zeigt man analog. ✷

Satz 12.33. Es seien M eine bes
hränkte sowie Jordan-meÿbare Teilmenge von

Rn, f �� idRn
� a� Rn � Rn die Translation um a > Rn und g �� λ idRn

� Rn � Rn

die Dilatation mit Faktor λ > R
�

.

Dann sind au
h f�M� und g�M� Jordan-meÿbar, und für die Volumina gilt

Voln�f�M�� � Voln�M� sowie Voln�g�M�� � λnVoln�M�.

Beweis. Die Behauptung ist für kompakte Quader M (dann sind au
h f�M�

und g�M� kompakte Quader) trivial und liegt dann au
h allgemein bei Rü
kgri�

auf Ober- und Untersummen auf der Hand. ✷

De�nition 12.34 (Jordan-Nullmenge). Sei M ` Rn eine bes
hränkte Menge.

M heiÿt Jordan-Nullmenge genau dann, wenn gilt Voln � 0.

Äquivalent kann man o�enbar au
h fordern, daÿ M Jordan-meÿbar ist und

Voln�M� � 0 gilt.

Beispiel.

1.) Jede Teilmenge einer Jordan-Nullmenge ist eine Jordan-Nullmenge, ins-

besondere ist der S
hnitt von Jordan-Nullmengen wieder eine sol
he.

2.) Die endli
he Vereinigung von Jordan-Nullmengen ist ebenfalls eine sol
he.
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3.) Eine bes
hränkte Teilmenge einer Hyperebene ��x1, . . . , xn� > R
n
Sxi � c�

(mit i > �1, . . . , n� und c > R) ist eine Jordan-Nullmenge.

4.) Seien m > �1, . . . , n � 1�, K ` Rm kompakt und f � K � Rn�m eine stetige

Funktion. Dann ist

��x1, . . . , xm, f�x1, . . . , xm�� > R
n
S �x1, . . . , xm� >K�

bes
hränkt und eine Jordan-Nullmenge.

Sei nämli
h Q ein K umfassender kompakter Quader in Rm. Zu vorgege-

benem ε > R
�

gibt es wegen der glei
hmäÿigen Stetigkeit von f auf K (vgl.

Satz 9.33) eine (hinrei
hend feine) Zerlegung Z � �Q1, . . . ,Qk� von Q, so

daÿ für alle j > �1, . . . , k� gilt

�p,q>Qj9K Yf�p� � f�q�Yª � ε0 ��
ε

�2ε�n�mVolm�Q�
,

also erst re
ht

�i>�1,...,n�m��p,q>Qj9K Sfi�p� � fi�q�S � ε0.

Die Menge ��x1, . . . , xm, f�x1, . . . , xm�� S �x1, . . . , xm� > Qj 9K� ist also in

einem n-dimensionalen kompakten Quader mit Volumen glei
h

�2ε0�
n�mVolm�Qj�

enthalten. Das äuÿere Maÿ unserer fragli
hen Menge ist also kleiner oder

glei
h

�2ε0�
n�m

k

Q

j�1

Volm�Qj� � �2ε0�
n�mVolm�Q� � ε,

womit die Behauptung gezeigt ist.

5.) Die �n � 1�-Sphäre Sn�1r �� ��x1, . . . , xn� > Rn S
P

n
i�1 x

2
i � r

2
� von Radius

r > R
�

in Rn ist bes
hränkt und eine Jordan-Nullmenge. Sie ist nämli
h

die Vereinigung der beiden �Halbsphären�

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

�x1, . . . , xn� > R
n
Sxn �

¿

Á

Á
Àr2 �

n�1

Q

i�1

xi2

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

und

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

�x1, . . . , xn� > R
n
Sxn � �

¿

Á

Á
Àr2 �

n�1

Q

i�1

xi2

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

,

wel
he na
h 4.) � dort K ��
�
�x1, . . . , xn�1� > R

n�1
S

P

n�1
i�1 xi

2
B r2� � Jor-

dan-Nullmengen sind, also na
h 2.) au
h eine Nullmenge.

Satz 12.35. Sei M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn.

Dann ist M genau dann eine Jordan-Nullmenge, wenn zu jedem ε > R
�

endli
h viele kompakte Quader Q1, . . . ,Qk (in Rn) existieren derart, daÿ gilt

M `

�

k
i�1Qi und P

k
i�1Voln�Qi� � ε.
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Beweis. ��� Sei ε > R
�

und gelte 0 � Voln�M� �

R

M

d�x1, . . . , xn�.

Sei Q ` Rn ein beliebiger M umfassender Quader kompakter Quader. Per

de�nitionem gilt

R

Q

1M d�x1, . . . , xn� �
R

M

d�x1, . . . , xn� � 0.

Na
h Satz 12.13 existiert eine Zerlegung Z � �Q1, . . . ,Qk� von Q � d.h.

insbesondere M `

�

k
i�1Qi � mit 0 BS��1M SQ,Z� � ε.

Ist I �� �i > �1, . . . , k� SQi 9M x g�, so gilt S��1M SQ,Z� � Pi>I Voln�Qi�, also

leisten die Qi, i > I, das Gewüns
hte.

�
� Sei ε > R
�

. Na
h Voraussetzung existieren kompakte Quader Q1, . . . ,Qk
(in Rn) mit M `

�

k
i�1Qi und P

k
i�1Voln�Qi� � ε. Dann gilt

Voln�M�

12.27�iii�
B Voln �

k

�

i�1

Qi�
12.27�iv�

B

k

Q

i�1

Voln�Qi� � ε,

und aus der Beliebigkeit von ε > R
�

folgt Voln�M� � 0. ✷

Die Ri
htung ��� des gerade geführten Beweises zeigt au
h die Gültigkeit

des folgenden Korollares.

Korollar 12.36. Sei M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn.

Ist M eine Jordan-Nullmenge und Q ein beliebiger M umfassender Quader,

so existiert zu jedem ε > R
�

eine Zerlegung von Q derart, daÿ die Summe der

Volumina der Teilquader, die einen Punkt von M enthalten, kleiner als ε ist. ✷

Beispiel.

1.) �

1
k�1

Sk > N� ist eine abzählbare Jordan-Nullmenge, da zu vorgegebenem

ε > R
�

eine Überde
kung
�
�0, ε

2
�, endli
h viele Punkte

�
dur
h (teilweise

entartete) Teilintervalle von �0,1�, deren Summe der Intervallängen kleiner

als ε ist, existiert.

2.) (Eine überabzählbare Jordan-Nullmenge). Die Cantormenge C entsteht

aus dem Intervall �0,1�, indem man im ersten S
hritt das o�ene mitt-

lere Drittel �

1
3
, 2
3
� entfernt, aus jedem verbleibenden Intervall im zweiten

S
hritt wieder das o�ene mittlere Drittel entfernt usw. Na
h k > N
�

S
hrit-

ten erhält man somit eine endli
he disjunkte Vereinigung von Intervallen,

deren Summe der Intervallängen glei
h
�

2
3
�

k
ist.

Da zu vorgegebenem ε > R
�

ein k0 > N�

mit
�

2
3
�

k0
� ε existiert, folgt aus

Satz 12.35, daÿ C eine Jordan-Nullmenge ist.

Stellt man nun die in C enthaltenen Zahlen 3-adis
h dar, so erhält man

genau die Zahlen �0, a
�1a�2 . . .�3 mit �i>N

�

a
�i > �0,2�, und die Menge

dieser Zahlen ist o�enbar glei
hmä
htig zur Menge �0,1� (dargestellt im

Dualsystem), also überabzählbar.

Satz 12.37. Sei M eine bes
hränkte Teilmenge von Rn.

Dann ist ∂M bes
hränkt und M ist genau dann Jordan-meÿbar, wenn der

Rand ∂M von M in Rn eine Jordan-Nullmenge ist.
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Beweis. Sei also M ` Rn bes
hränkt. Wegen De�nition 9.6 (251) ist dann M

bes
hränkt und folgli
h au
h ∂M �M �

X

M .

Wir beweisen nun die Äquivalenzaussage des obigen Satzes: ��� Sei M

Jordan-meÿbar. Dann gilt

Voln�∂M� � Voln�M �

X

M�

12.27�vi�
B Voln�M� �Voln�

X

M�

12.32
� Voln�M� �Voln�M�

Mmeÿbar

� 0,

d.h. ∂M ist eine Jordan-Nullmenge.

�
� Seien umgekehrt ∂M eine Jordan-Nullmenge und ε > R
�

. Na
h Satz

12.31 existieren Jordan-meÿbare Teilmengen N
�

,N�

von Rn mit N
�

`M ` N�

und Voln�N
�

� �Voln�N�

� � ε. Hieraus folgt mit Satz 12.27 (iii)

Voln�M� B Voln�N
�

� � Voln�N�

� � ε B Voln�M� � ε,

womit wegen Satz 12.27 (i) und der Beliebigkeit von ε > R
�

die Jordan-Meÿbar-

keit von M bewiesen ist. ✷

Beispiel 12.38 (Die Smith-Volterra-Cantor-Menge ist eine kompakte Menge,

die ni
ht Jordan-meÿbar ist). Man betra
hte erneut die Konstruktion der kom-

pakten Menge MSV C in der Bemerkung auf Seite 251. MSV C ist abges
hlossen,

und es ist lei
ht einzusehen, daÿ gilt

X

MSV C � g. (Dann gilt wegen Satz 12.31

au
h Voln�MSV C� � 0.) Um zu zeigen, daÿ MSV C ni
ht Jordan-meÿbar ist,

genügt es also zu zeigen, daÿ ∂MSV C �MSV C keine Jordan-Nullmenge ist.

Na
h k > N
�

S
hritten der Konstruktion von MSV C erhalten wir eine dis-

junkte Vereinigung von Teilintervallen Jk1 , . . . , J
k
2k

von �0,1�, deren Summe der

Intervallängen glei
h 1 �
P

k
i�1

2i�1

4i
� 1� 1

4 P
k�1
i�0 �

1
2
�

i
ist, also folgt für jede ausge-

zei
hnete Zerlegungsfolge �Zν�ν>N mit �k>N J
k
1 , . . . J

k
2k

> Zk, daÿ gilt

Voln�MSV C� � lim
ν�ª

S�f̂ ,Zν� � lim
ν�ª

1 �
1

4

ν�1

Q

i�0

�

1

2
�

i

� 1 �
1

4

1

1 � 1
2

�

1

2
.

Insbesondere ist nun MSV C keine Nullmenge und 1MSV C
ni
ht Riemann-inte-

grierbar über MSV C .

Korollar 12.39. Seien M eine bes
hränkte und Jordan-meÿbare Menge und

M0 eine (bes
hränkte Jordan-meÿbare) Teilmenge von ∂M .

Dann ist M 8M0 Jordan-meÿbar, und es gilt Voln�M 8M0� � Voln�M�.

Insbesondere sind M und

X

M Jordan-meÿbar und haben dasselbe Volumen

Voln�M� � Voln�
X

M� � Voln�M�.

Beweis. Wenn man eine bes
hränkte Jordan-meÿbare Menge dahingehend

abändert, daÿ man eine Teilmenge einer bes
hränkten Jordan-Nullmenge, die

dann selbst eine ebensol
he ist, hinzufügt oder entnimmt, so ist das na
h den

Sätzen 12.28 und 12.29 ohne Ein�uÿ auf Jordan-Meÿbarkeit oder Volumen. Das

Korollar folgt daher aus dem letzten Satz. ✷

Korollar 12.40. Sind N1,N2 zwei bes
hränkte meÿbare Teilmengen, so ist au
h

ihr Dur
hs
hnitt und ihre Vereinigung bes
hränkt sowie meÿbar, und es gilt

Voln�N1 8N2� � Voln�N1� �Voln�N2� �Voln�N1 9N2�.
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Beweis. Anhand von 9.6 (248) und (251) sieht man unmittelbar ein, daÿ

N1 9N2 ` N1 9N2 und

X

N1 9

X

N2 `

X

ÆN1 9N2 gelten, also folgt

∂�N1 9N2� ` �N1 9N2� � �

X

N1 9

X

N2�

� ��N1 9N2� �

X

N1� 8 ��N1 9N2� �

X

N2�

` �N1 �

X

N1� 8 �N2� �

X

N2� � ∂�N1� 8 ∂�N2�

und somit aus den Beispielen 1.), 2.) in 12.34 sowie Satz 12.37 die Jordan-

Meÿbarkeit von N1 9 N2. Wegen N1 8 N2 � N1 < �N2 � �N1 9N2�� und den

Sätzen 12.28, 12.29 ergibt si
h dann die Jordan-Meÿbarkeit von N1 8 N2 und

die behauptete Glei
hung für die Volumina. ✷

Lemma 12.41. Seien M ` Rn eine bes
hränkte Jordan-meÿbare Menge und

f �M � R eine bes
hränkte Funktion. Dann gilt

inf f�M� �Voln�M� B

S

�

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

�

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� B sup f�M� �Voln�M�.

Beweis. Z.B. mittels Rü
kgri� auf Ober- und Untersummen zeigt man, daÿ

die zu den Hauptsätzen 12.19, 12.20 analogen Resultate au
h für Ober- bzw.

Unterintegrale gelten. Das Lemma folgt dann aus inf f�M� B f B supf�M�. ✷

Bemerkung. Ist f Riemann-integrierbar und f�M� � �inf f�M�, sup f�M��, so

folgt die Existenz von ξ >M mit

R

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � f�ξ�Voln�M�.

In etwas anderer Formulierung wird dieses Resultat in der Literatur als Mittel-

wertsatz der Integralre
hnung bezei
hnet.

Der nä
hste Satz, der unmittelbare Folge von Lemma 12.41 ist, hat zur

Folge, daÿ beliebige Abänderung einer Funktion auf einer Jordan-Nullmenge

ohne Ein�uÿ auf Riemann-Integrierbarkeit und -Integral ist.

Satz 12.42. Jede auf einer bes
hränkten Jordan-Nullmenge M ` Rn de�nierte

bes
hränkte Funktion f �M � R ist über M Riemann-integrierbar, und es gilt

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� � 0.

✷

Satz 12.43. Seien

ÈM ` Rn bes
hränkt, f � ÈM � R eine bes
hränkte Riemann-

integrierbare Funktion und M eine Jordan-meÿbare Teilmenge von

ÈM .

Dann ist f über M Riemann-integrierbar.
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Beweis. Seien ε > R
�

und Q ` Rn ein beliebiger

ÈM umfassender kompakter

Quader. Na
h Satz 12.11 existiert eine Zerlegung Z � �Q1, . . . ,Qk� von Q mit

S �f̂ SQ,Z� �S �f̂ SQ,Z� �
ε

2
,

und dies gilt na
h Lemma 12.4 au
h für jede Verfeinerung von Z. Da M Jordan-

meÿbar ist, können wir wegen Satz 12.37 und Korollar 12.36 folgli
h annehmen,

daÿ die Summe V∂ > R der Volumina der Teilquader von Z, die einen Punkt

von ∂M enthalten, kleiner als

ε
4C

ist, wobei C > R
�

eine (na
h Voraussetzung

existierende) betragli
he S
hranke von f�ÈM� sei. Wir de�nieren nun für jedes

i > I �� �j > �1, . . . , k� SQi 9 ∂M x g� reelle Zahlen M∂
i �� supf�Qi 9M� und

m∂
i �� inf f�Qi 9M�. Dann folgt

S ��Äf SM�SQ,ZǱ �S ��Äf SM�SQ,ZǱ

BS �f̂ SQ,Z� �S �f̂ SQ,Z� �Q
i>I

�M∂
i �m

∂
i �Voln�Qi�

BS �f̂ SQ,Z� �S �f̂ SQ,Z� � 2C V∂ �
ε

2
�

ε

2
� ε

und somit die Riemann-Integrierbarkeit von f SM . ✷

Satz 12.44. Seien N1,N2 bes
hränkte Jordan-meÿbare Teilmengen von Rn und

f � N1 8 N2 � R eine bes
hränkte Funktion, die sowohl über N1, als au
h über

N2 Riemann-integrierbar ist.

Dann ist f au
h über N19N2 und N18N2 Riemann-integrierbar, und es gilt

S

N18N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

N1

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� (378)

�

S

N19N2

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von N1 9N2 folgt aus Satz 12.43 und

Korollar 12.40, die über N1 8N2 und (378) dann aus Korollar 12.25. ✷

Hauptsatz 12.45. Seien M ` Rn eine bes
hränkte und Jordan-meÿbare Menge

sowie f � M � R eine stetige Funktion.

Dann ist f Riemann-integrierbar über M .

Beweis. Seien ε > R
�

und Q ` Rn ein beliebiger M umfassender kompakter

Quader.

M ist bes
hränkt, also ist M kompakt. Daher nimmt f als stetige Funktion

auf dem Kompaktum M ihr betragli
hes Maximum C ��max Sf S�M� > R an.

Ferner ist M Jordan-meÿbar, also folgt aus Satz 12.37 und Korollar 12.36

die Existenz einer Zerlegung Z � �Q1, . . . ,Qk� von Q derart, daÿ die Summe

V∂ > R der Volumina der Teilquader von Z, die einen Punkt von ∂M enthalten,

kleiner als

ε
4C

ist. Dies gilt dann o�enbar au
h für jede Verfeinerung von Z.
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Sei i > I ��
�j > �1, . . . , k� SQj `M�

. Dann ist f SQi
stetig, und na
h Satz

12.12 ist f SQi
Riemann-integrierbar. Daher folgt aus Satz 12.11 die Existenz

einer Zerlegung Zi von Qi mit S �f SQi
,Zi� �S �f SQi

,Zi� �
ε

2#I
.

Wir ersetzen jetzt in Z jedes Qi mit Qi ` M dur
h die in Zi enthaltenen

Quader und erhalten somit eine Verfeinerung

ÇZ von Z mit

S��Äf SM�SQ,ÇZǱ �S ��Äf SM�SQ,ÇZǱ B

Q

i>I

�S �f SQi
,Zi� �S �f SQi

,Zi�� � 2C V∂

�

ε

2
�

ε

2
� ε.

Aus Satz 12.11 folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f über M . ✷

Der Hauptsatz gibt uns eine rei
hhaltige Menge integrierbarer Funktionen.

Wir wollen nun konkrete Mittel zur Bere
hnung von Integralen herausarbeiten.

Hierzu führen wir zunä
hst eine S
hreibweise ein.

De�nition 12.46. Sind n C 2, M ` Rn bes
hränkt, f �M � R eine bes
hränkte

Funktion, k > �1, . . . , n � 1�, i1, . . . , ik > �1, . . . , n� mit i1 � i2 � . . . � ik und

j1, . . . , jn�k > �1, . . . , n� � �i1, . . . , ik� mit j1 � j2 � . . . � jn�k, so de�nieren wir

M�i1, . . . , ik�

�� ��x1, . . . , xi1�1, xi1�1, . . . , xik�1, xik�1, . . . , xn� > R
n�k

S �x1, . . . , xn� >M�

sowie

�

U

M

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�d�xj1 , . . . , xjn�k�

��

�

S

M�j1,...,jn�k�

�

�

�

�

S

M�i1,...,ik�

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�
�

�

�

d�xj1 , . . . , xjn�k�,

U

�

M

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�d�xj1 , . . . , xjn�k�

��

S

�

M�j1,...,jn�k�

�

�

�

�

�

S

�

M�i1,...,ik�

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�

�

�

�

�

�

d�xj1 , . . . , xjn�k�

und

U

M

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�d�xj1 , . . . , xjn�k�

��

S

M�j1,...,jn�k�

�

�

�

S

M�i1,...,ik�

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�
�

�

�

d�xj1 , . . . , xjn�k�,

falls die re
hte Seite existiert.
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Hauptsatz 12.47 (von Fubini

97

).

Vor.: Seien n C 2, M ` Rn bes
hränkt, f � M � R bes
hränkt und Riemann-

integrierbar über M , k > �1, . . . , n�1�, i1, . . . , ik > �1, . . . , n� mit i1 � i2 � . . . � ik
und j1, . . . , jn�k > �1, . . . , n� � �i1, . . . , ik� mit j1 � j2 � . . . � jn�k.

Des weiteren möge für jedes �xj1 , . . . , xjn�k� > M�j1, . . . , jn�k� das Integral

R

M�i1,...,ik�

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik� existieren.

Beh.:

T

M

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�d�xj1 , . . . , xjn�k� existiert, und es gilt

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

U

M

f�x1, . . . , xn�d�xi1 , . . . , xik�d�xj1 , . . . , xjn�k�.

Beweis. Gemäÿ der De�nitionen 12.8 und 12.10 können wir M ohne Be-

s
hränkung der Allgemeinheit dur
h einen beliebigen kompakten Quader Q (in

Rn) ersetzen. Der Einfa
hheit halber wählen wir Q � �a, b�n mit a, b > R, a B b,

so daÿ gilt M�xi1 , . . . , xik� � �a, b�
k
und M�xj1 , . . . , xjn�k� � �a, b�

n�k
.

Da das Volumen eines Quaders

�

k
l�1�ail , bil� � �

n�k
l�1 �ajl , bjl� mit dem des

Quaders

�

n
l�1�al, bl� übereinstimmt, erkennen wir dur
h Rü
kgri� auf Ober- bzw.

Untersummen, daÿ wir weiterhin �l>�1,...,k� il � l annehmen können, und dann

gilt au
h �l>�1,...,n�k� jk�l � k � l.

Wir betra
hten für ν > N
�

die Zerlegung Zν �� �J
k
l � J

n�k
m S l,m > �1, . . . , ν��

von �a, b�n, wobei

�l>�1,...,ν� Jl �� �a �
l � 1

ν
�b � a�, a �

l

ν
�b � a��,

und setzen für jedes l,m > �1, . . . , ν�

�q>�a,b�n�k M l�q� �� sup�f�p, q� Sp > Jkl �, M lm �� supf�Jkl � J
n�k
m �.

Nun ist für jedes q > �a, b�n�k die reelle Zahl � b�a
ν
�

k
P

ν
l�1M l�q� die Obersum-

me von f�. . . , q�� �a, b�k � R bzgl.
�Jkl S l > �1, . . . , ν��, also gilt

�

S

�a,b�k

f�x1, . . . , xk, q�d�x1, . . . , xk� B �
b � a

ν
�

k ν

Q

l�1

M l�q�

und somit für alle q̃ > Jn�km , m > �1, . . . , ν� (da �l>�1,...,ν�M l�q̃� BMlm)

�

S

�a,b�k

f�x1, . . . , xk, q̃�d�x1, . . . , xk� B �
b � a

ν
�

k ν

Q

l�1

M lm,

d.h. die Funktion x (
�

R

�a,b�k
f�x1, . . . , xk, x�d�x1, . . . , xk�� �a, b�

n�k
� R ist auf

Jn�km dur
h �
�

b�a
ν
�

k
P

ν
l�1M lmǱ1Jn�k

m
na
h oben bes
hränkt.

97

na
h Guido Fubini (1879�1943)
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Hieraus folgt na
h De�nition des Oberintegrales

�

S

�a,b�n�k

�

�

�

�

�

S

�a,b�k

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xk�

�

�

�

�

d�xk�1, . . . , xn�

B �

ν

Q

m�1

��

b � a

ν
�

k ν

Q

l�1

M lm�Voln�k�J
n�k
m �� � �

b � a

ν
�

n ν

Q

l,m�1

M lm

und
�

b�a
ν
�

n
P

ν
l,m�1M lm ist die Obersumme von f bzgl. Zν . Da �Zν�ν>N eine

ausgezei
hnete Folge von Zerlegungen von �a, b�n ist, ergibt Grenzwertbildung

für ν �ª

�

S

�a,b�n�k

�

�

�

�

�

S

�a,b�k

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xk�

�

�

�

�

d�xk�1, . . . , xn�

B

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

bea
hte hierbei, daÿ die re
hte Seite na
h Voraussetzung existiert.

Analog sieht man ein, daÿ gilt

S

�

�a,b�n�k

�

�

�

�

�

S

�

�a,b�k

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xk�

�

�

�

�

�

d�xk�1, . . . , xn�

C

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

und da na
h Voraussetzung �alle�

R

�a,b�k
f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xk� existieren,

folgt aus den letzten beiden Unglei
hungen

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

B

S

�

�a,b�n�k

�

�

�

�

S

�a,b�k

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xk�

�

�

�

�

d�xk�1, . . . , xn�

B

�

S

�a,b�n�k

�

�

�

�

S

�a,b�k

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xk�

�

�

�

�

d�xk�1, . . . , xn�

B

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

woraus si
h die Behauptung ergibt. ✷

Bemerkung. Mehrfa
hhe Anwendung des Satzes von Fubini ermögli
ht uns die

Rü
kführung der Integration einer Funktion aus Rn na
h R auf die Bestimmung

eindimensionaler Integrale.
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Beispiel.

1.) Sei ∆ das Volldreie
k im R2
mit E
kpunkten �0,0�, �1,0� und �0,1�, d.h.

∆ � ��x, y� > �0,1�2 Sy B 1 � x�. Dann gilt

S

∆

xy d�x, y� �

U

∆

xy dxdy �

1

S

0

1�x

S

0

xy dy dx �

1

S

0

x �
y2

2
	

1�x

0

dx

�

1

S

0

x
�1 � x�2

2
dx � �

x2

4
�

x3

3
�

x4

8
	

1

0

�

1

24
.

2.) (Das Flä
he der Kreiss
heibe). Es seien r > R
�

und

B2
r �� ��x, y� > R

2
Sx2 � y2 B r2�.

Dann ist B2
r Jordan-meÿbar (da ∂B2

r eine Jordan-Nullmenge ist) und

S

B2
r

d�x, y� �

r

S

�r

»

r2�y2

S

�

»

r2�y2

dxdy � 2

r

S

�r

»

r2 � y2 dy

� 2

π
2

S

�

π
2

»

r2 � �r sin�y��2 r cos�y�dy

� 2r2

π
2

S

�

π
2

cos2�y�dy � r2 �sin�y� cos�y� � y�
π
2

�

π
2

� πr2.

Satz 12.48 (Cavalieris
hes

98

Prinzip). Es seien a, b > R mit a � b und M

eine bes
hränkte Jordan-meÿbare Teilmenge von Rn� �a, b� derart, daÿ für jedes

t > �a, b� die Menge

Mt �� �p > R
n
S �p, t� >M�

Jordan-meÿbar ist.

Dann ist die Funktion t ( Voln�Mt�� �a, b� � R Riemann-integrierbar über

�a, b�, und es gilt

Voln�1�M� �

S

b

a
Voln�Mt�dt.

Beweis. Na
h Voraussetzung ist 1M Riemann-integrierbar über M und für

jedes t > �a, b� existiert Voln�Mt� �
R

Mt

d�x1, . . . , xn�. Die Behauptung folgt nun

aus dem Satz von Fubini angewandt auf n � 1 anstelle von n und f �� 1M . ✷

Beispiel (Das Volumen der n-dimensionalen Vollkugel). Es sei r > R
�

. Wir

wollen das Volumen von

Bn
r �� ��x1, . . . , xn� > R

n
Sx1

2
� . . . � xn

2
B r2�

bere
hnen. Wir hatten gezeigt, daÿ ∂Bn
r � Sn�1r das n-dimensionale Volumen

Null hat, so daÿ Bn
r na
h Satz 12.37 tatsä
hli
h Jordan-meÿbar ist.

98

na
h Bonaventura Fran
es
o Cavalieri (1598�1647)
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Wir s
hreiben zur Abkürzung ωn�r� �� Voln �B
n
r � sowie ωn �� ωn�1�. Wir

vereinbaren ω0 �� 1 und wissen bereits

ω1�r� � 2r sowie ω2�r� � πr
2. (379)

Na
h Satz 12.33 gilt

ωn�r� � r
n ωn, (380)

d.h. wir haben unsere Aufgabe vollständig gelöst, wenn wir ωn bere
hnet haben.

Für jedes t > ��1,1� gilt

�Bn
1 �t �� �p > Rn�1 S �p, t� > Bn

1 �

� ��p1, . . . , pn�1� > R
n�1

Sp1
2
� . . . � pn�1

2
B 1 � t2� � Bn�1

º

1�t2
,

also folgt (für n C 2 aus dem Cavalieris
hen Prinzip, für n � 1 trivial)

ωn �

1

S

�1

ωn�1�
º

1 � t2�dt
�380�
� ωn�1

1

S

�1

�

º

1 � t2Ǳ
n�1

dt � ωn�1 In, (381)

wobei wir für jedes k > N setzen

Ik ��

1

S

�1

�

º

1 � t2Ǳ
k�1

dt �

π
2

S

�

π
2

cosk�t�dt. (382)

Es ist klar, daÿ gilt

I0 � π sowie I1 � 2, (383)

und partielle Integration lehrt uns für k C 2

Ik �

π
2

S

�

π
2

cosk�t�dt �
1

k
cosk�1�t� t sin�t�S

π
2

�

π
2

�

k � 1

k

π
2

S

�

π
2

cosk�2�t�dt �
k � 1

k
Ik�2,

(384)

also, falls k � 2l, l > N,

Ik � I2l
�384�
�

2l � 1

2l

2l � 3

2l � 2
. . .

1

2
I0, (385)

und des weiteren, falls k � 2l � 1, l > N,

Ik � I2l�1
�384�
�

2l

2l � 1

2l � 2

2l � 1
. . .

2

3
I1. (386)

Aus (385), (386) und (383) folgt

In�1 � In �
1

n
I0 I1 �

2π

n
(387)

und somit für n C 2

ωn
�381�
� ωn�1 In

�381�
� ωn�2 In�1 In

�387�
�

2π

n
ωn�2. (388)
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Hieraus ergibt si
h s
hlieÿli
h für n � 2m, m > N
�

,

ωn � ω2m
�388�
�

2π

2m
ω2m�2 � . . . �

�2π�m�1

2m�1m!
ω2

�379�
�

πm

m!
(389)

und für n � 2m � 1, m > N,

ωn � ω2m�1
�388�
�

2π

2m � 1
ω2m�1 � . . . �

�2π�m

�2m � 1��2m � 1��3
ω1

�379�
�

2m�1πm

�2m � 1��2m � 1��3
.

(390)

Aus (389), (390) folgt übrigens das überras
hende Resultat limn�ª ωn � 0.

(Beweise dies!)

Beispiel. Wir wollen das dreidimensionale Volumen des S
hnittes M �� Z19Z2

der beiden Vollzylinder

Z1 �� ��x, y, z� > R
3
Sx2 � y2 B 1� und Z2 �� ��x, y, z� > R

3
Sx2 � z2 B 1�

bere
hnen.

99 M ist Jordan-meÿbar, da ∂M eine Jordan-Nullmenge ist.

Es gilt

M � ��x, y, z� > R3
Sx2 � z2 B 1 , y2 � z2 B 1�

� ��x, y, z� > R3
S SxS B 1 , SyS B

º

1 � z2 , SzS B
º

1 � z2�,

und für jedes x > ��1,1� gilt

Mx �� ��y, z� > R
2
S �x, y, z� >M� � ��

º

1 � x2,
º

1 � x2�2

ein Quadrat (d.i. Jordan-meÿbar) mit zweidimensionalem Volumen 4�1 � x2�.

Wir haben das Cavalieris
he Prinzip zwar nur für die letzte Koordinaten-

a
hse formuliert, aber es gilt natürli
h ebenso für jede andere au
h. Es folgt

Vol3�M� � 4

1

S

�1

1 � x2 dx �
16

3
.

Beispiel 12.49. SeienM ` Rn bes
hränkt sowie Jordan-meÿbar und f � M � R

eine bes
hränkte über M Riemann-integrierbare Funktion. Ferner gelte f C 0.

1.) (Volumina von Ordinatenmengen). Die Ordinatenmenge von f

Mf �� ��p, q� >M �R S0 B q B f�p�� ` Rn�1

ist Jordan-meÿbar, und es gilt

Voln�1�Mf � �
S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.

99

Der Rand von ���1,1�2 � �0,1�� 9M ist ein Kreuzgewölbe.
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[ Zu gegebenem ε > R
�

gibt es eine Zerlegung Z eines M umfassenden

kompakten Quaders (in Rn), so daÿ die Di�erenz der zugehörigen Ober-

und Untersumme von f̂ kleiner ε ist. Die Obersumme ist das Volumen

einer Jordan-meÿbaren Menge N�

a Mf , die Untersumme das Volumen

einer Jordan-meÿbaren Menge N
�

` Mf . (Bea
hte, daÿ sowohl N
�

als

au
h N�

die Vereinigung �n � 1�-dimensionaler kompakter Quader ist!)

Aus Voln�1�N
�

� �Voln�1�N�

� � ε und Satz 12.27 (iii) folgt

Voln�1�Mf � �Voln�1�Mf � B Voln�1�N
�

� �Voln�1�N�

� � ε.

Die Beliebigkeit von ε > R
�

ergibt die Jordan-Meÿbarkeit von Mf .

Ferner gilt na
h Satz 12.48 (da V ol1 ��0, f�x1, . . . , xn��� � f�x1, . . . , xn�)

Voln�1�Mf � �

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�,

womit die Behauptung gezeigt ist. ℄

Bemerkung. Umgekehrt folgt für Jordan-meÿbares M mit dem Cava-

lieris
hen Prinzip aus der Jordan-Meÿbarkeit von Mf die Riemann-Inte-

grierbarkeit von f über M .

2.) (Volumina von Rotationskörpern). Seien speziell n � 2, M � �a, b� mit

a, b > R, a � b und f � �a, b� � R stetig. Der Rotationskörper

Rf �� ��x, y, z� > �a, b� �R2
Sy2 � z2 B f�x�2�,

der entsteht, indem man den Graphen von f in der �x, z�-Ebene um die

x-A
hse Rotieren läÿt, ist Jordan-meÿbar, und es gilt

Vol3�Mf � � π
S

b

a
f�x�2 dx.

[ Der Leser überzeuge si
h selbst von der Jordan-Meÿbarkeit der Menge

Rf , indem er veri�ziere, daÿ ihr Rand eine Jordan-Nullmenge ist. Obige

Glei
hung folgt dann sofort aus dem Cavalieris
hen Prinzip. ℄

Bemerkung. Die Aussage bleibt ri
htig, wenn man nur fordert, daÿ f

Riemann-integrierbar über �a, b� ist.

Der nä
hste Satz, den wir hier bespre
hen wollen, der Transformationssatz,

verallgemeinert die Substitutionsregel auf den n-dimensionalen Fall. Es handelt

si
h um das wi
htigste Ergebnis dieses Kapitels, entspre
hend umfangrei
h ist

sein Beweis. Wir bes
hreiben daher zunä
hst heuristis
h die Idee des Satzes und

fragen uns, wie si
h das Integral einer stetigen Funktion f � h�Q� � R bere
hnen

läÿt, wobei h� U � Rn eine auf einer o�enen Obermenge U von Q de�nierte

Koordinatentransformation sei. Letzteres bedeutet per de�nitionem, daÿ h eine

stetig di�erenzierbare Injektion mit stetig di�erenzierbarer Umkehrabbildung

h�1� h�U� � Rn ist.
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Sei nun Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung von Q in �in�nitesimal kleine�

Quader und �b1, . . . , bk� eine Besetzung von Z. Dann sollte näherungsweise

S

h�Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
k

Q

i�1

f�h�bi��Voln�h�Qi��

gelten. Jedes Qi ist ein �kleiner Quader bei bi�, d.h. es gilt ungefähr

Qi � bi �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

n

Q

j�1

tjej S�j>�1,...,n� tj > �0, δj�

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

mit �kleinen� δj A 0.

h bildet �tjej S tj > �0, δj�� auf die krumme Linie �h�tjej� S tj > �0, δj�� ab,

wel
he wegen der In�nitesimalität von δj sehr gut dur
h �tj dbih�ej� S tj > �0, δj��

approximiert wird, also gilt

h�Qi� � h�bi� �

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

n

Q

j�1

tj dbih�ej� S�j>�1,...,n� tj > �0, δj �

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

,

und diese Menge hat na
h Satz 12.33 dasselbe Volumen wie das Parallelotop

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

n

Q

j�1

tj dbih�ej� S�j>�1,...,n� tj > �0, δj �

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

,

wel
hes na
h linearer Algebra

100

das Volumen

SdetdbihS Voln
�

�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

n

Q

j�1

ti ej S�j>�1,...,n� tj > �0, δj �

£

¨

¨

§

¨

¨

¥

�

�

� Sdet dbihS Voln�Qi�

besitzt.

Wir erhalten somit

S

h�Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
k

Q

i�1

f�h�bi��Voln�h�Qi��

�

k

Q

i�1

�f X h��bi�� Sdet dbihS Voln�Qi�

�

S

Q

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�.

Ans
hauli
h kann man sagen, daÿ die Funktionswerte bei der Koordinatentrans-

formation glei
h bleiben und der Betrag der Funktionaldeterminante Sdet dhS die

Volumenveränderung des De�nitionsberei
hes bes
hreibt.

Obige Überlegungen ma
hen die Gültigkeit des folgenden Satzes plausibel.

100

Hier wird stills
hweigend vorausgesetzt, daÿ das in der linearen Algebra de�nierte Volumen

eines Parallelotopes mit unserer De�nition verträgli
h ist, obwohl wir dies no
h gar ni
ht

gezeigt haben. Eigentli
h sollte man auf (402) im später folgenden Lemma 12.53 (ii) verweisen.
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Hauptsatz 12.50 (Transformationssatz).

Vor.: Seien M eine bes
hränkte sowie Jordan-meÿbare Teilmenge von Rn und

h� U � Rn eine auf einer o�enen Obermenge U von M de�nierte stetig di�e-

renzierbare Abbildung, die M bijektiv auf h�M� abbildet, mit

�p>M dph > Iso�R
n,Rn�. (391)

Beh.: h�M� ist kompakt und Jordan-meÿbar. Des weiteren folgt für jede stetige

Funktion f � h�M� � R, daÿ f über h�M� und �f Xh��Sdet dh S über M Riemann-

integrierbar ist sowie

S

h�M�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

R

M

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�.

(392)

Zusatz. (392) gilt au
h dann, wenn eine Jordan-Nullmenge N ` M existiert

derart, daÿ (mindestens) eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

� det dh vers
hwindet auf N ,

� h ist nur auf M �N injektiv.

Bemerkung. In (392) steht der Betrag der Funktionaldeterminante. In der Be-

hauptung der Substitutionsregel 8.32 steht ni
ht der Betrag der Ableitung der

substituierenden Funktion. Der Leser ma
he si
h klar, daÿ unter der Vorausset-

zung (391) die beiden Formeln (in (392) für n � 1) denno
h übereinstimmen.

Wir bereiten den Beweis des Hauptsatzes dur
h mehrere Lemmata vor.

Das erste Lemma zeigt, daÿ mit der Teilmenge M von Rn au
h das Bild

h�M� unter einer C

1
-Abbildung h > C

1
�M,Rn� bes
hränkt und Jordan-meÿbar

ist. Bea
hte, daÿ h�∂M� ` ∂�h�M�� gilt (wegen (255)) und verwende Satz 12.37.

Lemma 12.51 (Die Jordan-Nullmengentreue von C

1
-Abbildungen). Es seien

N ` Rn eine bes
hränkte Jordan-Nullmenge und h� U � Rn eine auf einer o�e-

nen Obermenge U von N de�nierte stetig di�erenzierbare Abbildung.

Dann ist au
h h�N� eine bes
hränkte Jordan-Nullmenge.

Beweis. Da N bes
hränkt ist, können wir ohne Bes
hränkung der Allgemein-

heit annehmen, daÿ dies au
h für U gilt. Wir versehen den Rn im folgenden mit

der euklidis
hen Norm Y . . . Y2. Es existiert eine bes
hränkte o�ene Menge V

derart, daÿ N ` V ` U , nämli
h

V ��

�

p>N

U δp

2

�p�, wobei δp > R�

mit Uδp�p� ` U.

V ist kompakt und h ist stetig di�erenzierbar, also existiert

C �� max�YdahY Sa > V � > R,

wobei Y . . . Y die Operatornorm von L ��Rn, Y . . . Y2�, �R
n, Y . . . Y2�� bezei
hne.
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Seien nun ε > R
�

undW �

�

n
i�1 Ji ` Rn ein kompakter Würfel

101

mit N `W .

Dur
h Zerlegung der Ji, i > �1, . . . , n�, in hinrei
hend kleine und glei
h groÿe

Intervalle, erhalten wir mittels Satz 12.13 eine Zerlegung Z � �W1, . . . ,Wk� von

W bestehend aus Würfeln, so daÿ gilt

N `

k

�

i�1

Wi und

k

Q

i�1

Voln�Wi� �
ε

2nCnn
. (393)

Na
h eventueller Verkleinerung von ε und Entfernung der Teilquader, die

ni
ht in V liegen, können wir annehmen, daÿ für jedes i > �1, . . . , k� gilt Qi ` V .

(Bea
hte, daÿ alle Kantenlängen von Wi glei
h
n
»

Voln�Wi� sind. Beispielswei-

se dur
h eine elementargeometris
he Überlegung sieht man ein, daÿ deswegen

Diam�Qi� �
º

n n
»

Voln�Wi� �

º

n

2C
n
»

ε
n
gilt.) Da Qi konvex ist, folgt dann aus

dem Mittelwertabs
hätzungssatz 10.10 für p, q > Qi

Yh�p� � h�q�Y2 B CYp � qY2 B CDiam�Qi� � C
º

n n
»

Voln�Wi�.

Das dur
h h vermittelte Bild von Wi gehört also einem Quader mit Volumen

�2C
º

n�nVoln�Wi� an. Wegen (393) ist demna
h h�N� �
�

k
i�1 h�N 9Wi� be-

s
hränkt und

Voln�h�N�� � Voln �
k

�

i�1

h�N 9Wi�� B �2C
º

n�n
k

Q

i�1

Voln�Wi� � ε.

Da dies für alle hinrei
hend kleinen ε > R
�

gezeigt ist, ist h�N� eine Jordan-

Nullmenge. ✷

Bemerkung. Der Beweis zeigt au
h, daÿ das Bild einer auf einer Nullmenge

N ` Rn de�nierten Lips
hitz-stetigen Abbildung N � Rn eine Nullmenge ist. Es

gibt jedo
h stetige surjektive Abbildung der Nullmenge �0,1� � �0� von R2
auf

�0,1�2, die also als Abbildungen �0,1���0� � R2
ni
ht nullmengentreu sind. Das

erste sol
he Beispiel wurde 1890 von Giuseppe Peano (1858�1932) konstruiert.

Wie oben erwähnt, folgen die Meÿbarkeitsaussagen des Transformationssat-

zes aus dem letzten Lemma, die Integrierbarkeitsaussagen ergeben si
h dann

aus Hauptsatz 12.45. Die Bes
hränktheit � und damit die Kompaktheit � von

h�M� folgt übrigens aus h�M� ` h�M�, da h�M� als Bild eines Kompaktums

unter einer stetigen Abbildung insbesondere bes
hränkt ist.

Als nä
hstes reduzieren wir den Beweis des Transformationssatzes auf die

entspre
hende Aussage für Quader.

Lemma 12.52. Es seien M , h� U � Rn und f � h�M� � R wie im Transforma-

tionssatz 12.50.

Wenn für jeden kompakten Quader Q `

X

M

S

h�Q�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

R

Q

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�

(394)

gilt, so folgt (391).

101

Eine kompakter Quader

�

n
i�1�ai, bi� (in R

n
) heiÿt ein kompakter Würfel , wenn die Kan-

tenlängen b1 � a1, . . . , bn � an sämtli
h glei
h groÿ sind.
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Beweis. Da Jordan-Nullmengen für die Integration keine Rolle spielen, ge-

nügt es (391) für

X

M anstelle von M zu zeigen. Wir können weiter ohne Ein-

s
hränkung annehmen, daÿ gilt

X

M x g.

f bzw. �f X h� � Sdet dhS ist auf dem Kompaktum h�M� bzw. M stetig und

somit bes
hränkt. Daher existiert eine gemeinsame betragli
he S
hranke C > R
�

von f auf h�M� und �f X h� � Sdet dhS auf M , d.h.

T
��f X h� � Sdet dhS� S

M
T
B C und U f S

h�M�

U B C. (395)

Sei ε > R
�

. Es gibt eine meÿbare kompakte Menge K
�

` h�
X

M� mit

Voln�h�
X

M�� �Voln�K�

� �

ε

2C
, (396)

vgl. die Bemerkung im Ans
hluÿ an den Beweis von Satz 12.31.

Da h stetig ist, ist mit K
�

au
h K �� h
1
�K

�

� abges
hlossen und somit (als

Teilmenge der bes
hränkten Menge M) kompakt. Hieraus, der Abges
hlossen-

heit von Rn �
X

M und K 9 �Rn �
X

M� � g folgt

δ �� inf�Yp � qY2 Sp >K , q > Rn �
X

M� A 0. (397)

[ Beweis von (397): Angenommen δ � 0. Dann existieren Folgen �pk�k>N bzw.

�qk�k>N in K bzw. Rn �
X

M mit limk�ª Ypk � qkY2 � 0. Wegen der Folgenkom-

paktheit von K (vgl. Satz 9.20) können wir ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ

�pk�k>N gegen einen Punkt p >K konvergiert. Für jedes k > N gilt dann

Yqk � pY2 B Yqk � pkY2 � Ypk � pY2
k�ª
�� 0,

also konvergiert au
h �qk�k>N gegen p. Da Rn�
X

M abges
hlossen ist, folgt weiter

p > Rn �
X

M , d.h. p >K 9 �Rn �
X

M�, Widerspru
h! ℄

Wir wählen nun einen

X

M umfassenden kompakten Quader

ÇQ (in Rn) sowie

eine Zerlegung Z � �Q1, . . . ,Qk� von ÇQQ mit

d�Z� � δ und

Q

i>I∂

Voln�Qi� �
ε

2C
, (398)

wobei I∂ �� �i > �1, . . . , k� SQi 9 ∂M x g�. (Letzteres ist mögli
h, da M meÿbar

ist, der Rand also eine Jordan-Nullmenge ist.) Dann ist K0 �� �i>I Qi, wobei

I �� �i > �1, . . . , k� SQi `
X

M�, eine meÿbare (!) kompakte Menge, für die gilt

h
1
�K

�

� �K `K0 `

X

M. (399)

[ Na
hhweis hiervon: Die zweite Inklusion ist trivial na
h De�nition von K0.

Sei p > K `

ÇQ. Dann existiert i0 > I mit p > Qi0 , und es genügt Qi0 `
X

M zu

zeigen. Dies ist aber klar, da für jedes q > Qi0 wegen d�Z�
�398�
� δ gilt Yp�qY2 � δ,

d.h. na
h (397) q >
X

M . ℄
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Nun wird M von �Qi SQi 9M x g� überde
kt, und für jedes i > I gilt per

de�nitionem Qi `
X

M , also Qi 9 �M �

X

M� � g, d.h. �

X

M �K0� ` �i>I∂ Qi und

Voln�
X

M �K0� B Q

i>I∂

Voln�Qi�
�398�
�

ε

2C
. (400)

Wegen (399) gilt auÿerdem K
�

` h�K0�, �h�
X

M� � h�K0�� ` �h�
X

M� �K
�

�,

also na
h (396)

Voln�h�
X

M� � h�K0�� �
ε

2C
. (401)

Wegen Hauptsatz 12.24 (ii), Lemma 12.41 und (395) erhalten wir jetzt

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

X

M

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�

�

S

K0

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

X

M�K0

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B CVoln�
X

M �K0�
�400�
�

ε

2

sowie

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

h�
X

M�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

h�K0�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

h�
X

M��h�K0�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

B CVoln�h�
X

M� � h�K0��
�401�
�

ε

2
.

Na
h Voraussetzung gilt für jedes i > I

S

h�Qi�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

Qi

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�,
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woraus si
h dur
h Summation

S

h�K0�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

�

S

K0

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�

ergibt. (Bea
hte, daÿ die Qi und ebenso die h�Qi� nur Nullmengen gemeinsam

haben.) Daher folgt aus den letzten beiden Unglei
hungen und der Dreie
ksun-

glei
hung

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

S

X

M

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�

�

S

h�K0�

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� ε.

Da ε > R
�

beliebig gewählt war, folgt (391). ✷

Wir beweisen nun die folgenden Spezialfälle des Transformationssatzes. Auf

(ii) haben wir übrigens bei seiner heuristis
hen Herleitung verwiesen.

Lemma 12.53. Sei M eine bes
hränkte und Jordan-meÿbare Teilmenge von

Rn.

(i) Der Transformationssatz 12.50 gilt für h > C1�Rn,Rn� gegeben dur
h

�

�x1,...,xn�>Rn h�x1, . . . , xn� � �h1�x1, . . . , xn�, x2, . . . , xn�,

wobei die Voraussetzung (391) natürli
h weiterhin gelte.

(ii) Sei ϕ > Iso�Rn,Rn�. Dann ist ϕ�M� meÿbar, und es gilt (392) für ϕ

anstelle von h, insbesondere also au
h

Voln�ϕ�M�� � SdetϕS �Voln�M�. (402)

Beweis. Wegen des letzten Lemmas können wir ohne Bes
hränkung der All-

gemeinheit annehmen, daÿ M ein kompakter Quader (in Rn) ist. Wir s
hreiben

daher im folgenden Q anstelle von M .

Zu (i): Für i > �1, . . . , n� seien ai, bi > R mit ai B bi gewählt derart, daÿ gilt

Q �

�

n
i�1�ai, bi�.

Dann gilt na
h dem Satz von Fubini 12.47, den wir anwenden können, weil

�a1, b1� �� R, tz� f�t, x2, . . . , xn�,

stetig ist, und der Substitutionsregel 8.32
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S

h�Q�

f�x1, . . . , xn� d�x1, . . . , xn�

�

S

�

n
i�2�ai,bi�

h1�b1,x2,...,xn�

S

h1�a1,x2,...,xn�

f�x1, x2, . . . , xn� dx1 d�x2, . . . , xn�

�391�
�

S

�

n
i�2�ai,bi�

b1

S

a1

f�h1�x1, . . . , xn�, x2, . . . , xn�

S

∂h1

∂x1
�x1, . . . , xn�S dx1 d�x2, . . . , xn�

�

S

Q

�f X h��x1, . . . , xn� � Tdet d
�x1,...,xn�hT d�x1, . . . , xn�.

Zu (ii): Na
h linearer Algebra läÿt si
h jedes ϕ > Iso�Rn,Rn� als Komposition

endli
h vieler �elementarer� Abbildungen folgender drei Typen darstellen:

� ϕλ: ϕi,λ multipliziert die 1-te Komponente mit λ > R�

,

� ϕij : ϕ
i
j vertaus
ht die i-te mit der j-ten Komponente, i, j > �1, . . . , n�,

� ϕ
�

: �

�x1,...,xn�>Rn ϕ
�

�x1, x2, . . . , xn� � �x1 � x2, x2, . . . , xn�.

(Bei dieser Aussage handelt es si
h um ni
hts anderes als um die Vorgehensweise

beim Gauÿs
hen

102

Eliminationsverfahren, bei wel
hem man eine invertierbare

Matrix mit endli
h vielen der genannten Umformungen in die Einheitsmatrix

transformiert.)

Für alle ψ1, ψ2 > L�R
n,Rn� gilt det�ψ1Xψ2� � detψ1 �detψ2. Daher genügt es

zum Na
hweis der Behauptung zu zeigen, daÿ die Aussage des Lemmas auf alle

der obigen �elementaren� Abbildungen zutri�t. Für ϕij ergibt si
h dies lei
ht aus

dem Satz von Fubini, bea
hte detϕij � �1. Für ϕλ und ϕ
�

folgt die Behauptung

aus (i). ✷

Bemerkung. (ii) gilt au
h für ni
ht-invertierbares ϕ > L�Rn,Rn�, denn dann

sind sowohl die re
hte als au
h die linke Seite von (402) glei
h Null. Bea
hte,

daÿ in diesem Fall dimϕ�M� � n gelten muÿ und ϕ�M� somit bes
hränkte

Teilmenge einer Hyperebene ist, die als Bild einer bes
hränkten Teilmenge einer

a
hsenparallelen Hyperebene na
h Beispiel 3.) in 12.34 und Lemma 12.51 eine

Nullmenge ist.

Obwohl beim Beweis des Transformationssatzes ni
ht benötigt, folgern wir,

daÿ man den Betrag der Funktionaldeterminante einer C

1
-Abbildung als in�-

nitesimales Volumenverzerrungsverhältnis von Würfeln unter ihr interpretieren

kann.

102

na
h Karl Friedri
h Gauÿ (1777-1855)
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Korollar 12.54. Es seien U ` Rn o�en, h > C

1
�U,Rn� und �Wk�k>N eine ab-

steigende

103

Folge ni
ht-entarteter

104

kompakter Würfel in U derart, daÿ gilt

limk�ªDiam�Wk� � 0. Ferner sei a >
�k>NWk

105

mit dah > Iso�Rn,Rn�. Dann

gilt

lim
k�ª

Voln�h�Wk��

Voln�Wk�
� SdetdahS .

Beweis. 1. Fall: dah � id. Wegen des Umkehrsatzes 10.44 inkl. Zusatz können

wir na
h eventueller Verkleinerung von U annehmen, daÿ h�U� o�en ist, h U

bijektiv auf h�U� abbildet und �hSU �
�1
� h�U� � Rn stetig di�erenzierbar ist.

Sei ε > �0,1�. Ggf. na
h zweimaliger weiterer Verkleinerung ist U konvex,

und es gilt (verwende den Mittelwertabs
hätzungssatz 10.10 sowie dah � id)

�p,q>U Yh�p� � h�q�Yª B �1 � ε�Yp � qY
ª

.

Mittels analoger Begründung (diesmal angewandt auf �hSU�
�1
) können wir

au
h ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit

�p,q>U Yp � qYª B

1

1 � ε
Yh�p� � h�q�Y

ª

annehmen. Zusammengefaÿt erhalten wir somit

�p,q>U �1 � ε�Yp � qYª B Yh�p� � h�q�Y
ª

B �1 � ε�Yp � qY
ª

. (403)

Für jedes k > N ist Wk ein Würfel. Ist daher pk der Mittelpunkt von Wk

sowie rk ��
1
2

n
»

Voln�Wk�, so gilt Wk � �q > R
n
S Ypk � qYª B rk� � Uª

rk
�pk�. Da

aus (403) folgt

h
1
�Uª

�1�ε�rk
�h�pk��Ǳ ` Uª

rk
�pk� ` h

1
�Uª

�1�ε�rk
�h�pk��Ǳ ,

Uª

�1�ε�rk
�h�pk�� ` h�Uª

rk
�pk�Ǳ ` U

ª

�1�ε�rk
�h�pk��,

bedeutet dies

�1 � ε�nVoln�Wk� B Voln �h�Wk�� B �1 � ε�
nVoln�Wk�,

�1 � ε�n B
Voln �h�Wk��

Voln�Wk�
B �1 � ε�n.

Die Beliebigkeit von ε > �0,1�, von der die Kleinheit von U abhängt, ergibt

lim
k�ª

Voln �h�Wk��

Voln�Wk�
� 1 � SdetdahS .

103

Eine Folge �Mk�k>N von Teilmengen einer Menge heiÿt absteigend genau dann, wenn gilt

�k>N Mk�1 `Mk.

104

Ein Quader (in R
n
) heiÿt genau dann ni
ht-entartet , wenn sein n-dimensionales Volumen

gröÿer als Null ist.

105

Es gibt genau ein a >

�k>N Wk. Wähle nämli
h zu jedem k > N ein ak > Wk. Dann ist

�ak�k>N wegen limk�ªDiam�Wk� � 0 eine Cau
hy-Folge, die gegen einen Punkt a >

�k>NWk

konvergiert. Die Eindeutigkeit von a folgt aus limk�ªDiam�Wk� � 0.
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2. Fall: dah > Iso�Rn,Rn� beliebig. Wir setzen ϕ �� �dah�
�1

> Iso�Rn,Rn�

und wenden den ersten Fall auf h̃ �� ϕ X h an; bea
hte dah̃ � id. Mittels Lemma

12.53 (ii) (402) � angewandt auf M � h�Wk� � folgt dann für jedes k > N

Voln �h�Wk��

Voln�Wk�
�

Voln �h�Wk��

Voln �ϕ �h�Wk���

Voln ��ϕ X h� �Wk��

Voln�Wk�

�

1

SdetϕS

Voln ��ϕ X h� �Wk��

Voln�Wk�
,

also na
h 1. Fall

lim
k�ª

Voln �h�Wk��

Voln�Wk�
�

1

SdetϕS
� lim
k�ª

Voln ��ϕ X h� �Wk��

Voln�Wk�
�

1

SdetϕS
� Sdet dahS.

✷

Beweis des Transformationssatzes. Sei

ÇQ `

X

M ein beliebiger kompakter Qua-

der (in Rn). Na
h Lemma 12.52 genügt es, den Satz für

ÇQ anstelle von M zu

beweisen.

Die Integrierbarkeitsaussagen haben wir bereits oben behandelt. Zu zeigen

bleibt daher (392).

Wir führen den Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n > N. Für n � 1

ist der Beweis bereits (unter s
hwä
heren Voraussetzungen) in 8.32 erbra
ht

worden.

Gelte daher die Behauptung für n � 1. Wir wählen eine Norm Y . . . Y auf Rn

und werden zeigen:

Zu jedem p > ÇQ existiert ein εp > R�

derart, daÿ Uεp�p� `
X

M und

(392) gilt für jeden n-dimensionalen kompakten Quader Q, der

in Uεp�p� enthalten ist, anstelle von M .

(404)

Hieraus ergibt si
h (392) für

ÇQ anstelle von M wie folgt: �U 1

2
εp
�p�Ǳ

p>ÇQ
ist

eine Familie o�ener Teilmengen von Rn, die die kompakte Menge

ÇQ überde
kt.

Daher

106

existieren p1, . . . , pl > ÇQ mit

ÇQ `

�

l
j�1U 1

2
εpi
�pi�.

Sei nun Z � �Q1, . . . ,Qk� eine Zerlegung von ÇQ mit d�Z� Bmin�εp1 , . . . , εpl�.

Für alle i > �1, . . . , k� und jedes p > Qi existiert ein j > �1, . . . , l� derart, daÿ

106

Es gilt folgender Satz, der inhaltli
h zu Kapitel 9 gehört, vgl. au
h die Warnung in De�-

nition 9.15.

Satz. Sei K eine kompakte Teilmenge von R
n
(i.S.v. De�nition 9.15 (ii)). Dann besitzt jede

Überde
kung von K dur
h o�ene Teilmengen von V eine endli
he Teilüberde
kung von K.

Beweis. Da K bes
hränkt ist, existiert C > R
�

mit K `W �� �p > Rn
S YpY

ª

B C�.

1.) Wir zeigen zunä
hst, daÿ der Satz für W anstelle von K gilt und nehmen an, daÿ eine

o�ene Überde
kung �Ui�i>I
von W existiert, die keine endli
he Teilüberde
kung besitzt.

Dur
h Halbierung von W �� W0 entlang der Koordinatena
hsen erhalten wir 2n Teilwürfel

vonW , von denen mindestens einer, den wir W1 nennen, keine endli
he Teilüberde
kung dur
h

�Ui�i>I
besitzt. Mittels derselben Vorgehensweise erhalten wir einen WürfelW2 `W1, der ni
ht

endli
h überde
kt werden kann. Setzt man diesen Prozeÿ fort, so ergibt si
h eine absteigende

Folge �Wi�i>N kompakter Würfel, die sämtli
h dur
h �Ui�i>I
ni
ht endli
h überde
kt werden

können.
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p > U 1

2
εpj
�pj�, und es gilt für jedes q > Qi

Yq � pjY B Yq � pY � Yp � pjY B d�Z� �
1

2
εpj B εpj ,

d.h. Qi ` Uεpj �pj�, also na
h (404): (392) gilt für Qi anstelle von M .

Summation über i > �1, . . . , k� ergibt dann (392) für

ÇQ anstelle von M ,

bea
hte, daÿ die Qi und ebenso die h�Qi� nur Nullmengen gemein haben. Damit

ist dann der Hauptsatz gezeigt.

Zu zeigen bleibt daher (404): Sei p > ÇQ. Wegen (391) hat

�

�

�

�

�

�

�

∂h2

∂x1
. . .

∂h2

∂xn
� � �

∂hn

∂x1
. . .

∂hn

∂xn

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

Rp

den Rang n�1 und besitzt daher eine �n�1�-reihige quadratis
he Untermatrix,

die man etwa dur
h Strei
hen der j-ten Spalte, j > �1, . . . , n � 1�, erhält, deren

Determinante ni
ht vers
hwindet. Es bedeutet im folgenden keine wesentli
he

Bes
hränkung der Allgemeinheit, aber einen Gewinn an Übersi
htli
hkeit und

vereinfa
hter S
hreibweise, wenn wir j � 1 annehmen. Da h stetig di�erenzierbar

ist, existiert dann eine Umgebung U > U

X

�p,
X

M� mit

�q>U det

�

�

�

�

�

�

�

∂h2

∂x2
. . .

∂h2

∂xn
� � �

∂hn

∂x2
. . .

∂hn

∂xn

�

�

�

�

�

�

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

Rq

x 0. (405)

Aus dem Umkehrsatz 10.44 inkl. Zusatz folgt o�enbar die Existenz einer

Zahl εp > R
�

mit Uεp�p� ` U , Uεp�p� `

X

M und einer auf Uεp�p� de�nierten

Abbildung h̃ mit den folgenden Eigens
haften:

h̃ �� �x1, h2�x1, . . . , xn�, . . . , hn�x1, . . . , xn�� SUεp�p�
� Uεp�p� � Rn ist

stetig di�erenzierbar und bildet Uεp�p� bijektiv auf V �� h̃�Uεp�p��

ab, V > U

X

�h̃�p�,Rn� und g �� �h̃SUεp�p�
Ǳ

�1
� V � Rn ist stetig di�e-

renzierbar mit �v>V dvg � �dg�v�h̃�
�1

> Iso�Rn,Rn�.

(406)

Für k > N hat der Würfel Wk die Kantenlänge

C

2k�1
, d.h. es gilt

Diam�Wk� �
º

n
C

2k�1
k�ª
�� 0,

also existiert (vgl. die Fuÿnoten in Korollar 12.54) genau ein a >
�k>N Wk `W0 �W `

�i>I Ui.

Wir wählen i0 > I mit a > Ui0 . Da Ui0 o�en ist, existiert dann ε > R
�

mit Uª

ε �a� ` Ui0 .

Des weiteren existiert wegen limk�ªDiam�Wk� � 0 und der Wahl von a ein k0 > N mit

Wk0
` Uª

ε �a�, also folgt, daÿ Wk0
von endli
h vielen (nämli
h von Ui0) der Ui, i > I , überde
kt

wird, Widerspru
h!

2.) Sei nun
�

ÇUi�
i>IK

eine o�ene Überde
kung von K. Wir setzen

ÇUi
�

�� R
n
�K, wobei i

�

ein beliebiges Objekt sei, das ni
ht in IK liegt, und IW �� IK 8 �i
�

�. Da K abges
hlossen ist,

ist dann
�

ÇUi�
i>IW

eine o�ene Überde
kung von W , die na
h 1.) eine endli
he Teilüberde
kung

von W besitzt. Dann besitzt au
h
�

ÇUi�
i>IK

eine endli
he Teilüberde
kung von K. ✷
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Weiterhin ist

k �� �h1 �x1, g2�x1, . . . , xn�, . . . , gn�x1, . . . , xn��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�406�
� g�x1,...,xn��V��Uεp�p�

, x2, . . . , xn�TV � V �� Rn

stetig di�erenzierbar, und per 
onstru
tionem gilt

k X h̃ � hSUεp�p�
. (407)

Die Idee zum Na
hweis von (404) ist es nun, auf k Lemma 12.53 (i) und auf

die letzten �n�1�Komponenten von h̃ die Induktionsvoraussetzung anzuwenden:

Sei Q �

�

n
i�1�ai, bi� ein in Uεp�p� enthaltener kompakter Quader. Weiter

seien π� Rn � Rn�1 die (unendli
h oft di�erenzierbare) Projektion auf die letzten

�n � 1� Komponenten und für jedes t > �a1, b1�

h̃t �� h̃�t, x2, . . . , xn�SUt � Ut �� Rn,

wobei Ut �� ��x2, . . . , xn� > R
n�1

S

P

n
i�2 xi

2
� εp

2
� t2�. h̃t als Komposition von h̃

und der Inklusion Ut � Rn, �x2, . . . , xn� ( �t, x2, . . . , xn� stetig di�erenzierbar,

und aus (406), (405) folgt o�enbar

π X h̃t� Ut � Rn�1 ist stetig di�erenzierbar und bildet Ut bijektiv

auf �π X h̃t��Ut� ab mit �u>Ut duh̃t > Iso�R
n�1,Rn�1�.

Somit ergibt die Induktionsvoraussetzung � der Leser bea
hte, daÿ die Menge

�t� � �π X h̃t���
n
i�2�ai, bi�� im De�nitionsberei
h V von k liegt, da h̃ die erste

Komponente invariant läÿt, vgl. (406) �

S

�πXh̃t���
n
i�2

�ai,bi��

��f X k� � Sdet dkS� �t, x2, . . . , xn� d�x2, . . . , xn�

�

S

�

n
i�2�ai,bi�

��f X k� � Sdet dkS�

��t,h2�t,x2,...,xn�,...,h2�t,x2,...,xn��
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�t, �π X h̃t��x2, . . . , xn��

� Sdet d
�x2,...,xn��π X h̃t�S d�x2, . . . , xn�.

Da na
h De�nition von h̃ in (406) gilt det d
�x2,...,xn��π X h̃t� � detd

�t,x2,...,xn�h̃,

bedeutet dies na
h dem Determinantenmultiplikationssatz der linearen Algebra

und der Kettenregel 10.5

S

�πXh̃t���
n
i�2

�ai,bi��

��f X k� � Sdet dkS� �t, x2, . . . , xn� d�x2, . . . , xn�

�

S

�

n
i�2�ai,bi�

f�k

�406�
� h̃�t,x2,...,xn�

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

�t, h2�t, x2, . . . , xn�, . . . , h2�t, x2, . . . , xn���

� Sdet d
�t,x2,...,xn��k X h̃�S d�x2, . . . , xn�
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�407�
�

S

�

n
i�2�ai,bi�

f X h�t, x2, . . . , xn� � Sdet d
�t,x2,...,xn�hS d�x2, . . . , xn�.

Da dies für alle t > �a1, b1� gezeigt, folgt aus dem Satz von Fubini

S

�a1,b1�

S

�πXh̃t���
n
i�2

�ai,bi��

��f X k� � Sdet dkS� �x1, . . . , xn� d�x2, . . . , xn�dx1

�

S

�a1,b1�

S

�

n
i�2

�ai,bi�

f X h�x1, . . . , xn� � Sdet d
�x1,...,xn�hS d�x2, . . . , xn�dx1

�

S

�

n
i�1

�ai,bi�

f X h�x1, . . . , xn� � Sdet d
�x1,...,xn�hS d�x1, . . . , xn�,

also bleibt zum Na
hweis von (404) zu zeigen

S

�a1,b1�

S

�πXh̃t���
n
i�2�ai,bi��

��f X k� � Sdet dkS� �x1, . . . , xn� d�x2, . . . , xn�dx1

�

S

h�
�

n
i�1�ai,bi��

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�.
(408)

Beweis hiervon: Da für jedes t > �a1, b1� gilt

�t� � �π X h̃t��
n

�

i�2

�ai, bi��
�406�
� h̃��t� �

n

�

i�2

�ai, bi�� ,

ist die linke Seite von (408) wegen des Satzes von Fubini glei
h

S

h̃�
�

n
i�1

�ai,bi��

��f X k� � Sdet dkS� �x1, . . . , xn� d�x1, . . . , xn�,

und diese Zahl stimmt na
h Lemma 12.53 (i) � bea
hte die De�nition von k und

�v>V detdvk
�407�,�406�

� det dg�v�h � detdvg
�391�,�406�

x 0 � mit

S

�kXh̃��
�

n
i�1�ai,bi��

´ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�407�
� h�

�

n
i�1

�ai,bi��

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

überein, womit der Transformationssatz vollständig bewiesen ist. ✷

Beweis des Zusatzes. Da mitM au
hM�N bes
hränkt sowie Jordan-meÿbar

ist und M �N dur
h h bijektiv auf sein Bild abgebildet wird, folgt die Behaup-

tung des Hauptsatzes fürM �N anstelle vonM aus ebendiesem. Da aber Abän-

derungen auf einer Nullmenge keinen Ein�uÿ auf Integrierbarkeit und Integral

haben, gilt die Behauptung au
h für M . ✷

Wir stellen nun no
h die wi
htigsten Anwendungen des Transformationssat-

zes heraus.
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Beispiel 12.55 (Ebene Polarkoordinaten). Die C

ª

-Abbildung

h2� R2
�� R2

�r,ϕ� z� �r cos�ϕ�, r sin�ϕ��

bildet R
�

� �0,2π� bijektiv auf R2
� �0� ab, und es gilt

�

�r,ϕ�>R
�

��0,2π� det d�r,ϕ�h2 � r A 0.

Daher folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von

Fubini für alle ρ1, ρ2 > �0,ª�, φ1, φ2 > �0,2π� mit ρ1 � ρ2, φ1 � φ2 und jede

stetige Funktion f � h2��ρ1, ρ2� � �φ1, φ2�� � R

S

h2��ρ1,ρ2���φ1,φ2��

f�x, y� d�x, y� �

φ2

S

φ1

ρ2

S

ρ1

r f�r cos�ϕ�, r sin�ϕ�� dr dϕ.

Beispiel. Aus 12.55 erhalten wir erneut, daÿ die Flä
he der Kreiss
heibe vom

Radius ρ > R
�

glei
h

S

h2��0,ρ���0,2π��

d�x1, x2� �

2π

S

0

ρ

S

0

r drdϕ �

2π

S

0

ρ2

2
dϕ � π ρ2

ist.

Beispiel. Seien a, b, ρ > R
�

. Dann ist die Flä
he der Ellipse

E �� ��x, y� > R2
S

x2

a2
�

y2

b2
B ρ2¡

glei
h abπ ρ2. Denn die C

ª

-Abbildung

h� R2
�� R2

�r,ϕ� z� �ar cos�ϕ�, b r sin�ϕ��

bildet �0, ρ� � �0,2π� bijektiv auf E ab, und es gilt

�

�r,ϕ�>R
�

��0,2π� det d�r,ϕ�h � ab r A 0.

Daher folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von

Fubini

Vol2�E� �
S

h��0,ρ���0,2π��

d�x1, x2� � ab

2π

S

0

ρ

S

0

r drdϕ � ab

2π

S

0

ρ2

2
dϕ � abπ ρ2.

Beispiel 12.56 (Zylinderkoordinaten). Die C

ª

-Abbildung

h� R3
�� R3

�r,ϕ, z� z� �r cos�ϕ�, r sin�ϕ�, z�
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bildet R
�

� �0,2π��R bijektiv auf �R2
� �0�� �R ab, und es gilt

�

�r,ϕ,z�>R
�

��0,2π��R det d
�r,ϕ,z�h � r A 0.

Daher folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von

Fubini für alle ρ1, ρ2 > �0,ª�, φ1, φ2 > �0,2π�, ζ1 , ζ2 > R mit ρ1 � ρ2, φ1 � φ2,

ζ1 � ζ2 und jede stetige Funktion f � h��ρ1, ρ2� � �φ1, φ2� � �ζ1, ζ2�� � R

S

h��ρ1,ρ2���φ1,φ2���ζ1,ζ2��

f�x, y, z� d�x, y, z�

�

ζ2

S

ζ1

φ2

S

φ1

ρ2

S

ρ1

r f�r cos�ϕ�, r sin�ϕ�, z� dr dϕdz.

Beispiel 12.57 (Räumli
he Polarkoordinaten). Die C

ª

-Abbildung

h3� R3
�� R3

�r,ϕ,ϑ� z� �r cos�ϕ� cos�ϑ�, r sin�ϕ� cos�ϑ�, r sin�ϑ��

bildet R
�

� �0,2π� � � � π
2
, π
2
� bijektiv auf �R2

� �0�� �R ab, und es gilt

�

�r,ϕ,ϑ�>R
�

��0,2π����π
2
,π
2
�

det d
�r,ϕ,ϑ�h3 � r

2 cos�ϑ� A 0.

[ Na
hweis hiervon: Es gilt h3 � gXk, wobei g, k� R
3
� R3

gegeben sind dur
h

g�ρ,ϕ, z� � �h2�ρ,ϕ�, z� und k�r,ϕ,ϑ� � �r cos�ϑ�, ϕ, r sin�ϑ��.

k bildet R
�

��0,2π���� π
2
, π
2
� bijektiv auf R

�

��0,2π��R ab, und letztere Menge

wird dur
h g bijektiv aufauf �R2
� �0�� �R abgebildet.

Des weiteren gilt für alle �r,ϕ,ϑ� > R3

det d
�r,ϕ,ϑ��g X k� � detdk�r,ϕ,ϑ�g � det d�r,ϕ,ϑ�k � r

2 cos�ϑ�,

womit die Aussage gezeigt ist. ℄

Nun folgt aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von Fu-

bini für alle ρ1, ρ2 > �0,ª�, φ1, φ2 > �0,2π�, θ1, θ2 > ��
π
2
, π
2
� mit ρ1 � ρ2, φ1 � φ2,

θ1 � θ2 und jede stetige Funktion f � h3��ρ1, ρ2� � �φ1, φ2� � �θ1, θ2�� � R

S

h3��ρ1,ρ2���φ1,φ2���θ1,θ2��

f�x, y, z� d�x, y, z�

�

θ2

S

θ1

φ2

S

φ1

ρ2

S

ρ1

f�r cos�ϕ� cos�ϑ�, r sin�ϕ� cos�ϑ�, r sin�ϑ�� r2 cos�ϑ� drdϕdϑ.
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Beispiel. Wir bere
hnen das Trägheitsmoment Θ einer homogenen Hohlkugel

M � h3��r1, r2� � �0,2π� � ��
π
2
, π
2
�� mit Radien r1, r2 > R

�

, r1 � r2, der Mas-

sendi
hte m > R
�

bzgl. der z-A
hse dur
h den Mittelpunkt, wel
hes gegeben ist

dur
h

Θ �

S

M

m �x2 � y2�d�x, y, z�.

Na
h 12.57 gilt

Θ � m

π
2

S

�

π
2

2π

S

0

r2

S

r1

r4 cos3�ϑ�dr dϕdϑ �

2

5
πm �r2

5
� r1

5
�

π
2

S

�

π
2

cos3�ϑ�dϑ

�

2

5
πm �r2

5
� r1

5
� �sin�ϑ� �

1

3
sin3�ϑ��

ϑ�π
2

ϑ��π
2

�

8

15
πm �r2

5
� r1

5
�.

Beispiel 12.58 (n-dimensionale Polarkoordinaten). Für jedes n > N mit n C 3

de�nieren rekursiv eine C

ª

-Abbildung hn� R
n
� Rn dur
h

hn�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� �� �hn�1�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�3� cos�ϑn�2�, r sin�ϑn�2��,

d.h.

�hn�1�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � r cos�ϕ� cos�ϑ1�� cos�ϑn�2�,

�hn�2�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � r sin�ϕ� cos�ϑ1�� cos�ϑn�2�,

�hn�3�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � r sin�ϑ1� cos�ϑ2�� cos�ϑn�2�,

�hn�4�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � r sin�ϑ2� cos�ϑ3�� cos�ϑn�2�,

�

�hn�n�1�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � r sin�ϑn�3� cos�ϑn�2�,

�hn�n�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � r sin�ϑn�2�.

(Für n � 3 stimmt diese De�nition mit der in 12.57 überein.)

hn bildet R
�

� �0,2π�� �� π
2
, π
2
�

n�2
bijektiv auf �R2

� �0���Rn�2 ab und für

�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� > R�

� �0,2π� � � � π
2
, π
2
�

n�2
gilt

det d
�r,ϕ,ϑ1,...,ϑn�2�hn � r

n�1 cos�ϑ1� cos
2
�ϑ2�� cosn�2�ϑn�2� A 0.

[ Die letzte Aussage sieht man induktiv ein.

Für n � 3 ist der Beweis bereits in 12.57 erbra
ht worden. Sei daher n C 4

und gelte die Behauptung für n � 1.

Es gilt hn � g X k, wobei g, k� R
n
� Rn gegeben sind dur
h

g�ρ,ϕ,ϑ1 , . . . , ϑn�3, xn� � �hn�1�ρ,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�3�, xn�,

k�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� � �r cos�ϑn�2�, ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�3, r sin�ϑn�2��.

k bildet R
�

� �0,2π� � � � π
2
, π
2
�

n�2
bijektiv auf R

�

� �0,2π� � � � π
2
, π
2
�

n�3
�R

ab, und letztere Menge wird na
h Induktionsvoraussetzung dur
h g bijektiv auf

�R2
� �0�� �Rn�1 �R abgebildet.

Weiter gilt na
h Induktionsvoraussetzung für alle �r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2� > R
n

det d
�r,ϕ,ϑ1,...,ϑn�2��g X k� � detdk�r,ϕ,ϑ1,...,ϑn�2�g � det d�r,ϕ,ϑ1,...,ϑn�2�k

� rn�2 cos�ϑ1� cos
2
�ϑ2�� cosn�2�ϑn�3�r cos�ϑn�2�.�
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Aus dem Transformationssatz inkl. Zusatz und dem Satz von Fubini folgt

für alle ρ1, ρ2 > �0,ª�, φ1, φ2 > �0,2π�, θ1,1, θ1,2, . . . , θn�2,1, θn�2,2 > ��

π
2
, π
2
�

mit ρ1 � ρ2, φ1 � φ2, θ1,1 � θ1,2, . . . , θn�2,1 � θn�2,2 und jede stetige Funktion

f � h3��ρ1, ρ2� � �φ1, φ2� � �θ1,1, θ1,2� � . . . � �θn�2,1, θn�2,2�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��Q

� � R

S

h3�Q�

f�x1, . . . , xn� d�x1, . . . , xn�

�

θn�2,2

S

θn�2,1

. . .

θ1,2

S

θ1,1

φ2

S

φ1

ρ2

S

ρ1

f X hn�r,ϕ,ϑ1, . . . , ϑn�2�

� rn�1 cos�ϑ1� cos
2
�ϑ2�� cosn�2�ϑn�2� drdϕdϑ1 . . . dϑn�2.

12.59 (Uneigentli
he Riemann-Integrale). SeienM eine beliebige Teilmenge von

Rn und f �M � R eine beliebige Funktion. Man kann nun au
h in der mehrdi-

mensionalen Theorie das uneigentli
he Riemann-Integral von f über M de�nie-

ren. Hierbei nennen wir eine aufsteigende

107

Folge �Mk�k>N Jordan-meÿbarer

(also insbesondere bes
hränkter) Teilmengen von M auss
höpfend, wenn für

jedes r > R
�

gilt

(i) �M �Mk� 9B
n
r ist Jordan-meÿbar für jedes k > N,

(ii) limk�ªVoln ��M �Mk� 9B
n
r � � 0.

Sei nun zunä
hst f C 0. Dann heiÿt f uneigentli
h Riemann-integrierbar über

M , wenn eine auss
höpfende Folge �Mk�k>N von M existiert derart, daÿ f SMk

für jedes k > N bes
hränkt und Riemann-integrierbar über Mk ist. In diesem

Falle heiÿt

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �� lim
k�ª

S

Mk

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� > R 8 ��ª�

das uneigentli
he Riemann-Integral von f über M . Man kann zeigen, daÿ die-

se De�nition unabhängig von der speziellen Wahl der auss
höpfenden Folge

�Mk�k>N von M mit der gewüns
hten Eigens
haft ist.

Ist f beliebig, so heiÿt f uneigentli
h Riemann-integrierbar über M , wenn

sowohl f
�

�� max�f,0� als au
h f
�

�� max��f,0� uneigentli
h Riemann-inte-

grierbar über M sind und ni
ht sowohl

R

M

f
�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� als au
h

R

M

f
�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� glei
h �ª sind. Dann heiÿt

S

M

f�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn�

��

S

M

f
�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� �
S

M

f
�

�x1, . . . , xn�d�x1, . . . , xn� > ÂR

das uneigentli
he Riemann-Integral von f über M .
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Eine Folge �Mk�k>N von Teilmengen einer Menge heiÿt aufsteigend genau dann, wenn gilt

�k>N Mk `Mk�1.
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13 Gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen

Inhalt dieses Kapitels sollen folgende Themen sein:

� Einführung

� Explizite Di�erentialglei
hungen erster Ordnung

� Existenz- und Eindeutigkeitssätze

� Lineare Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung mit konstanten Koe�zi-

enten

Der Autor verweist hier auf die Kapitel 1, 2 und 3 sowie 6.19 und 6.20 seines

Skriptums über Gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen, das auf seiner Homepage

unter http://www.mathemaik.uni-erlangen.de/~bo
k/DGL.pdf zu �nden ist.
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A Der Körper

�R der hyperreellen Zahlen

De�nition A.1 (Filter). Sei I eine ni
ht-leere Menge. Ein Filter über I ist eine

Menge F `P�I� derart, daÿ gilt:

(i) F x g und g ¶ F ,

(ii) A,B > F Ô� A 9B > F ,

(iii) �B>P�I� �§A>F A ` B Ô� B > F�.

Beispiel A.2 (Der Filter der koendli
hen Teilengen einer unendli
hen Menge).

Sei I eine unendli
he Menge. Dann ist o�enbar

F �� �A > P�I� S I �A endli
h�

ein Filter über I, der sog. Filter der koendli
hen Teilmengen von I.

Satz A.3. Es sei F ein Filter über einer ni
ht-leeren Menge I. Dann gilt für

A1, . . . ,An,A >P�I�, n > N
�

�

�A1, . . . ,An > F , A1 9 . . . 9An ` A�Ô� A > F .

Beweis. Seien A1, . . . ,An > F . Wegen De�nition A.1 (ii) gilt A19. . .9An > F ,

und mit De�nition A.1 (iii) folgt aus A1 9 . . . 9An ` A, daÿ gilt A > F . ✷

De�nition A.4 (Ultra�lter). Ein Filter F heiÿt Ultra�lter genau dann, wenn

für jeden Filter G mit F ` G bereits F � G gilt.

Beispiel A.5. Seien I eine ni
ht-leere Menge und i0 > I. Dann ist

F �� �A > P�I� S i0 > A�

ein Ultra�lter.

[ Daÿ F ein Filter ist, ist klar.

Sei G ein weiterer Filter mit F ` G und angenommen F x G. Dann existiert

A > G mit i0 ¶ A. Es gilt �i0� > F ` G, also folgt aus der Filtereigens
haft (ii)

von G, daÿ g � A 9 �i0� > G, im Widerspru
h dazu, daÿ G als Filter die leere

Menge ni
ht enthält. ℄

Satz A.6 (Äquivalente Charakterisierung von Ultra�ltern). Ein Filter F über

einer ni
ht-leeren Menge I ist genau dann ein Ultra�lter, wenn für alle A > P�I�

gilt: A > F - �I �A� > F .

Beweis. Sei F ein Ultra�lter. A, �I �A� > F kann na
h De�nition A.1 (ii),

(i) ni
ht gelten. Ohne Eins
hränkung sei A ¶ F , d.h. na
h De�nition A.1 (iii)

�B>F B Ø A bzw. B9�I�A� x g. Dann ist G �� �C >P�M� S§B>F B9�I�A� ` C�

ein F umfassender Filter mit I � A > G. Da F ein Ultra�lter ist, folgt F � G.

Insbesondere gilt I �A > F .

Gelte umgekehrt �A>P�I�A > F - I �A > F und sei G ein Filter über I mit

F ` G. Angenommen es existiert A > G mit A ¶ F . Dann gilt aber I �A > F ` G,

also au
h g � A 9 �I �A� > G, Widerspru
h! ✷
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Satz A.7. Zu jedem Filter über einer ni
ht-leeren Menge I existiert ein diesen

Filter umfassender Ultra�lter über I.

Zum Beweis, der übrigens das zum Auswahlaxiom 1.9 äquivalente Zorns
he

Lemma verwendet, vgl. [13, S. 11℄. ✷

Satz A.8. Sei F ein Ultra�lter über einer ni
ht-leeren Menge I. Dann gilt für

A1, . . . ,An >P�I�, n > N
�

:

A1 8 . . . 8An > F Ô� §k>�1,...,n�Ak > F .

Sind A1, . . . ,An disjunkt, so existiert genau ein k > �1, . . . , n� mit Ak > F .

Beweis. Es genügt, die Behauptung für n � 2 zu zeigen; der allgemeine Fall

folgt dann induktiv. Seien also A1,A2 > P�I� mit A18A2 > F und angenommen

A1 ¶ F , A2 ¶ F . Aus Satz A.6 folgt �I �A1�, �I �A2� > F , also (da F Filter)

I � �A1 8 A2� � �I �A1� 9 �I �A2� > F . Die Filterde�nition beinhaltet g ¶ F ,

somit folgt A1 8A2 ¶ F , Widerspru
h!

Der zweite Teil der Behauptung ist klar. ✷

Wir �xieren nun einen den Filter der koendli
hen Teilmengen von N umfas-

senden Ultra�lter F und de�nieren auf RN
eine Äquivalenzrelation � dur
h

�α��αi�i>N,β��βi�i>N>R
N α � β �
� �i > N Sαi � βi� > F ,

d.h. per de�nitionem, daÿ für alle α � �αi�i>N, β � �βi�i>N, γ � �γi�i>N > RN
gilt

α � α, �α � β Ô� β � α� und �α � β , β � γ Ô� α � γ�.

[ Die ersten beiden Eigens
haften sind klar, und die dritte gilt wegen

�i > N Sαi � βi� 9 �i > N Sβi � γi� ` �i > N Sαi � γi�

und Satz A.3. ℄

Zu einer Zahl a > R de�nieren wir die Folge aN > RN
dur
h �i>N aN�i� � a

und setzen für jedes α > RN

α ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

a, falls §a>Rα � aN,

�β > RN
Sβ � α�, sonst.

Bea
hte, daÿ RN
na
h linearer Algebra in disjunkte Äquivalenzklassen bzgl. �

zerfällt.

Wir de�nieren nun

�R �� �α Sα > RN
�. Die Elemente von

�R heiÿen hyper-

reelle Zahlen.

Für jede Teilmenge M von R setzen wir analog

�M �� �α Sα > MN
�

108

.

Dann gilt o�enbar

�M `

�R.

Die Elemente von

�N, �Z und

�Q heiÿen hypernatürli
he, hyperganze und

hyperrationale Zahlen.

108

Warnung: Für beliebiges α > R
N
mit α >

�M gilt i.a. nur �i > N Sαi > M� > F und ni
ht

etwa �i>N αi >M .
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Satz A.9. Seien α,β > RN
und a > R. Dann gilt:

(i) α � β 
� α � β,

(ii) aN � a und R `

�R.

Beweis. Zu (i): ��� Sei α � β. Ist α � aN für ein a > R, so gilt α � a. Daher

ist au
h β � aN, und somit ist α � β.

Gilt α � aN für kein a > R, so ist α na
h De�nition eine Äquivalenzklasse,

also α > α � β, d.h. α � β.

�
� Gelte α � β. Falls a > R mit α � aN existiert, folgt β � aN und somit

α � a � β.

Gilt α � aN für kein a > R, so ist β � aN für kein a > R. Daher sind α,β

Äquivalenzklassen, und wegen α � β gilt daher α � β.

Die erste Aussage von (ii) gilt wegen aN � aN, und die zweite folgt unmittel-

bar. ✷

Wir de�nieren nun eine Addition

�

� und eine Multiplikation

�

� auf

�R, indem

wir für alle α,β > RN
setzen

α �

� β �� α � β,

α �

� β �� α � β,

wobei α � β, α � β gegeben sind dur
h �i>N �α � β�i � αi � βi, �α � β�i � αi � βi.

[ Wir müssen natürli
h na
hweisen, daÿ diese De�nition wohlde�niert ist:

Seien α, α̃, β, β̃ > RN
mit α � α̃ und β � β̃. Na
h Satz A.9 (i) gilt dann

A1 �� �i > N Sαi � α̃i�, A2 �� �i > N Sβi � β̃i� > F ,

also

A1 9A2 ` A �� �i > N Sαi � βi � α̃i � β̃i�

und somit na
h Satz A.3: A > F . Aus Satz A.9 (i) folgt dann α � β � α̃ � β̃.

Der Beweis von α � β � α̃ � β̃ verläuft analog. ℄

Satz A.10. Für alle a, b > R `

�R gilt

(i) a �� b � a � b,

(ii) a �� b � a � b,

Beweis. Seien also a, b > R. Zu (i): Es gilt aN � a, bN � b, �a � b�N � a � b, vgl.

Satz A.9, und es folgt

a � b � �a � b�N
Def.

� aN
�

� bN � a �� b.

(ii) sieht man analog ein. ✷

Wir können wegen des letzten Satzes nun � und � für

�

� und

�

� s
hreiben,

da die letzteren Operationen erstere erweitern
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Satz A.11. �

�R,�, �� ist ein Körper mit Nullelement 0 und Einselement 1.

Das zu α >

�R bzgl. � inverse Element ist �α �� ��1� � α.

Und im Falle α x 0, ist das zu α bzgl. � inverse Element �α��1 �� β, wobei

�i>N βi ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

�αi�
�1, falls αi x 0,

0, sonst.

Bea
hte α x 0�  �α � 0N�� �i > N Sαi � 0� ¶ F � �i > N Sαi x 0� > F . ✷

Als nä
hstes de�nieren wir

�R
�

`

�R dur
h

�α>RN α >

�R
�

�
� �i > N Sαi A 0� > F .

[ Au
h hier ist die Wohlde�niertheit zu zeigen:

Seien α, α̃ > RN
mit α � α̃ und gelte �i > N Sαi A 0� > F . Na
h Satz A.9 (i)

gilt dann �i > N Sαi � α̃i� > F , also

�i > N Sαi � α̃i� 9 �i > N Sαi A 0� ` �i > N S α̃i A 0�,

d.h. na
h Satz A.3: �i > N S α̃i A 0� > F . ℄

Satz A.12. �

�R,�, �, �R
�

� ist ein angeordneter Körper.

Beweis. Ni
ht o�ensi
htli
h ist nur

�R � �0� � ��R
�

<

�R
�

. Sei also α >

�R.

Zu zeigen ist, daÿ entweder �i > N Sαi A 0� > F oder �i > N Sαi � 0� > F oder

�i > N Sαi � 0� > F gilt. Wegen

�i > N Sαi A 0� < �i > N Sαi � 0� < �i > N Sαi � 0� � N > F

folgt dies Sofort aus Satz A.8. ✷

Satz A.13. Für alle a > R gilt: a > �R
�


� a > R
�

.

Beweis. Da F als Filter über N die Menge N enthalten muÿ, (vgl. De�nition

A.1 (i), (iii)), gilt

a
®

�aN

>

�R
�

Def.


� �i > N S aN�i�
²

�a

A 0�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�N

> F 
� a A 0,

✷

Wegen des letzten Satzes können wir �,B,A,C (vgl. De�nition 2.14) auf

�R

erweitern, indem wir für alle α,β >

�R

α � β
²

��βAα

�
� b � a > �R
�

,

α B β
²

��βCα

�
� α � β - α � β

setzen. Wie in jedem angeordneten Körper de�nieren wir den Betrag dur
h

�α>�R SαS ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

α, falls α C 0,

�α, falls α � 0.

Die Gültigkeit des folgenden Satzes folgt direkt aus den letzten De�nitionen.
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Satz A.14. Seien α,β > RN
und a, ε > R mit ε A 0. Dann gilt:

(i) α � β 
� �i > N Sαi � βi� > F ,

(ii) α B β 
� �i > N Sαi B βi� > F ,

(iii) Sα � βS B ε
� �i > N S Sαi � βiS B ε� > F ,

(iv) Sα � aS B ε
� �i > N S Sαi � aS B ε� > F .

Es gelten (ii), (iii) und (iv) entspre
hend mit C anstelle von B. ✷

Beweis. (i), (ii) sind klar, (iii) gilt wegen

l.S. � �εN B α � β B ε� �i > N S � ε B αi � βi�,�i > N Sαi � βi B ε� > F � r.S.

und (iv) folgt aus (iii) wegen a � aN. ✷

De�nition A.15. Seien α,β >

�R. Wir nennen

α �nit oder endli
h �
� §n>N SαS B n,

α in�nit oder unendli
h �
� �n>N SαS C n,

α in�nitesimal �
� �n>N SαS B
1

n � 1
,

α, β in�nitesimal bena
hbart (i.Z. α � β) �
� α � β in�nitesimal.

Aussage (ii) des nä
hsten Satzes besagt, daÿ

�R � genauer �

�R,�, �, �R
�

� �

ni
ht ar
himedis
h angeordnet ist.

Satz A.16.

(i)

�R enthält von 0 vers
hiedene in�nitesimale Elemente.

(ii)

�R enthält unendli
he Elemente.

(iii) Der angeordnete Körper �

�R,�, �, �R
�

� ist ni
ht vollständig angeordnet.

Beweis. �

1
i�1
�i>N ist o�enbar in�nitesimal und �i�i>N unendli
h. Damit sind

(i) und (ii) klar. Da unendli
he Elemente eine obere S
hranke von N darstellen,

genügt es zum Na
hweis von (iii) zu zeigen, daÿ für alle α >

�R gilt:

α obere S
hranke von NÔ� α � 1 obere S
hranke von N.

Beweis hiervon: Sind α eine obere S
hranke von N und n > N beliebig, so

gilt: n > N� n � 1 > N� n � 1 B α� n B α � 1. ✷

Bemerkung. O�enbar ist die Äquivalenzklasse einer jeden Nullfolge in�nitesi-

mal und die Äquivalenzklasse jeder Folge, die gegen �ª konvergiert unendli
h.

Umgekehrt folgt ni
ht aus der In�nitesimalität bzw. der Unendli
hkeit einer

Äquivalenzklasse ni
ht, daÿ alle Repräsentanten Nullfolgen sind bzw. gegen �ª

konvergieren:

Wähle A ` N derart, daÿ A und N �A unendli
h sind, und de�niere

�i>N αi �� �
1, falls i > A,

0, sonst,

¡ und βi �� �
i, falls i > A,

0, sonst.

¡
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Da F ein Ultra�lter ist, können wir gemäÿ Satz A.6 ohne Eins
hränkung

annehmen, daÿ A > F gilt (ansonsten vertaus
he A und N � A). Dann folgt

α � 1N und damit �n>N Sα � 1S B 1
n�1

, aber α � 1 konvergiert ni
ht gegen Null.

Auÿerdem gilt für jedes n > N

�i > N Sβi C n� � A � �0, . . . , n � 1� � A 9 �N � �0, . . . , n � 1�� > F ,

also β C n, aber β konvergiert ni
ht gegen �ª.

Satz A.17. � ist eine Äquivalenzrelation auf

�R, und für alle α, α̃, β, β̃ > RN

gilt:

(i) α � β 
� �n>N �i > N S Sαi � βiS B
1
n�1
� > F ,

(ii) α � β Ô� �α � �β,

(iii) �α � β , α̃ � β̃�Ô� α � α̃ � β � β̃,

(iv) �α � β , α̃ � β̃ , α, α̃ endli
h �Ô� α � α̃ � β � β̃.

Beweis. (i) ist klar na
h De�nition von � in A.15 und Satz A.14 (iii). Hieraus

folgt sofort, daÿ � eine Äquivalenzrelation ist. (ii), (iii) und (iv) folgen ebenfalls

aus (i). Exemplaris
h beweisen wir (iv): Es ist αα̃ � αα̃, ββ̃ � ββ̃, und daher

haben wir na
h (i) zu zeigen:

�n>N �i > N S Tαiα̃i � βiβ̃iT B
1

n � 1
  > F . (409)

Sei hierzu n > N. Wir zeigen dann, daÿ es ein n0 > N�

gibt mit

�i > N S Sα̃i S B n0� > F und �i > N S Sβi S B n0� > F , (410)

�i > N S Sαi � βiS B
1

2�n � 1�n0
¡ > F und �i > N S Tα̃i � β̃iT B

1

2�n � 1�n0
¡ > F .

(411)

Wegen Sαiα̃i � βiβ̃iS B Sαi � βiSSα̃iS � Sα̃i � β̃iSSβ̃iS erhält man (409) aus (410) und

(411).

Zu (410): Da α endli
h und α � β ist β endli
h. Da au
h α̃ endli
h ist, gibt

es ein n0 > N�

mit Sα̃S B n0 und SβS B n0. Aus Satz A.14 (iv) folgt nun (410).

(411) folgt sofort aus α � β, α̃ � β̃ und (i). ✷

Satz A.18. Zu jedem endli
hen α >

�R existiert genau ein a > R, das zu α

in�nitesimal bena
hbart ist.

Beweis. Da α endli
h ist, existiert n0 > N mit SαS B n0. Setze

M �� �a > R Sa B α�.

Wegen �n0 > M und �a>M a B n0 ist A eine ni
ht-leere na
h oben bes
hränkte

Teilmenge von R, die na
h �R13� eine obere Grenze a �� supM > R besitzt. Wir

behaupten

�n>N a �
1

n � 1
B α B a �

1

n � 1
. (412)
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Hieraus folgt dann �n>N �
1
n�1

B α�a B 1
n�1

, d.h. a � α, und die Existenzaussage

ist gezeigt.

Die Einzigkeit ist klar, da für b > R mit β � α aus a � α und der Tatsa
he,

daÿ � na
h Satz A.17 eine Äquivalenzrelation ist, a � b folgt und somit wegen

a, b > R: a � b:

Zu zeigen bleibt (412). Hierzu sei n > N. Da a obere S
hranke von M ist,

folgt a � 1
n�1

¶M , also α B a � 1
n�1

. Da a � 1
n�1

keine obere S
hranke von M ist,

existiert b >M mit b A a � 1
n�1

. Somit ist a � 1
n�1

� b B α. ✷

De�nition A.19 (Standardteil und Monade).

(i) Zu jedem endli
hen α >

�R heiÿt die eindeutig bestimmte Zahl a > R

mit α � a wie in Satz A.18 der Standardteil von α und wird mit st�α�

bezei
hnet.

(ii) Zu jedem a > R heiÿt

m�a� �� �α >

�R Sα � a�

die Monade von a.

Bemerkung.

(i) Ist a > R, so gilt m�a� � �a �∆ S∆ >

�R in�nitesimal�.

[ �`� Sei α >

�R mit α � a. Dann ist ∆ �� α� a in�nitesimal mit α � a�∆.

�a� Für in�nitesimales ∆ ist o�enbar a � �a �∆� in�nitesimal, also gilt

a � �a �∆�. ℄

Die Menge der in�nitesimalen Zahlen ist somit glei
h m�0�.

(ii) Sind a, b > R mit a � b, so gilt �α>m�a��β>m�b�
α � β.

[ Zunä
hst ist klar, daÿ m�a� 9m�b� � g, denn sonst folgte aus der Tran-

sitivität von �, daÿ a und b in�nitesimal bena
hbart sind. Für α > m�a�

und β >m�b� kann daher nur entweder α � β oder α A β gelten.

Angenommen α A β. S
hreibe α � a�∆a und β � b�∆b mit ∆a,∆b > m�0�.

Dann existiert γ >

�R
�

mit a �∆a � b �∆b � γ. S
hreibe γ � c �∆c mit

c > R
�

und ∆c > m�0�. Dann gilt a � b � c �∆a �∆b �∆c. Na
h Satz A.17

ist die re
hte Seite der letzten Glei
hung in�nitesimal und die linke reell.

Folgli
h müssen beide Seiten glei
h Null sein, d.h. a � b � c, also (wegen

c > R
�

) a A b, Widerspru
h! ℄

Wir haben nun gezeigt, daÿ die Menge der hyperrellen Zahlen aus zwei dis-

junkte Teilmengen besteht, nämli
h der Menge der endli
hen und der der un-

endli
hen hyperreellen Zahlen. Eine unendli
he hyperreelle Zahl ist entweder

negativ unendli
h (d.h. per de�nitionem kleiner als jede natürli
he Zahl) oder

positiv unendli
h (d.h. per de�nitionem gröÿer als jede natürli
he Zahl), also

zerfällt die Menge der unendli
hen hyperreellen Zahlen disjunkt in die der po-

sitiv unendli
hen und die der negativ unendli
hen Zahlen, und zwis
hen diesen

beiden Mengen sind die endli
hen Zahlen angesiedelt. Die Menge der endli
hen

hyperrellen Zahlen wiederum besteht aus der disjunkten Vereinigung über alle

zu vers
hiedenen reellen Zahlen gehörigen Monaden.
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Die Punkte in obiger Abbildung, wel
he [13, S. 26℄ na
hempfunden ist, deuten

an, daÿ es jeweils weder kleinste no
h gröÿte Elemente gibt.

Sei M ` R. Jeder Funktion f �M � R wird nun in kanonis
her Weise eine

Funktion

�f � �M �

�R zugeordnet, die die vorgegebene Funktion f fortsetzt.

Eigens
haften wie Stetigkeit, glei
hmäÿige Stetigkeit oder Di�erenzierbarkeit

von f lassen si
h dann in intuitiver Form dur
h die Funktion

�f ausdrü
ken.

Sei also f � M � R eine Funktion. Zu α >

�M wählen wir µ >MN
mit µ � α

� ein sol
hes µ existiert na
h De�nition von

�M � und setzen

�f�α� �� f X µ,

wobei f X µ gegeben ist dur
h �i>N �f X µ�i � f�µi�.

[ Wir müssen zeigen, daÿ dies wohlde�niert ist:

Seien µ, µ̃ >MN
mit µ � µ̃. Aus Satz A.9 (i) folgt dann �i > N Sµi � µ̃i� > F ,

und es ist �i > N Sµi � µ̃i� ` �i > N Sf�µi� � f�µ̃i��, also na
h De�nition A.1 (iii)

�i > N Sf�µi� � f�µ̃i�� > F . Na
h Satz A.9 (i) gilt dann f X µ � f X µ̃. ℄

Satz A.20. Ist M eine Teilmenge von R und f �M � R eine Funktion, so gilt

�a>M
�f�a� � f�a�.

Beweis. Wegen der letzten De�nition und Satz A.9 (ii) gilt für jedes a >M
�f�a� � �f�aN� � f X aN � f�a�. ✷

Satz A.21. Seien M ` R, f, g� M � R Funktionen und a0 >M . Dann gilt:

(i)

�

�f � g� � �f � �g, ��f � g� � �f � �g,

(ii)

�

�f X g� � �f X �g.

(iii) Aus �a>M f�a� � f�a0� � �a � a0� g�a� folgt

�α>�M
�f�α� � f�a0� � �α � a0�

�g�α�.

Beweis. Für alle µ >MN
gilt

�

�f � g��µ� � �f � g� X µ � f X µ � g X µ �

�f�µ� � �g�µ� und
�

�f X g��µ� � �f X g� X µ � f X �g X µ� � �f��g�µ�� � ��f X �g��µ�.

Damit sind (i) und (ii) klar.

Zu (iii): Na
h Voraussetzung von (iii) gilt

�f�µ�
A.20
� f X µ

Vor

� �f�a0��N � �µ � �a0�N�g X µ
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� �f�a0��N � �µ � �a0�N� g X µ

A.9�ii�
� f�a0� � �µ � a0� g X µ

A.20
� f�a0� � �µ � a0�

�g�µ�.

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. ✷

Satz A.22 (Ni
htstandard-Kriterium für Stetigkeit). Seien M ` R, f �M � R

eine Funktion und a0 >M . Dann gilt:

f ist stetig in a0 
� �α>�M �α � a0 �
�f�α� � f�a0�� .

Beweis. ��� Sei α >

�M mit α � a0. Zu zeigen ist

�n>N S
�f�α� � f�a0�S B

1

n � 1
.

Wähle µ > MN
mit µ � α. Sei n > N. Na
h Voraussetzung der linken Seite

existiert δ > R
�

derart, daÿ

�a>M �Sa � a0S B δÔ� Sf�a� � f�a0�S B
1

n � 1
� .

Es gilt µ � a0
A.9�ii�
� �a0�N, also na
h Satz A.17 (i) �i > N S Sµi � a0S B δ� > F

und somit �i > N S Sf�µi� � f�a0�S B
1
n�1

� > F . Aus Satz A.14 (iv) ergibt si
h nun

Sf X µ � f�a0�S B
1
n�1

und wegen f X µ �

�f�µ� � �f�α� und der Beliebigkeit von

n > N gilt die Behauptung.

�
� Angenommen f ist ni
ht stetig in a0. Dann existieren eine Zahl ε > R
�

und zu jedem i > N ein µi >M derart, daÿ

Sµi � a0S B
1

i � 1
, Sf�µi� � f�a0�S C ε. (413)

Hieraus folgt für µ �� �µi�i>N, daÿ gilt µ � a0, also aus der Voraussetzung der

re
hten Seite

�f�µ� � f�a0�.

Aus (413) und Satz A.14 (iv) ergibt si
h Sf X µ�f�a0�S C ε, und wir erhalten

wegen f X µ �

�f�µ� einen Widerspru
h zu

�f�µ� � f�a0�. ✷

Mit der im letzten Satz gegebenen Ni
htstandard-Charakterisierung der Ste-

tigkeit lassen si
h nun sehr einfa
h wohlbekannte Tatsa
hen über Stetigkeit be-

weisen.

Korollar A.23. Seien f, g� M � R Funktionen, die in a0 >M stetig sind. Dann

sind au
h f � g, f � g� M � R in a0 stetig.

Beweis. Sei α >

�Rmit α � a0. Wähle µ >MN
mit µ � α. Na
h Voraussetzung

gilt dann

�f�µ� � f�a0� und � g�µ� � g�a0�. Aus den Sätzen A.21 (i) und A.17

(iii) folgt

�

�f � g��µ� � �f�µ� � �g�µ� � f�a0� � g�a0� � �f � g��a0�,

d.h. wegen der Beliebigkeit von α � µ mit α � a0, daÿ �f � g� in a0 stetig ist.

Der Beweis der Stetigkeit von f � g in a0 folgt analog aus A.21 (i) und A.17

(iii). Bea
hte hierbei, daÿ f�a0�, g�a0� endli
h sind. ✷
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Korollar A.24. Seien M eine Teilmenge von R, f, g� M � R Funktionen und

a0 > R. g sei in a0 und f in g�a0� stetig. Dann ist f X g� R� R in a0 stetig.

Beweis. Sei α >

�Rmit α � a0. Wähle µ >MN
mit µ � α. Wegen der Stetigkeit

von g in a0 gilt zunä
hst

�g�µ� � g�a0� und sodann, da f in g�a0� stetig ist,

�f��g�µ�� � f�g�a0��. Hieraus und aus Satz A.21 (ii) folgt nun

�

�f X g��µ� � �f��g�µ�� � f�g�a0�� � �f X g��a0�,

d.h. wegen der Beliebigkeit von α � µ mit α � a0, daÿ �f X g� in a0 stetig ist. ✷

Na
h Satz A.22 ist eine Funktion f �M � R, wobei M ` R, genau dann

stetig, wenn gilt:

�α>�M�b>M �α � b� �f�α� � f�a0�� .

Hat man si
h dies vor Augen geführt, so ist die nun folgende Charakterisierung

der glei
hmäÿigen Stetigkeit besonders s
hön.

Satz A.25 (Ni
htstandard-Kriterium für glei
hmäÿige Stetigkeit). Seien M

eine Teilmenge von R, f �M � R eine Funktion und a0 >M . Dann gilt:

f ist glei
hmäÿig stetig 
� �

α,β>�M
�α � a0 �

�f�α� � �f�β�� .

Beweis. Der Beweis verläuft mehr oder weniger genauso wie der Beweis des

entspre
henden Satzes für stetige Funktionen:

��� Seien α,β >

�M mit α � a0. Zu zeigen ist

�n>N S
�f�α� � �f�β�S B

1

n � 1
.

Wähle µ, ν > MN
mit µ � α und ν � β. Sei n > N. Na
h Voraussetzung der

linken Seite existiert δ > R
�

derart, daÿ

�a,b>M �Sa � bS B δÔ� Sf�a� � f�b�S B
1

n � 1
� .

Es gilt µ � ν, also na
h Satz A.17 (i) �i > N S Sµi � νiS B δ� > F und somit

�i > N S Sf�µi� � f�νi�S B
1
n�1
� > F . Aus Satz A.14 (iii) ergibt si
h nun, daÿ gilt

Sf X µ� f X ν S B 1
n�1

und wegen f X µ �

�f�µ� � �f�α�, f X ν � �f�ν� � �f�β� und

der Beliebigkeit von n > N gilt die Behauptung.

�
� Angenommen f ist ni
ht glei
hmäÿig stetig. Dann existieren eine Zahl

ε > R
�

und zu jedem i > N reelle Zahlen µi, νi >M derart, daÿ

Sµi � νiS B
1

i � 1
, Sf�µi� � f�νi�S C ε. (414)

Hieraus folgt für µ �� �µi�i>N, ν �� �νi�i>N, daÿ gilt µ � ν, also aus der Vorausset-

zung der re
hten Seite

�f�µ� � �f�ν�.

Aus (414) und Satz A.14 (iii) ergibt si
h Sf X µ � f X ν S C ε, und wir erhalten

wegen f X µ �

�f�µ�, f X ν ��f�ν� einen Widerspru
h zu

�f�µ� ��f�ν�. ✷

Wir geben nun eine Charakterisierung der Di�erenzierbarkeit im Geiste Sir

Isaa
 Newtons und Gott�ed Wilhelm Leibniz'.
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Satz A.26 (Ni
htstandard-Kriterium für Di�erenzierbarkeit). Seien M ` R

o�en, f �M � R eine Funktion und a0 >M . Dann gilt

f ist di�erenzierbar in a0 mit f ��a0� � c


� §c>R�α>�M��a0� �α � a0 �
�f�α� � f�a0�

α � a0
� c� .

Bemerkung. Mit x0 �� a0 besagt die re
hte Seite genau

�dx >m�0���0� x0 � dx >�M �

�f�x0 � dx� � f�x0�

dx
� c.

Beweis. Wir de�nieren g� M � R dur
h g�a� �

¢

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¤

f�a� � f�a0�

a � a0
, a x a0,

c, a � a0.

£

¨

¨

¨

§

¨

¨

¨

¥

Wir haben

linke Seite 
� g ist stetig in a0
A.22

� �α>�M �α � a0 �

�g�α� � c�.

Daher ist der Satz gezeigt, falls gilt �α>�M��a0�
�g�α� �

�f�α��f�a0�

α�a0
, und dies

folgt aus der De�nition von g sowie Satz A.21. ✷

Analysis beginnt in der Regel mit der Untersu
hung von Folgen auf Kon-

vergenz. Zum Abs
hluÿ dieses Kapitels diskutieren wir kurz das Ni
htstandard-

Kriterium für Konvergenz.

Man bea
hte, daÿ eine Folge α � �αn�n>N in R per de�nitionem eine Ab-

bildung N � R ist. Daher haben wir

�α� �N � �R bereits de�niert, und gemäÿ

Satz A.20 gilt �n>N
�α�n� � αn. Wir können daher für jedes ν >

�N s
hreiben

αν ��
�α�ν�, ohne daÿ Verwe
hslungen auftreten können.

Satz A.27 (Ni
htstandard-Kriterium für Adhärenzwerte und Konvergenz von

Folgen). Seien α � �αn�n>N eine Folge in R und a > R. Dann gilt:

(i) a ist Adhärenzwert von �αn�n>N 
� §ι
>

�N�N
�αι � a.

(ii) �αn�n>N konvergiert gegen a
� §ι
>

�N�N
�αι � a.

Wir bereiten den Beweis des letzten Satzes dur
h das folgende Lemma vor:

Lemma A.28.

�N �N ist ni
ht leer und enthält nur unendli
he Elemente.

Beweis. �n�n>N >

�N �N, also ist

�N �N ni
ht leer.

Sei ι > �N �N. Zum Na
hweis des Lemmas genügt es, �n>N ι A n zu zeigen.

n � 0: Für jedes ν > �N gilt ν C 0. (Denn na
h De�nition von

�N können wir

ohne Eins
hränkung annehmen, daÿ ν eine Folge in N ist, also gilt νk C 0 für

alle k > N.) Damit gilt natürli
h au
h ι C 0, und wegen ι ¶ N muÿ gelten ι A 0.

n ( n � 1: Es gelte ι A n, d.h. �k > N S ιk A n� > F . hieraus folgt dann

�k > N S ιk C n � 1� > F , also ι C n � 1. Wegen ι ¶ N folgt ι A n � 1. ✷

Beweis des Satzes. Zu (i): ��� Es existiere also eine Teilfolge �αιn�n>N von

�αn�n>N mit

�k>N§n0>N�n>N �n C n0Ô� Sαιn � aS B
1

k � 1
� .
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Hieraus folgt für jedes k > N, daÿ gilt �n > N S Sαιn � aS B
1
k�1
�
> F . Aus Satz A.14

(iv) ergibt si
h Sα X ι� aS B 1
k�1

. Aus

�α�ι� � α X ι und der Beliebigkeit von k > N

folgt die re
hte Seite von (i). Bea
hte, daÿ �ιn�n>N streng monoton wa
hsend

ist, da �αιn�n>N Teilfolge von �αn�n>N, und somit ι > �N �N gilt.

�
� Existiere ι > �N�N mit

�αι � a. Na
h De�nition von

�N können wir oh-

ne Bes
hränkung der Allgemeinheit annehmen, daÿ gilt �n>N ιn > N. Na
h dem

letzten Lemma ist ι unendli
h, also gilt limn�ª ιn � �ª, und somit existiert

eine streng monoton wa
hsende Teilfolge von ι. Ohne Bes
hränkung der Allge-

meinheit sei ι selbst streng monoton wa
hsend. Wegen

�αι � a,
�α�ι� � α X ι gilt

�k>N Sα X ι � aS B
1
k�1

und somit na
h Satz A.14 (iv)

�k>N �n > N S Sαιn � aS B
1

k � 1
  > F . (415)

Angenommen a ist kein Adhärenzwert von α. Dann gilt für jede streng mo-

noton wa
hsende Abbildung i� N� N

§k0>N�n0>N§n>N �n C n0 , Sαin � aS A
1

k0 � 1
� .

Insbesondere besitzt dann ι eine Teilfolge �ιjn�n>N mit �n>N Tαιjn � aT A
1

k0�1
.

Ohne Eins
hränkung können wir annehmen, daÿ j � idN gilt. (Ansonsten gehen

wir von ι zu ι X j über.) Aus (415) folgt g � �n > N S Sαιn � aS B
1

k0�1
� > F , im

Widerspru
h dazu, daÿ F ein Filter ist.

Zu (ii): Der Beweis verläuft analog zu dem von (i). Beim Beweis von ���

wird ι dur
h eine beliebige Abbildung ι� N � N mit limn�ª ιn � �ª ersetzt,

und beim Beweis von �
� ist ι die Identität auf N. ✷
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B Multilineare Algebra: Tensorprodukte

Generalvoraussetzung. Seien stets k ein Körper, k > N
�

sowie V,V1, . . . , Vk
und W,W1, . . . ,Wk k-Vektorräume.

De�nition B.1 (Multilineare Abbildungen). ϕ > W�

k
i�1 Vi

heiÿt eine k-fa
h

k-multilineare Abbildung genau dann, wenn für alle v1 > V1, . . . , vk > Vk und

jedes i > �1, . . . , k� die Abbildung

Vi ��W, v z� ϕ�v1, . . . , vi�1, v, vi�1, . . . , vk�,

k-linear � d.h. ein Element von Homk�Vi,W � � ist.

Die Menge aller k-fa
h k-multilinearen Abbildungen

�

k
i�1 Vi �W bezei
hnen

wir mit Lk�V1, . . . , Vk;W � und mit L

k
k�V,W � , falls gilt V1 � . . . � Vk � V .

De�nition B.2 (Tensorprodukt von Vektorräumen). Ein Paar �T, τ� � für das

wir au
h kurz T s
hreiben �, bestehend aus einem k-Vektorraum T und einer k-

fa
h k-multilinearen Abbildung τ �
�

k
i�1 Vi � T heiÿt k-fa
hes Tensorprodukt von

V1, . . . , Vk über k genau dann, wenn für jede k-fa
h k-multilineare Abbildung

ϕ�
�

k
i�1 Vi �W genau eine k-lineare Abbildung Φ� T �W existiert derart, daÿ

Φ X τ � ϕ gilt, d.h. daÿ das folgende Diagramm kommutiert:

T
Φ ✲ W

k

�

i�1

Vi

τ

✻

ϕ

✲

Satz B.3. Bis auf (kanonis
he) Isomorphie von k-Vektorräumen existiert genau

ein Tensorprodukt �

k

A

i�1

Vi,a
k
� von V1, . . . , Vk über k. Wir s
hreiben i.d.R. zu

�v1, . . . , vk� > �
k
i�1 au
h v1 a . . . a vk für a

k
�v1, . . . , vk� und im Falle k � 2 a

anstelle von a

2
.

Beweisskizze. Zur Eindeutigkeit: Seien �T1, τ1�, �T2, τ2� zwei Tensorprodukte

von V1, . . . , Vk über k. Dann existieren eindeutig bestimmte Φ1 > Homk�T1, T2�,

Φ2 > Homk�T2, T1� derart, daÿ das folgende Diagramm kommutiert:

T1
Φ1 ✲ T2

k

�

i�1

Vi

τ1

✻

τ1
✲

τ 2

✲

T1

Φ2

❄
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Wir setzen Ψ �� Φ2 XΦ1 > Homk�T1, T1�, also ist au
h

T1
Ψ ✲ T1

k

�

i�1

Vi

τ1

✻

τ 1

✲

kommutativ. Aus der Eindeutigkeit von Ψ mit dieser Eigens
haft folgt Ψ � idT1 ,

d.h. Φ2 XΦ1 � idT1 , und analog sieht man ein, daÿ Φ1 XΦ2 � idT2 gilt. Daher sind

Φ1, Φ2 zueinander isomorphe k-Vektorraum-Isomorphismen.

Zur Existenz: Im Falle k � 1 leistet �V1, id� das Gewüns
hte.

Im Falle k � 2 sei F der k-Vektorraum aller endli
hen formalen Summen

P

�v1,v2�>V1�V2 λ�v1,v2� �v1, v2�.

Weiter sei U der von

�v1 � ṽ1, v2� � �v1, v2� � �ṽ1, v2�,

�v1, v2 � ṽ2� � �v1, v2� � �v1, ṽ2�,

�λv1, v2� � λ �v1, v2�,

�v1, λ v2� � λ �v1, v2�

(mit v1, ṽ1 > V1, v2, ṽ2 > V2, λ > k) aufgespannte Untervektorraum von F .

Dann wird dur
h T �� F~U und

τ � V1 � V2 �� T, �v1, v2� z� �v1, v2� �U,

ein Tensorprodukt �T, τ� von V1, V2 über k de�niert.

[ Die Bilinearität von τ folgt aus der De�nition von U .

Da V1 � V2 o�enbar eine Basis von F bildet, induziert jede bilineare Abbil-

dung ϕ� V1 � V2 � W eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

ÇΦ� F � W ,

und die Bilinearität von ϕ stellt si
her, daÿ U ` Kern�ÇΦ�. Daher existiert eine

lineare Abbildung Φ� T � W mit

ÇΦ � Φ X π, wobei π� F � F~U die kanoni-

s
he Projektion bezei
hne. Aus der Surjektivität von π folgt dann, daÿ Φ die

Eindeutigkeitsbedingung erfüllt. ℄

Im Falle k A 2 verläuft die Konstruktion eines Tensorproduktes analog zum

Falle k � 2. ✷

Bemerkung.

1.) Die k-fa
h k-multilinearen Abbildungen

�

k
i�1 Vi �W stehen also in einer

1 � 1-Beziehung zu den linearen Abbildungen

�

k
i�1 Vi �W .

2.) a

k
�

�

k
i�1 Vi ��

k
i�1 Vi ist i.a. ni
ht surjektiv, z.B. liegt �e1 a e2� � �e2 a e1�

ni
ht im Bild von a� R2
�R2

� R2
aR2

.

Der Beweis des letzten Satzes zeigt aber, daÿ das Bild von a

k
den Vek-

torraum

�

k
i�1 Vi erzeugt. Die Darstellung ist übrigens i.a. ni
ht eindeutig.

Elemente des Bildes von a

k
nennt man reine Tensoren.
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Satz B.4. Wir bezei
hnen im folgenden den k-Vektorraum V1 � V2 au
h mit

V1 ` V2.
109

Es gibt kanonis
he k-Vektorraum-Isomorphismen

V a k�� V, (416)

V1 a V2 �� V2 a V1, (417)

�V1 a V2�a V3 �� V1 a V2 a V3, (418)

V1 a �V2 a V3� �� V1 a V2 a V3, (419)

�V1 ` V2�aW �� �V1 aW �` �V2 aW �, (420)

W a �V1 ` V2� �� �W a V1�` �W a V2�. (421)

Beweis. Zu (416): Die Abbildung V � k� V, �v,λ� ( λv, ist bilinear, indu-

ziert also eine lineare Abbildung Φ� V ak� V . Trivialerweise ist die Abbildung

Ψ� V � V a k, v ( v a 1, linear, und es gilt Φ X Ψ � idV sowie Ψ X Φ � idV ak.

Folgli
h sind Φ und Ψ zueinander inverse k-Vektorraum-Isomorphismen.

Zu (417): V1�V2 � V2aV1, �v1, v2�( v2av1, ist bilinear, induziert also eine

Abbildung V1 a V2 � V2 a V1. Die dazu inverse Abbildung erhält man analog

dur
h Vertaus
hung von V1 und V2.

Zu (418): Die Abbildung

V1 � V2 � V3 �� �V1 a V2�a V3, �v1, v2, v3� z� �v1 a v2�a v3,

ist trilinear, faktorisiert also über V1aV2aV3 zu einer Abbildung, deren Inverse

wie folgt konstruiert wird:

Da das Tensorprodukt von reinen Tensoren erzeugt wird, ist dur
h die Zu-

ordnung �v1av2, v3�( v1av2av3 eine Abbildung �V1aV2��V3 � V1aV2aV3
gegeben, die o�enbar bilinear ist. Daher faktorisiert sie über �V1 a V2�a V3 zu

der gesu
hten Abbildung.

(419) zeigt man analog zu (418).

Die o�ensi
htli
he Abbildung �V1 ` V2� aW � �V1 aW � ` �V2 aW � und

�V1aW �`�V2aW �� �V1`V2�aW, �v1aw,v2aw̃� ( ��v1,0�aw����0, v2�aw̃�,

sind zueinander inversen Isomorphismen, d.h. es gilt (420).

(421) beweist man analog zu (420). ✷

Bemerkung. Aus (418) und (419) folgt induktiv, daÿ bis auf Isomorphie au
h

allgemeine Assoziativität für

�

k
i�1 Vi gilt.

Satz B.5. Sind Ii Mengen und �vi,l S l > Ii� Basen für Vi, i > �1, . . . , k�, so ist

�v1,j1 a . . .a vk,jk S�i>�1,...,k� ji > Ii�

eine Basis von V1 a . . . a Vk.

109

Der Leser mag si
h fragen, wieso hier zwei S
hreibweisen für denselben Vektorraum einge-

führt werden. In diesem Zusammenhang besteht erst dann ein wesentli
her Unters
hied, wenn

die Indexmenge ni
ht mehr endli
h ist.

Für eine beliebige Menge I und eine Familie �Vi�i>I von k-Vektorräumen ist

�i>I Vi der

k-Vektorraum aller Abbildungen f � I �
�i>I Vi derart, daÿ gilt �i>I f�i� > Vi, und >i>I Vi ist

der Untervektorraum von

�i>I Vi, der aus den Abbildungen f � I �
�i>I Vi mit �i>I f�i� > Vi

besteht, die zusätzli
h an nur endli
h vielen Stellen i > I unglei
h Null sind.
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Beweisskizze. Daÿ der k-Spann von
�v1,j1 a . . . a vk,jk S�i>�1,...,k� ji > Ii� den

k-Vektorraum V1 a . . .a Vk erzeugt, ist klar, da das Bild von V1 � . . . � Vk unter

a

k
dies leistet.

Sei nun

P

λj1,...,jk v1,j1 a . . .avk,jk � 0, wobei λj1,...,jk > k fast alle Null. Dann

folgt

P

λj1,...,jk ϕ�v1,j1 , . . . , vk,jk� � 0 für jede k-fa
h k-multilineare Abbildung

ϕ�
�

k
i�1 Vi � k. Für festes i1, . . . , ik gilt dies insbesondere für ϕi1,...,ik , gegeben

dur
h

ϕi1,...,ik�v1,j1 , . . . , vk,jk� � δi1,j1� δik ,jk ,

also folgt λj1,...,jk � 0. ✷

Korollar B.6. Sind V1, . . . , Vk,W endli
h-dimensionale k-Vektorräume, so gilt

dimkL�V1, . . . , Vk;W � �
�

L

k
i�1 dimk Vi�dimkW .

Beweis. Klar na
h Bemerkung 1.) zu Satz B.3 und dem letzten Satz. ✷

Satz B.7. Seien V , W zwei endli
h-dimensionale k-Vektorräume. Dann sind

Homk�V,W � und V �

aW kanonis
h isomorph. Der Isomorphismus wird indu-

ziert dur
h

V �

�W �� Homk�V,W �, �f,w� z� �v ( f�v�w� . (422)

Insbesondere sind Endk�V � und V
�

a V isomorph.

Beweisskizze. Die Abbildung in (422) ist bilinear und faktorisiert somit über

V �

aW zu einer Abbildung Φ� V �

aW � Homk�V,W �. Aus Dimensionsgründen

genügt es zu zeigen, daÿ Φ surjektiv ist.

Seien �v1, . . . , vn� bzw. �w1, . . . ,wm� Basen von V bzw. W und für alle

i > �1, . . . , n�, j > �1, . . . ,m� sei fi,j > Homk�V,W � gegeben dur
h

�l>�1,...,n� fi,j�vl� � δi,lwj .

Dann ist �fi,j S i > �1, . . . , n�, j > �1, . . . ,m�� eine Basis von Homk�V,W �, und

es gilt �i>�1,...,n��j>�1,...,m�Φ�v
�

i a wj� � fi,j , wobei v
�

i � V � k die zu vi duale

Linearform sei. Letztere ist gegeben dur
h v�i �P
n
l�1 λlvl� � λi. ✷

Beispiel B.8.

(i) Sind V , W zwei endli
h-dimensionale k-Vektorräume, so sind V aW und

Homk �V
�,W � kanonis
h isomorph. Der Isomorphismus wird induziert

dur
h

V �W �� Homk �V
�,W � , �v,w� z� �f ( f�v�w� . (423)

[ Aus Dimensionsgründen genügt es, zu zeigen, daÿ die Abbildung in (423)

surjektiv ist:

Seien �v1, . . . , vn� und �w1, . . . ,wm� Basen von V und W . Sei dann für

i > �1, . . . , n�, j > �1, . . . ,m� weiter Fi,j > Homk �V
�,W � gegeben dur
h

Fi,j�f� � f�vi�wj . Die Menge �Fi,j S i > �1, . . . , n�, j > �1, . . . ,m�� liegt of-

fenbar im Bild der Abbildung (423). Wir zeigen, daÿ jene au
h Basis von
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Homk �V
�,W � ist, und hierfür genügt es aus Dimensionsgründen, linea-

re Unabhängigkeit zu zeigen. Zum Beweis hiervon seien nun λi,j > k mit

P

n
i�1P

m
j�1 λi,jFi,j � 0. Dann gilt für alle l > �1, . . . , n�

0 �
n

Q

i�1

m

Q

j�1

λi,j Fi,j�v
�

l � �

n

Q

i�1

m

Q

j�1

λi,j v
�

l �vi�wj �
m

Q

j�1

λl,j wj,

also � da �w1, . . . ,wm� Basis � �j>�1,...,m� λl,j � 0, und aus der Beliebigkeit

von l folgt, daÿ alle λk,j � 0 sind. ℄

(ii) Für n,m > N
�

können wir kn a km mit dem Raum kn�m aller n � m-

Matrizen mit Werten in k identi�zieren, wobei wir für a � �a1, . . . , an� > k
n

und b � �b1, . . . , bm� > k
m

aa b ��
�

�

�

a1
�

an

�

�

�

�b1 . . . bm� �

�

�

�

�

�

a1b1 a1b2 . . . a1bm
a2b1 a2b2 . . . a2bm
� � � �

anb1 anb2 . . . anbm

�

�

�

�

�

setzen.

Die Ei,j �� eiaej , i > �1, . . . , n�, j > �1, . . . ,m�, bilden eine Basis von kn�m,

und zu einer gegebenen bilinearen Abbildung ϕ� kn � km � W de�nie-

ren wir Φ > Homk�k
n�m,W � dur
h �i>�1,...,n��j>�1,...,m�Φ�Ei,j� � ϕ�ei, ej�.

Dann ist der Homomorphismus Φ o�enbar eindeutig mit Φ X a � ϕ.

De�nition B.9 (Tensorprodukt von Homomorphismen). Für i > �1, . . . , k� sei-

en fi > Homk�Vi,Wi�. Wir de�nieren f1 a . . . a fk > Homk��
k
i�1 Vi,�

k
i�1Wi�

als die dur
h die k-fa
h k-multilineare Abbildung

k

�

i�1

Vi ��
k

A

i�1

Wi, �v1, . . . , vk� z� f1�v1�a . . .a fk�vk�, (424)

induzierte Abbildung auf

�

k
i�1 Vi. f1 a . . . a fk heiÿt das Tensorprodukt von

f1, . . . , fk.

Weiter bezei
hnen wir au
h die Abbildung in (424) mit f1 a . . . a fk.

Satz B.10. Seien f, f̃ > Homk�V1,W1�, g, g̃ > Homk�V2,W2�. Weiter seien

Z1,Z2 k-Vektorräume sowie h > Homk�W1,Z1�, h̃ > Homk�W2,Z2�. Dann gilt:

(i) idV1 a idV2 � idV1aV2 ,

(ii) f a �g � g̃� � �f a g� � �f a g̃�, �f � f̃�a g � �f a g� � �f̃ a g�,

(iii) �h X f�a �h̃ X g� � �ha h̃� X �f a g�.

(iv) Zu (i) - (iii) analoge Aussagen gelten au
h für k-fa
he Tensorprodukte.

Beweis als Übung. ✷
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Bemerkung. Gemäÿ (416) identi�zieren wir ka . . .a k mit k, wobei die Iden-

ti�kation dur
h k � . . . � k� k, �λ1, . . . , λk�( λ1�λk, induziert wird. D.h., sind

fi > Homk�Vi,k� � �Vi�
�

für i > �1, . . . , k�, so gilt

f1 a . . . a fk > Homk �

k

A

i�1

Vi,k� � �
k

A

i�1

Vi�

�

. (425)

Satz B.11. Seien V1, . . . , Vk endli
h-dimensionale k-Vektorräume. Dann sind

�

k
i�1 �Vi�

�

und
�

�

k
i�1 Vi�

�

kanonis
h isomorph. Der Isomorphismus wird indu-

ziert dur
h

k

�

i�1

�Vi�
�

�� �

k

A

i�1

Vi�

�

, �f1, . . . , fk� z� f1 a . . .a fk. (426)

Zusatz. Ist i > �1, . . . , k� und �vi,1, . . . , vi,in� Basis von Vi, so ist gemäÿ (425)

�v�1,j1 a . . . a v
�

k,jk
S�i>�1,...,k� ji > �1, . . . , in�� eine Basis von

�

�

k
i�1 Vi�

�

.

Beweis. Aus Dimensionsgründen genügt es, zu zeigen, daÿ die dur
h (426)

induzierte Abbildung surjektiv ist, und hierfür wiederum genügt es, zu zeigen,

daÿ eine Basis von
�

�

k
i�1 Vi�

�

im Bild von (426) liegt.

Sei i > �1, . . . , k� und sei �vi,1, . . . , vi,in� eine Basis von Vi. Gemäÿ Satz B.5 ist

dann
�v1,j1 a . . . a vk,jk S�i>�1,...,k� ji > �1, . . . , in�� eine Basis von �

k
i�1 Vi. Wegen

dimk�
k
i�1 Vi �ª ist weiter �

�v1,j1 a . . .a vk,jk�
�

S�i>�1,...,k� ji > �1, . . . , in�� eine

Basis von
�

�

k
i�1 Vi�

�

, deren Elemente
�v1,j1 a . . . a vk,jk�

�

na
h (425) mit den

v�1,j1a . . .av
�

k,jk
identi�ziert werden

110

, und letztere liegen trivialerweise im Bild

der Abbildung in (426). ✷

Satz B.12. Sind V1, . . . , Vk,W endli
h-dimensionale k-Vektorräume mit Basen

�vi,1, . . . , vi,in� von Vi für i > �1, . . . , k� und �w1, . . . ,wm� von W , so ist

� �v�1,j1 a . . . a v
�

k,jk
�
awl

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>
�

�

k
i�1 V

�

i
�
aW

S�i>�1,...,k� ji > �1, . . . , in� , l > �1, . . . ,m��

eine Basis von L�V1, . . . , Vk;W �.

111

Für ϕ > L�V1, . . . , Vk;W � gilt

ϕ �

m

Q

l�1

�w�

l X ϕ�wl

�

m

Q

l�1

w�

l � Q

j1,...,jk

�v�1,j1 a . . . a v
�

k,jk
�

�

�ϕ� �v�1,j1 a . . . a v
�

k,jk
�
�wl

�

m

Q

l�1

Q

j1,...,jk

w�

l �ϕ�v1,j1 , . . . , vk,jk�� �v
�

1,j1
a . . . a v�k,jk� wl.

110

Denn es gilt zum einen �v1,i1 a . . . a vk,ik�
�

�v1,j1 a . . . a vk,jk� � δi1,j1� δik,jk und zum

anderen v�1,i1 a . . . a v�k,ik�v1,j1 a . . . a vk,jk� � δi1,j1� δik,jk .

111

Bea
hte, daÿ

L�V1, . . . , Vk;W �

a

k
X ...
�� Homk �

k

A

i�1

Vi,W�

B.7
�� �

k

A

i�1

Vi�

�

aW
B.11
�� �

k

A

i�1

V
�

i �aW

kanonis
he k-Vektorraum-Isomorphismen sind.
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Bemerkung. Es gilt natürli
h au
h

ϕ �

Q

j1,...,jk

ϕ�v1,j1 , . . . , vk,jk� v
�

1,j1
a . . .a v�k,jk .

Beweis des Satzes. Aus Dimensionsgründen genügt es zu zeigen, daÿ die an-

gegebene Menge ein Erzeugendensystem ist, und dies haben wir mit der obigen

Entwi
klung von ϕ > Lk�V1, . . . , Vk;W � gezeigt. ✷
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unbestimmtes, 150

uneigentli
hes Riemann-, 141, 288

Intervall, 16

ni
ht-entartetes, 136

Ja
obi-Matrix, 194

Jordan-meÿbare Menge, 258

Jordan-Nullmenge, 260

Körper, 11

angeordneter, 13
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ar
himedis
h angeordneter, 21

vollständig angeordnet, 16

Kardinalzahl, 30

kartesis
hes Produkt, 6

Kettenregel, 88, 137, 182, 195, 199

Koe�zienten

einer ganz-rationalen Funktion, 79,

208

eines Polynomes, 78, 208

Kompaktheit, 43, 160

Folgen-, 162

von Intervallen, 16

Komplement, 5

Kontinuumshypothese, 38

Konvergenz

absolute � von Reihen, 59, 177

glei
hmäÿige � von Abbildungsfol-

gen, 174

punktweise � von Abbildungsfolgen,

72, 174

von Folgen in R oder C, 45, 300

von Folgen in

ÂC, 51

von Folgen in

ÂR, 48

von Folgen in topologis
hen Räu-

men, 158

von Reihen, 56, 177

konvex, 219

Koordinatentransformation, 272

Kreiszahl π, 107

Länge

eines Weges, 231

Leibnizs
he Produktregel, 87, 137, 193

Verallgemeinerte, 193

Leibnizs
hes Konvergenzkriterium, 62

Leitkoe�zient

einer ganz-rationalen Funktion, 79

eines Polynomes, 78

Lemma, 2

Limes

einer Folge, 45, 48, 51, 158

einer Funktion, 77, 180

einer Funktionenfolge, 72

einer Reihe, 56

links- bzw. re
htsseitiger, 101

Limes inferior, 53

Limes superior, 53

Lips
hitz-stetig, 130

Logarithmus

allgemeiner, 112

naturalis, 108

Maÿ

äuÿeres, 257

inneres, 257

Majorante, 59

Majorantenkriterium, 59

für absolute Konvergenz, 60

maximale Intervallänge einer Zerlegung,

122

Maximum, 17

Maximumsnorm auf Rn, 159

meÿbare Menge, 258

Menge, 4

abges
hlossene, 17, 43, 154, 155

abzählbare, 31

bes
hränkte, 14, 43, 160

Cantor-, 262


harakteristis
he Funktion einer, 257

endli
he, 30

hö
hstens abzählbare, 31

induktive, 18

Jordan-meÿbare, 258

kompakte, 17, 43, 160

leere, 4

meÿbare, 258

Ober-, 4

o�ene, 17, 43, 154

o�ene � einer Teilmenge, 155

Smith-Volterra-Cantor, 251

Teil-, 4

Mengenfamilie, 4

Metrik, 153

euklidis
he, 153

Minimum, 17

Minorante, 59

Minorantenkriterium, 59

Mittelwertabs
hätzungssatz, 187

Mittelwertsatz

der Di�erentialre
hnung, 90, 186

der Integralre
hnung, 264

Erster � der Integralre
hnung, 132

Verallgemeinerter � der Di�erenti-

alre
hnung, 91
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Verallgemeinerter erster � der In-

tegralre
hnung, 132

Zweiter � der Integralre
hnung, 140

Monade, 296

Monotonie

von Folgen, 49, 50

von Funktionen, 81

Negative, 9

Norm, 153

euklidis
he � auf Rn, 152

Maximums- auf Rn, 159

Spektral-, 169

Nullfolge, 45

Nullmenge, 260

Oberintegral, 123, 244, 247, 254

Obersumme, 122, 243

o�ener Kern, 17, 44, 155

Operator

bes
hränkter, 168

Operatornorm, 168

Ordinatenmenge, 239

Ordninatenmenge, 271

Partialbru
hzerlegung, 147

Partialprodukt, 25

Partialsumme, 25, 55

Partielle Ableitung, 188

n-ter Ordnung, 205

Partielle Di�erenzierbarkeit, 188

n-ter Ordnung, 205

Partielle Integration, 139

Pas
als
hes Dreie
k, 27

Polarkoordinaten

n-dimensionale, 287

ebene, 285

räumli
he, 286

Polynom, 78, 208

Positivberei
h, 13

Potenz, 24

Potenzfunktion, 112

Potenzreihe, 73

Produktregel, 87, 137, 193

Verallgemeinerte, 193

Quader, 239

ni
ht-entartet, 280

Quantor, 3

Quotientenkriterium, 60

Quotientenregel, 87, 137, 193

Rand, 156

Randpunkt, 157

Raum

Bana
h-, 172

Hausdor�-, 157

metris
her, 153

vollständiger, 172

topologis
her, 154

Realteil, 42

Reihe, 55

absolut konvergente, 59, 177

alternierende, 62

geometris
he, 56

harmonis
he, 58

alternierende, 62

konvergente, 56

Teil-, 62

Rekti�zierbarkeit eines Weges, 231

Reziproke, 10

Ri
htungsableitung, 181, 197

Riemann-Integral, 124, 235, 250, 254

uneigentli
hes, 141, 288

Riemanns
he Summe, 129, 236, 252

Rotationskörper, 272

Satz, 2

Äquivalenz- von Bernstein, 28

über implizit de�nierte Abbildun-

gen, 223, 226

über monotone Folgen, 49

Binomis
her, 27

Darbouxs
her Zwis
henwert-, 92

Diri
hlets
her S
hubfä
her-, 32

Erster Mittelwert- der Integralre
h-

nung, 132

Fixpunkt- von Bana
h, 176

Fundamental- der Algebra, 43

Fundamental- der Algebra im Re-

ellen, 147

Haupt- der Di�erential- und Inte-

gralre
hnung, 138, 238

Mittelwert- der Di�erentialre
hnung,

90, 186
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Mittelwert- der Integralre
hnung,

264

Mittelwertabs
hätzungs-, 187

Riemanns
her Umordnungs-, 63

Transformations-, 274

Umkehr-, 217

Verallgemeinerter erster Mittelwert-

der Integralre
hnung, 132

Verallgemeinerter Mittelwert- der

Di�erentialre
hnung, 91

vom Maximum bzw. Minimum, 80,

165

von Bolzano, 80

von Bolzano-Weierstraÿ, 51, 161

von Cavalieri, 269

von Fubini, 267

von Hessenberg, 36

von Rolle, 90

von S
hwarz, 203

von Weierstraÿ, 80

Zweiter Mittelwert- der Integralre
h-

nung, 140

Zwis
henwert-, 80

S
hranke

obere, 14

untere, 14

Sinus, 61, 105

Sinus hyperboli
us, 113

Skalarprodukt, 152

euklidis
hes auf Rn, 152

Smith-Volterra-Cantor-Menge, 251

Spektralnorm, 169

Spektralradius, 169

Stammfunktion, 138

Stetigkeit, 76, 162, 298

Folgen-, 164

glei
hmäÿige, 83, 166, 299

Strenge Monotonie

von Folgen, 46

von Funktionen, 81

Substitutionsregel, 140

Summenregel, 87, 137

Superposition zweier Zerlegungen, 240

Supremum, 15

surjektiv, 6

Tangens (hyperboli
us), 115

Taylors
he ganz-rationale Funktion, 97,

208

Taylors
hes Restglied, 97, 208

Teilfolge, 46

Teilpunkte einer Zerlegung, 122

Teilraumtopologie, 155

Teilreihe, 62

Tensorprodukt, 302

Topologie, 154

Transformationssatz, 274

Ultra�lter, 290

Umgebung, 155

Umkehrsatz, 217

uneigentli
hes Riemann-Integral, 141,

288

unendli
h, 15, 51

minus, 15, 48

plus, 15, 48

Unglei
hung

Bernoullis
he, 20

Cau
hy-S
hwarzs
he, 153

Dreie
ks-, 14, 42, 153

Unterintegral, 124, 244, 247, 254

Untersumme, 122, 243

Urbild, 5

Vektorraum

euklidis
her, 152

normierter, 153

Verfeinerung einer Zerlegung, 122, 240

Verglei
hskriterium, 59

für absolute Konvergenz, 60

Volumen

einer Jordan-meÿbaren Menge, 258

eines Quaders, 239

Würfel, 275

Wahrheitwertetafel, 1

Weg, 184

-länge, 231

Integrierbarkeit eines, 235

Rekti�zierbarkeit eines, 231

stü
kweise stetig di�erenzierbar, 232

Wurzel, 34

Wurzelkriterium, 61

Zahlen
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ganze, 21

hyperreelle, 291

komplexe, 41

natürli
he, 18

positive, 20

rationale, 24

reelle, 8

negative, 13

positive, 13

rein imaginäre, 42

Zerlegung

ausgezei
hnete Folge von �en, 128,

252

eines kompakten Intervalles, 122

eines kompakten Quaders, 240

Zwis
henpunktsystem einer Zerlegung,

129, 252

Zylinderkoordinaten, 285
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