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Ubungsblatt 12

Hinweis: Die Klausur findet am Samstag, dem 3. Februar 2007, von 9.30 - 12.30 Uhr in
den Horsélen IT und III der Chemischen Institute statt. Wenn Sie an der Klausur teilnehmen
wollen, ist es notwendig, dafl Sie bei den jeweiligen Priifungsdmtern angemeldet sind und
erfolgreich an den Ubungen teilgenommen haben. Wenn Sie zur Klausur angemeldet sind
und am 3. Februar nicht erscheinen, wird die Priifung als nicht bestanden bewertet. Bringen
Sie Ihren Personal- und Studentenausweis sowie Schreibutensilien mit! Das Papier wird vom
Institut gestellt. Weitere Hilfsmittel wie Biicher, Manuskripte oder Taschenrechner sind nicht
zugelassen. Korrigiert wird nur die mit Fiiller oder Kugelschreiber gefertigte Reinschrift.
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Aufgabe 1. Berechnen Sie limy, o0 (5,57, gnﬁ, %, Vn).

Definition. Zwei Metriken d,d’ auf einer Menge X heiflen dquivalent, wenn es C,C’ > 0
gibt derart, daf gilt:

Voyex d(z,y) < Cd(z,y) A d(z,y) < C'd(z,y)
Aufgabe 2.

(i) Wir definieren fiir z,y € R"

n
(2, y) ;vaz vil und - doo(a,y) 1= max |z — yil
1=

Zeigen Sie, dal dy und d, Metriken sind.

(ii) Zeigen Sie, daf die Metriken dy, dg, ds auf R™ dquivalent sind.
Aufgabe 3. Seien A # () eine Menge und (fy)nen eine Cauchyfolge in (B(A), doo)-
(i) Sei = € A. Leiten Sie aus der Ungleichung |f,(z) — fim(2)| < doo(fn, fm) her, daBl

(fn())nen eine Cauchyfolge in C ist.

(ii) Essei f: A — C definiert durch f(z) := lim,,—,o fy(z).Weiter seien € > 0 und n(e) € N

mit
€
vaceAvm,nzn(s) |fn(x) - fm(x)‘ < doo(fn7fm) < 5
Beweisen Sie durch Grenziibergang fiir m — oo, dafi gilt:
€
Vaea |fn(@) — f2)] < 5 (1)

2

bitte wenden



(iii) Zeigen Sie mit obiger Ungleichung (1), da8 gilt f € B(A) und lim, .~ f, = f in B(A).
Daher ist (B(A),dx) vollstéandig.

Aufgabe 4. Wir bezeichnen mit ¢; die Menge aller komplexen Folgen (ay)nen fiir die

Y nen an absolut konvergent ist. Auerdem setzen wir fiir a = (an)nen, b = (bn)nen € £1:

oo
di(a,b) =Y |an — by
n=1
Zeigen Sie, daBl (¢1,d;) ein vollstédndiger metrischer Raum ist.
Tip: Verwenden Sie die Beweisidee von Aufgabe 3.

Aufgabe 5. Losen sie mit dem Iterationsverfahren des Banachschen Fixpunktsatzes die
Gleichung #3 + 12z — 1 = 0 auf [0, 1] mit einem Fehler kleiner 1073.

Aufgabe 6. Betrachte die Folge (fy)nen von Funktionen [0, 1] — [0, 1], definiert durch
VneN Yaepo,1] fau(x) = 2"
Zeigen Sie, daB (fy,)nen punktweise gegen die Funktion

f:[0,1] — [0,1]

konvergiert, d.h. V,e[0,1) limy—oo fn(7) = f(7). Zeigen Sie weiter, daf ( f,,)nen nicht gleichméBig

gegen f konvergiert.

Aufgabe 7. Seien U, V, W K-Vektorrdaume und f: U — V, g: V — W lineare Abbildungen.

Beweisen Sie:
(i) go f: U — W ist linear.
(i) Ist f bijektiv, so ist f~! ebenfalls linear.
(iii) Sind f und g Isomorphismen, so ist auch g o f ein Isomorphismus.
(iv) Auf der Menge Uk aller K-Vektorrdume wird durch
Vviveewy Vi~ Vo & Vi ist isomorph zu V5

eine Aquivalenzrelation ~ definiert.

Besprechung in den Ubungsgruppen im SS 2007



