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Ubungsblatt 3

Aufgabe 1 (Uber stetige lineare Abbildungen zwischen normierten R-Vektorriumen).

(i) Seien V, W normierte R-Vektorrdume und f: V' — W eine R-lineare Abbildung.

Beweise, dal dann die folgenden drei Aussagen paarweise dquivalent sind:

(1) f ist stetig
(2) f ist stetig in Oy
(3) JoerVvev [[f (V)] < Cllvll

(i) Sei V := C%Ja,b]) (mit a,b € R, a < b) der R-Vektorraum aller stetigen Funktionen
f: la,b] — R. Zeige zunéchst, daB8 durch Vecy || f|l« = f: |f(t)|dt eine Norm fiir V
definiert wird. Beweise dann, da8 L: (V.|| ||l«) = R, f f(“TH’), eine lineare Abbildung
ist, die nicht stetig ist.

Aufgabe 2. Beweise Satz 1.16 der Vorlesung.

Aufgabe 3. Wir erinnern an unsere Vereinbarung, wonach wir R als topologischen Raum
mit der durch die Maximumsnorm induzierten Topologie und alle Teilmengen N C R" als

topologische Rdume mit der entsprechenden Teilraumtopologie betrachten.

(i) Fiir jedes n € N, n > 2, heifit S"! := {(x1,...,7,) € R"™ |2 + ... 22 = 1} die
Standard (n — 1)-Spdhre.
Zeige, daBl die antipodische Abbildung a: S" ' — S" 1 (21,...,2,) — (—x1,..., —Tn),
stetig ist.

(ii) Seien a,b,c € Ry. E := {(z,y,2) € R®| % + % + 2 = 1} heiBt Ellipsoid. Zeige, daB

a?
f: S? = E, (z,y,2) — (ax, by, cz), ein Homéomorphismus ist.

(iii) Finde einen Homdomorphismus R? \ {0} — S! x R der gelochten Ebene R?\ {0} auf
den Zylinder S' x R C R3.
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Aufgabe 4 (Beispiele zur Kompaktheit). Beweise die folgenden Aussagen:
(i) {%|n € N4} ist eine nicht-kompakte Teilmenge von R.
(i) {%|n € N4} U{0} ist eine kompakte Teilmenge von R.
(iii) R ist ein kompakter Hausdorff-Raum und R ist topologischer Teilraum von R.

Aufgabe 5. Zeige, dal Graph(sin()[g, )U({0} x[—1,1]) eine zusammenhéngende Teilmenge

von R? ist, die nicht wegzusammenhingend ist.
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