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Vorwort

Am Mathematishen Institut wird vor Beginn des Wintersemesters ein Vorkurs

angeboten. Er rihtet sih an Studienanfänger, die ein Studium in einem der fol-

genden Studiengänge aufnehmen wollen: Mathematik, Wirtshaftsmathematik,

Wirtshaftsinformatik, Lehramt an Gymnasien, Gesamtshulen und Berufskol-

legs (mit Mathematik als Unterrihtsfah) sowie Physik, Geophysik und Meteo-

rologie.

Mittels des Vorkurses soll der Einstieg in das Studium erleihtert werden.

Sein Stil ist an den Charakter der Mathematikvorlesungen angelehnt. Wäh-

rend an der Shule mathematishe Begri�e und Methoden vielfah lediglih an

Beispielen erfahren werden, werden in Universitätsvorlesungen zunähst mathe-

matishe Theorien (wie z.B. Analysis, Algebra und Stohastik) auf der Basis

klar formulierter De�nitionen entwikelt. Im Vorkurs soll man ein erstes Ver-

ständnis für diese Zielsetzung, für den Charakter exakter De�nitionen und für

die Herleitung mathematisher Resultate gewinnen.

In dieser Vorlesung wird die Existenz der aus der Shule bekannten Zahlen-

bereihe N
�

,N,Z,Q und R bzw. R
�

mit N
�

` N ` Z ` Q ` R bzw. R
�

` R sowie

die Kenntnis der Rehenoperationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation

und Division (zunähst) vorausgesetzt. N � und damit auh N
�

�� N��0� �, der

Ring Z der ganzen Zahlen und die Körper Q der rationalen Zahlen sowie C der

komplexen Zahlen werden im Verlaufe der Vorlesung eingeführt.

Die Literatur, die wir bei bei der Ausarbeitung der Vorlesung verwendet ha-

ben, �ndet sih unten. [6℄ eignet sih für den Shulabgänger am besten, um sih

mit der Art und Weise, wie an der Universität Mathematik betrieben wird, ver-

traut zu mahen. [4℄ enthält Material, das jeder mathematish gebildete Mensh

kennen sollte; und das tri�t auh auf [2℄ zu. Letzteres ist allerdings erheblih um-

fangreiher. [1℄ maht den Leser mit der mathematishen Sprahe und Notation

vertraut.

Fragen, Verbesserungsvorshläge oder Anmerkungen können Sie gerne an

bok(at)mi.uni-koeln.de senden.

Köln, im Herbst 2007 Christoph Bok und Yvonne Deuster
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1 Aussagen und Regeln des logishen Shlieÿens

Mathematik ist die Betrahtung abstrakter Strukturen, die durh De�nitionen

(oder Axiome) gegeben sind, und die Herleitung von Eigenshaften, die man

über diese Strukturen aussagen kann. Diese Herleitung soll so geshehen, daÿ

alle Menshen zu denselben Ergebnissen kommen (können) und niht etwa zu

sih widersprehenden. Daher beshäftigt man sih mit logishem Shlieÿen.

Auÿerdem muÿ man sih darüber klar sein, wie man die obigen Eigenshaften

formuliert. Dies führt zur Betrahtung von Aussagen.

De�nition 1.1 (Aussagen, Axiome). Eine Aussage ist ein sprahlih und gram-

matish rihtiger Ausdruk, dem eindeutig ein Wahrheitswert � entweder wahr

(w) oder falsh (f) � zugeordnet ist.

Ein Axiom ist eine Aussage, die wir ohne Begründung als wahr betrahten.

Beispiel. Wir setzen im folgenden (zunähst) die Kenntnis der Objekte N
�

, N,

Z, Q und R voraus.

1.) 13 ist eine Primzahl. Aussage, w

2.) 13 ist eine Glükszahl. keine Aussage

3.)

º

2 ist rational. Aussage, f

4.) In unserem Milhstraÿensystem gibt es weiteres Leben. Aussage, w oder f

5.) Es maht Spaÿ, eine Vorlesung vor 400 Hörern zu halten. keine Aussage

6.) Der FC wird im Jahre 2010 deutsher Meister sein.

1

Aussage, w oder f

De�nition 1.2 (Logishe Verknüpfung von Aussagen zu neuen Aussagen). Es

seien A und B Aussagen. Wir de�nieren dann neue Aussagen non A (i.Z.  A ),

A und B (i.Z. A ,B ), A oder B (i.Z. A -B ), entweder A oder B (i.Z. A /B ),

aus A folgt B (i.Z. A� B ) und A ist äquivalent zu B (i.Z. A� B ) durh

die folgenden Wahrheitswertetafeln:

(i)

A  A

w f

f w

(ii)

A B A ,B A -B A /B AÔ� B A
� B

w w w w f w w

w f f w w f f

f w f w w w f

f f f f f w w

Bemerkung.

1.) Im Untershied zur Umgangssprahe ist für uns also aus A folgt B insbe-

sondere immer dann wahr, wenn A falsh ist, (egal ob B wahr oder falsh

ist).

1

Der erstgenannte Autor möhte gerne erwähnen, daÿ bei der Nennung dieses Beispieles

in seiner Vorlesung ein Hörer aufgestanden ist und gesagt hat: �Das ist eine Aussage, und die

ist wahr.� Jener ho�t, daÿ es sih hierbei tatsählih um eine wahre Aussage handelt.
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Beispiel.

a) Wenn morgen die Sonne sheint, gehen wir shwimmen.

Sollte es morgen regnen, so habe ih mein Versprehen gehalten,

gleihgültig, ob wir shwimmen gehen oder niht.

b)

5 � 2 � 1Ô� 4 ist eine Primzahl

und

5 � 2 � 1Ô� 5 ist eine Primzahl

sind gemäÿ unserer De�nition wahre Aussagen, obwohl sie umgangs-

sprahlih wohl eher als unsinnig bezeihnet würden.

2.) Die Shreibweisen

Satz. Vor.: A

Beh.: B oder

Satz. Gelte A. Dann folgt B.

sind per de�nitionem gleihbedeutend mit A� B.

Insbesondere ist jeder Satz wahr, dessen Voraussetzung falsh ist.

Als Beweis eines solhen Satzes bezeihnen wir den unter Benutzung von

wahren Aussagen erfolgenden Wahrheitsnahweis für die Aussage A� B,

d.h. die Veri�zierung einer �wenn, dann�-Aussage und a priori niht etwa

die Veri�zierung der in der Behauptung genannten Aussage B.

Da A� B bei falsher Voraussetzung A stets wahr ist, reduziert sih die

Veri�zierung von A� B auf den Nahweis von: Falls gilt �A ist wahr�, so

folgt auh �B wahr.�

De�nition 1.3 (Aussageformen, Tautotologien, Regeln des logishen Shlie-

ÿens).

(i) Sei k > N
�

. Eine (k-stellige) Aussageform ist ein Ausdruk α mit k Leer-

stellen derart, daÿ für beliebeige Aussagen A1, . . . Ak gilt

α�A1, . . . ,Ak� ist eine Aussage.

(ii) Sei k > N
�

. Eine (k-stellige) Aussageform α heiÿt Tautologie oder tauto-

logish genau dann, wenn α�A1, . . . ,Ak� für alle Aussagen A1, . . . Ak eine

wahre Aussage ist.

(iii) Eine Regel des logishen Shlieÿens ist eine Aussageform

αÔ� β oder α
� β,

wobei α,β Aussageformen sind.
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Beispiel.

1.) Indem man für alle Aussagen A,B

α�A� �
�  A,

β�A,B� �
� A ,B

setzt, wird eine einstellige Aussageform α und eine zweistellige Aussage-

form β de�niert.

2.) Indem man für alle Aussagen A

γ�A� �
� A - � A�

setzt, wird eine Tautologie γ de�niert.

Satz 1.4. Sind A,B,C beliebige Aussagen, so sind die folgenden Aussagen sämt-

lih wahr:

 � A� 
� A, (1)

 �A ,B� 
� �� A� - � B��, (2)

 �A -B� 
� �� A� , � B��, (3)

�A , �B -C�� 
� ��A ,B� - �A ,C��, (4)

�A - �B ,C�� 
� ��A -B� , �A -C��, (5)

�A� B� 
� �� B�� � A��, (6)

�A� B� 
� �� A� -B�, (7)

� �A� B�� 
� �A , � B��, (8)

�A� B� 
� ��A� B� , �B � A��, (9)

�A , �A� B�� Ô� B. (10)

Beweis als Übung. ✷

Bemerkung.

1.) Eine Aussage der Form A� B können wir also nah (8) stets durh die

Aussage �A � B� , �B � A� ersetzen. Dies liefert eine Strategie zum

Beweis von Äquivalenzen.

2.) Aus (6) ergibt sih ein wihtiges Beweisprinzip, nämlih das Prinzip des

indirekten Beweises (Widerspruhsbeweises):

Eine Aussage A ist zu zeigen. Dann wird unter der Annahme  A eine Be-

weiskette konstruiert, welhe auf die Negation  S eines bereits bekannten

Satzes S führt.

Damit wird also  A�  S gezeigt. Nah der Shluÿregel (6) ist dies äqui-

valent zu S � A. Da S bereits als wahr bekannt ist, folgt aus (10) die

Aussage A.

Ein Beispiel hierfür ist der Beweis des folgenden Satzes.
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Satz 1.5.

º

2 ist niht rational.

Beweis. Angenommen

º

2 ist rational. Da sih jede rationale Zahl vollständig

kürzen läÿt, existieren r, s > N
�

mit

º

2 � r
s
und

r
s
vollständig gekürzt. Es folgt

2 � r2

s2
, also

r2 � 2s2, (11)

und somit ist r2 gerade. Da das Quadrat einer ungeraden Zahl ungerade ist

2

,

muÿ nun gelten

r ist gerade. (12)

Daher existiert eine Zahl r̃ > N
�

mit r � 2r̃ und (11) impliziert 4r̃2 � 2s2.

Division durh 2 ergibt 2r̃2 � s2, d.h., daÿ s2 gerade ist. Analog zu oben muÿ nun

auh s gerade sein, also sind nah (12) sowohl r als auh s gerade und besitzen

daher beide 2 als Teiler, im Widerspruh dazu, daÿ

r
s
vollständig gekürzt ist. ✷

Wir haben einige Möglihkeiten gefunden, zwei (oder auh endlih viele)

Aussagen zu einer neuen Aussage zu verbinden. Die wihtigsten sind �und� und

�oder�. Wie steht es aber, wenn man unendlih viele Aussagen mit �und� oder

�oder� verknüpfen will?

De�nition 1.6. Es seien k > N
�

. Eine k-stellige Aussageform mit Einsetzungs-

klassen Ω1, . . .Ωk ist ein sprahlih und grammatish rihtiger Ausdruk H mit

k Leerstellen derart, daÿ für alle x1 aus Ω1, . . ., xk aus Ωk gilt

H�x1, . . . , xk� ist eine Aussage.

Beispiel.

1.) Seien Ω1 �� R und

H�x� �
� x > Q.

Dann sind H�1� und H�

1
2
� wahr, aber H�

º

2� ist falsh.

2.) Seien Ω1 �� N und

H�x� �
� x ist Summe des Quadrates zweier positiver natürliher Zahlen.

Dann sind H�2� und H�25� wahr, aber H�3� ist falsh.

3.) Sind Ω1 �� Ω2 �� R und

H�x1, x2� �
� x1 B x2,

so ist H�2,3� wahr und H�3,2� falsh.

2

�2n � 1�2 � 4n2
� 4n � 1 und 4n2

� 4n ist gerade.
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De�nition 1.7 (Quantoren).

(i) Sei H eine einstellige Aussageform mit einsetzungsklasse Ω. Wir de�nieren

dann zwei neue Aussageformen �xH�x� , i.W. �für alle x gilt H�x��, und

§xH�x� , i.W. �es existiert (mindestens) ein x, für das H�x� gilt�, wie

folgt:

�xH�x� ist per de�nitionem genau dann wahr, wenn für alle x aus Ω die

Aussage H�x� wahr ist;

§xH�x� ist per de�nitionem genau dann wahr, wenn für mindestens ein x

aus Ω die Aussage H�x� wahr ist.

� und § heiÿen Quantoren, die aus berehtigten Gründen auh mit

�

und

�

bezeihnet werden.

Bemerkung.

1.) Es gilt

� ��xH�x���
� �§x � H�x���

und

� �§xH�x���
� ��x � H�x��� .

2.) Es ist einfah, Beispiele zu �nden, in denen �xH�x� falsh, aber

§xH�x� wahr ist.

(ii) Seien H eine zweistellige Aussageform mit Einzetzungsklassen Ω1,Ω2.

Dann können wir neue Aussageformen

�x1
�x2

H�x1, x2� , �x2
�x1

H�x1, x2� ,

�x1
§x2

H�x1, x2� , §x2
�x1

H�x1, x2� ,

§x1
�x2

H�x1, x2� , �x2
§x1

H�x1, x2� ,

§x1
§x2

H�x1, x2� , §x2
§x1

H�x1, x2�

de�nieren.

Bemerkung. I.a. kommt ea auf die Reihenfolge der Quantoren an, wie

das Beispiel Ω1 �� Ω2 �� R mit

H�x1, x2� �
� x1 B x2

zeigt.

Satz 1.8. Sei H eine zweisteellige Aussageform mit Einsetzungsklassen Ω1,Ω2.

Dann gilt

��x1
�x2

H�x1, x2��
� ��x2
�x1

H�x1, x2��

und

�§x1
§x2

H�x1, x2��
� �§x2
§x1

H�x1, x2�� .
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Beweis. Wir beweisen nur ��� der ersten Aussage, den restlihen Teil des

Beweises überlassen wir als Übung.

Wir müssen zeigen

�x1
�x2

H�x1, x2� ist wahr Ô� �x̃2
�x̃1

H�x̃1, x̃2� ist wahr.

Sei also �x1
�x2

H�x1, x2� wahr. Ist x̃2 aus Ω2 beliebig, so ist zu zeigen, daÿ

�x̃1
H�x̃1, x̃2� wahr ist, und dies ist mit x1 �� x̃1 und x2 �� x̃2 für jedes x̃1 aus

Ω1 klar. ✷
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2 Mengen (insbesondere natürlihe Zahlen) und Ab-

bildungen

Naive Mengenlehre

Wir wollen nun Objekte bereitstellen, über die wir etwas aussagen können, sog.

Mengen. Die meisten Menshen haben heute vermutlih ein intuitives Verständ-

nis von dem, was sie unter einer Menge verstehen.

De�nition 2.1 (Mengen à la Cantor (1877)). Eine Menge ist eine Zusam-

menfassung von bestimmten, wohluntershiedenen Objekten unserer Anshau-

ung oder unseres Denkens, welhe wir dann die Elemente der Menge nennen, zu

einem Ganzen.

Ist a ein Element einer Menge M , so shreiben wir a >M und andernfalls

a ¶M .

Wir werden bald sehen, daÿ dieser �naive� Mengenbegri� niht ganz unpro-

blematish ist. Zunähst wollen wir aber mit ihm arbeiten.

De�niton (Quantoren). Seien M eine Menge und H eine einstellige Aussage-

form, deren Einsetzungsklasse Ω die Menge M umfaÿt.

Wir de�nieren drei neue Aussagen wie folgt:

(i) �x>MH�x� �
� �x �x >M � H�x��.

(ii) §x>MH�x� �
� §x �x >M ,H�x��.

(iii) §!x>MH�x� �
� §x>M �H�x� , �y>M �H�y�� x � y��.

Man shreibt übrigens auh

�

anstelle von §!.

Beispiel (für Mengen).

1.) N � �0,1,2, . . .� und Z � �. . . ,�2,�1,0,1,2, . . .�.

2.) �2n � 1 Sn > N� � �1,3,5,7, . . .� ist die Menge der ungeraden Zahlen.

�x > N S§y>N y
2
� x� � �0,1,4,9,16, . . .� ist die Menge der Quadratzahlen.

Für alle a, b > R mit a B b setzen wir �a, b� �� �x > R Sa B x B b�.

Man kann eine Menge auf zwei Arten beshreiben: Entweder durh eine

Aufzählung ihrer Elemente oder durh eine harakteristishe Eigenshaft. Man

beahte, daÿ es bei der Aufzählung der Elemente einer Menge niht auf die

Reihenfolge der Elemente ankommt, z.B. gilt �0,1� � �1,0�. Auÿerdem können

Elemente mehrfah aufgezählt werden, z.B. �0� � �0,0,0�.

De�nition 2.2. Es seien M,N Mengen.

(i) N heiÿt Teilmenge von M (i.Z. N `M ) genau dann, wenn �a>N a > M

gilt.

Ist N keine Teilmenge von M , so shreiben wir N ØM .
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(ii) Wir sagen N ist gleih M (i.Z. N �M ) genau dann, wenn N ` M und

M ` N gilt

Wenn N �M niht gilt, d.h. per de�nitionem N ist ungleih M , so shrei-

ben wir N xM .

Satz 2.3. Es gibt genau eine Menge g , die kein Element enthält.

Beweis. Da M �� �� kein Element besitzt, genügt es die Eindeutigkeit zu

zeigen:

Sei N eine weitere Menge die kein Element besitzt. Nah 2.2 (ii) haben wir

nahzuweisen, daÿ für alle a aus der Klasse aller Objekte gilt

a >M 
� a > N. (13)

Nah De�nition von M ist die linke Seite von (13) falsh, und nah Voraus-

setzung ist die rehte Seite von (13) ebenfalls falsh, d.h. (13) ist wahr. ✷

De�niton (Leere Menge). g heiÿt die leere Menge.

De�nition 2.4. Es seien M und N Mengen. Wir de�nieren dann

(i) die Vereinigung von M und N als die Menge

M 8N �� �a Sa >M - a > N�,

(ii) den Shnitt von M und N als die Menge

M 9N �� �a Sa >M , a > N�,

(iii) die Di�erenz von M und N als die Menge

M �N �� �a Sa >M , a ¶ N� und

(iv) die Potenzmenge von M als die Menge

P�M� �� �

ÇN S

ÇN `M�.

Satz 2.5. Sind L,M,N Mengen, so gelten

(i) die Kommutativität

M 8N � N 8M , M 9N � N 9N,

(ii) die Assoziativität

�M 8N� 8L �M 8 �N 8L� , �M 9N� 9L �M 9 �N 9L�,

(iii) die Distributivität

M 9 �N 8L� � �M 9N� 8 �M 9L�,

M 8 �N 9L� � �M 8N� 9 �M 8L�,

�M 8N� �L � �M �L� 8 �N �L�,

�M 9N� �L � �M �L� 9 �N �L� und

8



(iv) die de Morganshen-Regeln

M � �N 8L� � �M �N� 9 �M �L�,

M � �N 9L� � �M �N� 8 �M �L�.

Beweis als Übung. ✷

Axiomatishe Mengenlehre

Wir kommen zurük auf die eingangs erwähnte Problematik des Cantorshen

Mengenbegri�es.

Wir können Mengen als Elemente anderer Mengen au�assen, beispielsweise

gilt �0� > ��0��. (Ahtung: �0� ` ��0�� gilt niht!) Gemäÿ der Cantorshen

De�nition einer Menge können wir dann auh die Menge der Mengen, die sih

niht selbst enthalten, bilden:

MR �� �N SN ist Menge und N ¶ N�.

Es gibt jetzt zwei Möglihkeiten: Entweder gilt MR > MR; dann folgt aus

der De�nition von MR: MR ¶ MR. Oder es gilt MR ¶ MR; dann folgt aus der

De�nition von MR aber MR >MR. Damit haben wir gezeigt:

MR >MR 
�MR ¶MR.

Gemäÿ der Cantorshen De�nition einer Menge steht jedoh für ein Objekt a

und eine Menge M eindeutig fest, ob a >M oder a ¶M gilt. Die einzig möglihe

Konsequenz ist:

MR ist keine Menge.

Dieses Beispiel von Bertrand Russel (1901) nennt man die Russelshe

Antinomie. Sie zeigt, daÿ der von Cantor vorgeshlagene Mengenbegri� zu

allgemein ist. Solhe Antinomien wurden shon in der Antike betrahtet. Der

Kreter Epimenides sagte im 6. Jh. v. Chr.: �Alle Kreter lügen.�

Um den obigen Widerspruh (und weitere) zu vermeiden, verzihten wir

völlig auf die De�nition einer Menge und gehen statt dessen axiomatish vor.

Die heute übliherweise der Mathematik zugrundeliegende Axiomatishe Men-

genlehre nah Zermelo und Fraenkel mit Auswahlaxiom, die man kurz mit

(ZFC) bezeihnet, werden wir im folgenden angeben. Soweit man weiÿ, ist (ZFC)

widerspruhsfrei.

Wir betrahten eine Klasse von Objekten, die wir Mengen nennen. Für je

zwei Mengen X,Y stehe eindeutig fest, ob X > Y oder Y ¶X gilt.

Axiom 1 (Existenz-Axion). Es gibt (mindestens) eine Menge, die kein Element

besitzt.

Axiom 2 (Extensions-Axion). Zwei Mengen sind genau dann gleih, wenn sie

dieselben Elemente besitzen.

Axiom 2 besagt genau, daÿ für alle Mengen M,N gilt

M � N 
�M ` N ,N `M.
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Wie beim Beweis von Satz 2.3 folgt aus den Axiomen 1 und 2, daÿ genau

eine Menge g , die kein Element besitzt, existiert.

Axiom 3 (Komprehensions-Axiom). Sei P eine für Mengen de�nierte einstellige

Aussageform.

Dann ist für jede Menge M auh

�X >M SP �X� ist wahr�

eine Menge.

Beispiel.

1.) Wenn wir bereits wüÿten, daÿ N eine Menge ist, so folgte aus Axiom 3,

daÿ auh die Menge der geraden Zahlen

�n > N S 2 Sn�

eine Menge ist.

2.) Sind M,N Mengen, so sind auh

M 9N � �X >M SX > N�,

M �N � �X >M SX ¶ N�

Mengen.

Axiom 4 (Paarmengen-Axiom). Sind M,N Mengen, so ist auh �M,N� eine

Menge. (Beahte, daÿ im Falle M � N gilt, daÿ �M� eine Menge ist.)

Beispiel. �g�,��g�� und �g,�g�� sind Mengen.

Axiom 5 (Vereinigungsmengen-Axiom). IstM eine Menge, so ist auh

�M>MM

eine Menge.

Axiom 5 nennen wir der Vollständigkeit halber, wihtig für uns ist das fol-

gende Beispiel:

Beispiel. Für Mengen A,B ist nah Axiom 4 auh �A,B� eine Menge, und es

gilt nah Axiom 5, daÿ auh

A 8B � �X S§M>�A,B�

X >M�

eine Menge ist.

Axiom 6 (Potenzmengen-Axiom). Mit M ist auh P�M� eine Menge.

Aus den bisherigen Axiomen folgt nur die Existenz endliher Mengen. Wir

möhten aber selbstverständlih eine Menge

�0,1,2, . . .�

haben � und diese dann dieMenge der natürlihen Zahlen nennen. Wir beginnen

damit, die ersten natürlihen Zahlen zu de�nieren:
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De�nition 2.6.

0 �� g,

1 �� 0 8 �0� � �g� ,

2 �� 1 8 �1� � �g,�g��,

3 �� 2 8 �2� � �g,�g�,�g,�g���

usw.

Allgemein setzen für eine Menge X den Nahfolger von X als

S�X� ��X 8 �X�

und shreiben auh X � 1 für S�X�. Also gilt 1 � 0� 1, 2 � 1� 1, 3 � 2� 1 usw.

Eine Menge I heiÿt induktiv genau dann, wenn gilt

0 > I , �X > I Ô� X � 1 > I� .

Da man aus den ersten sehs Axiomen niht die Existenz einer induktiven

Menge herleiten kann, ist es naheliegend, das folgende hinzuzunehmen.

Axiom 7 (Unedlihkeitsaxiom). Es existiert (mindestens) eine induktive Menge,

die wir mit I0 bezeihnen.

De�nition 2.7. Nah Axiom 3 ist

N �� �X > I0 SX > I für jede induktive Menge I�

eine Menge, die wir die Menge der natürlihen Zahlen nennen.

Satz 2.8. N ist eine induktive Menge, und für jede induktive Menge I gilt N ` I.

Beweis. Aus der De�nition von N folgt o�enbar

X > N
�X > I für jede indultive Menge I. (14)

Hieraus ergibt sih sofort, da0 N Teilmenge einer jeden induktiven Menge ist.

Zu zeigen bleibt, daÿ N induktiv ist:

1.) Für jede induktive Menge I gilt per de�nitionem 0 > I, also nah (14)

auh 0 > N.

2.) Sei n > N. Dann gilt nah (14) für jede induktive Menge I auh n > I,

also n � 1 > I. Wiederum nah (14) gilt dann auh n � 1 > N. ✷

Satz 2.9 (Prinzip der vollständigen Induktion, 1. Version). Sei P eine für na-

türlihe Zahlen de�nierte einstellige Aussageform mit

P �0� (�Induktionsanfang�),

�n>N �P �n�Ô� P �n � 1�� (�Induktionsshritt�).

Dann gilt: �n>NP �n�.

Beweis. I �� �n > N SP �n�� ist nah Voraussetzung eine induktive Menge,

d.h. nah Satz 2.8: N ` I, also �n>NP �n�. ✷
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Anwendungen des Prinzipes der vollständigen Induktion sowie

Primzahlen

Der auf dem zuletzt herausgegebenen 10 DM-Shein abgebildete Carl Fried-

rih Gauÿ (1777 - 1855) hat den folgenden Satz angeblih als Shüler (mit

anderer Begründung) bewiesen.

Satz 2.10. �n>N

n

Q

i�0

i �
n �n � 1�

2
.

Beweis. Wir de�nieren auf den natürlihen Zahlen eine einstellige Aussage-

form P durh

�n>N P �n� �
�
n

Q

i�0

i �
n �n � 1�

2
.

Induktionsanfang: Wir müssen zeigen, daÿ P �0� gilt, und das ist klar.

Induktionsshritt: Wir müssen unter der Annahme, daÿ P �n� für n > N gilt,

welhe man Induktionsvoraussetzung nennt, zeigen, daÿ P �n � 1� gilt. Aus der

Induktionsvoraussetzung folgt

n�1

Q

i�1

i � �

n

Q

i�1

i� � �n � 1� �
n �n � 1�

2
� �n � 1�

�

�n � 1� � �n � 2�

2
,

womit P �n � 1� gezeigt ist.

Der Satz folgt nun aus Satz 2.9. ✷

Der Beweis des folgenden Satzes demonstriert die üblihe Kurznotation eines

Beweises durh vollständige Induktion.

Satz 2.11. �n>N

n

Q

i�0

�2 i � 1� � �n � 1�2.

Beweis. n � 0:
P

0
i�0�2 i � 1� � 1 � �0 � 1�2.

n( n � 1:

n�1

Q

i�0

�2 i � 1� � �

n

Q

i�0

�2 i � 1�� � 2 �n � 1� � 1
IV

� �n � 1�2 � 2 �n � 1� � 1

� ��n � 1� � 1�2

✷

Bemerkung.

1.) (Unerläÿlihkeit der Verankerung)

Für die o�enbar falshe Formel

�n>N

n

Q

i�0

i �
n �n � 1�

2
� 5

gelingt o.w. der Induktionsshritt, aber natürlih niht die Verankerung.
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2.) (Unerläÿlihkeit des Induktionsshrittes)

Betrahe den Ausdruk n2
� n � 17. Setzt man n > �0,1, . . . ,15� ein, so

erhält man 17,19,23,29,37, 47, . . . ,257, also stets Primzahlen, s.u. 2.14.

Man könnte vermuten, daÿ n2
� n � 17 für jedes n > N eine Primzahl ist.

Aber

162 � 16 � 1 � 16 � �16 � 1� � 17 � �16 � 1� � 17 � 172

ist keine Primzahl.

Man kann übrigens zeigen, daÿ

ak n
k
� ak�1 n

k�1
� . . . � a1 n � a0 mit k > N

�

und a0, . . . , ak > Z

niemals für alle n > N eine Primzahl ergeben kann. Aber z.B. n2
�79n�1601

liefert erstmals für n � 80, wobei n > N sei, keine Primzahl.

Satz ? Für jedes n > N besitzen je n paarweise vershiedene Menshen dieselbe

Augenfarbe.

�Beweis.� Für n � 0 (oder n � 1) ist die Aussage trivial.

Sei also n > N und gelte die Behauptung für n. Sind dann �n � 1� paarweise

vershiedene Menshen M1, . . . ,Mn�1 gegeben, so besitzen nah Induktionsvor-

aussetzung sowohl M1, . . . ,Mn als auh M2, . . . ,Mn�1 dieselbe Augenfarbe, also

auh M1, . . . ,Mn�1.

Wo liegt der Fehler?

Satz 2.12 (Prinzip der vollständigen Induktion, 2. Version). Sei P eine für

natürlihe Zahlen de�nierte einstellige Aussageform mit

P �0� (�Induktionsanfang�),

�n>N ��P �0� , . . . , P �n��Ô� P �n � 1�� (�Induktionsshritt�).

Dann gilt: �n>NP �n�.

Beweis. Wir de�nieren eine auf den natürlihen Zahlen de�nierte Aussage-

form

ÇP durh

�n>N �

ÇP �n� �
� P �0� , . . . , P �n�� .

Da aus der Voraussetzung sofort

ÇP �0� folgt, haben wir wegen Satz 2.9 zu zeigen,

daÿ auh gilt

�n>N �

ÇP �n�Ô� ÇP �n � 1�� .

Dies ist aber klar. ✷

Wir werden die zweite Version des Prinzipes der vollständigen Induktion

nutzen, um zu zeigen, daÿ sih jede natürlihe Zahl, die gröÿer als eins ist, als

Produkt von Primzahlen shreiben läÿt.

De�nition 2.13. Seien k > Z und t > Z � �0�.

Wir sagen �t teilt k� (i.Z. t Sk ) genau dann, wenn eine Zahl l > Z mit k � l � t

existiert.
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De�nition 2.14 (Primzahlen). Eine natürlihe Zahl p > N mit p A 1 heiÿt

Primzahl genau dann, wenn p als einzige positiven Teiler die Zahlen 1 und p

besitzt.

Bemerkung. Wir haben den Begri� der Primzahl eingeführt, niht etwa die

sog. Primeigenshaft, vgl. Übungen.

Satz 2.15. Ist p > N mit p A 1, so sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) p ist Primzahl.

(ii) p ist unzerlegbar, d.h. per de�nitionem, daÿ für m,n > N mit p �m �n gilt

m � 1 oder n � 1.

Beweis. �(i) � (ii)� Seien p eine Primzahl und m,n > N mit p �m � n. Dann

folgt m Sp, also � da p Primzahl � m � 1 oder m � p. Im Falle m � 1 sind wir

fertig. Im Falle m � p folgt aus p �m � n, daÿ gilt n � 1.

�(ii) � (i)� Seien p unzerlegbar und t > N ein positiver Teiler von p, d.h.

§n>N p � n � t.

Da p unzerlegbar ist, folgt entweder n � 1 oder t � 1. Ist t � 1, so ist die

Behauptung wegen der Beliebigkeit von t gezeigt. Ist n � 1, so gilt t � p, und die

Behauptung ist ebenfalls wegen der Beliebigkeit von t gezeigt. ✷

Satz 2.16. Jede natürlihe Zahl n A 1 ist (endlihes) Produkt von Primzahlen.

Beispiel. 15 � 3 � 5 und 70 � 2 � 5 � 7.

Bemerkung.

1.) Das Produkt kann auh nur aus einem Faktor bestehen, nämlih dann,

wenn n eine Primzahl ist.

2.) Primfaktoren können mehrfah auftreten, z.B. gilt 12 � 2 � 2 � 3.

3.) Wir werden unten einsehen, daÿ die Zerlegung in Primfaktoren bis auf die

Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist.

Beweis des Satzes. Wir de�nieren auf den natürlihen Zahlen eine einstellige

Aussageform P wie folgt

�n>N �P �n� �
� �n � 2� ist endlihes Produkt von Primzahlen� .

P �0� ist trivial. Sei also n > N mit P �0� , . . . , ,P �n�. Wir haben zu zeigen,

daÿ P �n � 1� gilt. Ist n � 3 eine Primzahl, so sind wir fertig. Ist n � 3 keine

Primzahl, so existieren nah Satz 2.15 Zahlen k, l > N mit k A 1 und l A 1 derart,

daÿ n�3 � k �l, also 2 B k, l B n�2, gilt. Nun lassen sih wegen P �0� , . . . , ,P �n�

sowohl k als auh l als endlihes Produkt von Primzahlen shreiben, woraus sih

P �n � 1� ergibt. ✷

Satz 2.17 (Prinzip der Wohlordnung der Menge der natürlihen Zahlen). Jede

niht-leere Teimenge von N besitzt ein kleinstes Element.
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Bemerkung. Die zu N gleihmähtige Menge �

1
n�1

Sn > N� ` Q besitzt kein

kleinstes Element.

Beweis des Satzes. Wir führen den Beweis indirekt und nehmen an, daÿ X

eine niht-leere Teilmenge von N ist, die kein kleinstes Element besitzt. Wir

de�nieren auf den natürlihen Zahlen eine einstellige Aussageform P durh

�n>N �P �n� �
� n ¶ X�

und zeigen �n>NP �n�, womit X � g, also ein Widerspruh nahgewiesen ist.

P �0� ist evident, denn 0 ist das kleinste Element von N aX.

Sei nun n > N und gelte P �0� , . . . , P �n�, d.h.

0, . . . , n ¶ X.

Wäre n� 1 >X, so wäre n� 1 das kleinste Element von X, Widerspruh! Damit

gilt auh P �n � 1�. ✷

Satz 2.18 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natülihe Zahl, die gröÿer

als eins ist, läÿt sih bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig als (endli-

hes) Produkt von Primzahlen shreiben.

Beweis. Die Existenz haben wir bereits in Satz 2.16 bewiesen. Zu zeigen

bleibt die Eindeutigkeit. Hierbei shlieÿen wir indirekt und nehmen an, es gäbe

eine natürlihe Zahl, die gröÿer als eins ist, die sih auf zwei Arten in Primfak-

toren zerlegen läÿt. Nah Satz 2.17 gibt es dann ein kleinstes n > N mit n C 2

vershiedenen Primfaktorzerlegungen

n � p1�pr, (15)

n � q1� qs. (16)

Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte p1 B . . . B pr und q1 B . . . B qr.

Da n die kleinste natürlihe Zahl gröÿer eins mit zwei vershiedenen Primfak-

torzerlegungen ist, gilt p1 x q1, denn sonst hätte

n
p1

�

n
q1

dieselbe Eigenshaft.

Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte weiter p1 � q1. Dann folgt

q1 A p1 A 2, (17)

da n im Falle p1 � 2 wegen (15), (16) sonst eine gerade sowie ungerade natürlihe

Zahl wäre, und wir setzen

m �� n � p1 � q2� qs
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�15�
� p1��p2�pr�q2� qs�

�16�
� �q1 � p1� � q2� qs > �2, . . . n � 1�, (18)

beahte, daÿ p1, q1 Primzahlen mit (17) sind.

Da n die kleinste natürlihe Zahl gröÿer eins mit vershiedenen Primfaktor-

zerlegungen ist, folgt aus (18) und p1 � q1 B q2 B . . . B qs

p1 S �q1 � p1� - p1 > �q2, . . . , qs�,

also wegen p1 � q1 B q2 B . . . B qs: p1 S�q1 � p1�. Somit existiert k > N
�

mit

p1 � k � q1 � p1, d.h.

q1 � p1 � �k � 1�
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

C2

,

im Widerspruh dazu, daÿ q1 eine Primzahl ist. ✷
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Abbildungen

Seien M,N Mengen. Intuitiv würden wir eine Abbildung f � M � N als eine

Zuordnung de�nieren, die jedem Elemten x > M genau ein Element f�x� > N

zuordnet. Vom axiomatishen Standpunkt aus gesehen, kennen wir jedoh nur

Mengen und wollen sämtlihe Objekte als Mengen de�nieren. Wie können wir

eine Abbildung als Menge interpretieren?

Zunähst benötigen wir die De�nition des kartesishen Produktes zweier

Mengen: Gehen wir vorerst wieder von der Intuition aus, so würden wir das

Produkt von M und N als

M �N �� ��a, b� Sa >M , b > N�

de�nieren und zwei Elemente �a, b�, �ã, b̃� > M �N genau dann gleih nennen,

wenn gilt a � ã sowie b � b̃. Was aber genau soll �a, b� sein? Und warum ist

M �N eine Menge?

Das folgende Lemma, dessen Beweis wir dem Leser als Übung überlassen,

liefert eine Möglihkeit eine Menge M �N mit den gewünshten Eigenshaften

zu de�nieren.

Lemma 2.19. Seien M,N Mengen, und a, ã >M sowie b, b̃ > N .

Dann gilt:

(i)
�
�a�,�a, b�� > P�P�M 8N��.

(ii)
�
�a�,�a, b�� � ��ã�,�ã, b̃��
� �a � ã , b � b̃�. ✷

De�nition 2.20. Es seien M,N Mengen.

(i) Für a >M und b > N de�nieren wir

�a, b� ��
�
�a�,�a, b�� > P�P�M 8N��.

(ii) Nah Axiom 3 ist

M �N �� �X >P�P�M 8N�� SX � �a, b� , a >M , b > N�

eine Menge, die wir das kartesishe Produkt von M und N nennen.

Eine Abbildung f � M � N soll, wie oben besprohen, jedem Element x >M

genau ein Element f�x� > N zuordnen. Wir können diese Zuordnung x ( f�x�

für jedes x > M als ein Element �x, f�x�� > M �N au�assen. Daher de�nieren

wir:

De�nition 2.21. Es seien M,N Mengen.

Eine Abbildung f � M � N ist per de�nitionem eine Teilmenge Γf von M �N

derart, daÿ gilt

�x>M§!y>N �x, y� > Γf . (19)

Für jedes x > N heiÿt das eindeutig bestimmte Element y wie (19) der Wert von

f an der Stelle x, und man shreibt hierfür auh f�x� .
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Ist A eine Teilmenge von M , so heiÿt die Menge, vgl. Axiom 3,

f�A� �� �b > N S§a>A f�a� � b�

das Bild von A unter f .

Für jede Teilmenge B von M setzen wir das Urbild von B unter f als

f
1
�B� �� �a >M S§b>B f�b� � a�.

Die Menge aller Abbildungen M � N sei mit Abb�M,N� bezeinet. Daÿ

dies eine Menge ist, folgt aus Axiom 3 und (19).

De�nition 2.22 (Injektion, Surjektion und Bijektion). Es seien M,N Mengen

und f � M � N eine Abbildung. Wir de�nieren

(i) f injektiv �
� �x,x̃>M �f�x� � f�x̃�� x � x̃�,

(ii) f surjektiv �
� �y>N§x>M f�x� � y,

(iii) f bijektiv �
� f injektiv und surjektiv 
� �y>N§!x>M f�x� � y.

Eine injektive bzw. surjektive bzw. bijektive Abbildung nennt man auh Injek-

tion bzw. Surjektion bzw. Bijektion.

De�nition 2.23 (Identität, Einshränkung, Kompsition, katesishes Produkt

einer Mengenfamilie). Seien M,N Mengen.

(i) Die Abbildung

idM � M ��M, xz� x,

heiÿt die Identität von M .

Ist darüber hinaus A eine Teilmenge von M , so heiÿt die Abbildung

A�֒�M, a z� a,

die Inklusion von A in M , und für eine Abbildung f � M � N nennen wir

f SA� A�� N, a z� f�a�,

die Einshränkung von f auf A.

(ii) Ist f � M � N eine bijektive Abbildung, so heiÿt

f�1� N ��M, y z� x, wobei x wie in 2.22 (iii) sei,

die Umkehrabbildung von f .

Zeige als Übungsaufgabe, daÿ dies tatsählih eine Abbildung ist.

(iii) Sind L eine weitere Menge und f � M � N sowie g� N � L Abbildungen,

so nennen wir

g X f � M �� L, xz� g�f�x��,

die Komposition von f und g.

Zeige als Übungsaufgabe, daÿ dies tatsählih eine Abbildung ist.
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(iv) Seien M eine Menge und �Mi�i>I eine Familie von Teilmengen von M ,

d.h. per de�nitionem, daÿ I eine Menge und

I ��M, iz�Mi,

eine Abbildung mit �i>I Mi `M ist. Dann heiÿt die Menge

�

i>I

Mi �� �f > Abb�I,M� S�i>I f�i� >Mi�

das kartesishe Produkt der Mengenfamilie �Mi�i>I .

Satz 2.24. Es seien M1,M2,M3 Mengen und f1� M1 � M2, f2� M2 � M3

Abbildungen.

Dann gilt:

(i) f1 und f2 injektiv Ô� f2 X f1 injektiv.

Die Umkehrung ist i.a falsh.

(ii) f1 und f2 sujektiv Ô� f2 X f1 surjektiv.

Die Umkehrung ist i.a falsh.

(ii) f1 und f2 bijektiv Ô� f2 X f1 bijektiv.

Die Umkehrung ist i.a falsh.

(iv) f2 X f1 injektiv Ô� f1 injektiv.

(v) f2 X f1 surjektiv Ô� f2 surjektiv.

Beweis als Übung. ✷

Wir nennen nun die letzten beiden Axiome von (ZFC), Axiom 8 allerdings

nur der Vollständigkeit halber � wir werden es niht ausnutzen.

Axiom 8 (Ersetzungs-Axion). Es sei P eine für Mengen de�nierte zweistellige

Aussageform derart, daÿ zu jeder Menge X genau eine Menge Y mit P �X,Y �

existiert.

Dann existiert zu jeder Menge A (genau) eine Menge B mit

y > B 
� §x>AP �x, y�.

Bemerkung.

1.) Wir können mittels der Axiome 1 - 7 folgende Mengen de�nieren:

ω �� N,

ω � 1 �� S�ω� � ω 8 �ω� � �0,1,2, . . . , ω�,

ω � 2 �� S�ω � 1� � �0,1,2, . . . , ω,ω � 1�

usw.

Aber mittels der Axiome 1 - 7 können wir keine Menge �ω � n Sn > N�

nahweisen.
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2.) Ebenfalls läÿt sih mittels der Axiome 1 - 7 niht zeigen, daÿ eine Menge

existiert, deren Elemente gerade

g,�g�,��g��,���g���, . . .

sind.

Um solhes zu garantieren, benötigt man Axiom 8.

Axiom 9 (Auswahlaxiom). Es seien M eine Menge, I eine niht-leere Menge

und �Mi�i>I eine Familie niht-leerer Teilmengen von M .

Dann gilt

�i>I Mi x g, also existiert eine Abbildung

f � I ��M mit �i>I f�i� >Mi.

Bemerkung. Seien M �� �1,2,3�, I �� �1,2,3,4�, M1 �� �1,3�, M2 �� �1,2�,

M3 �� �2� und M4 �� �2,3�. Dann ist

f � �1,2,3,4� �� �1,2,3�

1 z� 3

2 z� 1

3 z� 2

4 z� 3

o�enbar eine Abbildung f � I �M mit �i>I f�i� > Mi. Wir können die Existenz

eines f wie im Auswahlaxiom also durh explizite Angabe garantieren, und dies

ist immer der Fall, wenn I eine endlihe Menge ist.

Das Auswahlaxiom spielt erst dann eine Rolle, wenn I keine endlihe Menge

mehr ist.

Seien z.B. M �� R, I ��P�R���g� und �i>P�R���g�Mi �� i. Das Auswahlaxi-

om besagt, daÿ es eine Abbildung f � P�R���g� � R gibt, die jeder niht-leeren

Teilmenge von R ein Element aus dieser Menge zuordnet. Eine solhe Abbildung

könnten wir niemals explizit angeben und ihre Existenz daher auh ohne das

Auswahlaxiom niht beweisen.

De�nition 2.25 (Mähtigkeit von Mengen). Es seien M,N Mengen.

(i) Wir sagen, die Mähtikeit von M ist kleiner oder gleih als der von N

(i.Z. #M B#N ) genau dann, wenn eine injektive Abbildung M � N

existiert.

(ii) M und N heiÿen gleihmähtig (i.Z. #M �#N ) genau dann, wenn eine

bijektive Abbildung M � N existiert.

(iii) Die Mähtigkeit von M heiÿt kleiner als die von N (i.Z. #M �#N )

genau dann, wenn gilt #M B#N und #M x#N .

(iv) M heiÿt endlih �
� §n>N#n �#M .

3

3

Für n > N gilt n � �0, . . . , n � 1�, also #n �#�1, . . . , n� � n.
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(v) M heiÿt unendlih �
�  �M endlih�.

(vi) M heiÿt höhstens abzählbar �
� #M B#N.

(vi) M heiÿt abzählbar �
� #M �#N.

(vii) M heiÿt überabzählbar �
� #M A#N.

Satz 2.26 (Dirihletsher Shubfähersatz). Für alle n,k > N gilt

#�1, . . . , n� B#�1, . . . , k�
� n B k.

�
� Ist n B k, so ist die Inklusion

�1, . . . , n��֒��1, . . . , k�

eine injektive Abbildung.

��� Wir zeigen für jedes n > N

�k>N �#�1, . . . , n� B#�1, . . . , k�Ô� n B k�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶


��P �n�

.

n � 0 ist trivial.

n( n�1: Sei also n > N und gelte P �n�. Wir wollen zeigen, daÿ auh P �n�1�

gilt. Gegeben seien daher k > N und eine injektive Abbildung

f � �1, . . . , n � 1� �� �1, . . . , k�.

Wegen 1 > �1, . . . , n � 1� gilt

g x f��1, . . . , n � 1�� ` �1, . . . , k�,

also �1, . . . , k� x g bzw. k > N
�

.

Wir de�nieren eine Abbildung σ� �1, . . . , k� � �1, . . . , k� durh

σ�i� ��

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

i, i ¶ �k, f�n � 1��,

k, i � f�n � 1�,

f�n � 1�, i � k.

Dann gilt σ X σ � id
�1,...,k�, womit σ nah Satz 2.24 (iv), (v) eine Bijektion ist.

Aus Satz 2.24 (i) ergibt sih die Injektivität von

f̃ �� σ X f � �1, . . . , n � 1� �� �1, . . . , k�,

welhe nah dem Vorgenannten die Injektivität von

g �� f̃ S
�1,...,n�� �1, . . . , n� �� �1, . . . , k � 1�

impliziert, wobei wegen k > N
�

gilt: k�1 > N. Aus der Gültigkeit von P �n� folgt

n B k � 1, d.h. n � 1 B k, womit auh P �n � 1� gezeigt ist. ✷
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Korollar 2.27. Ist M eine endlihe Menge, so existiert genau ein n > N mit

#�1, . . . , n� �#M . ✷

De�nition 2.28. Ist M eine endlihe Menge mit #M � #n, wobei n > N sei,

so setzen wir

#M �� n

und nennen M eine n-elementige Menge.

Satz 2.29. Seien M,N Mengen.

Dann gilt:

(i) Ist M endlih und N eine Teilmenge von M , so sind auh N und M �N

endlih mit

#M �#N �#�M �N�.

(ii) Sind M und N endlih, so sind auh M 8N und M 9N endlih mit

#�M 8N� �#M �#N �#�M 9N�.

Beweis. Zu (i): Wir zeigen die Aussage zunähst in den Fällen

N � g, (20)

N � �x�. (21)

[ Im Falle (20) ist nihts zu zeigen, da dann M �N �M und #N � 0 gilt.

Zu (21): Sei �x� � N ` M . Dann gilt M x g, also existiert m > N
�

derart,

daÿ #M � m gilt. Seien dann f�1, . . . ,m� � M eine bijektive Abbildung und

k > �1, . . . ,m� das eindeutig bestimmte Element mit f�k� � x. De�niere

σ� �1, . . . ,m� �� �1, . . . ,m�

via

�i>�1,...,m�

σ�i� ��

¢

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¤

i, i ¶ �k,n�,

m, i � k,

k, i �m.

Aus σ X σ � id sowie Satz 2.24 (iv), (v) folgt die Bijektivität von σ und daher

mittels Satz 2.24 (iii) auh die von

f̃ �� f X σ� �1, . . . ,m� ��M.

Wegen f̃�m� � f�σ�m�� � f�k� � x wird durh

�i>�1,...,m�1� g�i� �� f̃�i�

o�enbar eine bijektive Abbildung g� �1, . . . ,m�1� �M ��x� �M �N de�niert,

d.h. M �N ist endlih und #�M �N� �m � 1 �#M �#N . ℄

Nun beweisen wir (i) durh vollständige Induktion nah m ��#M > N:

m � 0 ist klar, da dann M � g, N � g und M �N � g gilt.
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m ( m � 1: Seien m > N und gelte die Behauptung für m. Seien ferner M

eine �m � 1�-elementige Menge und N ` M . Ist N � g, so ist die Behauptung

nah (20) bereits gezeigt. Daher können wir annehmen, daÿ x > N `M existiert.

Nah (21) ist

ÈM ��M ��x� eine m-elementige Menge, und o�enbar ist durh

ÇN �� N ��x� eine Teilmenge von

ÈM gegeben. Daher folgt aus der Gültigkeit der

Behauptung für m die Endlihkeit von

ÇN und

ÈM �

ÇN .

Sind ñ ��#N und f � �1, . . . , ñ� � ÇN eine bijektive Abbildung, so ist o�enbar

g� �1, . . . , ñ � 1� �� N, iz�

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f�i�, i x ñ � 1,

x, i � ñ � 1,

ebenfalls eine solhe, d.h. N ist endlih mit #N �# ÇN � 1.

Nun gilt nah Induktionsvoraussetzung #ÈM � # ÇN � #�ÈM �

ÇN� und aus

#M �m�1 �#ÈM �1, #N �# ÇN �1 sowie M �N �

ÈM �

ÇN folgt die Behauptung

für m � 1.

Zu (ii): Beweis als Übung. ✷

Satz 2.30. Sei M eine endlihe Menge.

Dann ist P�M� endlih und #P�M� � 2#M
.

Beweis. Vollständige Induktion nah m ��#M > N:

m � 0 ist wegen P�g� � �g� klar.

m ( m � 1: Sei eine �m � 1�-elementige Menge Menge M gegeben. Wegen

m � 1 > N
�

existiert x > M und nah Satz 2.29 ist M � �x� eine m-elementige

Menge. Daher gilt nah Induktionsvoraussetzung

#P�M � �x�� � 2m

und somit auh

#�A 8 �x� SA > P�M � �x��� � 2m.

Wir zeigen

P�M� �P�M � �x�� < �A 8 �x� SA >P�M � �x���, (22)

also folgt aus Satz 2.29

#P�M� � 2m � 2m � 2m�1.

Zu (22): Für jede Menge X gilt

X > P�M� 
� X `M � �x� / �X `M , X ØM � �x��


� X > P�M � �x�� / �§A`M��x�X � A 8 �x��


� X > r.S.

✷

Satz 2.31. Es seien M,N niht-leere Mengen.

Dann existiert genau dann eine injektive Abbildung M � N , wenn eine

surjektive Abbildung N �M existiert.
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Beweis. ��� Sei f � M � N eine Injektion. Gesuht ist eine surjektive Ab-

bildung g� N � M . Wir betrahten die durh f natürlih gegebene Abbildung

f̃ � M � f�M�. Dann ist f̃ bijektiv und besitzt eine bijektive Umkehrabbildung

g̃� f�M� � M . Wähle nun x0 > M , beahte M x g, und setze g̃ auÿerhalb von

f�M� durh den Wert x0 zu einer Abbildung g� N � M fort. Dann ist mit g̃

auh g surjektiv.

�
� Gegeben sei nun eine Surjektion g� N �M . Wir müssen eine Injektion

f � M � N �nden. Die Idee ist, daÿ f ein Element x > M auf ein Element von

g1��x�� abbilden soll, denn dann gilt g�f�x�� � x für alle x >M , d.h. nah Satz

2.24 (v), daÿ f injektiv ist.

Seien I �� M und Nx �� g1��x�� ` N für jedes x > I. Da g� N � M x g

surjektiv ist, gilt für alle x > I � M : Nx x g. Nah dem Auswahlaxiom gibt es

daher eine Abbildung f � I � N mit �x>I�M f�x� > Nx. ✷

Satz 2.32 (Äquivalenzsatz von Bernstein). Seien M,N Mengen.

Existierten Injektionen f � M � N sowie g� N � M , so existiert auh eine

Bijektion h� M � N , d.h. genau

�#M B#N , #N B#M�Ô�#M �#N.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durh das folgende Lemma vor:

Lemma 2.33. Seien M,N,M1 Mengen mit M1 ` N `M und #M1 �#M .

Dann gilt #M �#N .

Beweis. Nah Voraussetzung existiert eine bijektive Abbildung f � M �M1.

Wir de�nieren

M0 ��M, �n>NMn�1 �� f�Mn�, N0 �� N und �n>NNn�1 �� f�Nn�. (23)

Dann gilt

�n>NMn�1 ` Nn `Mn. (24)

[ Beweis von (24) durh vollständige Induktion:

n � 0 gilt nah Voraussetzung.

n( n � 1: Sei n > N und gelte (24) für n, d.h. Mn�1 ` Nn `Mn. Dann folgt

f�Mn�1�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Mn�2

` f�Nn�

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

�Nn�1

` f�Mn�

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�Mn�1

,

also gilt (24) für n � 1. ℄

Wir setzen

�n>NLn ��Mn �Nn, (25)

L ��

#

n>N

Ln (26)

[ Beahte, daÿ die Vereinigung in (26) disjunkt ist, da für k,n > N mit n � k

gilt Lk

�25�
` Mk und Ln

�25�
` M � Nn

°

�24�

a Mn�1

�24�

a Mk

`M �Mk. ℄
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Da f injektiv ist, folgt aus (25)

�n>N f�Ln�
�25�
� f�Mn �Nn� � f�Mn� � f�Nn� �Mn�1 �Nn�1

�25�
� Ln�1 (27)

und aus (26) somit

f�L� � f�
#

n>N

Ln� � #

n>N

f�Ln�

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

�Ln�1

� L �L0. (28)

Wegen (27) und (28) wird durh

�x>M g�x� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

f�x� > L �L0, x > L,

x >M �L, x >M �L,

o�enbar eine injektive Abbildung g� M �M mit

g�M� � �L �L0� 8 �M �L� �M � L0
¯

�25�,�23�
� M�N

� N

de�niert. Daher existiert eine bijektive Abbildung M � N . ✷

Beweis des Satzes. Seien also M,N Mengen und existierten injektive Abbil-

dungen f � M � N sowie g� N �M . Dann ist o�enbar auh g X f � M �M eine

injektive Abbildung, und es gilt

�g X f��M� � g�f�M�

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

`N

� ` g�N� `M.

Da M durh g X f bijektiv auf �g X f��M� abgebildet wird, also auh eine bi-

jektive Abbildung �g X f��M� � M existiert, folgt aus Lemma 2.33, daÿ eine

bijektive Abbildung M � g�N� existiert. Nun bildet g aber N bijektiv auf g�N�

ab, also folgt die Existenz einer bijektiven Abbildung M � N . ✷

Den folgenden Satz beweisen wir in dieser Vorlesung niht. Der Beweis würde

das zum Auswahlaxiom äquivalente (hier ungenannte) Lemma von Zorn ver-

wenden. Allein der Beweis der letztgenannten Äquivalenz würde den Rahmen

dieser Vorlesung sprengen.

Satz 2.34. Für alle Mengen M,N gilt #M B#N oder #N B#M .

Satz 2.35. Für jede Menge M gilt #M �#P�M�.

Beweis. Die Abbildung

M ��P�M�, xz� �x�,

ist o�enbar injektiv. Wir müssen daher zeigen, daÿ keine Bijektion M �P�M�

existiert. Wir beweisen sogar, daÿ keine Surjektion M �P�M� existiert.

Sei f � M � P�M� eine beliebige Abbildung. Dann istN �� �x >M Sx ¶ f�x��

eine Teilmenge von M , d.h. N >P�M�.

Angenommen, es existiert x0 >M mit f�x0� � N . Dann gilt entweder x0 > N ,

also x0 ¶ f�x0� � N nah der De�nition von N , oder es gilt x0 ¶ N , also x0 > N

nah der De�nition von N . Daher kann kein x0 > M mit f�x0� � N existieren,

d.h. f ist niht surjektiv. ✷
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Satz 2.36. Q ist abzählbar.

Beweis. Der Beweis stammt von Cantor und wird Cantors erstes Dia-

gonalargument genannt. N 0 Q ist injektiv. Wegen des Äquivalenzsatzes von

Bernstein genügt es daher, eine surjektive Abbildung N � Q zu �nden. Wir

ordnen die positiven rationalen Zahlen folgendermaÿen an.

1
1
�

1
2

1
3
�

1
4

1
5

�

� � � �

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

�

� � � �

3
1

3
2

3
3

3
4

3
5

�

� �

4
1

4
2

4
3

4
4

4
5

�

� �

5
1

5
2

5
3

5
4

5
5

�

� � � � �

Der Leser überlege, wie man nun die gesuhte Abbildung erhält. ✷

Satz 2.37. R ist überabzählbar.

Beweisskizze. Wir zeigen:

#Abb�N,�0,1�� �#P�N�, (29)

#R C#Abb�N,�0,1��. (30)

Zu (29): Die Abbildung

P�N� �� Abb�N,�0,1��, Mz� χM,

wobei

�M`N�n>NχM�n� ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

0, n ¶M,

1, n >M,

ist bijektiv.

Zu (30): Wir fassen Abb�N,�0,1�� als die Menge der Folgen �an�n>N in �0,1�

auf und de�nieren eine Abbildung f � Abb�N,�0,1�� � R durh

�

�an�n>N
f��an�n>N� � 0, a0 a1 a2 . . . .

Diese Abbildung ist o�enbar injektiv. ✷

Bemerkung (Spezielle Kontinuumshypothese). Der Beweis des letzten Satzes

zeigt #R C#P�N�. Tatsählih gilt

#R �#P�N� A#N.

Es ist nun interessant zu fragen, ob es eine Menge M mit

#R A#M A#N
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gibt. Die sog. spezielle Kontinuumshypothese besagt, daÿ es keine solhe Menge

M gibt. (R heiÿt das Kontinuum.)

Gödel bewies 1939: Aus den Axiomen 1 - 9 läÿt sih kein Widerspruh zur

speziellen Kontinuumshypothese ableiten.

Cohen bewies 1963: Aus den Axiomen 1 - 9 läÿt sih die spezielle Kontinu-

umshypothese niht ableiten.

D.h. weder Gültigkeit noh Ungültigkeit der (speziellen) Kontinuumshypo-

these sind beweisbar.

Man vergleihe dies mit folgender Situation: Ein Körper ist eine Menge k

zusammen mit zwei Operationen �� k�k� k und �� k�k� k, die neun Axiomen

genügen, u.a.

§!0>k�a>k a � 0 � a,

§!1>k��0��a>k 1 � a � a.

Hypothese: �a>k a
2
x �1.

Mit den Körperaxiomen läÿt sih diese Hypothese weder herleiten noh wi-

derlegen. Die Körper Q und R genügen der Hypothese. Der hier noh zu nen-

nende Körper C besitzt das Element i mit i2 � �1.

Äquivalenzrelationen

De�nition 2.38. Sei M eine Menge.

(i) Sei ferner N eine Menge. Eine Relation von M nah N ist per de�nitionem

eine Teilmenge R von M�N . Für �a, b� > R shreiben wir auh aRb bzw.

a �R b oder kurz a � b und sagen �a steht in Relation zu b�.

(ii) Eine Äquivalenzrelation auf M ist per de�nitionem eine Relation R von

M nah M mit

(Ä1) �a>M aRa (Re�exivität),

(Ä2) �a,b>M �aRbÔ� bRa� (Symmetrie),

(Ä3) �a,b,c>M ��aRb , bR c�Ô� aRc� (Transitivität).

Beispiel.

1.) Sei H die Menge aller Menshen. Dann wird durh

�x,y>H x � y �
� x, y haben dieselbe Augenfarbe

eine Äquivalenzrelation auf H de�niert.

2.) Sei G die Menge aller Geraden in R2
. Dann wird durh

�g,h>G g � h �
� g Õ h

eine Äquivalenzrelation auf G de�niert.
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3.) Durh

�A,B>M A � B �
�#A �#B

wird eine Äquivalenzrelation auf M de�niert.

4.) Durh

�x,y>R x � y �
� x B y

wird eine Relation von R nah R de�niert, die keine Äquivalenzrelation

auf R ist.

De�nition 2.39. Es seien M eine Menge und � eine Äquivalenzrelation auf M .

Dann heiÿt für jedes x >M

�x�
�

�� �a >M Sa � x�

die Äquivalenzklasse von x modulo � und die Menge

M~

�

�� ��x�
�

Sx >M� � �N > P�M� S§x>M N � �x�
�

�

der Raum der Äquivalenzklassen bzgl. �.

Satz 2.40. Seien M eine Menge, � eine Äquivalenzrelation auf M und x, y >M .

Dann gilt

(i) x � y
� �x�
�

� �y�
�

,

(ii)  �x � y�
� �x�
�

9 �y�
�

� g und

(iii) M �

�a>M �a�
�

.

Beweis. (iii) ist wegen der Re�exivität von � trivial.

Zu (i): ��� Aus x � y folgt mittels der Transitivität von � für alle a > �x�
�

:

a > �y�. Daher gilt �x�
�

` �y�
�

. Analog sieht man �y�
�

` �x�
�

ein.

��� Aus �x�
�

� �y�
�

folgt wegen x > �x�
�

� �y�
�

, daÿ gilt x � y.

Zu (ii): ��� Gelte  �x � y�. Existierte a > �x�
�

9 �y�
�

, so folgte aus der

Symmetrie von �, daÿ x � a und a � y gilt, also wegen der Transitivität von �:

x � y, im Widerspruh zur Voraussetzung.

�
� Sei �x�
�

9 �y�
�

� g. Aus x � y folgte x > �y�
�

, Widerspruh! ✷

Beispiel.

1.) Betrahtet man die Äquivalenzrelation aus Beispiel 1.) zu 2.38, so ist H~�

eineindeutig mit der Menge aller Augenfarben identi�zierbar.

2.) Wir betrahten die Äquivalenzrelation aus Beispiel 2.) zu 2.38. Sind p, q

zwei vershiedene Punkte in der Ebene R2
, so existiert genau eine Gerade

gp,q > G. Daher erhalten wir eine surjektive Abbildung

R2
�� G~

�

, pz� g0,p,
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die niht injektiv ist, da Vielfahe eines Punktes dieselbe Gerade ergeben.

Die Einshränkung dieser Abbildung auf den oberen Halbkreis

S
C0 �� ��x, y� > R

2
S

»

x2 � y2 � 1 , y C 0�

liefert uns eine Surjektion S
C0 � G~

�

, deren Einshränkung auf

S
�

�� ��x, y� > R2
S

»

x2 � y2 � 1 , y A 0�

injektiv ist. Lediglih ��1,0�, �1,0� werden auf dasselbe Element abgebil-

det.. Wir können uns G~
�

also als oberen Halbkreis vorstellen, wobei die

beiden Randpunkte verklebt werden. Dies ist geometrish ein Kreis.

3.) Wir betrahten auf R die Äquivalenzrelation �, die durh

�x,y>R x � y �
� x � y > Z

gegeben ist. Es gibt eine kanonishe Abbildung R� R~
�

, die man sih als

Projektion einer Shraubenlinie im R3
auf einen Kreis im R2

vorstellen

kann. Daher �ist� R~
�

ein Kreis.

De�nition 2.41 (Die Menge Z der ganzen Zahlen). Wir de�nieren

N
�

�� �n > N Sn A 0�,

�n>N
�

�n �� �0, n�,

N
�

�� ��n Sn > N
�

�,

Z �� N <N
�

� �. . . ,�2,�1,0,1,2, . . .�.

(Beahte, daÿ die Vereinigung in der letzten Zeile disjunkt ist, da aus k > N9N
�

die Existenz von n > N
�

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

�#k�k

mit k � �0, n� � ��0�,�0, n��
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�#k�2 �wegen nxg�

, also k � 2 � �g,�g�� und

g � �0� - g � �0, n� folgte.)

Wir haben oben und in den Übungen bereits natürlihe Zahlen addiert und

multipliziert, obwohl wir diese Operationen noh gar niht eingeführt hatten.

U.a. das holen wir nun nah.

De�nition 2.42.

(i) Die Addition in N wird rekursiv de�niert durh

�n>N n � 0 �� n,

�n,k>Nn � �k � 1� �� �n � k� � 1 �� S�n � k��.

Die Multiplikation in N wird rekursiv de�niert durh

�n>N n � 0 �� 0,

�n,k>Nn � �k � 1� �� �n � k� � n.
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(ii) Sind m,n > N mit m B n (d.h. per de�nitionem m ` n), so existiert genau

ein k > N mit m�k � n. (Dies beweist man durh vollständige Induktion.)

Die Di�erenz von m und n ist dann per de�nitionem gleih k, und man

shreibt m�n �� k bzw. in Übereinstimmung mit Obigem �k, falls m � 0.

(iii) Für k > Z de�nieren wir den Betrag von k durh

SkS ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

k, k > N,

n, k � �0, n� > N
�

.

(iv) Die Addition in Z ist gegeben durh

�k,l>Z k � l ��

¢

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¤

k � l, k, l C 0,

��SkS � SlS�, k, l � 0,

k � SlS, k C 0 , l � 0 , k C SlS,

��SkS � SlS�, k C 0 , l � 0 , l A k,

l � k, k � 0 , l C 0.

Die Subtraktion in Z ist gegeben durh

�k,l>Z k � l �� k � ��l�.

Die Multiplikation in Z ist gegeben durh

�k,l>Z k � l ��

¢

¨

¨

�

¨

¨

¤

SkS � SlS, k, l C 0 - k, l � 0,

�SkS � SlS, sonst.

De�nition 2.43 (Der Menge Q der rationalen Zahlen). Wir de�nieren eine

Äquivalenzrelation � auf Z � �Z � �0�� wie folgt

�

�p,q�,�r,s�>Z��Z��0�� �p, q� � �q, r� �
� p � s � q � r.

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist als Z � �Z � �0��~
�

de�niert.

Wir shreiben

p

q
für ��p, q��

�

> Q.

Z � Q, k ( k
1
, ist eine injektive Abbildung. Daher können wir Z als Teil-

menge von Q au�assen.

Shlieÿlih de�nieren wir für

p
q
, r
s
> Q

p

q
�

r

s
��

p s � r q

q s
> Q,

p

q
�

r

s
��

p

q
�

�r

s
> Q,

p

q
�

r

s
��

p r

q s
> Q

und, falls zusätzlih r x 0 gilt,

p
q

r
s

��

p

q
�

s

r
.
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Die reellen Zahlen kann man nun als �Vervollständigung� der rationalen Zah-

len konstruieren. Dies können wir aus zeitlihen Gründen jedoh hier niht vor-

führen. Es sei daher auf [4℄ verwiesen.
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3 Geometrie

Grundlagen

In diesem Kapitel sei stets n > N
�

. Wir betrahten Rn
als die Menge aller

n-Tupel �x1, . . . , xn�, wobei �i>�1,...,n� xi > R gelte, zusammen mit der natürlih

gegebenen Addition und skalaren Multiplikation, d.h.

�

�x1,...,xn�,�y1,...,yn�>Rn �x1, . . . , xn� � �y1, . . . , yn� � �x1 � y1, . . . , xn � yn�,

�α>R�
�x1,...,xn�>Rn α �x1, . . . , xn� � �αx1, . . . , αxn�.

Die formale De�nition des Rn
als Menge erhält man in Verallgemeinerung

von De�nition 2.20. x � �x1, . . . , xn�, y � �y1, . . . , yn� > Rn
heiÿen gleih (i. Z.

x � y ) genau dann, wenn für alle i > �1, . . . , n� gilt xi � yi.

De�nition 3.1 ((Euklidishe) Norm und (euklidisher) Abstand, Bälle).

(i) Für alle x, y > Rn
heiÿen YxY ��

»

x12 � . . . � xn2 die (euklidishe) Norm

von x sowie d�x, y� �� Yx � yY der (euklidishe) Abstand von x und y.

Bemerkung. Für alle x, y, z > Rn
und α > R gilt

�x x 0
� YxY A 0�, YαxY � SαS YxY, Yx � yY B YxY � YyY.

(ii) Seien p > Rn
und r > R mit r A 0. Dann heiÿen

Br�p� �� �x > Rn
S Yx � pY � r�

bzw.

Br�x� �� �x > Rn
S Yx � pY B r�

o�ener bzw. abgeshlossener Ball vom Radius r mit Mittelpunkt p in Rn
.

De�nition 3.2 (O�ene und abgeshlossene Teilmengen von Rn
sowie innere

Punkte und Randpunkte einer Teilmenge von Rn
). Sei M eine Teilmenge von

Rn
.

(i) x >M heiÿt genau dann innerer Punkt von M , wenn ε > R
�

mit Bε�x� `M

existiert. Die Menge der inneren Punkte von M bezeihnen wir mit MX

.

(ii) M heiÿt genau dann o�en in Rn
, wenn jedes Element von M innerer

Punkt von M ist.

(iii) x > M heiÿt genau dann Randpunkt von M , wenn Br�x� für jedes r > R�

sowohl Elemente von M als auh von Rn
�M enthält. Die Menge aller

Randpunkte von M bezeihnen wir mit ∂M .

(iv) M heiÿt genau dann abgeshlossen, wenn ∂M `M gilt.

(v) Der Abshluÿ von M ist de�niert als M ��M 8 ∂M .
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Beispiel.

1.) Seien p > Rn
und r > R

�

. Dann ist Br�p� abgeshlossen, und es gilt

�Br�p�Ǳ
X

� Br�p�

sowie

∂Br�p� � Br�p� �Br�p� � �x > Rn
S Yx � pY � r�.

Des weiteren ist Br�p� o�en, und es gilt

Br�p�
X

� Br�p�

sowie

∂Br�p� � Br�p� �Br�p� � �x > Rn
S Yx � pY � r�.

2.) �0,1� ist weder o�en noh abgeshlossen, ∂�0,1� � �0,1�, �0,1�
X

� �0,1�.

3.) �

1
k
Sk > N� ist weder o�en noh abgeshlossen und besitzt die Elemente

von �

1
k
Sk > N� 8 �0� als Randpunkte sowie keine inneren Punkte.

De�nition 3.3 (Beshränkte Teilmengen von Rn
). Eine Teilmenge M von Rn

heiÿt genau daan beshränkt , wenn p > Rn
und r > R

�

mit M ` Br�p� existieren.

Beispiel.

1.) �

1
n
Sn > N� ist eine beshränkte Teilmenge von R.

2.) Br�p� ist für jedes p > Rn
und jedes r > R

�

eine beshränkte Teilmenge

von Rn
.

3.) N ist eine unbeshränkte Teilmenge von R.

De�nition 3.4 (Konvexität, Verbindungsstreke). Eine Teilmeneg C von Rn

heiÿt konvex genau dann, wenn für alle x, y > C die Verbindungsstereke von x

mit y

�x, y� �� �λx � µy Sλ,µ > R
�

8 �0� , λ � µ � 1�

in C enthalten ist.

Beispiel.

1.) Aus den Eigenshaften der Norm folgt sofort, daÿ Br�x� für jedes x > Rn

sowie r > R
�

konvex ist.

2.) Ein Volldreiek, ein Vollquadrat und die Ober�ähe eines Stopshildes sind

konvexe Teilmengen von R2
.

3.) Eine Vollkugel und ein Vollquader sind konvexe Teilmengen von R3
.

4.) Ein Volltorus ist keine konvexe Teilmenge von R3
.

32



Konvexe Polyeder

Wir geben zunähst eine anshaulihe De�nition.

De�nition 3.5 (Polygon, konvexes Polyeder).

(i) Ein Polygon ist eine niht-leere Teilmenge einer Ebene des R3
, deren Rand

aus endlih vielen Streken

4

besteht, derart, daÿ sih je zwei vershiedene

solher Streken höhstens in einem gemeinsamen Randpunkt shneiden.

(ii) M ` R3
heiÿt konvexes Polyeder genau dann, wenn M eine niht-leere

abgeshlossene beshränkte konvexe Menge ist, die so von Randteilen von

Polygonen berandet ist � den sog. Flähen von M �, daÿ je zwei vershie-

dene Flähen von M höhstens eine der berandenden Streken � d.i. per

de�nitionem eine Kante von M � oder einen Randpunkt der Kanten von

M � d.i. per de�nitionem eine Eke von M � als Shnittmenge besitzen.

Beispiel. Ein Volldreiek und ein Vollrehtek sind konvexe Polygone. Eine

Vollpyramide und ein Vollquader sind konvexe Polyeder. �0,3�3 � �1,2�3 ist kein

konvexes Polyeder, denn �0,3�3 � �1,2�3 ist niht konvex.

Um die letzte De�nition etwas handfester zu geben, benötigen wir den Begri�

der konvexen Hülle.

De�nition 3.6 (Konvexe Hülle). Seien k > N
�

und p1, . . . , pk > R
n
. Die konvexe

Hülle von p1, . . . , pk ist de�niert als

Konv�p1, . . . , pk� �� �

k

Q

i�1

λi pi S�i>�1,...,k� λi > R�

8 �0� ,
k

Q

i�1

λi � 1¡ .

Bemerkung. Sind λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µk > R�

8 �0� mit

P

k
i�1 λi � P

k
i�1 µi � 1, so

gilt für alle λ,µ > R
�

8 �0� mit λ � µ � 1

k

Q

i�1

�λλi � µµi� � λ
k

Q

i�1

λi � µ
k

Q

i�1

µi

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>R
�

8�0�

� 1,

λ
k

Q

i�1

λi pi � µ
k

Q

i�1

µi pi �
k

Q

i�1

�λλi � µµi�pi,

also ist Konv�p1, . . . , pk� konvex.

Beispiel.

1.) Für p, q > Rn
gilt Konv�p, q� � �p, q�.

2.) Sind p1, p2, p3 paarweise vershiedene Elemente von R3
, die niht auf einer

Geraden des R3
liegen, so ist Konv�p1, p2, p3� das eindeutig bestimmte

Volldreiek mit Eken p1, p2, p3.

3.) Für alle q > Konv�p1, . . . , pk� gilt Konv�p1, . . . , pk, q� � Konv�p1, . . . , pk�.

4

Eine Streke ist per de�nitionem eine Menge �p, q� mit p, q > R3
und p x q.
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Satz 3.7. Seien k > N
�

und p1, . . . , pk > R
n
.

Dann ist Konv�p1, . . . , pk� die kleinste konvexe Menge, die p1, . . . , pk enthält.

Beweis. Die Konvexität von Konv�p1, . . . , pk� und

�i>�1,...,k� pi > Konv�p1, . . . , pk�

ist bereits klar. Wir beweisen durh vollständige Induktion nah k > N
�

, daÿ

Konv�p1, . . . , pk� Teilmenge jeder konvexen Menge, die p1, . . . , pk enthält, ist.

k � 1 ist trivial.

k ( k � 1: Seien k > N
�

, p1, . . . , pk�1 > R
n
und C eine konvexe Teilmenge von

Rn
mit p1, . . . , pk�1 > C. Nah Induktionsvoraussetzung gilt

Konv�p1, . . . , pk� ` C. (31)

Ferner seien λ1, . . . , λk�1 > R�

8 �0� mit

P

k�1
i�1 λi � 1 und

p ��
k�1

Q

i�1

λi pi.

Im Falle λk�1 � 1 gilt p � pk�1 > C. Wir können daher ohne Einshränkung

λk�1 > �0,1� annehmen. Wegen

k

Q

i�1

λi

1 � λk�1

�

1 � λk�1

1 � λk�1

� 1

folgt dann

q ��
k

Q

i�1

λi

1 � λk�1

pi > Konv�p1, . . . , pk�
�31�
` C,

also aus der Konvexität von C

�q, pk�1� ` C.

Hieraus ergibt sih

p � �1 � λk�1� q � λk�1 pk�1 > C,

womit der Satz bewiesen ist. ✷

Der letzte Satz ermögliht es uns, einen konvexen Polyeder im R3
konkret

als konvexe Hülle seiner Eken zu beshreiben.

Satz 3.8. Es seien M ` R3
ein konvexes Polyeder, p1, . . . , pk > R3

derart, daÿ

�p1, . . . , pk� `M die Menge der Eken von M darstellt.

Dann gilt M � Konv�p1, . . . , pk�.

Beweisskizze. Wegen des letzten Satzes genügt es zu zeigen, daÿ gilt

M ` Konv�p1, . . . , pk�.

Wir zerlegen das Polyeder in Komponenten und zeigen, daÿ diese sämtlih in

Konv�p1, . . . , pk� enthalten sind.
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Sei pα > �p1, . . . , pk� eine beliebige Eke von M . Wir zerlegen die Seiten, die

pα niht enthalten, mittels Diagonalen in Dreieke, so daÿ die Eken eines jeden

solhen Dreiekes ∆�pβ, pγ , pδ� in �p1, . . . , pk� enthalten sind. Wir verbinden pα
mit den Eken von ∆�pβ, pγ , pδ� und erhalten somit einen Tetraeder. Aufgrund

der Konvexität von M ist das Tetraeder in M enthalten, und die Vereinigung

solher Tetraeder ist gleih M .

Es genügt zu zeigen, daÿ jeder der genannten Tetraeder in Konv�p1, . . . , pk�

enthalten ist. Es gilt

pβ, pγ > �p1, . . . , pk�,

�pβ, pγ� ` �
k

Q

i�1

λi pi S
k

Q

i�1

λi � 1 , �i>�1,...,k� λi > R�

8 �0� , �i¶�β,γ� λi � 0¡ ,

∆�pβ, pγ , pδ� ` Konv�p1, . . . , pk�.

Damit enthält Konv�p1, . . . , pk� auh das Tetraeder, welhes von pα, . . . , pδ auf-

gespannt wird, da es von Streken ausgefüllt wird, die von pα zu Punkten des

Dreiekes ∆�pβ, pγ , pδ� führen. ✷

Der Eulershe Polyedersatz

Das Ziel dieses Abshnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.9 (Eulersher Polyedersatz). Es sei M ` R3
ein konvexes Polyeder. Mit

E bzw. K bzw. F sei die Anzahl der Eken bzw. Kanten bzw. Flähen von M

bezeihnet.

Dann gilt: E �K �F � 2.

De�nition 3.10 (Netze). Es sei N � �E ,K�, wobei E eine niht-leere endlihe

Menge von Elementen des R3
und K eine endlihe Menge von Streken seien.

Dann heiÿt N ein Netz, wenn die folgenden Eigenshaften erfüllt sind:

(a) Für jedes S > K existieren p, q > E mit S � �p, q�.

(b) Je zwei Elemente S,S�

> K shneiden sih höhstens in einem Punkt,

welher dann �Randpunkt� sowohl von S als auh S�

ist.

() Zu p, q > E existieren p1, . . . pk > R
n
mit

p � p1 , pk � q , �i>�1,...,k�1� �pi, pi�1� > K,

insbesondere gilt K x g.

Die Elemente von E heiÿen Eken des Netzes N , und die Elemente von K

heiÿen Kanten des Netzes N . Als Flähe des Netztes N , bezeihnen wir eine

durh Kanten begrenzte Menge, die beshränkt ist und deren Elemente durh

endlih viele Streken �verbindbar� sind.

Mittels der folgenden (anshaulihen) Konstruktion können wir aus jedem

konvexen Polyeder P ein Netz gewinnen:
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Wir wählen p > P X

und einen abgeshlossenen Ball B, der P enthält. Dann

shneidet jede �von p ausgehende Halbgerade� sowohl P als auh ∂B jeweils

in genau einem Punkt.

5

Daher können wir jeder Eke von P ein Element von

∂B zuordnen und somit die Eken, Kanten und Flähen von P auf die Kuge-

lober�ähe ∂B abbilden. Dann entfernen wir auf der Kugelober�ähe eine auf

sie abgebildete Flähe ohne den Rand der abgebildeten Flähe und projizieren

z.B. mittels steographisher Projektion

6

die verbleibende Menge auf eine Ebene.

Anshaulih verbiegen wir damit die verbleibende Menge in eine solhe Ebene.

Auf diese Weise erhalten wir ein Netz N , wobei die Anzahl der Eken bzw.

Kanten von N mit der Anzahl der Eken bzw. Kanten von P übereinstimmt.

Die Anzahl der Flähen von N ist gegenüber der Anzahl der Flähen von P um

eins verringert.

Der Beweis von Satz 3.9 ergibt sih daher aus dem folgenden allgemeineren

Resultat � beahte, daÿ niht jedes Netz durh einen konvexen Polyeder induziert

wird.

Satz 3.11. Sei N ein Netz und bezeihne E bzw. K bzw. F die Anzahl der

Eken bzw. Kanten bzw. Flähen von N .

Dann gilt E �K � F � 1.

Beweis. Wir führen den Beweis duh vollständige Induktion nah K.

K � 0: Das einzige Netz, das keine Kante besitzt, besteht aus einer Eke.

Dann gilt o�enbar E �K �F � 1 � 0 � 0 � 1.

K ( K � 1: Seien K > N und N ein Netz mit K Kanten. Bei Hinzunahme

einer Kante zu einem Netz

Ç

N , wobei

ÇE bzw.

ÇK � K � 1 bzw.

ÇF die Anzahl

der Eken bzw. Kanten bzw. Flähen von

Ç

N bezeihne, so können zwei Fälle

auftreten:

1. Fall: Zwei bereits existierende Eken werden durh die neue Kante ver-

bunden. Dann entsteht eine neue Flähe, d.h.

ÇF � F � 1 und nah Induktions-

voraussetzung gilt

ÇE �

ÇK �

ÇF � E � �K � 1� � �F � 1� � E �K �F � 1.

2. Fall: Die neue Kante wird an eine bereits existierende Eke angeklebt,

so daÿ der andere Randpunkt der neuen Kante eine neue Eke ergibt. Folglih

entsteht keine neue Flähe, und es gilt somit wegen der Induktionsvoraussetzung

ÇE �

ÇK �

ÇF � �E � 1� � �K � 1� �F � E �K � F � 1. ✷

Platonishe Körper

De�nition 3.12 (Platonishe Körper). Sei M ` R3
ein konvexes Polyeder.

5

Sei nämlih C eine beliebige konvexe und beshränkte Menge mit p > CX

.

Gäbe es eine �von p ausgehende Halbgerade�, die keinen Shnittpunkt mit ∂C hat, so würde

C eine �unendlih lange Streke� enthalten, im Widerspruh zur Beshränktheit von C.

Seien nun zwei vershiedene Shnittpunkte q1, q2 von ∂C mit einer �von p ausgehenden

Halbgerade, die zunähst q1 und sodann q2 tri�t� gegeben. Wegen p > CX

existiert ε > R
�

mit

Bε�p� ` C, und die Konvexität von C liefert, daÿ die Verbindungsstreke von q2 mit allen

Punkten aus Bε�p� in C enthalten ist. Da diese Streken einen Kegel ausfüllen, folgt q1 > C
X

,

Widerspruh!

6

Ohne Einshränkung kann man hier die steographishe Projektion S2
� ��0,0,1�� � R

2

vom Nordpole aus betrahten, wobei S2
� ∂B1�0� sei. Jedem Element ζ > S2

� ��0,0,1�� ` R
3

wird das eindeutige Element von R
2
��0� � R

2
, welhes die Gerade, die �0,0,1� und ζ enthält,

shneidet, zugeordnet.
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M heiÿt Platonisher Körper genau dann, wenn folgende Eigenshaften er-

füllt sind:

(a) Es existiert m > N
�

derart, daÿ an jeder Eke von M dieselbe Anzahl m

von Kanten zusammentri�t.

O�enbar muÿ dann m C 3 gelten.

(b) Es existiert n > N mit n C 3 derart, daÿ alle Flähen von M zueinander

kongruente n-Eke sind; d.h. alle Flähen enthalten jeweils n Kanten.

Mittels des Eulershen Polyedersatzes wollen wir nun die Platonishen Kör-

per klassi�zieren. Seien daher M ` R3
ein Platonisher Körper und m,n wie in

der letzten De�nition gewählt. E bzw. K bzw. F bezeihne wieder die Anzahl

der Eken bzw. Kanten bzw. Flähen von M . Da jede Kante zwei Eken enthält,

gilt wegen 3.12 (a)

E �

2

m
K;

und da jede Kante zwei Flähen berandet, gilt wegen 3.12 (b)

F �

2

n
K.

Somit impliziert der Eulershe Polyedersatz

K �

2mn

2n �mn � 2m
. (32)

Wegen K A 0, m,n C 3 ergibt sih hieraus

2n �mn � 2m A 0,

2n Am�n � 2� C 3�n � 2�,

n � 6

und analog m � 6. Damit ist gezeigt: m,n > �3,4,5�.

1. Fall: m � 3.

1.1. Fall: n � 3. Dann gilt K
�32�
� 6, E �

2
m
K � 4 und F �

2
n
K � 4. M ist

somit ein Tetraeder.

1.2. Fall: n � 4. Dann gilt K
�32�
� 12, E �

2
m
K � 8 und F �

2
n
K � 6. M ist

somit ein Würfel.

1.2. Fall: n � 5. Dann gilt K
�32�
� 30, E �

2
m
K � 20 und F �

2
n
K � 12. M ist

somit ein Dodekaeder.

2. Fall: m � 4. Dann gilt 0 � K
�32�
�

8n
8�2n

�

4n
4�n

, also n � 3 und K � 12,

E �

2
m
K � 6 und F �

2
n
K � 8. M ist somit ein Oktaeder.

3.Fall: m � 5. Dann gilt 0 �K
�32�
�

10n
10�3n

, also n � 3 undK � 30, E �

2
m
K � 12

und F �

2
n
K � 20. M ist somit ein Ikosaeder.
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4 Algebraishe Strukturen

Gruppen

Sei G eine Menge. Eine Verknüpfung auf G ist per de�nitionem eine Abbildung

X� G �G�� G, �g,h� z� g X h.

Beispiel.

1.) Die Addition �� N �N� N ist eine Verknüfung auf N.

2.) Die Multiplikation �� N �N� N ist eine Verknüfung auf N.

3.) Durh �n,m>N �n,m� ( n �m ist keine Verknüfung auf N gegeben.

De�nition 4.1 (Gruppen). Eine Gruppe �G,X� ist eine Menge G zusammen

mit einer Verknüfung X� G �G� G, die die folgenden Axiome erfüllt:

(a) (Assoziativität)

Für alle g,h, k > G gilt �g X h� X k � g X �h X k�.

(b) Es existiert ein neutrales Element e > G, d.h.

�g>G g X e � e X g � g.

() Es existieren inverse Elemente, d.h.

�g>G§h>G g X h � h X g � e.

Eine Gruppe �G,X� heiÿt abelsh genau dann, wenn gilt

�g,h>G g X h � h X g.

Bemerkung.

1.) Im Falle abelsher Gruppen wird die Verknüpfung häu�g mit � bezeih-

net. Im Falle niht-abelsher Gruppen wird meistens � anstelle von X

geshrieben.

2.) Wenn keine Verwehselungen auftreten können, shreiben wir häu�g kurz

G für �G,X�.

Satz 4.2. Sei �G,X� eine Gruppe mit neutralem Element e > G.

Dann gilt:

(i) Ein neutrales Element ist eindeutig bestimmt.

(ii) Inverse Elemente sind eindeutig bestimmt.

Beweis. Zu (i): Ist e� auh neutrales Element, so gilt e � e� X e � e X e� � e�.

Zu (ii): Seien g > G und h,h� inverse Elemente von g, d.h.

g X h � h X g � e � g X h� � h� X g,

also gilt h � h X e � h X �g X h�� � �h X g� X h� � e X h� � h�. ✷
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De�niton. Sei �G,X� eine Gruppe. Wir shreiben im folgenden g�1 für das

eindeutig bestimmte inverse Element von g > G. Ist die Gruppe �G,X� abelsh

und die Verknüpfung mit � anstelle von X notiert, so shreiben wir �g anstelle

von g�1.

Satz 4.3 (Kürzungsregel). Sei �G,X� eine Gruppe.

Für alle g,h, k > G gilt

(i) g X h � g X kÔ� h � k,

(ii) h X g � k X gÔ� h � k.

Beweis. Wir zeigen (i); (ii) ergibt sih analog. Aus g X h � g X k folgt durh

Multiplikation mit g�1 von links: h � k. ✷

Korollar 4.4. Seien �G,X� eine Gruppe und g,h > G.

Dann gilt �g�1�
�1

� g und �g X h��1 � h�1 X g�1.

Beweis als Übung. ✷

Beispiel.

1.) �Z,�� ist eine abelshe Gruppe mit neutralem Element 0 und zu k > Z

inversem Element �k.

2.) �Q,�� und �R,�� sind abelshe Gruppen. �N,�� ist keine Gruppe.

3.) Eine einelementige Menge bildet zusammen mit der einzig möglihen Ver-

knüpfung eine abelshe Gruppe.

4.) �Q�

�� Q � �0�, �� und �R�

�� R � �0�, �� sind abelshe Gruppen.

5.) Die (ho�entlih) aus der Shule bekannten reellen 2 � 2 Matrizen bilden

zusammen mit der üblihen Multiplikation eine Gruppe, die niht abelsh

ist.

Es seien �G,X� eine Gruppe und a > G. Die Linkstraslation mit a ist per

de�nitionem die Abbildung

La� G�� G, g z� a X g.

Die Rehtstraslation mit a ist per de�nitionem die Abbildung

Ra� G�� G, g z� g X a.

Lemma 4.5. Sei �G,X� eine Gruppe.

Dann sind für jedes a > G die Translationen La� G � G und Ra� G � G

bijektiv.

Beweis. Sei a > G.

Die Bijektivität von La und Ra bedeutet genau, daÿ es zu jedem g > G genau

ein h > G und genau ein k > G mit

a X h � g sowie k X a � g (33)

gibt.
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Zur Existenz: a X h � g ist gleihbedeutend mit h � a�1 X g und k X a � g mit

k � g X a�1.

Zur Eindeutigkeit: Seien auh h̃, k̃ > G mit

a X h̃ � g und k̃ X a � g.

(33) ergibt dann zusammen mit der Kürzungsregel h � h̃ , k � k̃. ✷

Beispiel.

6.) Seien �G,X� eine endlihe Gruppe und G � �g1, . . . , gn�. Als Gruppentafel

von G bezeihnet man folgende Tabelle:

X g1 . . . gi . . . gn
g1 g1 X g1 . . . g1 X gi . . . g1 X gn
� � � � � �

gj gj X g1 . . . gj X gi . . . gj X gn
� � � � � �

gn gn X g1 . . . gn X gi . . . gn X gn

Das letzte Lemma zeigt, daÿ sowohl jede Zeile als auh jede Spalte der

Tabelle eine Permutation der Menge �g1, . . . , gn� darstellt.

Im Falle n � 2 muÿ die Gruppentafel folgende Gestalt haben:

X e g

e e g

g g e

Beahte, daÿ g X g � g der Eindeutigkeit des neutralen Elementes wider-

sprähe.

Im Falle n � 3 muÿ die Gruppentafel wie folgt aussehen:

X e g h

e e g h

g g h

h h

Denn sowohl g X g � e als auh g X g � g widersprähen der Eindeutigkeit

des neutralen Elementes. Die einzig möglihe Verknüpfungstafel ist daher

die folgende Tabelle:

X e g h

e e g h

g g h e

h h e g

Im Falle n � 4 existieren mehrere Möglihkeiten, vgl. Übungen.
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7.) (Zykishe Gruppe der Ordnung p > N
�

). Sei p > N
�

. Wir de�nieren auf Z

eine Äquivalenzrelation durh

�k,l>Z k � l �
� p S �k � l�.

Anstelle von k � l shreiben wir auh k � l �p� und sagen �k ist kongruent

zu l modulo p�. Die Menge der Äquivalenzklassen bzgl. � bezeihnen wir

mit Zp ; sie besitzt p Elemente, welhe wir in o�ensihtliher Weise mit

0, . . . , p � 1 notieren. Durh

�k,l>Z k � l �� k � l

wird eine Verknüfung auf Zp de�niert, die Zp zu einer abelshen Gruppe

maht.

[ Zur sog. �Wohlde�niertheit� der Verknüpfung seien k, l, k�, l� > Zmit k � k�

und l � l�. Dann existieren k̃, l̃ > Z mit k � k� � p k̃ und l � l� � p l̃. Es folgt

k � l � k� � p k̃ � l� � p l̃ � �k� � l�� � p �k̃ � l̃�,

also p S ��k � l� � �k� � l���.

Daÿ �Zp,�� eine abelshe Gruppe ist, folgt aus den jeweils entsprehenden

Eigenshaften von �Z,��. ℄

Zp heiÿt �die� zyklishe Gruppe der Ordnung p.

Bemerkung. Z heiÿt �die� unendlih zyklishe Gruppe.

8.) (Symmetrishe Gruppe zum Index n > N
�

). Sei n > N
�

. Eine Permutation

von �1, . . . , n� ist per de�nitionem eine bijektive Abbildung

σ� �1, . . . , n� �� �1, . . . , n�,

die wir in o�ensihtliher Weise als

σ � �

1 . . . n

σ�1� . . . σ�n�
�

notieren können. Die Menge der Permutationen von �1, . . . , n� bildet zu-

sammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe Sn , die sog.

symmetrishe Gruppe zum Index n. Im Falle n > �1,2� ist Sn abelsh.

Bemerkung. Ist M eine niht-leere endlihe Menge, so können wir ge-

mäÿ 2.27 ohne Einshränkung annehmen, daÿ n > N
�

mit M � �1, . . . , n�

existiert.

De�nition 4.6 (Untergruppen). Seien �G,X� eine Gruppe mit neutralem Ele-

ment e und H eine Teilmenge von G.

�H,X� (oder kurz H) heiÿt Untergruppe von �G,X� genau dann, wenn fol-

gende Eigenshaften erfüllt sind:

(a) �h,h�>H h X h� > H,

(b) e > H,

() �h>H h�1 > H.
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Beispiel.

1.) �Z,�� ist eine Untergruppe von �Q,��, und �Q,�� ist eine Untergruppe

von �R,��.

2.) Seien n > N
�

und m > �1, . . . , n�. Dann bildet die Menge der Elemente von

Sn, die m auf m abbilden, eine Untergruppe von Sn.

3.) Es sei n > N. Dann ist

nZ �� �k > Z S§l>Z k � n � l� � �. . . ,�2n,n,0, n,2n, . . .�

eine Untergruppe von �Z,��.

Satz 4.7. Sei G eine Untergruppe von �Z,��.

Dann existiert n > N mit G � nZ.

Beweis. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit gelte G x �0�. Wir setzen

M �� G 9N
�

` N
�

` N.

Dann folgt

M x g,

denn für g > G��0� ` Z gilt im Falle g ¶ N
�

: �g > N
�

. Daÿ ein solhes g existiert

folgt aus G x �0�.

Wegen des Wohlordnungsprinzipes der Menge der natürlihen Zahlen 2.17

besitzt M ein kleinstes Element n > N
�

. Wir behaupten

G � nZ.

Beweis hiervon: �a� Sei k > Z. Zu zeigen ist n � k > G. Im Falle k A 0 ergibt

sih induktiv n � k � n � . . . � n
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k Summanden

> G, da G eine Untergruppe von �Z,�� ist. Im

Falle k � 0 folgt hieraus �n � k � n � ��k� > G, also auh n � k > G. Im Falle k � 0

gilt n � k � 0 > G.

�`� Sei g > G. Ohne Einshränkung gelte g x 0. Dann liefert �Division mit

Rest von g durh n� die Existenz von k, r > Zmit g � k�n�r und r > �0, . . . , n�1�.7

Wegen g > G und n � ��k� > G � beahte, daÿ �a� bereits bewiesen ist � ergibt

sih aus der Untergruppeneigenshaft von G: r � g � k �n > G. Da n das kleinste

Element aus M ist, folgt aus r > �0, . . . , n � 1�, daÿ r � 0 gelten muÿ, also

g � n � k. ✷

7

Für das zu �ndende r muÿ r � g�k �n für ein k > Z, also r > R �� �g�k� �n Sk� > Z�9N gelten.

Es folgt R x g, denn im Falle g C 0 gilt g�0�n > R, und im Falle g � 0 gilt g�g �n � g ��1�n� > R,

da das Produkt zweier negativer Zahlen negativ ist. Daher liefert 2.17, die Existenz eines

minimalen Elementes r > R, d.h. es existiert k > Z mit r � g � k � n, und aus r C n folgte

0 B r � n � g � k � n � n � g � �k � 1� � n > R, im Widerspruh zur Minimalität von r > R.
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Homomorphismen

Wir haben Mengen mit einer zusätzlihen Struktur, der Verknüfung, studiert

und wollen nun Abbildungen betrahten, die jene respektieren.

De�nition 4.8 ((Gruppen)-Homomorphismen). Seien �G,X� und �H,�� Grup-

pen.

Eine Abbildung ϕ� G � H heiÿt (Gruppen-)Homomorphismus genau dann,

wenn für alle g, g� > G gilt ϕ�g X g�� � ϕ�g� � ϕ�g��.

Beispiel.

1.) Für jedes k > Z ist die Abbildung

ϕk � �Z,�� �� �Z,��, l z� k � l,

ein Homomorphismus.

2.) Die (ho�entlih) aus der Shule bekannte Abbildung

exp� R�� R�

� R � �0�, x z� ex,

de�niert einen Homomorphismus �R,�� � �R�, �� � beahte, daÿ für alle

x, y > R gilt ex�y � ex � ey.

3.) Sei �G, �� eine Gruppe. Zusammen mit der Komposition X von Abbildungen

ist dann auh Bij�G� �� �f � G� G Sf bijektiv � eine Gruppe und

L� �G, �� �� �Bij�G�,X�, g z� Lg,

ein Homomorphismus.

Satz 4.9. Es seien �G,X� und �H,�� Gruppen mit neutralen Elementen eG und

eH sowie ϕ � G�H ein Homomorphismus.

Dann gilt ϕ�eG� � eH und �g>Gϕ�g�1� � ϕ�g��1.

Beweis. 1.) Es gilt

eH � ϕ�eG� � ϕ�eG� � ϕ�eG X eG� � ϕ�eG� �ϕ�eG�,

also ergibt die Kürzungsregel eH � ϕ�eG�.

2.) Sei g > G. Dann ergibt 1.)

eH � ϕ�eG� � ϕ�g X g�1� � ϕ�g� �ϕ�g�1�,

und aus der Eindeutigkeit des neutralen Elementes folgt ϕ�g��1 � ϕ�g�1�. ✷

Satz 4.10. Es seien �G,X� und �H,�� Gruppen sowie ϕ � G � H ein Homo-

morphismus. Ferner sei H �

eine Untergruppe von �H,��.

Dann ist ϕ1
�H �

� eine Untergruppe von �G,X�.
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Beweis. Wir beweisen die Eigenshaften (a) - () aus De�nition 4.6.

Zu (a): Seien g, g� > ϕ1
�H �

�. Dann gilt ϕ�g�, ϕ�g�� > H �

, also � da H �

Unter-

gruppe von �H,�� �

ϕ�g X g�� � ϕ�g� � ϕ�g�� > H �,

d.h. g X g� > ϕ1
�H �

�.

Zu (b): Seien eG bzw. eH die neutralen Elemente von G bzw. H. Dann gilt

eH > H �

, also nah dem letzten Satz

ϕ�eG� � eH > H �

und somit eG > ϕ1
�H �

�.

Zu (): Sei g > ϕ1
�H �

�. Dann gilt ϕ�g� > H �

, also nah dem letzten Satz � da

H �

Untergruppe von �H,�� �

ϕ�g�1� � ϕ�g��1 > H �,

d.h. g�1 > ϕ1
�H �

�. ✷

De�nition 4.11. Sei G,H Gruppen und ϕ� G � H ein Homomorphismus.

Ferner bezeihne eH das neutrale Element von H.

Dann heiÿt ϕ1
��eH�� der Kern von ϕ, den wir mit Kernϕ notieren.

Satz 4.12. Seien �G,X� und �H,�� Gruppen sowie ϕ� G � H ein Homomor-

phismus.

Dann ist Kernϕ eine Untergruppe von �G,X� und ϕ�G� eine Untergruppe

von �H,��.

Beweis. Seien eG und eH die jeweiligen neutralen Elemente.

Die erste Aussage folgt sofort aus dem letzten Satz, da �eH� o�enbar eine

Untergruppe von �H,�� ist. Zum Nahweis der zweiten Aussage beweisen wir

wieder die Eigenshaften (a) - () aus De�nition 4.6.

Zu (a): Seien h,h� > ϕ�G�. Dann existieren g, g� > G mit ϕ�g� � h und

ϕ�g�� � h�. Es folgt h � h� � ϕ�g� � ϕ�g�� � ϕ�g X g�� > ϕ�G�.

Zu (b): Nah 4.9 gilt eH � ϕ�eG� > ϕ�G�.

Zu (): Sei h > ϕ�G�. Dann existiert g > G mit ϕ�g� � h und 4.9 ergibt

h�1 � ϕ�g��1 � ϕ�g�1� > ϕ�G�. ✷

Satz 4.13. Seien �G,X� und �H,�� Gruppen sowie ϕ� G � H ein Homomor-

phismus.

Dann ist ϕ genau dann injektiv, wenn Kernϕ � �eG�, wobei eG das neutrale

Element von G bezeihne, gilt.

Beweis. Bezeihne eH das neutrale Element von H.

��� eG > Kernϕ ist nah dem letzten Satz klar. Angenommen es existierte

g > G mit g x eG und ϕ�g� � eH . Dann folgte aus ϕ�g� � eH � ϕ�eG� ein

Widerspruh zur Injektivität von ϕ.

�
� Seien g, g� > G mit ϕ�g� � ϕ�g��. Dann gilt

eH � ϕ�g� � ϕ�g��1 � ϕ�g�� �ϕ�g�1� � ϕ�g� X g�1�,

also nah Voraussetzung der rehten Seite g� X g�1 � eG, d.h. g � g�. ✷
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Beispiel.

1.) exp� �R,�� � �R�, �� ist wegen �x>R �e
x
� 1� x � 0� injektiv.

2.) Für jedes k > Z � �0� ist ϕk wie in Beispiel 2.) zu 4.8 injektiv.

Satz 4.14. Seien G,H Gruppen und ϕ� G�H ein bijektiver Homomorphismus,

ein sog. (Gruppen)-Isomorphismus.

Dann ist auh ϕ�1
� H � G ein (bijektiver) Homomorphismus.

Beweis als Übung. ✷

De�niton. Zwei Gruppen heiÿen isomorph genau dann, wenn ein Isomorphis-

mus zwishen ihnen existiert.

Ringe und Körper

Nahdem wir Gruppen (also Mengen zusammen mit einer Verknüpfung) studiert

haben, führen wir nun Mengen ein, auf denen zwei Verknüfungen gegeben sind,

die in gewissem Sinne miteinander verträglih sind.

De�nition 4.15 (Ringe).

(i) Eine Ring �R,�, �� ist eine Menge R zusammen mit zwei Verknüpfungen

�� R �R �� R,

einer sog. Addition, und

�� R �R �� R,

einer sog. Multiplikation, derart, daÿ folgende Eigenshaften erfüllt sind:

(a) �R,�� ist eine abelshe Gruppe, wobei wir das neutale Element mit

0 bezeihnen.

(b) �R, �� ist assoziativ, d.h. �a,b,c a � �b � c� � �a � b� � c.

() [Distributivität℄

Für alle a, b, c > R gilt

�a � b� � c � �a � c� � �b � c�,

c � �a � b� � �c � a� � �c � b�.

Wenn keine Verwehselungen auftreten können, shreiben wir auh kurz

R für �R,�, ��.

(ii) Ein Ring �R,�, �� heiÿt unitär oder Ring mit Eins(-element) genau dann,

wenn �R, �� ein neutrales Elemnt besitzt, welhes wir mit 1 bezeihnen,

d.h. �a>R 1 � a � a � 1 � a.

(iii) Ein Ring �R,�, �� heiÿt kommutativ genau dann, wenn �a,b>R a � b � b � a

gilt.

Wir vereinbaren, daÿ die Multiplikation eines Ringes stärker als die Addition

bindet, d.h. es gilt die �Punkt- vor Strihrehnung�. Des weiteren shreiben wir

für a, b > R anstelle von a � b auh ab.
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Bemerkung. Sei R ein Ring. Dann folgt i.a. für a, b, c > R aus

a � c � b � c oder c � a � c � b

i.a. niht a � b.

Satz 4.16. Sei R ein Ring.

Dann gilt

(i) �a>R 0 � a � a � 0 � 0,

(ii) �a,b>R ��a� � b � ��a � b� � a � ��b�.

Beweis. Zu (i): Sei a > R. Dann gilt

0 � 0 � a � 0 � a � �0 � 0� � a � 0 � a � 0 � a � 0 � a � 0 � a � 0 � a.

0 � a � 0 ergibt sih analog.

Zu (ii): Seien a, b > R. Dann gilt

��a� � b � a � b � ���a� � a�� � b � 0 � b � 0,

also ��a� � b � ��a � b� und analog a � ��b� � ��a � b�. ✷

Bemerkung. Sei R ein unitärer Ring. Im Falle 1 � 0 folgt aus dem letzten Satz

für jedes a > R

a � a � 1 � a � 0 � 0,

also R � �0�. Die Umkehrung gilt natürlih auh.

Beispiel.

1.) �Z,�, ��, �Q,�, �� und �R,�, �� sind kommutative unitäre Ringe.

2.) �N,�, �� ist kein Ring.

3.) Seien M ` R und R �� Abb�M,R�. Indem wir die Addition und die Mul-

tiplikation elementweise de�nieren, erhalten wir eine kommutative Ring-

struktur für R.

4.) Sei R�x� �� �
P

k
i�0 ai x

i
Sk > N ,ai > R� die Menge der sog. reellen Polynome

in einer Variablen x. Wir versehen R�x� mit einer Addition, indem wir die

Summanden nah den Potenzen von x sortieren und diese �Koe�zienten�

addieren, sowie mit einer Multiplikation, die durh formale Multiplikation

der Polynome erhalten wird. Dadurh wird R�x� zu einem kommutativen

unitären Ring, �dem� Polynomring über R in einer Variablen.

De�nition 4.17 (Unterringe). Seien �R,�, �� ein Ring und R�

eine Teilmenge

von R.

�R�,�, �� (oder kurz R) heiÿt Unterring von �R,�, �� genau dann, wenn

�R�,�� eine Untergruppe von �R,�� ist und a � b > R�

für alle a, b > R�

gilt.
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De�nition 4.18 ((Ring)-Homomorphismen). Es seien �R,�, �� und �S,`,b�

Ringe sowie ϕ� R � S eine Abbildung.

ϕ heiÿt ein (Ring)-Homomorphismus genau dann, wenn für alle a, b > R gilt:

ϕ�a � b� � ϕ�a� `ϕ�b� und ϕ�a � b� � ϕ�a�b ϕ�b�.

Beispiel.

1.) Die Inklusionen Z0 Q und Q0 R sind Ringhomomorphismen.

2.) Seien R,S Ringe. Dann ist die Abbildung

ϕ� R �� S, az� 0,

ein Ringhomomorphismus, der sog. Nullhomomorphismus.

Bemerkung. Im Falle unitärer Ringe wird in der Literatur bei der De�niti-

on eines Ringhomomorphismus häu�g gefordert, daÿ dieser unitär ist, d.h. per

de�nitionem, daÿ dieser das Einselement auf das Einselement abbildet. Niht

jeder Ringhomomorphismus ist dann unitär: Der Nullhomomorphismus wie im

letzten Beispiel ist z.B. nur unitär, wenn S � �0� gilt.

Sei p > N
�

. Wir de�nieren auf Zp, �der� zyklishen Gruppe der Ordnung p,

vgl. Beispiel 7.) nah 4.5, eine Multiplikation durh

�k,l>Z k � l.

Dies ist wohlde�niert, da zu allen k, k�, l, l� > Z mit k � k� und l � l� Zahlen

k̃, l̃ > Z existieren derart, daÿ gilt

k � k� � p � k̃ sowie l � l� � p � l̃,

also

k � l � k� � l � p � �k� � l̃ � k̃ � l� � p � k̃ � l̃� ,

und p S �k � l � k� � l�.

Dann ist �Zp,�, �� ein kommutativer unitärer Ring � dies folgt sofort aus den

jeweils entsprehenden Eigenshaften von �Z,�, ��. Wir notieren die Abbildungs-

tafeln von �Zp, �� für p > �2,3,4,5�:

� 0 1

0 0 0

1 0 1

� 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

� 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1
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� 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

O�enbar ist
�Zp � �0� , ��� für p > �2,3,5� eine abelshe Gruppe.

8

In Z4 gilt

2 � 2 � 0 ¶ Z4 � �0�.

De�nition 4.19. Ein Ring �R,�, �� heiÿt nullteilerfrei genau dann, wenn für

alle a, b > R gilt

a � b � 0Ô� �a � 0 - b � 0�.

Satz 4.20. Sei p > N mit p C 2.

Dann ist Zp genau dann nullteilerfrei, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. ��� Sei p keine Primzahl, also existieren natürlihe Zahlen n,m > N
�

mit 1 � n,m � p und p � n �m. Dann folgt n �m � 0, d.h. Zp ist niht nullteilerfrei.

�
� Seien p eine Primzahl und k, l > Z mit k � l � 0. Dann existiert κ > Z

derart, daÿ k � l � p � κ gilt. Wir können k, l > N und damit κ > N annehmen.

Im Falle k � l > �0,1� folgt trivialerweise k � 0 - l � 0. Im Falle k � l C 2 er-

gibt der Fundamentalsatz der Arithmetik 2.18, daÿ p S �k � l� gilt, d.h. nah 2.15:

k � 0 - l � 0. ✷

Ein nullteilerfreier kommutativer unitärer Ring besitzt niht notwendig in-

verse Elemente bzgl. der Multiplikation. In der Natur treten solhe Ringe, die

letztgenannte Eigenshaft doh erfüllen, allerdings so häu�g auf, daÿ sie eine

eigene Bezeihnung verdienen.

De�nition 4.21 (Körper). Ein unitärer Ring �k,�, �� (oder kurz k) heiÿt Kör-

per genau dann, wenn �k � �0�, �� eine abelshe Gruppe ist.

Beispiel.

1.) �Z,�, �� ist kein Körper.

2.) �Q,�, �� und �R,�, �� sind Körper.

Satz 4.22. Sei �k,�, �� ein Körper.

Dann gilt 0 x 1, und k ist nullteilerfrei.

Beweis. Aus der De�nition eines Körpers folgt sofort 1 > k � �0� und aus

a, b > k mit a, b x 0 sowie a � b
°

>k��0�

� 0 ein Widerspruh. ✷

Satz 4.23. Ein endliher nullteilerfreier kommutativer unitärer Ring ist ein

Körper.

8

Es ist kein Zufall, daÿ p in diesen Fällen eine Primzahl ist, s.u. 2.24.
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Beweis. Sei also �R,�, �� ein endliher nullteilerfreier kommutativer unitärer

Ring. Zu zeigen ist, daÿ jedes �xierte a > R � �0� ein inverses Element bzgl. � in

R � �0� besitzt.

Wir de�nieren f � R � R durh �b>R f�b� � a �b. Diese Abbildung ist injektiv,

denn für alle b, c > R folgt aus a � b � a � c

a � �b � c� � a � b � a � c � 0,

also wegen a x 0 und der Nullteilerfreiheit: b � c.

Dies und die Endlihkeit von R impliziert die Surjektivität der Abbildung

f � R � R.9 Daher existiert a� > R mit a � a� � f�a�� � 1. O�enbar gilt a� x 0. ✷

Korollar 4.24. Sei p > N
�

mit p C 2.

Dann ist Zp genau dann ein Körper, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. ��� Sei t > N
�

ein Teiler von p. Dann existiert (wegen p A 0� eine

Zahl k > N
�

mit p � k � t, insbesondere gilt

k, t > �1, . . . , p� und p � k � t, (34)

sowie k � t � 0. Da Zp als Körper vorausgesetzt ist, existiert s > Z � �0� mit

t � �s�
�1
, also folgt

0 � 0 � s � k � t � s � k

und k > pZ � �. . . ,�2p,�p,0, p,2p, . . .�. Daher ergibt (34): k � p und t � 1.

Folglih ist p eine Primzahl.

�
� folgt aus 4.20 und 4.23. ✷

Seien �R,�, �� ein Ring, k > Z und a > R. Wir de�nieren

k � a ��

¢

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

�

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¤

k Summanden

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

a � . . . � a , k A 0,

0, k � 0,

��k � a�, k � 0.

De�nition 4.25 (Charakteristik). Sei R ein unitärer Ring. Falls ein kleinstes

χ > N
�

mit χ�1 � 0 existiert, so heiÿt χ die Charakteristik von R (i.Z. Char�R� ).

Existiert kein solhes χ > N
�

, so setzen wir die Charakteristik von R gleih null.

Beispiel.

1.) Char�Q� � Char�R� � 0.

2.) Char�Z� � 0.

3.) Für alle p > N
�

gilt Char�Zp� � p.

Satz 4.26. Sei k ein Körper.

Dann gilt: Char�k� � 0 oder Char�k� ist eine Primzahl.

9

Wäre nämlih f niht surjektiv, so gälte f�R� ú R, also  �#R B#f�R��. Dann ergäbe der

Direletshe Shubfähersatz 2.26 die Existenz eines Elementes von R, das zwei vershiedene

Urbilder unter f besitzt, im Widerspruh zur Injektivität von f .
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Beweis. Sei χ �� Char�k� keine Primzahl, d.h. χ � m � n mit m,n > N und

1 �m,n � χ. (Beahte, daÿ χ � 1 nah 4.22 niht möglih ist!) Dann folgt aus

0 � χ � 1 �m � n � 1 � �m � 1� � �n � 1�

und der Nullteilerfreiheit von k: m � 1 � 0 oder n � 1 � 0, im Widerspruh zur

Minimalität von χ > N
�

mit χ � 1 � 0. ✷

Komplexe Zahlen

Die Gleihung x2 � �1 besitzt im Körper R der reellen Zahlen keine Lösung x.

Wir de�nieren die komplexen Zahlen als die Menge C aller geordneten Paare

�x, y� mit x, y > R zusammen mit den folgenden Verknüpfungen

�� C�� C, ��x1, y1�, �x2, y2�� z� �x1 � x2, y1 � y2�,

und

�� C�� C, ��x1, y1�, �x2, y2�� z� �x1 � x2 � y1 � y2, x1 � y2 � y1 � x2�.

Satz 4.27. C ist ein Körper.

Beweis als Übung. ✷

Die Abbildung

R�֒�C, x z� �x,0�,

de�niert einen unitären Ringhomomorphismus, der injektiv ist. Wir können je-

des x > R daher mit �x,0� > C identi�zieren und R als Teilkörper von C au�assen.

Wir setzen

i �� �0,1� > C.

Dann gilt

i2 � �0,1� � �0,1� � ��1,0� � �1.

Hierdurh erklät sih durh Ausmultiplikation auh die oben eingeführte Mul-

tiplikation: Für alle �x1, y1�, �x2, x2� > C gilt �xk, yk� � xk � iyk für k > �1,2�

und

�x1, y1� � �x2, y2� � �x1 � iy1� � �x2 � iy2�

� �x1 � x2 � y1 � y2� � i �x1 � y2 � y1 � x2�

� �x1 � x2 � y1 � y2, x1 � y2 � y1 � x2�.

Die geometrishe Veranshaulihung der Addition und der Multiplikation

erfolgt in den Vorlesungen Lineare Algebra I und Analysis I : Faÿt man komplexe

Zahlen als Vektoren im R2
auf, so addieren sih die Komponenten bei Addition.

Bei Multplikaton addieren sih die Winkel zur ersten Koordinatenahse, und die

Längen der Vektoren multiplizieren sih.
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