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Vorwort

Am Mathematischen Institut wird vor Beginn des Wintersemesters ein Vorkurs
angeboten. Er richtet sich an Studienanfanger, die ein Studium in einem der fol-
genden Studienginge aufnehmen wollen: Mathematik, Wirtschaftsmathematik,
Wirtschaftsinformatik, Lehramt an Gymnasien, Gesamtschulen und Berufskol-
legs (mit Mathematik als Unterrichtsfach) sowie Physik, Geophysik und Meteo-
rologie.

Mittels des Vorkurses soll der Einstieg in das Studium erleichtert werden.
Sein Stil ist an den Charakter der Mathematikvorlesungen angelehnt. Wé&h-
rend an der Schule mathematische Begriffe und Methoden vielfach lediglich an
Beispielen erfahren werden, werden in Universitédtsvorlesungen zunédchst mathe-
matische Theorien (wie z.B. Analysis, Algebra und Stochastik) auf der Basis
klar formulierter Definitionen entwickelt. Im Vorkurs soll man ein erstes Ver-
stdndnis fiir diese Zielsetzung, fiir den Charakter exakter Definitionen und fiir
die Herleitung mathematischer Resultate gewinnen.

In dieser Vorlesung wird die Existenz der aus der Schule bekannten Zahlen-
bereiche N;,N,Z,Q und R bzw. R, mit N, cNcZ cQ cR bzw. R; c R sowie
die Kenntnis der Rechenoperationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division (zunéchst) vorausgesetzt. N — und damit auch N, := N\ {0} —, der
Ring Z der ganzen Zahlen und die Korper Q der rationalen Zahlen sowie C der
komplexen Zahlen werden im Verlaufe der Vorlesung eingefiihrt.

Die Literatur, die wir bei bei der Ausarbeitung der Vorlesung verwendet ha-
ben, findet sich unten. |6] eignet sich fiir den Schulabginger am besten, um sich
mit der Art und Weise, wie an der Universitit Mathematik betrieben wird, ver-
traut zu machen. [4] enthélt Material, das jeder mathematisch gebildete Mensch
kennen sollte; und das trifft auch auf [2] zu. Letzteres ist allerdings erheblich um-
fangreicher. [1] macht den Leser mit der mathematischen Sprache und Notation
vertraut.

Fragen, Verbesserungsvorschlage oder Anmerkungen konnen Sie gerne an
bock(at)mi.uni-koeln.de senden.

Kéln, im Herbst 2007 Christoph Bock und Yvonne Deuster
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1 Aussagen und Regeln des logischen Schliefiens

Mathematik ist die Betrachtung abstrakter Strukturen, die durch Definitionen
(oder Axiome) gegeben sind, und die Herleitung von Eigenschaften, die man
iber diese Strukturen aussagen kann. Diese Herleitung soll so geschehen, dafs
alle Menschen zu denselben Ergebnissen kommen (kénnen) und nicht etwa zu
sich widersprechenden. Daher beschéftigt man sich mit logischem Schliefien.
Auflerdem muf man sich dariiber klar sein, wie man die obigen Eigenschaften
formuliert. Dies fiihrt zur Betrachtung von Aussagen.

Definition 1.1 (Aussagen, Axiome). Eine Aussage ist ein sprachlich und gram-
matisch richtiger Ausdruck, dem eindeutig ein Wahrheitswert — entweder wahr
(w) oder falsch (f) — zugeordnet ist.

Ein Aziom ist eine Aussage, die wir ohne Begriindung als wahr betrachten.

Beispiel. Wir setzen im folgenden (zunéchst) die Kenntnis der Objekte N, N,
Z, Q und R voraus.

1.) 13 ist eine Primzahl. Aussage, w
2.) 13 ist eine Gliickszahl. keine Aussage
3.) V/2 ist rational. Aussage, f
4.) In unserem Milchstrafsensystem gibt es weiteres Leben. Aussage, w oder f
5.) Es macht Spak, eine Vorlesung vor 400 Hérern zu halten. keine Aussage

6.) Der FC wird im Jahre 2010 deutscher Meister sein.!  Aussage, w oder f

Definition 1.2 (Logische Verkniipfung von Aussagen zu neuen Aussagen). Es
seien A und B Aussagen. Wir definieren dann neue Aussagen non A (i.Z2.|-A)),

Aund B (i.Z.|AAB)), A oder B (i.Z.| Av B)), entweder A oder B (i.Z.| Av B)),
aus A folgt B (i.Z.|A= B]) und A ist dquivalent zu B (i.Z. - durch
die folgenden Wahrheitswertetafeln:

(A -A]

(i) | w f
f w
|A|B|AAB|AvB|AvB|A=— B | A< B |
w|w w w f w w
(i) | w | f f w w f f
f|w f w w w f
f|f f f f W W

Bemerkung.

1.) Im Unterschied zur Umgangssprache ist fiir uns also aus A folgt B insbe-
sondere immer dann wahr, wenn A falsch ist, (egal ob B wahr oder falsch
ist).

'Der erstgenannte Autor mochte gerne erwihnen, daf bei der Nennung dieses Beispieles
in seiner Vorlesung ein Horer aufgestanden ist und gesagt hat: ,Das ist eine Aussage, und die
ist wahr.“ Jener hofft, daf es sich hierbei tatsdchlich um eine wahre Aussage handelt.



Beispiel.

a) Wenn morgen die Sonne scheint, gehen wir schwimmen.
Sollte es morgen regnen, so habe ich mein Versprechen gehalten,
gleichgiiltig, ob wir schwimmen gehen oder nicht.
b)
5—2=1==4ist eine Primzahl

und
5—2=1= 5 ist eine Primzahl

sind gem&f unserer Definition wahre Aussagen, obwohl sie umgangs-
sprachlich wohl eher als unsinnig bezeichnet wiirden.

2.) Die Schreibweisen

Satz. Vor.: A

Beh.: B oder | Satz. Gelte A. Dann folgt B.
eh.:

sind per definitionem gleichbedeutend mit A = B.
Insbesondere ist jeder Satz wahr, dessen Voraussetzung falsch ist.

Als Beweis eines solchen Satzes bezeichnen wir den unter Benutzung von
wahren Aussagen erfolgenden Wahrheitsnachweis fiir die Aussage A = B,
d.h. die Verifizierung einer ,wenn, dann“-Aussage und a priori nicht etwa
die Verifizierung der in der Behauptung genannten Aussage B.

Da A = B bei falscher Voraussetzung A stets wahr ist, reduziert sich die
Verifizierung von A = B auf den Nachweis von: Falls gilt ,, A ist wahr®, so
folgt auch ,, B wahr.“

Definition 1.3 (Aussageformen, Tautotologien, Regeln des logischen Schlie-
fsens).

(i) Sei k € Ny. Eine (k-stellige) Aussageform ist ein Ausdruck « mit k Leer-
stellen derart, daf fiir beliebeige Aussagen Aj,... Ay gilt

a(A1,...,Ag) ist eine Aussage.

(ii) Sei k € N,. Eine (k-stellige) Aussageform « heift Tautologie oder tauto-
logisch genau dann, wenn «(Aq,..., Ay) fiir alle Aussagen Aq,... A eine
wahre Aussage ist.

(iii) Eine Regel des logischen Schlieflens ist eine Aussageform
a==f oder a<=f,

wobei «, 5 Aussageformen sind.



Beispiel.
1.) Indem man fiir alle Aussagen A, B
a(A) = A,
B(A,B) <= AAB

setzt, wird eine einstellige Aussageform a und eine zweistellige Aussage-
form 3 definiert.

2.) Indem man fiir alle Aussagen A
Y(A) = Av (-A)
setzt, wird eine Tautologie v definiert.

Satz 1.4. Sind A, B, C beliebige Aussagen, so sind die folgenden Aussagen sami-
lich wahr:

—~(=4) <= A, (1)
-(ArB) < ((-4)v(-B)), (2)
-(AvB) < ((-4) A (=B)), (3)

(AA(Bv(C)) <= ((AAB)v(AnCQ)), (4)
(Av(BAC)) <= ((AvB)A(Av()), (5)
(A=B) < ((-B)=(-4)), (6)
(A= B) < ((-A)vB), (7)
(-(A=B)) < (Ar(-B)), (8)
(A= B) <= ((A=B)A(B=4)), (9)
(AN(A=>B)) — B. (10)

d

Beweis als Ubunyg.
Bemerkung.

1.) Eine Aussage der Form A < B konnen wir also nach (8) stets durch die
Aussage (A = B) A (B = A) ersetzen. Dies liefert eine Strategie zum
Beweis von Aquivalenzen.

2.) Aus (6) ergibt sich ein wichtiges Beweisprinzip, namlich das Prinzip des
indirekten Beweises (Widerspruchsbeweises):

Eine Aussage A ist zu zeigen. Dann wird unter der Annahme - A eine Be-
weiskette konstruiert, welche auf die Negation -5 eines bereits bekannten
Satzes S fiihrt.

Damit wird also A = =S gezeigt. Nach der Schlufregel (6) ist dies aqui-
valent zu S = A. Da S bereits als wahr bekannt ist, folgt aus (10) die
Aussage A.

Ein Beispiel hierfiir ist der Beweis des folgenden Satzes.



Satz 1.5. /2 ist nicht rational.

Beweis. Angenommen +/2 ist rational. Da sich jede rationale Zahl vollstéindig
kiirzen likt, existieren r,s € N, mit /2 = ~ und % vollsténdig gekiirzt. Es folgt

2= 2_37 also
r? =252, (11)

und somit ist 72 gerade. Da das Quadrat einer ungeraden Zahl ungerade ist?,
mufs nun gelten
r ist gerade. (12)

Daher existiert eine Zahl 7 € N, mit » = 27 und (11) impliziert 47 = 2s2.
Division durch 2 ergibt 272 = s2, d.h., dak s? gerade ist. Analog zu oben muf nun
auch s gerade sein, also sind nach (12) sowohl r als auch s gerade und besitzen
daher beide 2 als Teiler, im Widerspruch dazu, daf % vollstéindig gekiirzt ist. O

Wir haben einige Moglichkeiten gefunden, zwei (oder auch endlich viele)
Aussagen zu einer neuen Aussage zu verbinden. Die wichtigsten sind ,,und“ und
yodert. Wie steht es aber, wenn man unendlich viele Aussagen mit ,und“ oder
yoder“ verkniipfen will?

Definition 1.6. Es seien k € N,. Eine k-stellige Aussageform mit Einsetzungs-
klassen Q1,...8 ist ein sprachlich und grammatisch richtiger Ausdruck H mit
k Leerstellen derart, daf fiir alle x1 aus €1, ..., z; aus  gilt

H(x1,...,x) ist eine Aussage.
Beispiel.

1.) Seien ©; :=R und
H(z): <= z€cQ.

Dann sind H(1) und H(3) wahr, aber H(v/2) ist falsch.
2.) Seien €2 := N und
H(z) :<= x ist Summe des Quadrates zweier positiver natiirlicher Zahlen.
Dann sind H(2) und H(25) wahr, aber H(3) ist falsch.
3.) Sind € := Q9 :=R und
H(z1,x2) <= x1 < 29,

so ist H(2,3) wahr und H(3,2) falsch.

2(2n +1)? =4n? +4n + 1 und 4n® + 4n ist gerade.



Definition 1.7 (Quantoren).
(i) Sei H eine einstellige Aussageform mit einsetzungsklasse 2. Wir definieren
dann zwei neue Aussageformen |V, H (x) |, i.W.  fir alle z gilt H(x)“, und
3. H(x) |, i.W. ,es existiert (mindestens) ein x, fiur das H(z) gilt, wie
folgt:

V. H (z) ist per definitionem genau dann wahr, wenn fiir alle z aus Q die
Aussage H(z) wahr ist;

3, H (z) ist per definitionem genau dann wahr, wenn fiir mindestens ein
aus () die Aussage H (x) wahr ist.

und | 3| heifsen Quantoren, die aus berechtigten Griinden auch mit

und bezeichnet werden.
Bemerkung.

1.) Es gilt
(= (Ve H(2))) == (32 (-H(2)))

und

(= (3 H(2))) == (V2 (-H(2))) .-

2.) Es ist einfach, Beispiele zu finden, in denen V, H(x) falsch, aber
3, H(x) wahr ist.

(ii) Seien H eine zweistellige Aussageform mit Einzetzungsklassen 21,$s.
Dann kénnen wir neue Aussageformen

‘ Vxl sz H I1,T9

> ‘Vﬂczvxl H(‘Tlva)

‘ le 3m2 H T1,T2

s ‘ExQleH L1,

(21, 22)
(21, 22) (1, 22)
30, Vo, H(z1,00) |, | Va3, H(z1,25)
(21, 22) (z1,22)

‘EleE!:ch T1,22) |, ‘szale X1,T2 ‘

definieren.

Bemerkung. l.a. kommt ea auf die Reihenfolge der Quantoren an, wie
das Beispiel 2 := Q5 := R mit

H(x1,22) 1= 21 < 29
zeigt.

Satz 1.8. Sei H eine zweisteellige Aussageform mit Einsetzungsklassen 1, )s.
Dann gilt
(le va H($17$2)) - (Vzvzvﬂm H($17$2))

und
(39013%2 H($17$2)) - (3w23m1 H(xlyl?))-



Beweis. Wir beweisen nur ,, = der ersten Aussage, den restlichen Teil des
Beweises tiberlassen wir als Ubung.
Wir miissen zeigen

Vo, Vo H(xl,xg) ist wahr =V, V4 H(fl,fg) ist wahr.
Sei also V, Yy, H(x1,22) wahr. Ist 25 aus 2y beliebig, so ist zu zeigen, daf

Vi H(%1,22) wahr ist, und dies ist mit =1 := 21 und x9 := @2 fiir jedes 77 aus
4 klar. O



2 Mengen (insbesondere natiirliche Zahlen) und Ab-
bildungen

Naive Mengenlehre

Wir wollen nun Objekte bereitstellen, iiber die wir etwas aussagen kénnen, sog.
Mengen. Die meisten Menschen haben heute vermutlich ein intuitives Verstéand-
nis von dem, was sie unter einer Menge verstehen.

Definition 2.1 (Mengen & la CANTOR (1877)). Eine Menge ist eine Zusam-
menfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens, welche wir dann die Elemente der Menge nennen, zu
einem Ganzen.

Ist a ein Element einer Menge M, so schreiben wir und andernfalls
o]

Wir werden bald sehen, daf dieser ,naive“ Mengenbegriff nicht ganz unpro-
blematisch ist. Zunéchst wollen wir aber mit ihm arbeiten.

Definiton (Quantoren). Seien M eine Menge und H eine einstellige Aussage-
form, deren Einsetzungsklasse 2 die Menge M umfafit.
Wir definieren drei neue Aussagen wie folgt:

(i) |Veem H(x) |:<= VY, (x € M = H(z)).
(ii) | Jgem H(z) |:e= 3, (x € M A H(x)).

(iii) |3perrH (2) | <= Fzenr (H () A Vyerr (H(y) = 2 =y)).
Man schreibt iibrigens auch anstelle von 3!.
Beispiel (fiir Mengen).
1) N={0,1,2,...} und Z={...,-2,-1,0,1,2,...}.
2) {2n+1|neN} ={1,3,5,7,...} ist die Menge der ungeraden Zahlen.
{z eN|Jyeny? =2} ={0,1,4,9,16,...} ist die Menge der Quadratzahlen.
Fiir alle a,b € R mit a < b setzen wir := {reR|a<x<b}.

Man kann eine Menge auf zwei Arten beschreiben: Entweder durch eine
Aufzdhlung ihrer Elemente oder durch eine charakteristische Eigenschaft. Man
beachte, daf es bei der Aufz&hlung der Elemente einer Menge nicht auf die
Reihenfolge der Elemente ankommt, z.B. gilt {0,1} = {1,0}. Auferdem konnen
Elemente mehrfach aufgezahlt werden, z.B. {0} = {0,0,0}.

Definition 2.2. Es seien M, N Mengen.

(i) N heift Teilmenge von M (i.Z.|N c M) genau dann, wenn Veey a € M
gilt.

Ist N keine Teilmenge von M, so schreiben wir .
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(ii) Wir sagen N ist gleich M (i.Z. ) genau dann, wenn N c M und
M c N gilt

Wenn N = M nicht gilt, d.h. per definitionem N st ungleich M, so schrei-
ben wir .

Satz 2.3. Es gibt genau eine Menge , die kein Element enthdlt.

Beweis. Da, M := {} kein Element besitzt, geniigt es die Eindeutigkeit zu
zeigen:

Sei N eine weitere Menge die kein Element besitzt. Nach 2.2 (ii) haben wir
nachzuweisen, daf fiir alle a aus der Klasse aller Objekte gilt

a€M <= aceN. (13)

Nach Definition von M ist die linke Seite von (13) falsch, und nach Voraus-
setzung ist die rechte Seite von (13) ebenfalls falsch, d.h. (13) ist wahr. O

Definiton (Leere Menge). @ heifst die leere Menge.
Definition 2.4. Es seien M und N Mengen. Wir definieren dann

(i) die Vereinigung von M und N als die Menge

::{a|aeMvaeN},

(ii) den Schnitt von M und N als die Menge

::{a|aeM/\aeN},

(iii) die Differenz von M und N als die Menge
:: {alae M A a¢ N} und

(iv) die Potenzmenge von M als die Menge

;={N|NCM}.

Satz 2.5. Sind L, M, N Mengen, so gelten
(i) die Kommutativitit
MUuN=NuM A MnN=NnNN,
(ii) die Assoziativitét
(MuN)uL=Mu(NuL) A (MNnN)nL=Mn(NnL),
(iii) die Distributivitit
Mn(NuL)=(MnN)u(MnL),
MUu(NnL)=(MuN)n(MulL),

(MUN)NL=(M~L)u(N~L),
(MAN)NL=(M~L)n(N~L) und

U (
al



(iv) die de Morganschen-Regeln

M~ (NuL)
M~(NNnL)

(M~ N)n (M~ L),
(M~ N)uU (M~ L).

Beweis als Ubunyg. O

Axiomatische Mengenlehre

Wir kommen zuriick auf die eingangs erwidhnte Problematik des Cantorschen
Mengenbegriffes.

Wir kénnen Mengen als Elemente anderer Mengen auffassen, beispielsweise
gilt {0} € {{0}}. (Achtung: {0} c {{0}} gilt nicht!) Gemék der Cantorschen
Definition einer Menge konnen wir dann auch die Menge der Mengen, die sich
nicht selbst enthalten, bilden:

Mp :={N|N ist Menge und N ¢ N}.

Es gibt jetzt zwei Moglichkeiten: Entweder gilt Mp € Mp; dann folgt aus
der Definition von Mp: Mp ¢ Mpg. Oder es gilt Mp ¢ Mp; dann folgt aus der
Definition von My aber Mpr € Mp. Damit haben wir gezeigt:

MREMR@MR¢MR.

Gemifs der Cantorschen Definition einer Menge steht jedoch fiir ein Objekt a
und eine Menge M eindeutig fest, ob a € M oder a ¢ M gilt. Die einzig mogliche
Konsequenz ist:

Mp, ist keine Menge.

Dieses Beispiel von BERTRAND RUSSEL (1901) nennt man die Russelsche
Antinomie. Sie zeigt, daf der von CANTOR vorgeschlagene Mengenbegriff zu
allgemein ist. Solche Antinomien wurden schon in der Antike betrachtet. Der
Kreter EPIMENIDES sagte im 6. Jh. v. Chr.:  Alle Kreter liigen.”

Um den obigen Widerspruch (und weitere) zu vermeiden, verzichten wir
vollig auf die Definition einer Menge und gehen statt dessen axiomatisch vor.
Die heute iiblicherweise der Mathematik zugrundeliegende Aziomatische Men-
genlehre nach ZERMELO und FRAENKEL mit Auswahlaziom, die man kurz mit
(ZFC) bezeichnet, werden wir im folgenden angeben. Soweit man weif, ist (ZFC)
widerspruchsfrei.

Wir betrachten eine Klasse von Objekten, die wir Mengen nennen. Fiir je
zwei Mengen X, Y stehe eindeutig fest, ob X € Y oder Y ¢ X gilt.

Axiom 1 (Existenz-Axion). Es gibt (mindestens) eine Menge, die kein Element
besitzt.

Axiom 2 (Extensions-Axion). Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie
dieselben Elemente besitzen.

Axiom 2 besagt genau, daf fiir alle Mengen M, N gilt
M=N<+<=McNANCcM.



Wie beim Beweis von Satz 2.3 folgt aus den Axiomen 1 und 2, daf genau
eine Menge , die kein Element besitzt, existiert.

Axiom 3 (Komprehensions-Axiom). Sei P eine fiir Mengen definierte einstellige
Aussageform.
Dann ist fiir jede Menge M auch

{X e M|P(X) ist wahr}
eine Menge.
Beispiel.

1.) Wenn wir bereits wiiiten, dalt N eine Menge ist, so folgte aus Axiom 3,
dafs auch die Menge der geraden Zahlen

{neN|2|n}
eine Menge ist.

2.) Sind M, N Mengen, so sind auch

MnN={XeM|X €N},
MN\N={XeM|X ¢N}
Mengen.

Axiom 4 (Paarmengen-Axiom). Sind M, N Mengen, so ist auch {M, N} eine
Menge. (Beachte, daf im Falle M = N gilt, daf {M} eine Menge ist.)

Beispiel. {@},{{@}} und {@, {@}} sind Mengen.

Axiom 5 (Vereinigungsmengen-Axiom). Ist 90 eine Menge, so ist auch Upzean M
eine Menge.

Axiom 5 nennen wir der Vollstandigkeit halber, wichtig fiir uns ist das fol-
gende Beispiel:

Beispiel. Fiir Mengen A, B ist nach Axiom 4 auch {A, B} eine Menge, und es
gilt nach Axiom 5, daf auch

AuB-= {XlaME{A7B}X€M}
eine Menge ist.
Axiom 6 (Potenzmengen-Axiom). Mit M ist auch PB(M) eine Menge.

Aus den bisherigen Axiomen folgt nur die Existenz endlicher Mengen. Wir
mochten aber selbstverstandlich eine Menge

{0,1,2,...}

haben —und diese dann die Menge der natiirlichen Zahlen nennen. Wir beginnen
damit, die ersten natiirlichen Zahlen zu definieren:

10



Definition 2.6.
]2
[1]:=00{0} = {2},
=10 {1} = {2.{z}},
=20(2} - {2,{2}, {2, {2}}}
usw.
Allgemein setzen fiir eine Menge X den Nachfolger von X als
S(X)|=Xu{X}
und schreiben auch fir S(X). Alsogilt 1=0+1,2=1+1,3=2+1 usw.
Eine Menge I heifit induktiv genau dann, wenn gilt
0Oel A (Xel=X+1€l).

Da man aus den ersten sechs Axiomen nicht die Existenz einer induktiven
Menge herleiten kann, ist es naheliegend, das folgende hinzuzunehmen.
Axiom 7 (Unedlichkeitsaxiom). Es existiert (mindestens) eine induktive Menge,

die wir mit bezeichnen.

Definition 2.7. Nach Axiom 3 ist
= {X € Iy| X € fiir jede induktive Menge I}
eine Menge, die wir die Menge der natiurlichen Zahlen nennen.
Satz 2.8. N ist eine induktive Menge, und fir jede induktive Menge I ¢gilt Nc I,
Beweis. Aus der Definition von N folgt offenbar
X e N« X € fiir jede indultive Menge I. (14)

Hieraus ergibt sich sofort, da0 N Teilmenge einer jeden induktiven Menge ist.
Zu zeigen bleibt, dak N induktiv ist:

1.) Fiir jede induktive Menge I gilt per definitionem 0 € I, also nach (14)
auch 0 € N.

2.) Sei n € N. Dann gilt nach (14) fiir jede induktive Menge I auch n € I,
also n +1 € I. Wiederum nach (14) gilt dann auch n +1 € N. O

Satz 2.9 (Prinzip der vollstandigen Induktion, 1. Version). Sei P eine fir na-
tirliche Zahlen definierte einstellige Aussageform mit

P(0) (,Induktionsanfang®),
Voen (P(n) == P(n+1)) (,Induktionsschritt®).

Dann gilt: ¥pen P(n).
Beweis. I := {n € N|P(n)} ist nach Voraussetzung eine induktive Menge,

d.h. nach Satz 2.8: Nc I, also Y,y P(n). O

11



Anwendungen des Prinzipes der vollstindigen Induktion sowie
Primzahlen

Der auf dem zuletzt herausgegebenen 10 DM-Schein abgebildete CARL FRIED-
RICH GAUSS (1777 - 1855) hat den folgenden Satz angeblich als Schiiler (mit
anderer Begriindung) bewiesen.

n
1
Satz 2.10. Ven Yi= nn+l)
i=0 2
Beweis. Wir definieren auf den natiirlichen Zahlen eine einstellige Aussage-
form P durch

Voen P(n <=>Zi n+1)

Induktionsanfang: Wir miissen zeigen, daf P(0) gilt, und das ist klar.

Induktionsschritt: Wir miissen unter der Annahme, daf P(n) fiir n e N gilt,
welche man Induktionsvoraussetzung nennt, zeigen, daf P(n +1) gilt. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt
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womit P(n+1) gezeigt ist.
Der Satz folgt nun aus Satz 2.9. O

Der Beweis des folgenden Satzes demonstriert die iibliche Kurznotation eines
Beweises durch vollstindige Induktion.

n
Satz 2.11. Vv D (27 +1) = (n+1)°.

=0
Beweis. n=0: Y9 ,(2i+1) =1=(0+1)2
n—>n+l:
n+1 IV
Y (2i+1) = ( Y (2i+1) )+2 (n+1)+12 (n+1)>+2(n+1)+1
=0
= ((n+1)+1)?
O
Bemerkung.

1.) (Unerléflichkeit der Verankerung)

Fiir die offenbar falsche Formel
n+1
Vinen Z 1= 7) +5
gelingt o.w. der Induktionsschritt, aber natiirlich nicht die Verankerung.
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2.) (Unerlaflichkeit des Induktionsschrittes)

Betrache den Ausdruck n? +n + 17. Setzt man n € {0,1,...,15} ein, so
erhdlt man 17,19,23,29,37,47,...,257, also stets Primzahlen, s.u. 2.14.
Man konnte vermuten, daf n? +n + 17 fiir jedes n € N eine Primzahl ist.
Aber

162 +16+1=16-(16+1) +17= (16 +1) - 17 = 17

ist keine Primzahl.
Man kann iibrigens zeigen, dafs

aknk+ak_1nk_1+... +ain+ag mit ke N, und ag,...,a €Z
niemals fiir alle n € N eine Primzahl ergeben kann. Aber z.B. n?~79n+1601
liefert erstmals fiir n = 80, wobei n € N sei, keine Primzahl.

Satz ? Fiir jedes n € N besitzen je n paarweise verschiedene Menschen dieselbe
Augenfarbe.

,Beweis.“ Fiir n =0 (oder n =1) ist die Aussage trivial.

Sei also n € N und gelte die Behauptung fiir n. Sind dann (n + 1) paarweise
verschiedene Menschen My, ..., M,.1 gegeben, so besitzen nach Induktionsvor-
aussetzung sowohl My, ..., M, als auch Mo, ..., M, dieselbe Augenfarbe, also
auch Ml, e ,Mn+1.

Wo liegt der Fehler?

Satz 2.12 (Prinzip der vollstdndigen Induktion, 2. Version). Sei P eine fiir
natirliche Zahlen definierte einstellige Aussageform mit

P(0) (,Induktionsanfang®),
Vaen ((P(0) A ... A P(n)) = P(n+1)) (,Induktionsschritt“).

Dann gilt: Vpeny P(n).

Beweis. Wir definieren eine auf den natiirlichen Zahlen definierte Aussage-
form P durch
Y neN (P(n) <= P(0) A ... /\P(n)).

Da aus der Voraussetzung sofort P(0) folgt, haben wir wegen Satz 2.9 zu zeigen,
dafs auch gilt
Voen (P(n) = P(n+1)).

Dies ist aber klar. O

Wir werden die zweite Version des Prinzipes der vollstandigen Induktion
nutzen, um zu zeigen, dafs sich jede natiirliche Zahl, die grofer als eins ist, als
Produkt von Primzahlen schreiben laft.

Definition 2.13. Seien k € Z und t € Z \ {0}.

Wir sagen ,,t teilt k“ (i.Z. m) genau dann, wenn eine Zahl [ € Z mit k =1[-¢
existiert.
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Definition 2.14 (Primzahlen). Eine natiirliche Zahl p € N mit p > 1 heifst
Primzahl genau dann, wenn p als einzige positiven Teiler die Zahlen 1 und p
besitazt.

Bemerkung. Wir haben den Begriff der Primzahl eingefiihrt, nicht etwa die
sog. Primeigenschaft, vgl. Ubungen.

Satz 2.15. Ist pe N mit p> 1, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) p ist Primzahl.

(ii) p ist unzerlegbar, d.h. per definitionem, daf fir m,n € N mit p=m-n gilt
m=1 oder n=1.

Beweis. (i) = (ii)*“ Seien p eine Primzahl und m,n € N mit p = m-n. Dann
folgt m|p, also — da p Primzahl — m =1 oder m = p. Im Falle m = 1 sind wir
fertig. Im Falle m = p folgt aus p=m-n, dak gilt n = 1.

(i) = (1) Seien p unzerlegbar und t € N ein positiver Teiler von p, d.h.

dnenp=n-t.

Da p unzerlegbar ist, folgt entweder n = 1 oder ¢ = 1. Ist ¢ = 1, so ist die
Behauptung wegen der Beliebigkeit von t gezeigt. Ist n =1, so gilt £ = p, und die
Behauptung ist ebenfalls wegen der Beliebigkeit von t gezeigt. O

Satz 2.16. Jede natirliche Zahl n > 1 ist (endliches) Produkt von Primzahlen.
Beispiel. 15=3-5und 70=2-5-7.
Bemerkung.

1.) Das Produkt kann auch nur aus einem Faktor bestehen, nédmlich dann,
wenn n eine Primzahl ist.

2.) Primfaktoren konnen mehrfach auftreten, z.B. gilt 12=2-2-3.

3.) Wir werden unten einsehen, daf die Zerlegung in Primfaktoren bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist.

Beweis des Satzes. Wir definieren auf den natiirlichen Zahlen eine einstellige
Aussageform P wie folgt

Vnen (P(n) :<= (n +2) ist endliches Produkt von Primzahlen) .

P(0) ist trivial. Sei also n € N mit P(0) A ..., AP(n). Wir haben zu zeigen,
dak P(n + 1) gilt. Ist n + 3 eine Primzahl, so sind wir fertig. Ist n + 3 keine
Primzahl, so existieren nach Satz 2.15 Zahlen k,l € N mit k£ >1 und [ > 1 derart,
dak n+3 =k-l, also 2 < k,l < n+2, gilt. Nun lassen sich wegen P(0) A ..., AP(n)
sowohl k als auch [ als endliches Produkt von Primzahlen schreiben, woraus sich
P(n+1) ergibt. O

Satz 2.17 (Prinzip der Wohlordnung der Menge der natiirlichen Zahlen). Jede
nicht-leere Teimenge von N besitzt ein kleinstes Element.

14



Bemerkung. Die zu N gleichméchtige Menge {ﬁ |n € N} ¢ Q besitzt kein
kleinstes Element.

Beweis des Satzes. Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dafs X
eine nicht-leere Teilmenge von N ist, die kein kleinstes Element besitzt. Wir
definieren auf den natiirlichen Zahlen eine einstellige Aussageform P durch

Vaen (P(n) :<=n ¢ X)

und zeigen Y,y P(n), womit X = @, also ein Widerspruch nachgewiesen ist.
P(0) ist evident, denn 0 ist das kleinste Element von N o X.
Sei nun n € N und gelte P(0) A ... A P(n), d.h.

0,...,n¢X.

Wire n+1 € X, so wire n + 1 das kleinste Element von X, Widerspruch! Damit
gilt auch P(n +1). O

Satz 2.18 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natiliche Zahl, die grofier
als eins ist, laft sich bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig als (endli-
ches) Produkt von Primzahlen schreiben.

Beweis. Die Existenz haben wir bereits in Satz 2.16 bewiesen. Zu zeigen
bleibt die Eindeutigkeit. Hierbei schliefen wir indirekt und nehmen an, es gébe
eine natiirliche Zahl, die grofer als eins ist, die sich auf zwei Arten in Primfak-
toren zerlegen lafst. Nach Satz 2.17 gibt es dann ein kleinstes n € N mit n > 2
verschiedenen Primfaktorzerlegungen

n=piepr, (15)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte p; < ... <p, und q1 < ... < g
Da n die kleinste natiirliche Zahl grofser eins mit zwei verschiedenen Primfak-
torzerlegungen ist, gilt p; # g1, denn sonst héitte pﬂl = qﬂl dieselbe Eigenschaft.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte weiter p; < g;. Dann folgt
q1 > p1 > 2, (]_7)

da n im Falle p; = 2 wegen (15), (16) sonst eine gerade sowie ungerade natiirliche
Zahl wire, und wir setzen

16
m:i= n-—pi-q2-qs (0 (g1-p1)-q2-qs €{2,...n =1}, (18)
N—— ——
(

15)
="p1(p2--Pr—q2-qs)
beachte, dafs p;,q; Primzahlen mit (17) sind.

Da n die kleinste natiirliche Zahl grofier eins mit verschiedenen Primfaktor-

zerlegungen ist, folgt aus (18) und p1 < g1 < g2 < ... <qs

pil(@-p1) v pre{q,. .. qs},
also wegen p; < ¢1 < g2 < ... < ¢s: p1]|(q1 — p1). Somit existiert k € N, mit
p1-k=q -p1, dh

q1=p1- (k+ 1)7
N——
>2
im Widerspruch dazu, dafs ¢; eine Primzahl ist. O
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Abbildungen

Seien M, N Mengen. Intuitiv wiirden wir eine Abbildung f: M — N als eine
Zuordnung definieren, die jedem Elemten x € M genau ein Element f(z) € N
zuordnet. Vom axiomatischen Standpunkt aus gesehen, kennen wir jedoch nur
Mengen und wollen sdmtliche Objekte als Mengen definieren. Wie konnen wir
eine Abbildung als Menge interpretieren?

Zunichst bendtigen wir die Definition des kartesischen Produktes zweier
Mengen: Gehen wir vorerst wieder von der Intuition aus, so wiirden wir das
Produkt von M und N als

M x N :={(a,b)|lae M Abe N}

definieren und zwei Elemente (a,b), (a,b) € M x N genau dann gleich nennen,
wenn gilt a = @ sowie b = b. Was aber genau soll (a,b) sein? Und warum ist
M x N eine Menge?

Das folgende Lemma, dessen Beweis wir dem Leser als Ubung iiberlassen,
liefert eine Moglichkeit eine Menge M x N mit den gewiinschten Eigenschaften
zu definieren.

Lemma 2.19. Seien M, N Mengen, und a,a € M sowie bbe N.
Dann gilt:

(i) {{a},{a,b}} e B(P(M UN)).
(ii) {{a},{a,b}} = {{a}, {d,g}} <= (a=anb= l~)) O
Definition 2.20. Es seien M, N Mengen.

(i) Fiir a € M und be N definieren wir

= {{a}, {a,b}} e B(P(M UN)).

(ii) Nach Axiom 3 ist

[M x N]:={X e B(B(MUN))| X =(a,b) nae M Abe N}

eine Menge, die wir das kartesische Produkt von M und N nennen.

Eine Abbildung f: M — N soll, wie oben besprochen, jedem Element x € M
genau ein Element f(z) € N zuordnen. Wir konnen diese Zuordnung x — f(x)
fiir jedes € M als ein Element (z, f(z)) € M x N auffassen. Daher definieren
wir:

Definition 2.21. Es seien M, N Mengen.
Eine Abbildung f: M — N ist per definitionem eine Teilmenge I'y von M x N
derart, daf gilt
VxEME”yeN (x,y) eFf. (19)
Fiir jedes x € N heifit das eindeutig bestimmte Element y wie (19) der Wert von
f an der Stelle x, und man schreibt hierfiir auch m
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Ist A eine Teilmenge von M, so heifst die Menge, vgl. Axiom 3,

[F(A) ]i={be N|3uea f(a) =}

das Bild von A unter f.
Fiir jede Teilmenge B von M setzen wir das Urbild von B unter f als

T (B)|:={a e M|3pep f(b) = a).

Die Menge aller Abbildungen M — N sei mit | Abb(M, N) | bezeicnet. Dafs
dies eine Menge ist, folgt aus Axiom 3 und (19).

Definition 2.22 (Injektion, Surjektion und Bijektion). Es seien M, N Mengen
und f: M — N eine Abbildung. Wir definieren

(i) f injektiv :e= Vg zem (f(2) = f(Z) =2 =17),
(ii) f surjektiv <= VyenIzenm f(x) =y,
(iii) f bijektiv <= [ injektiv und surjektiv <= VyenIlperr f(2) = y.

Eine injektive bzw. surjektive bzw. bijektive Abbildung nennt man auch Injek-
tion bzw. Surjektion bzw. Bijektion.

Definition 2.23 (Identitdt, Einschrinkung, Kompsition, katesisches Produkt
einer Mengenfamilie). Seien M, N Mengen.

(i) Die Abbildung

‘idM:M——>M, Tr— T,
heiflt die Identitdt von M.

Ist dariiber hinaus A eine Teilmenge von M, so heifst die Abbildung

‘AQ—»M, avr—a,

die Inklusion von A in M, und fiir eine Abbildung f: M — N nennen wir

[l A— N, a— f(a),

die Einschrinkung von f auf A.
(ii) Ist f: M - N eine bijektive Abbildung, so heiftt

N — M, y+—>x, wobei 2 wie in 2.22 (iii) sei,

die Umkehrabbildung von f.
Zeige als Ubungsaufgabe, daf dies tatsichlich eine Abbildung ist.

(iii) Sind L eine weitere Menge und f: M — N sowie g: N - L Abbildungen,
SO nennen wir

lgo /i M — L, x— g(f(x)),

die Komposition von f und g.

Zeige als Ubungsaufgabe, daf dies tatsichlich eine Abbildung ist.

17



(iv) Seien M eine Menge und (M;);er eine Familie von Teilmengen von M,
d.h. per definitionem, daft I eine Menge und

I — M, 1— M,

eine Abbildung mit V;e; M; ¢ M ist. Dann heifst die Menge

><]\4Z = {f € Abb(I,M) | Vie[ f(’L) € Mz}

iel

das kartesische Produkt der Mengenfamilie (M;)

iel "
Satz 2.24. Es seien My, Ms, Ms Mengen und fi: My — Mo, fo: My — Msj
Abbildungen.

Dann gilt:
(i) f1 und fo injektiv = fy 0 f1 injektiv.
Die Umkehrung ist i.a falsch.

(ii) f1 und fo sujektiv == fyo0 f1 surjektiv.
Die Umkehrung ist i.a falsch.

(ii) f1 und fo bijektiv == fa 0 f1 bijektiv.
Die Umkehrung ist i.a falsch.
(iv) fao f1 injektiv == f1 injektiv.
(v) fao fi surjektiv => fo surjektiv.
Beweis als Ubunyg. O

Wir nennen nun die letzten beiden Axiome von (ZFC), Axiom 8 allerdings
nur der Vollstdndigkeit halber — wir werden es nicht ausnutzen.

Axiom 8 (Ersetzungs-Axion). Es sei P eine fiir Mengen definierte zweistellige
Aussageform derart, daf zu jeder Menge X genau eine Menge Y mit P(X,Y")
existiert.

Dann existiert zu jeder Menge A (genau) eine Menge B mit
y€ B <= J,c4 P(x,y).
Bemerkung.

1.) Wir kénnen mittels der Axiome 1 - 7 folgende Mengen definieren:
=N,

[w+1]:=5(w) =wu{w}={0,1,2,...,w},
[wt+2]:=S(w+1)={0,1,2,...,w,w+1}

Usw.

Aber mittels der Axiome 1 - 7 kénnen wir keine Menge {w +n|n € N}
nachweisen.
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2.) Ebenfalls 148t sich mittels der Axiome 1 - 7 nicht zeigen, daf eine Menge
existiert, deren Elemente gerade

2,{}, {{2}}, (i)}

sind.
Um solches zu garantieren, benotigt man Axiom 8.

Axiom 9 (Auswahlaxiom). Es seien M eine Menge, I eine nicht-leere Menge
und (M;);er eine Familie nicht-leerer Teilmengen von M.
Dann gilt X;.; M; + @, also existiert eine Abbildung

fil— M mit Vg f(Z) e M;.

Bemerkung. Seien M := {1,2,3}, I :={1,2,3,4}, M; := {1,3}, My = {1,2},
M3 := {2} und My :={2,3}. Dann ist

f:{1,2,3,4y — {1,2,3}

1 — 3
2 — 1
3 — 2
4 — 3

offenbar eine Abbildung f: I — M mit V;e; f(i) € M;. Wir konnen die Existenz
eines f wie im Auswahlaxiom also durch explizite Angabe garantieren, und dies
ist immer der Fall, wenn I eine endliche Menge ist.

Das Auswahlaxiom spielt erst dann eine Rolle, wenn I keine endliche Menge
mehr ist.

Seien z.B. M :=R, I := P(R) \{@} und V;epr){g} Mi = i. Das Auswahlaxi-
om besagt, dak es eine Abbildung f: P(R)~{@} - R gibt, die jeder nicht-leeren
Teilmenge von R ein Element aus dieser Menge zuordnet. Eine solche Abbildung
kénnten wir niemals explizit angeben und ihre Existenz daher auch ohne das
Auswahlaxiom nicht beweisen.

Definition 2.25 (Michtigkeit von Mengen). Es seien M, N Mengen.

(i) Wir sagen, die Mdchtikeit von M ist kleiner oder gleich als der von N

(i.Z. |#M < #N|) genau dann, wenn eine injektive Abbildung M — N

existiert.

(ii) M und N heifen gleichmdchtig (i.Z. |#M = #N |) genau dann, wenn eine

bijektive Abbildung M — N existiert.

(iii) Die Mdachtigkeit von M heifit kleiner als die von N (1.Z. |#M <#N|)

genau dann, wenn gilt #M < #N und #M + #N.

(iv) M heift endlich == ey #n = #M 3>

3Fiir neN gilt n = {0,...,n -1}, also #n = #{1,...,n} =n.

19



(v) M heit unendlich :<=> =(M endlich).

(vi) M heift hochstens abzdhlbar <= #M < #N.
(vi) M heift abzahlbar <= #M = #N.
(vii) M heift iberabzihlbar <= #M > #N.

Satz 2.26 (Dirichletscher Schubfichersatz). Fir alle n,k e N gilt
#{1,...,n}<#{1,... .k} =n<k.
,<="Ist n <k, so ist die Inklusion
{1,...,n}—{1,...,k}

eine injektive Abbildung.
»,=" Wir zeigen fiir jedes n e N

VkeN (#{1,...,71}3#{1,...,19}:nsk).

—:P(n)

n =0 ist trivial.
n > n+1: Sei also n € N und gelte P(n). Wir wollen zeigen, daf auch P(n+1)
gilt. Gegeben seien daher k € N und eine injektive Abbildung

AL ... on+1} — {1,...,k}.
Wegen 1€ {1,...,n+1} gilt
g+ f({1,....,n+1}) c{1,... Kk},

also {1,...,k} # @ bzw. ke N,.
Wir definieren eine Abbildung o: {1,...,k} - {1,...,k} durch

i, i¢{k, f(n+1)},
o(i) =1k, i=f(n+1),
f(n+1), i=k.

Dann gilt 0 00 =idy; x}, womit o nach Satz 2.24 (iv), (v) eine Bijektion ist.
Aus Satz 2.24 (i) ergibt sich die Injektivitat von

fi=cof: {1,...,n+1} — {1,...,k},
welche nach dem Vorgenannten die Injektivitdt von
g:= fl{l,...,n}: {1,,71} - {177k_1}

impliziert, wobei wegen k € N, gilt: k—1 € N. Aus der Giiltigkeit von P(n) folgt
n<k-1,dh. n+1<k, womit auch P(n + 1) gezeigt ist. O
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Korollar 2.27. Ist M eine endliche Menge, so existiert genau ein n € N mit

#{1,...,n}=#M. O
Definition 2.28. Ist M eine endliche Menge mit #M = #n, wobei n € N sei,

SO setzen wir

und nennen M eine n-elementige Menge.

Satz 2.29. Seien M, N Mengen.
Dann gilt:

(i) Ist M endlich und N eine Teilmenge von M, so sind auch N und M ~ N
endlich mat

M = #N +# (M~ N).
(ii) Sind M und N endlich, so sind auch M U N und M n N endlich mit

H(MUN)=#M +#N -#(MnN).

Beweis. Zu (i): Wir zeigen die Aussage zunédchst in den Féllen

N=g, (20)
N = {z}. (21)

[ Im Falle (20) ist nichts zu zeigen, da dann M \ N = M und #N =0 gilt.

Zu (21): Sei {x} = N c¢ M. Dann gilt M # @&, also existiert m € N, derart,
dak #M = m gilt. Seien dann f{1,...,m} - M eine bijektive Abbildung und
ke{1,...,m} das eindeutig bestimmte Element mit f(k) = x. Definiere

o:{l,....,m} —{1,...,m}

via
i, i¢f{k,n},
vie{l,...,m} U(Z) =i m, 1= ]{7,
k, i=m.
Aus 0 oo =id sowie Satz 2.24 (iv), (v) folgt die Bijektivitat von o und daher
mittels Satz 2.24 (iii) auch die von

f==foo:{1,...,m} — M.

Wegen f(m) = f(o(m)) = f(k) = wird durch

Vie(t,...m-1y 9(7) = f(i)

offenbar eine bijektive Abbildung g: {1,...,m—-1} > M ~{z} = M \ N definiert,
d.h. M ~ N ist endlich und #(M NN)=m—-1=#M —#N. |

Nun beweisen wir (i) durch vollstdndige Induktion nach m := #M € N:

m =0 ist klar, da dann M =@, N =@ und M \ N =& gilt.
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m — m + 1: Seien m € N und gelte die Behauptung fiir m. Seien ferner M
eine (m + 1)-elementige Menge und N c¢ M. Ist N = &, so ist die Behauptung
nach (20) bereits gezeigt. Daher konnen wir annehmen, dafs x € N ¢ M existiert.

Nach (21) ist M := M~ {x} eine m-elementige Menge, und offenbar ist durch
N := N\ {x} eine Teilmenge von M gegeben. Daher folgt aus der Giiltigkeit der
Behauptung fiir m die Endlichkeit von N und M\ N.

Sind 72 := #N und f: {1,...,72} - N eine bijektive Abbildung, so ist offenbar

f@i), i+n+1,

g {l,...,n+1} — N, zn—>{ o
x, 1=n+1,

ebenfalls eine solche, d.h. N ist endlich mit #N #]\7 +1.

Nun gilt nach Induktionsvoraussetzung #M = #N +#(M ~ N) und aus
#M=m+1= #M+1 #N =#N+1sowie M\N =M~ N folgt die Behauptung
fir m + 1.

Zu (ii): Beweis als Ubung. O

Satz 2.30. Sei M eine endliche Menge.
Dann ist PB(M) endlich und #P(M) = 2#M

Beweis. Vollstandige Induktion nach m := #M e N:

m =0 ist wegen P(2) = {3} klar.

m — m + 1: Sei eine (m + 1)-elementige Menge Menge M gegeben. Wegen
m+ 1 € N, existiert x € M und nach Satz 2.29 ist M \ {z} eine m-elementige
Menge. Daher gilt nach Induktionsvoraussetzung

#P(M ~ {z}) =
und somit auch
#{Au{z}|AeP(M N {z})} =27
Wir zeigen
PM) =P(M ~ {z}) v {Av{z}|A e P(M ~ {z})}, (22)
also folgt aus Satz 2.29
HP(M) = 2™ + 2™ = 2™+,
Zu (22): Fiir jede Menge X gilt

XeP(M) — XcM~{z}v(XcMnarX¢M~{z})
— X (1)) ¥ Gacainn X =AU (a})
< XerS.

Satz 2.31. Es seien M, N nicht-leere Mengen.
Dann existiert genau dann eine injektive Abbildung M — N, wenn eine
surjektive Abbildung N — M existiert.
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Beweis. ,=* Sei f: M - N eine Injektion. Gesucht ist eine surjektive Ab-
bildung ¢g: N - M. Wir betrachten die durch f natiirlich gegebene Abbildung
f: M — f(M). Dann ist f bijektiv und besitzt eine bijektive Umkehrabbildung
g: f(M) - M. Wéhle nun xy € M, beachte M # @&, und setze § auferhalb von
f(M) durch den Wert xy zu einer Abbildung ¢g: N - M fort. Dann ist mit g
auch g surjektiv.

»,<=" Gegeben sei nun eine Surjektion g: N - M. Wir miissen eine Injektion
f+ M — N finden. Die Idee ist, dalt f ein Element x € M auf ein Element von
g ({z}) abbilden soll, denn dann gilt g(f(z)) = z fiir alle 2 € M, d.h. nach Satz
2.24 (v), dak f injektiv ist.

Seien I := M und N, = g'({z}) c N fiir jedes z € [. Da : N - M # &
surjektiv ist, gilt fiir alle x € I = M: N, # @&. Nach dem Auswahlaxiom gibt es
daher eine Abbildung f: I - N mit V,eropr f(x) € N,. O

Satz 2.32 (Aquivalenzsatz von BERNSTEIN). Seien M, N Mengen.
Existierten Injektionen f: M — N sowie g N - M, so existiert auch eine
Bijektion h: M — N, d.h. genau

(#M <#N A #N < #M) = #M = #N.

Wir bereiten den Beweis des Satzes durch das folgende Lemma vor:

Lemma 2.33. Seien M, N, M, Mengen mit My c N c M und #M; =#M.
Dann gilt #M = #N.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine bijektive Abbildung f: M — M;.
Wir definieren

Mo = M, Vpeny My = f(Mn)y No =N und Vyeny Npy1 = f(Nn) (23)

Dann gilt
Vpeny Mp41 € N, € M, (24)

| Beweis von (24) durch vollstdndige Induktion:
n =0 gilt nach Voraussetzung.
n > n+1: Sei n € N und gelte (24) fiir n, d.h. M,4+1 ¢ N, ¢ M,,. Dann folgt

f(Myps1) € f(Nn) © f(My),

S—_——— S—— S——

=Mn+2 =]\/'n+1 =an+1
also gilt (24) fiir n + 1. |
Wir setzen
VneN Ln = Mn N\ Nny (25)
L:=\JL, (26)
neN

[ Beachte, daf die Vereinigung in (26) disjunkt ist, da fiir k,n € N mit n <k
2 25
gilt L ) My wnd L, @ M~ N, c M~ M. |

——

24 24
@y, @)
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Da f injektiv ist, folgt aus (25)

VneN f(Ln) (2:5) f(Mn N\ Nn) = f(Mn) N f(Nn) = Mps1 N Nps1 (2:5) Ly (27)

und aus (26) somit

f(L)=f(L'JNLn)= L‘JNf(Ln)=L\Lo- (28)
=Ln+1

Wegen (27) und (28) wird durch

f(x)e L~NLy, zelL,

V. =
a1 9() {xeM\L, reM~L,

offenbar eine injektive Abbildung g: M - M mit
g(M)=(L~Lo)u(M~NL)y=M~ Ly =N
——
(25),2),

definiert. Daher existiert eine bijektive Abbildung M — N. O

Beweis des Satzes. Seien also M, N Mengen und existierten injektive Abbil-
dungen f: M — N sowie g: N - M. Dann ist offenbar auch go f: M - M eine
injektive Abbildung, und es gilt

(9o f)(M) =g(f(M)) cg(N) c M.

——
cN

Da M durch go f bijektiv auf (g o f)(M) abgebildet wird, also auch eine bi-
jektive Abbildung (g o f)(M) — M existiert, folgt aus Lemma 2.33, dafs eine
bijektive Abbildung M — g(N) existiert. Nun bildet g aber N bijektiv auf g(N)
ab, also folgt die Existenz einer bijektiven Abbildung M — N. a

Den folgenden Satz beweisen wir in dieser Vorlesung nicht. Der Beweis wiirde
das zum Auswahlaxiom &quivalente (hier ungenannte) Lemma von ZORN ver-
wenden. Allein der Beweis der letztgenannten Aquivalenz wiirde den Rahmen
dieser Vorlesung sprengen.

Satz 2.34. Fiir alle Mengen M, N gilt #M < #N oder #N < #M.
Satz 2.35. Fir jede Menge M gilt #M < #B(M).
Beweis. Die Abbildung

M — B(M), z— {z},

ist offenbar injektiv. Wir miissen daher zeigen, daf keine Bijektion M — P (M)
existiert. Wir beweisen sogar, daf keine Surjektion M — PB(M) existiert.

Sei f: M — B(M) eine beliebige Abbildung. Dannist N :={z e M |z ¢ f(z)}
eine Teilmenge von M, d.h. N € P(M).

Angenommen, es existiert o € M mit f(zp) = N. Dann gilt entweder xg € N,
also xg ¢ f(xg) = N nach der Definition von N, oder es gilt z¢ ¢ N, also zg € N
nach der Definition von N. Daher kann kein z¢ € M mit f(z¢) = N existieren,
d.h. f ist nicht surjektiv. O
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Satz 2.36. Q ist abzdahlbar.

Beweis. Der Beweis stammt von CANTOR und wird Cantors erstes Dia-
gonalargument genannt. N « Q ist injektiv. Wegen des Aquivalenzsatzes von
BERNSTEIN geniigt es daher, eine surjektive Abbildung N - Q zu finden. Wir
ordnen die positiven rationalen Zahlen folgendermafsen an.

., 1 ., 1 1
1 2 3 1 5
' 7 ' 7
2 2 2 2 2
1 2 3 1 5
I 7 ' 7
3 3 3 3 3
1 2 3 1 5
e 7
4 4 4 4 4
1 2 3 1 5
N
3 5 il 5 5
S
Der Leser iiberlege, wie man nun die gesuchte Abbildung erhilt. O
Satz 2.37. R st diberabzdhlbar.
Beweisskizze. Wir zeigen:
#Abb(N,{0,1}) = #PB(N), (29)
#R > #Abb(N, {0,1}). (30)

Zu (29): Die Abbildung
PB(N) — Abb(N,{0,1}), M — xm,

wobel

0, n¢M,

Y yrenV n) =
McN mNXM() {L ne M,

ist bijektiv.
Zu (30): Wir fassen Abb(N, {0,1}) als die Menge der Folgen (a,)nen in {0,1}
auf und definieren eine Abbildung f: Abb(N,{0,1}) - R durch

V(a‘n)neN f((an)nEN) = 0, apai1ag....
Diese Abbildung ist offenbar injektiv. 0

Bemerkung (Spezielle Kontinuumshypothese). Der Beweis des letzten Satzes
zeigt #R > #B(N). Tatsachlich gilt

#R = #B(N) > #N.
Es ist nun interessant zu fragen, ob es eine Menge M mit

#R > #M > #N
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gibt. Die sog. spezielle Kontinuumshypothese besagt, daf es keine solche Menge
M gibt. (R heifst das Kontinuum.)

GODEL bewies 1939: Aus den Axiomen 1 - 9 1a#t sich kein Widerspruch zur
speziellen Kontinuumshypothese ableiten.

COHEN bewies 1963: Aus den Axiomen 1 - 9 14t sich die spezielle Kontinu-
umshypothese nicht ableiten.

D.h. weder Giiltigkeit noch Ungiiltigkeit der (speziellen) Kontinuumshypo-
these sind beweisbar.

Man vergleiche dies mit folgender Situation: Ein Korper ist eine Menge k
zusammen mit zwei Operationen +: kxk - k und = kxk — k, die neun Axiomen
geniigen, u.a.

ek Vaek a +0 = a,
allek\{o}vaek l-a=a.
Hypothese: V ex a’ #-1.
Mit den Koérperaxiomen léft sich diese Hypothese weder herleiten noch wi-

derlegen. Die Korper Q und R geniigen der Hypothese. Der hier noch zu nen-
nende Korper C besitzt das Element i mit i? = —1.

Aquivalenzrelationen

Definition 2.38. Sei M eine Menge.

(i) Sei ferner N eine Menge. Eine Relation von M nach N ist per definitionem
eine Teilmenge R von M xN. Fiir (a,b) € R schreiben wir auch bzw.

oder kurz und sagen ,,a steht in Relation zu b*.

(ii) Eine Aquivalenzrelation auf M ist per definitionem eine Relation R von

M nach M mit

(A1) VeemaRa (Reflezivitdt),

(A2) Vapers (@ Rb==0bRa) (Symmetrie),

(A3) Vapeerr ((aRb AbRc)=>aRc) (Transitivitdt).
Beispiel.

1.) Sei H die Menge aller Menschen. Dann wird durch
Ve yeH T ~y <= x,y haben dieselbe Augenfarbe

eine Aquivalenzrelation auf H definiert.

2.) Sei G die Menge aller Geraden in R?. Dann wird durch
Vohe g ~hie= gl h

eine Aquivalenzrelation auf G definiert.
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3.) Durch
VaBem A~ B #A=#B

wird eine Aquivalenzrelation auf M definiert.

4.) Durch
Vm,yeRx ~NYyre=xr<y

wird eine Relation von R nach R definiert, die keine Aquivalenzrelation
auf R ist.

Definition 2.39. Es seien M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Dann heifst fiir jedes x € M
:= {aeM|a~zx}

die Aquivalenzklasse von x modulo ~ und die Menge
M/ |:={lz]. |z e M} = {N e B(M)|Ipems N = [2].}

der Raum der Aquivalenzklassen bzgl. ~.

Satz 2.40. Seien M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und x,y € M.
Dann gilt

(i) x ~y <= [x].=[y].,
(1) =(z ~y) <= [r].n[y]. = und
(iii) M =Ugens[a]..

Beweis. (iii) ist wegen der Reflexivitat von ~ trivial.

Zu (i): ,=* Aus z ~ y folgt mittels der Transitivitdt von ~ fiir alle a € [z].:
a € [y]. Daher gilt [z]. c [y].. Analog sieht man [y]. c [z]. ein.

»= Aus [z]. = [y]. folgt wegen x € [z]. = [y]., dab gilt = ~y.

Zu (ii): ,=* Gelte ~(x ~ y). Existierte a € [x]. n [y]., so folgte aus der
Symmetrie von ~, dalt z ~ a und a ~ y gilt, also wegen der Transitivitiat von ~:
x ~y, im Widerspruch zur Voraussetzung.

,<=" Sei [z]. n[y]. =@. Aus x ~ y folgte = € [y]., Widerspruch! O

Beispiel.

1.) Betrachtet man die Aquivalenzrelation aus Beispiel 1.) zu 2.38, so ist H [/~
eineindeutig mit der Menge aller Augenfarben identifizierbar.

2.) Wir betrachten die Aquivalenzrelation aus Beispiel 2.) zu 2.38. Sind p, g
zwei verschiedene Punkte in der Ebene R?, so existiert genau eine Gerade
9p,q € G. Daher erhalten wir eine surjektive Abbildung

R2 - G/~7 pr— gO,p7
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die nicht injektiv ist, da Vielfache eines Punktes dieselbe Gerade ergeben.
Die Einschrinkung dieser Abbildung auf den oberen Halbkreis

Sso = {(z,y) ER2|\/:E2+y =1Ay20}

liefert uns eine Surjektion Ssg - G/.., deren Einschrankung auf

S, = {(z,y) eR*| /a2 +92=1 A y >0}

injektiv ist. Lediglich (-1,0),(1,0) werden auf dasselbe Element abgebil-
det.. Wir konnen uns G/.. also als oberen Halbkreis vorstellen, wobei die
beiden Randpunkte verklebt werden. Dies ist geometrisch ein Kreis.

3.) Wir betrachten auf R die Aquivalenzrelation ~, die durch
vx,yER$ ~yie=>r-yel

gegeben ist. Es gibt eine kanonische Abbildung R — R/.., die man sich als
Projektion einer Schraubenlinie im R? auf einen Kreis im R? vorstellen
kann. Daher ,ist“ R/. ein Kreis.

Definition 2.41 (Die Menge Z der ganzen Zahlen). Wir definieren

[N, ]:={neN|n>0},
vWEN+ = (0777‘)7

:: {-n|neN,},
[Z]:=NuN_={...,-2,-1,0,1,2,...}.

(Beachte, dafs die Vereinigung in der letzten Zeile disjunkt ist, da aus k e NnN_

die Existenz von n € N, mit k = (0,n) = {{0},{0,n}}, also k=2 = {@&, {@}} und
—— ~
=>#k=k =>#k=2 (wegen n+g)

@ ={0} ve ={0,n} folgte.)

Wir haben oben und in den Ubungen bereits natiirliche Zahlen addiert und
multipliziert, obwohl wir diese Operationen noch gar nicht eingefiihrt hatten.
U.a. das holen wir nun nach.

Definition 2.42.

(i) Die Addition in N wird rekursiv definiert durch

Vapenn +0:=n,
Vokenn+ (k+1) = (n+k)+1(=S(n+k)).

Die Multiplikation in N wird rekursiv definiert durch

Vienn-0:=0,
Vo kenn- (k+1):=(n-k)+n.
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(ii) Sind m,n € N mit m <n (d.h. per definitionem m c n), so existiert genau
ein k € N mit m+k =n. (Dies beweist man durch vollstdndige Induktion.)
Die Differenz von m und n ist dann per definitionem gleich k£, und man
schreibt m —n := k bzw. in Ubereinstimmung mit Obigem -k, falls m = 0.

(iii) Fiir k € Z definieren wir den Betrag von k durch

e {B REN
" |n, k=(0,n)eN._.

(iv) Die Addition in Z ist gegeben durch

(k+1, k120,
=(lkl + 1), k,1<0,

Vigez kb +1:=1k-|l, E>0Al<0n k2],
(K= lD), k20AI<OALSE,
1+, k<O AL>0.

Die Subtraktion in Z ist gegeben durch
vk,leZk —l:=k+ (—l)
Die Multiplikation in Z ist gegeben durch

El-ll, Kk I>0vk1I<0,
Vigez k- 1:= ] -1 ’ Vs
’ —|k|-|7], sonst.

Definition 2.43 (Der Menge Q der rationalen Zahlen). Wir definieren eine
Aquivalenzrelation ~ auf Z x (Z \ {0}) wie folgt

v(p,q),(r,s)er(Z\{O}) (p7 Q) ~ ((L T) == prs=q-T.
Die Menge der rationalen Zahlen ist als Z x (Z ~ {0})/. definiert.

Wir schreiben | = | fir [(p,q)]. € Q.

Z - Q, km~ %, ist eine injektive Abbildung. Daher kénnen wir Z als Teil-
menge von Q auffassen.

Schlieklich definieren wir fiir g LeQ

- - EQ7
q s qs
P_T_P,q
q9 s q S
PP g
qQ s 4gs
und, falls zusétzlich r # 0 gilt,

P

a.P 3

soar



Die reellen Zahlen kann man nun als ,Vervollstidndigung“ der rationalen Zah-
len konstruieren. Dies kdnnen wir aus zeitlichen Griinden jedoch hier nicht vor-
fithren. Es sei daher auf [4] verwiesen.
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3 Geometrie

Grundlagen

In diesem Kapitel sei stets n € N,. Wir betrachten als die Menge aller
n-Tupel (z1,...,7n), wobei Yiry  ny7; € R gelte, zusammen mit der natiirlich
gegebenen Addition und skalaren Multiplikation, d.h.

V(ml,...,xn),(yl,...,yn)ER" (‘Tla v 7xn) + (y17 v 7yn) = (‘Tl +Y,...,Tn t yn)7

VaerY (1,..zn)err @ (T1,. ., 20) = (@21, aczy).

Die formale Definition des R™ als Menge erhdlt man in Verallgemeinerung
von Definition 2.20. = = (x1,...,2,),y = (Y1,-..,yn) € R™ heifen gleich (i. Z.

[z =y]) genau dann, wenn fiir alle i € {1,... ,n} gilt 2; =y;.

Definition 3.1 ((Euklidische) Norm und (euklidischer) Abstand, Bélle).

(i) Fiir alle z,y € R™ heifen | ||z|| | := /212 + ... + 2,2 die (euklidische) Norm
von x sowie m = |z —y| der (euklidische) Abstand von x und y.

Bemerkung. Fiir alle z,y,z € R” und a € R gilt

(z#0 [z >0), flaz]=loflz], [z+y]<]z]+]yl-

(ii) Seien p € R™ und r € R mit r > 0. Dann heifen

[ B:(p)] = {w e R" || - p|| <7}

By () |={z e R"| |z - p] <7}

bzw.

offener bzw. abgeschlossener Ball vom Radius r mit Mittelpunkt p in R™.

Definition 3.2 (Offene und abgeschlossene Teilmengen von R™ sowie innere
Punkte und Randpunkte einer Teilmenge von R™ ). Sei M eine Teilmenge von
R™.

(i) x € M heifst genau dann innerer Punkt von M, wenn € € R, mit B.(z) c M
existiert. Die Menge der inneren Punkte von M bezeichnen wir mit .

(ii) M heifst genau dann offen in R", wenn jedes Element von M innerer
Punkt von M ist.

(iii) @ € M heifst genau dann Randpunkt von M, wenn B, (x) fiir jedes r € R,
sowohl Elemente von M als auch von R"™ \ M enthélt. Die Menge aller
Randpunkte von M bezeichnen wir mit .

(iv) M heifst genau dann abgeschlossen, wenn OM c M gilt.

(v) Der Abschluff von M ist definiert als ==MuUoM.
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Beispiel.

1.) Seien p e R” und r € R,. Dann ist B,(p) abgeschlossen, und es gilt

(M)o = Br(p)

sowie

0B, (p) = B(p) ~ Br(p) = {z eR" ||z - pl| = r}.
Des weiteren ist B, (p) offen, und es gilt

B.(p)° = Br(p)

0B (p) = Br(p) ~ B;(p) = {z e R" ||z - p| =1}

2.) [0,1] ist weder offen noch abgeschlossen, 9[0,1[ = {0,1}, [0,1[* =]0,1][.

3.) {% |k € N} ist weder offen noch abgeschlossen und besitzt die Elemente
von {4 |k € N} u {0} als Randpunkte sowie keine inneren Punkte.

Definition 3.3 (Beschrinkte Teilmengen von R™). Eine Teilmenge M von R™
heifst genau daan beschrinkt, wenn p € R” und r € Ry mit M c B, (p) existieren.

Beispiel.
1.) {1|n €N} ist eine beschrinkte Teilmenge von R.

2.) B,(p) ist fiir jedes p € R™ und jedes r € R, eine beschréinkte Teilmenge
von R".

3.) N ist eine unbeschrénkte Teilmenge von R.

Definition 3.4 (Konvexitét, Verbindungsstrecke). Eine Teilmeneg C' von R™
heifst konver genau dann, wenn fiir alle z,y € C die Verbindungssterecke von x

mit y
::{)\x+uy|)\,ue}R+u{0} AX+p=1}

in C enthalten ist.
Beispiel.

1.) Aus den Eigenschaften der Norm folgt sofort, dak B, (z) fiir jedes z € R"
sowie r € R, konvex ist.

2.) Ein Volldreieck, ein Vollquadrat und die Oberflache eines Stopschildes sind
konvexe Teilmengen von R2.

3.) Eine Vollkugel und ein Vollquader sind konvexe Teilmengen von R3.

4.) Ein Volltorus ist keine konvexe Teilmenge von R3.
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Konvexe Polyeder
Wir geben zunéchst eine anschauliche Definition.
Definition 3.5 (Polygon, konvexes Polyeder).

(i) Ein Polygon ist eine nicht-leere Teilmenge einer Ebene des R?, deren Rand
aus endlich vielen Strecken® besteht, derart, daf sich je zwei verschiedene
solcher Strecken héchstens in einem gemeinsamen Randpunkt schneiden.

(ii) M c R? heit konveres Polyeder genau dann, wenn M eine nicht-leere
abgeschlossene beschrinkte konvexe Menge ist, die so von Randteilen von
Polygonen berandet ist — den sog. Flachen von M —, dak je zwei verschie-
dene Flachen von M hochstens eine der berandenden Strecken — d.i. per
definitionem eine Kante von M — oder einen Randpunkt der Kanten von
M — d.i. per definitionem eine Ecke von M — als Schnittmenge besitzen.

Beispiel. Ein Volldreieck und ein Vollrechteck sind konvexe Polygone. Eine
Vollpyramide und ein Vollquader sind konvexe Polyeder. [0,3] \ [1,2]? ist kein
konvexes Polyeder, denn [0,3]3 \ [1,2]3 ist nicht konvex.

Um die letzte Definition etwas handfester zu geben, benotigen wir den Begriff
der konvezen Hiille.

Definition 3.6 (Konvexe Hiille). Seien k € N, und py,...,pr € R™. Die konveze
Hiille von p1,...,pg ist definiert als

! k
‘KODV(Pl, 3 Dk) ‘:= {Z AipilVieqr, pp Ni € Ry u{0} A Y Ai= 1}-
i=1 =1

Bemerkung. Sind Aq1,..., Ag, g1, .., pr € Ry U{0} mit Zle A = Zle Wi =1, 80
gilt fiir alle \, p e Ry U {0} mit A+ p =1

k k k
DN+ pp) =AY Nty =1,
i=1 i=1 i=1
eR,u{0}
k k k
AY N+ pipi = (AN + p i) i,
i=1 i=1 i=1
also ist Konv(ps,...,px) konvex.
Beispiel.

1.) Fiir p,q € R" gilt Konv(p,q) = [p,q].

2.) Sind p1,p2, p3 paarweise verschiedene Elemente von R3, die nicht auf einer
Geraden des R? liegen, so ist Konv(pi,ps,p3) das eindeutig bestimmte
Volldreieck mit Ecken p1, p2, ps3.

3.) Fiir alle ¢ € Konv(py,...,pr) gilt Konv(p1,...,pk,q) = Konv(pi,...,pk).

“Eine Strecke ist per definitionem eine Menge [p,q] mit p,q € R® und p # q.
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Satz 3.7. Seien k € Ny und p1,...,pr € R™.
Dann ist Konv(py,...,px) die kleinste konveze Menge, die p1,...,px enthdlt.

Beweis. Die Konvexitéit von Konv(py,...,px) und

Vieq1,...k} Pi € Konv(p1, ..., pk)

ist bereits klar. Wir beweisen durch vollstdndige Induktion nach k € N, dafs
Konv(py,...,pxr) Teilmenge jeder konvexen Menge, die py,...,px enthélt, ist.
k=1 ist trivial.
kw k+1: Seien ke Ny, p1,...,pr+1 € R" und C eine konvexe Teilmenge von
R™ mit p1,...,pr+1 € C. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Konv(py,...,pr) cC. (31)

Ferner seien A1,..., A\g+1 € Ry U {0} mit ijll Ai=1und

k+1

pi= ). Nibi.
i-1

Im Falle Agyq =1 gilt p = pryq € C. Wir konnen daher ohne Einschriankung
Ak+1 € [0, 1] annehmen. Wegen

folgt dann

i 31
———p; e Konv(py,...,pr) (c) C,
i=1 _)\k+1

also aus der Konvexitat von C
(¢, pr+1] c C.

Hieraus ergibt sich
p= (1 - )\k+1) q+ Me+1 P41 € C,

womit der Satz bewiesen ist. O

Der letzte Satz ermoglicht es uns, einen konvexen Polyeder im R? konkret
als konvexe Hiille seiner Ecken zu beschreiben.

Satz 3.8. Es seien M c R® ein konvezes Polyeder, p1,...,p, € R derart, dafs
{p1,...,px} € M die Menge der Ecken von M darstellt.
Dann gilt M =Konv(py,...,px)-

Beweisskizze. Wegen des letzten Satzes geniigt es zu zeigen, daf gilt
M c Konv(p1,...,pk).

Wir zerlegen das Polyeder in Komponenten und zeigen, daf diese sdmtlich in
Konv(py,...,px) enthalten sind.
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Sei pq € {p1,...,pr} eine beliebige Ecke von M. Wir zerlegen die Seiten, die
Dq nicht enthalten, mittels Diagonalen in Dreiecke, so daf die Ecken eines jeden
solchen Dreieckes A(pg,py,ps5) in {p1,...,pr} enthalten sind. Wir verbinden p,
mit den Ecken von A(pg,p.,ps) und erhalten somit einen Tetraeder. Aufgrund
der Konvexitidt von M ist das Tetraeder in M enthalten, und die Vereinigung
solcher Tetraeder ist gleich M.

Es geniigt zu zeigen, daf jeder der genannten Tetraeder in Konv(py,...,p)
enthalten ist. Es gilt

pg, Py €{p1,- - Pi},
k k
[pﬁ,pﬁ/] (- {Z >\sz| Z)\Z =1A Vie{l,...,k} )‘2 € R.,. @] {0} N vi¢{67’y} )\z = 0},

=1 =1
A(pg,py,ps) © Konv(pi,...,px).

Damit enthdlt Konv(py,...,px) auch das Tetraeder, welches von p,, ... ,ps auf-
gespannt wird, da es von Strecken ausgefiillt wird, die von p, zu Punkten des
Dreieckes A(pg, p,ps) fithren. O

Der Eulersche Polyedersatz

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.9 (Eulerscher Polyedersatz). Es sei M c R3 ein konvexes Polyeder. Mit
E bzw. K bzw. F sei die Anzahl der Ecken bzw. Kanten bzw. Flachen von M
bezeichnet.

Dann gilt: E-K + F =2,

Definition 3.10 (Netze). Es sei N = (€,K), wobei € eine nicht-leere endliche
Menge von Elementen des R? und /C eine endliche Menge von Strecken seien.
Dann heifst A ein Netz, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(a) Fiir jedes S € K existieren p,q € £ mit S = [p,q].

(b) Je zwei Elemente S,S’" € K schneiden sich hochstens in einem Punkt,
welcher dann ,,Randpunkt“ sowohl von S als auch S’ ist.

(¢) Zu p,q €& existieren py,...px € R™ mit

P=p1 A Pk=q N Vi k13 [Pipin1] €K,
insbesondere gilt K # @.

Die Elemente von & heiflen Ecken des Netzes N, und die Elemente von
heifen Kanten des Netzes N'. Als Fliche des Netztes N, bezeichnen wir eine
durch Kanten begrenzte Menge, die beschrankt ist und deren Elemente durch
endlich viele Strecken ,yverbindbar“ sind.

Mittels der folgenden (anschaulichen) Konstruktion kénnen wir aus jedem
konvexen Polyeder P ein Netz gewinnen:
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Wir wihlen p € P° und einen abgeschlossenen Ball B, der P enthélt. Dann
schneidet jede ,von p ausgehende Halbgerade* sowohl P als auch 0B jeweils
in genau einem Punkt.’ Daher kénnen wir jeder Ecke von P ein Element von
0B zuordnen und somit die Ecken, Kanten und Flichen von P auf die Kuge-
loberfliche OB abbilden. Dann entfernen wir auf der Kugeloberfliche eine auf
sie abgebildete Fliche ohne den Rand der abgebildeten Flidche und projizieren
z.B. mittels steographischer Projektion® die verbleibende Menge auf eine Ebene.
Anschaulich verbiegen wir damit die verbleibende Menge in eine solche Ebene.
Auf diese Weise erhalten wir ein Netz A, wobei die Anzahl der Ecken bzw.
Kanten von A mit der Anzahl der Ecken bzw. Kanten von P iibereinstimmt.
Die Anzahl der Flichen von N ist gegeniiber der Anzahl der Flichen von P um
eins verringert.

Der Beweis von Satz 3.9 ergibt sich daher aus dem folgenden allgemeineren
Resultat — beachte, dafs nicht jedes Netz durch einen konvexen Polyeder induziert
wird.

Satz 3.11. Sei N ein Netz und bezeichne E bzw. K bzw. F die Anzahl der
Ecken bzw. Kanten bzw. Flichen von N .
Dann qilt E-K + F =1.

Beweis. Wir fithren den Beweis duch vollstédndige Induktion nach K.

K = 0: Das einzige Netz, das keine Kante besitzt, besteht aus einer Ecke.
Dann gilt offenbar F - K + F=1-0+0=1.

K~ K +1: Seien K € N und N ein Netz mit K Kanten. Bei Hinzunahme
einer Kante zu einem Netz N, wobei E bzw. K = K + 1 bzw. F die Anzahl
der Ecken bzw. Kanten bzw. Flichen von A bezeichne, so kénnen zwei Fille
auftreten:

1. Fall: Zwei bereits existierende Ecken werden durch die neue Kante ver-
bunden. Dann entsteht eine neue Fliche, d.h. F = F + 1 und nach Induktions-
voraussetzung gilt E-K + F=E—-(K+1)+(F+1)=E-K+F =1.

2. Fall: Die neue Kante wird an eine bereits existierende Ecke angeklebt,
so daf der andere Randpunkt der neuen Kante eine neue Ecke ergibt. Folglich
entsteht keine neue Fliche, und es gilt somit wegen der Induktionsvoraussetzung
E-K+F=(E+1)-(K+1)+F=E-K+F=1. O

Platonische Korper

Definition 3.12 (Platonische Kérper). Sei M c R? ein konvexes Polyeder.

®Sei namlich C eine beliebige konvexe und beschréinkte Menge mit p € C°.

Gaébe es eine ,yvon p ausgehende Halbgerade“, die keinen Schnittpunkt mit OC hat, so wiirde
C eine ,unendlich lange Strecke* enthalten, im Widerspruch zur Beschréanktheit von C.

Seien nun zwei verschiedene Schnittpunkte ¢i,¢g2 von OC mit einer ,von p ausgehenden
Halbgerade, die zundchst ¢1 und sodann ¢» trifft“ gegeben. Wegen p € C°existiert £ € Ry mit
B:(p) c C, und die Konvexitat von C' liefert, daff die Verbindungsstrecke von g2 mit allen
Punkten aus B:(p) in C enthalten ist. Da diese Strecken einen Kegel ausfiillen, folgt g1 € C°,
Widerspruch!

®Ohne Einschrinkung kann man hier die steographische Projektion S* ~ {(0,0,1)} - R?
vom Nordpole aus betrachten, wobei S? = 9B;(0) sei. Jedem Element ¢ € 5%\ {(0,0,1)} c R?
wird das eindeutige Element von R? x {0} = R?, welches die Gerade, die (0,0,1) und ¢ enthilt,
schneidet, zugeordnet.
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M heifst Platonischer Korper genau dann, wenn folgende Eigenschaften er-
fiillt sind:

(a) Es existiert m € N, derart, dafs an jeder Ecke von M dieselbe Anzahl m
von Kanten zusammentrifft.

Offenbar mufs dann m > 3 gelten.

(b) Es existiert n € N mit n > 3 derart, daf alle Fliachen von M zueinander
kongruente n-Ecke sind; d.h. alle Flidchen enthalten jeweils n Kanten.

Mittels des Eulerschen Polyedersatzes wollen wir nun die Platonischen Kor-
per klassifizieren. Seien daher M c R? ein Platonischer Kérper und m,n wie in
der letzten Definition gewéhlt. ¥ bzw. K bzw. F' bezeichne wieder die Anzahl
der Ecken bzw. Kanten bzw. Flichen von M. Da jede Kante zwei Ecken enthélt,
gilt wegen 3.12 (a)

2
E=—K;
m
und da jede Kante zwei Flidchen berandet, gilt wegen 3.12 (b)
2
F=-K.
n

Somit impliziert der Eulersche Polyedersatz

K- 2mn

= (32)
2n—mn +2m

Wegen K >0, m,n >3 ergibt sich hieraus

2n —mn +2m > 0,
2n>m(n—-2) 23(n-2),

n<6

und analog m < 6. Damit ist gezeigt: m,n € {3,4,5}.

1. Fall: m = 3.

1.1. Fall: n = 3. Dann gilt K
somit ein Tetraeder.

1.2. Fall: n = 4. Dann gilt K 2 12, B = 2K =8 und F = 2K = 6. M ist
somit ein Wiirfel.

(3=2)67E:%K=4undF=%K=4-]\415t

1.2. Fall: n = 5. Dann gilt K 230, E= 2K =20 und F = 2K = 12. M ist

somit ein Dodekaeder.

2. Fall: m = 4. Dann gilt 0 < K & B0 - 40 460 5 = 3 und K = 12,
L= %K =6 und F' = %K =8. M ist somit ein Oktaeder.
3.Fall: m = 5. Dann gilt 0 < K 32 1019%, alson=3und K =30, F = %K =12

und F' = %K =20. M ist somit ein Ikosaeder.

37



4 Algebraische Strukturen

Gruppen
Sei G eine Menge. Eine Verkniipfung auf G ist per definitionem eine Abbildung
o:GxG— G, (g,h) —goh.
Beispiel.
1.) Die Addition +: N x N — N ist eine Verkniifung auf N.
2.) Die Multiplikation = N x N - N ist eine Verkniifung auf N.
3.) Durch V,, ey (n,m) = n —m ist keine Verkniifung auf N gegeben.

Definition 4.1 (Gruppen). Eine Gruppe (G,o) ist eine Menge G zusammen
mit einer Verkniifung o: G x G — G, die die folgenden Axiome erfiillt:

(a) (Assoziativitat)
Fiir alle g, h,k e G gilt (goh) ok =go (hok).

(b) Es existiert ein neutrales Element[e]e G, d.h.
Veecgoe=eog=g.
(c¢) Es existieren inverse Elemente, d.h.
VyeGIneggoh=hog=e.
Eine Gruppe (G, o) heifit abelsch genau dann, wenn gilt
Vghecgoh=hog.

Bemerkung.

1.) Im Falle abelscher Gruppen wird die Verkniipfung haufig mit bezeich-
net. Im Falle nicht-abelscher Gruppen wird meistens [-] anstelle von o
geschrieben.

2.) Wenn keine Verwechselungen auftreten koénnen, schreiben wir hiufig kurz
G fiir (G,o).

Satz 4.2. Sei (G,0) eine Gruppe mit neutralem Element e € G.
Dann gilt:

(i) Ein neutrales Element ist eindeutig bestimmdt.
(ii) Inverse Elemente sind eindeutig bestimmit.

Beweis. Zu (i): Ist €’ auch neutrales Element, so gilt e =e’oe=coe’ =¢€'.
Zu (ii): Seien g € G und h,h’ inverse Elemente von g, d.h.

goh=hog=e=goh'=hog,
also gilt h=hoe=ho(goh')=(hog)oh'=eoh’=h'. O
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Definiton. Sei (G,0) eine Gruppe. Wir schreiben im folgenden | g™ | fiir das

eindeutig bestimmte inverse Element von g € G. Ist die Gruppe (G, o) abelsch
und die Verkniipfung mit + anstelle von o notiert, so schreiben wir anstelle

von g_l.

Satz 4.3 (Kiirzungsregel). Sei (G, o) eine Gruppe.
Fiir alle g,h, k € G gilt

(i) goh=gok = h =k,
(11)) hog=kog=h=k.

Beweis. Wir zeigen (i); (ii) ergibt sich analog. Aus go h = g o k folgt ducrh
Multiplikation mit g~! von links: h = k. O

Korollar 4.4. Seien (G, o) eine Gruppe und g,h € G.
Dann gilt (g_l)_1 =gund (goh)t=h"tog™

Beweis als Ubunyg. O
Beispiel.

1.) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und zu k € Z
inversem Element —k.

2.) (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen. (N, +) ist keine Gruppe.

3.) Eine einelementige Menge bildet zusammen mit der einzig moglichen Ver-
kniipfung eine abelsche Gruppe.

4.) (Q*:=Q~{0},) und (R* :=R~ {0},-) sind abelsche Gruppen.

5.) Die (hoffentlich) aus der Schule bekannten reellen 2 x 2 Matrizen bilden
zusammen mit der iblichen Multiplikation eine Gruppe, die nicht abelsch
ist.

Es seien (G,o) eine Gruppe und a € G. Die Linkstraslation mit a ist per
definitionem die Abbildung

‘LQ:G——>G, g'—>aog.‘

Die Rechtstraslation mit a ist per definitionem die Abbildung

‘RQ:G——>G, g|—>goa.‘

Lemma 4.5. Sei (G,0) eine Gruppe.

Dann sind fiir jedes a € G die Translationen L,: G - G und Ry: G - G
bijektiv.

Beweis. Sei a € G.

Die Bijektivitiat von L, und R, bedeutet genau, dafs es zu jedem g € G genau
ein h € G und genau ein k € G mit

aoh=g sowie koa=g (33)
gibt.
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Zur Existenz: a o h = g ist gleichbedeutend mit A =a™' o g und koa = g mit
k=goa. o
Zur Eindeutigkeit: Seien auch h,k € G mit

aoh=g und koa=g.
(33) ergibt dann zusammen mit der Kiirzungsregel h=h A k = k. O
Beispiel.

6.) Seien (G, o) eine endliche Gruppe und G = {¢g1,...,9n}. Als Gruppentafel
von G bezeichnet man folgende Tabelle:

° g1 9i dn

gr | g1°91 -.. g1°Gi ... Gg1°gn
gj { gi°g1 ... gj°G ... Ggj°gn
gn | Ggn°91 --- Gn°Gi --- GnO°gn

Das letzte Lemma zeigt, dafs sowohl jede Zeile als auch jede Spalte der
Tabelle eine Permutation der Menge {g1,...,g,} darstellt.

Im Falle n =2 muft die Gruppentafel folgende Gestalt haben:

Q o|®
o Q|

[e]

e

9
Beachte, dafs g o g = g der Eindeutigkeit des neutralen Elementes wider-
spréche.

Im Falle n =3 muft die Gruppentafel wie folgt aussehen:

° |

h
h

S o
S>SQ oo
> Q|

Denn sowohl go g = e als auch go g = g widersprichen der Eindeutigkeit
des neutralen Elementes. Die einzig mogliche Verkniipfungstafel ist daher
die folgende Tabelle:

> ofo
S oo
o Q|
e o >

Im Falle n = 4 existieren mehrere Moglichkeiten, vgl. Ubungen.
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7.) (Zykische Gruppe der Ordnung p € N, ). Sei p € N,. Wir definieren auf Z
eine Aquivalenzrelation durch

Vigez b ~ L= p|(k-1).
Anstelle von k ~ [ schreiben wir auch | k =1 (p) |und sagen , k ist kongruent

zu [ modulo p*“. Die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~ bezeichnen wir
mit ; sie besitzt p Elemente, welche wir in offensichtlicher Weise mit

0,...,p—1 notieren. Durch

Vk,leZE +Z =k+1
wird eine Verkniifung auf Z, definiert, die Z, zu einer abelschen Gruppe
macht.
| Zur sog. ,Wohldefiniertheit* der Verkniipfung seien k,l, k', 1" € Z mit k=k
und [ =[’. Dann existieren k,l € Z mit k- k' =pk und [ -1’" = pl. Es folgt
k+l=k +pk+l'+pl=( +1)+p(k+1),
also p|((k+1) - (K" +1)).

Dak (Z,, +) eine abelsche Gruppe ist, folgt aus den jeweils entsprechenden
Eigenschaften von (Z, +). |

Ly, heifst  die zyklische Gruppe der Ordnung p.
Bemerkung. Z heifit ,die“ unendlich zyklische Gruppe.

8.) (Symmetrische Gruppe zum Index n € N, ). Sei n € N,. Eine Permutation
von {1,...,n} ist per definitionem eine bijektive Abbildung

o {l,....,n} —{1,...,n},
die wir in offensichtlicher Weise als
1 .oon
Uz( o(l) ... oa(n) )
notieren konnen. Die Menge der Permutationen von {1,... ,Wildet zZu-

sammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe , die sog.
symmetrische Gruppe zum Index n. Im Falle n € {1,2} ist S,, abelsch.

Bemerkung. Ist M eine nicht-leere endliche Menge, so konnen wir ge-
mék 2.27 ohne Einschrankung annehmen, daf n € N, mit M = {1,...,n}
existiert.

Definition 4.6 (Untergruppen). Seien (G,e) eine Gruppe mit neutralem Ele-
ment e und H eine Teilmenge von G.

(H,o) (oder kurz H) heift Untergruppe von (G,o) genau dann, wenn fol-
gende Eigenschaften erfiillt sind:

(a) Vh,hreHhOh’EH,
(b) ee H,
(¢) Vaewh™'eH.
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Beispiel.

1.) (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+), und (Q,+) ist eine Untergruppe
von (R, +).

2.) Seien n € N, und m € {1,...,n}. Dann bildet die Menge der Elemente von
Sn, die m auf m abbilden, eine Untergruppe von S,.

3.) Es sei n € N. Dann ist

:= {keZ|Jjezk=n-1}={...,-2n,n,0,n,2n,...}
eine Untergruppe von (Z, +).

Satz 4.7. Sei G eine Untergruppe von (Z,+).
Dann existiert n € N mit G =nZ.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte G # {0}. Wir setzen
M:=GnN, cN, cN.

Dann folgt
M+ @,

denn fiir g € G\ {0} c Z gilt im Falle g ¢ N,: —g € N,. Daf ein solches g existiert
folgt aus G # {0}.

Wegen des Wohlordnungsprinzipes der Menge der natiirlichen Zahlen 2.17
besitzt M ein kleinstes Element n € N,. Wir behaupten

G=nZ.

Beweis hiervon: , 0 Sei k € Z. Zu zeigen ist n-k € G. Im Falle k > 0 ergibt
sich induktiv n-k = n+...+n €G, da G eine Untergruppe von (Z, +) ist. Im
—_—

k Summanden

Falle k < 0 folgt hieraus —n-k =n-(-k) € G, also auch n-k € G. Im Falle k =0

gilt n-k=0eG.
,C* Sei g € G. Ohne Einschriankung gelte g # 0. Dann liefert ,Division mit
Rest von g durch n* die Existenz von k,r € Z mit g = k-n+r und r € {0,...,n-1}.7

Wegen g € G und n - (-k) € G — beachte, dak ,, > bereits bewiesen ist — ergibt
sich aus der Untergruppeneigenschaft von G: r = g—k-n € G. Da n das kleinste
Element aus M ist, folgt aus r € {0,...,n — 1}, dak r = 0 gelten muf, also
g=n-k. O

"Fiir das zu findende r muff 7 = g—k-n fiir ein k € Z, also r € R:= {g-k"-n|k’ € Z}nN gelten.
Es folgt R # @, denn im Falle g > 0 gilt g—0-n € R, und im Falle g < 0 gilt g—g-n =g-(1-n) € R,
da das Produkt zweier negativer Zahlen negativ ist. Daher liefert 2.17, die Existenz eines
minimalen Elementes r € R, d.h. es existiert kK € Z mit r = g — k-n, und aus r > n folgte
0<r-n=g-k-n-n=g-(k+1)-neR, im Widerspruch zur Minimalitdt von r € R.
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Homomorphismen

Wir haben Mengen mit einer zusétzlichen Struktur, der Verkniifung, studiert
und wollen nun Abbildungen betrachten, die jene respektieren.

Definition 4.8 ((Gruppen)-Homomorphismen). Seien (G, o) und (H, *) Grup-
pen.
Eine Abbildung ¢: G — H heilst (Gruppen-)Homomorphismus genau dann,

wenn fiir alle g,¢" € G gilt p(gog") = ¢(g) * ¢(g')-
Beispiel.
1.) Fiir jedes k € Z ist die Abbildung
ok (Z,+4) — (Z,+), l— k-1,
ein Homomorphismus.
2.) Die (hoffentlich) aus der Schule bekannte Abbildung
exp: R — R* =R~ {0}, z+—e",

definiert einen Homomorphismus (R, +) - (R*,-) — beachte, daf fiir alle
x,y € R gilt €Y =¢” - Y.

3.) Sei (G,-) eine Gruppe. Zusammen mit der Komposition o von Abbildungen
ist dann auch Bij(G) = {f: G —» G| f bijektiv } eine Gruppe und

L: (Gv) - (Bij(G)7°)7 g Lga
ein Homomorphismus.

Satz 4.9. Es seien (G, o) und (H,*) Gruppen mit neutralen Elementen eq und
eqg sowie ¢ : G - H ein Homomorphismus.

Dann gilt p(ec) =en und ¥4 p(g7') = 0(g9)7 .

Beweis. 1.) Es gilt

e *p(eq) = plea) = plea o eq) = plea) * p(ea),

also ergibt die Kiirzungsregel er = ¢(eg).
2.) Sei g € G. Dann ergibt 1.)

en = p(ec) =p(gog™) =p(9) xolg™),
und aus der Eindeutigkeit des neutralen Elementes folgt ¢(g)™! = p(g7!). O

Satz 4.10. Es seien (G,o) und (H,*) Gruppen sowie ¢ : G - H ein Homo-
morphismus. Ferner sei H' eine Untergruppe von (H,*).
Dann ist B*(H') eine Untergruppe von (G,o).
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Beweis. Wir beweisen die Eigenschaften (a) - (c) aus Definition 4.6.
Zu (a): Seien g, ¢’ € ' (H'). Dann gilt ¢(g),v(g") € H', also — da H' Unter-
gruppe von (H,x) —
p(gog’) =w(g) »oly') € H',
d.h. gog €@ (H').
Zu (b): Seien eg bzw. ey die neutralen Elemente von G bzw. H. Dann gilt
ey € H', also nach dem letzten Satz

oleg) =eg e H'

und somit eq € B (H').
Zu (c): Sei g e ' (H'). Dann gilt ¢(g) € H’, also nach dem letzten Satz — da,
H' Untergruppe von (H,x) —

d.h. g7l e BH(H'). O

Definition 4.11. Sei G,H Gruppen und ¢: G - H ein Homomorphismus.
Ferner bezeichne ey das neutrale Element von H.

Dann heift B ({eg}) der Kern von o, den wir mit notieren.

Satz 4.12. Seien (G,o) und (H,*) Gruppen sowie p: G - H ein Homomor-
phismus.

Dann ist Kernp eine Untergruppe von (G,o) und ¢(G) eine Untergruppe
von (H,*).

Beweis. Seien eg und ey die jeweiligen neutralen Elemente.

Die erste Aussage folgt sofort aus dem letzten Satz, da {er} offenbar eine
Untergruppe von (H,*) ist. Zum Nachweis der zweiten Aussage beweisen wir
wieder die Eigenschaften (a) - (c) aus Definition 4.6.

Zu (a): Seien h,h’ € p(G). Dann existieren g,¢’ € G mit ¢(g) = h und
¢(g') =N'. Es folgt hxh'=¢(g) » p(g") = (g g’) e p(G).

Zu (b): Nach 4.9 gilt ey = p(eq) € ¢(G).

Zu (c): Sei h € ¢(G). Dann existiert g € G mit ¢(g) = h und 4.9 ergibt
Wt =p(g) " =p(g7") e p(G). o

Satz 4.13. Seien (G,0) und (H,*) Gruppen sowie v: G — H ein Homomor-
phismus.

Dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn Kern = {eq}, wobei e das neutrale
Element von G bezeichne, gilt.

Beweis. Bezeichne ey das neutrale Element von H.

»=" eq € Kern ¢ ist nach dem letzten Satz klar. Angenommen es existierte
g € G mit g # e¢ und p(g) = ey. Dann folgte aus ¢(g) = ey = p(eq) ein
Widerspruch zur Injektivitdt von ¢.

»<" Seien g,¢’ € G mit ¢(g) = ¢(g’). Dann gilt

e =0(g9) *0(9) " =0(d) (g7 ) = (g’ o g™),

also nach Voraussetzung der rechten Seite ¢’ o g™! =eq, dh. g=g'. O
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Beispiel.
1.) exp: (R, +) - (R*,-) ist wegen V g (¢” =1 <> x =0) injektiv.
2.) Fiir jedes k € Z \ {0} ist o} wie in Beispiel 2.) zu 4.8 injektiv.

Satz 4.14. Seien G, H Gruppen und p: G — H ein bijektiver Homomorphismus,
ein sog. (Gruppen)-Isomorphismus.
Dann ist auch % H - G ein (bijektiver) Homomorphismus.

Beweis als Ubunyg. O

Definiton. Zwei Gruppen heifsen isomorph genau dann, wenn ein Isomorphis-
mus zwischen ihnen existiert.

Ringe und Ko6rper

Nachdem wir Gruppen (also Mengen zusammen mit einer Verkniipfung) studiert
haben, fithren wir nun Mengen ein, auf denen zwei Verkniifungen gegeben sind,
die in gewissem Sinne miteinander vertraglich sind.

Definition 4.15 (Ringe).
(i) Eine Ring (R, +,-) ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: Rx R— R,
einer sog. Addition, und
“RxR— R,
einer sog. Multiplikation, derart, daf folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe, wobei wir das neutale Element mit
bezeichnen.

(b) (R,-) ist assoziativ, d.h. Vypca-(b-c) = (a-b)-c.
(c) [Distributivitit]
Fiir alle a,b,c € R gilt
(a+b)-c=(a-c)+(b-c),
c-(a+b)=(c-a)+(c-b).

Wenn keine Verwechselungen auftreten konnen, schreiben wir auch kurz

R fir (R, +,-).

(ii) Ein Ring (R, +,-) heift unitar oder Ring mit Eins(-element) genau dann,
wenn (R,-) ein neutrales Elemnt besitzt, welches wir mit bezeichnen,
dh. Veerl-a=a-1=a.

(iii) Ein Ring (R,+,-) heift kommutativ genau dann, wenn Y,pera-b=05-a
gilt.

Wir vereinbaren, daf die Multiplikation eines Ringes stérker als die Addition
bindet, d.h. es gilt die ,,Punkt- vor Strichrechnung“. Des weiteren schreiben wir
fiir a,b € R anstelle von a - b auch ab.
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Bemerkung. Sei R ein Ring. Dann folgt i.a. fiir a,b,c € R aus
a-c=b-c oder c-a=c-b
i.a. nicht a = 0.

Satz 4.16. Sei R ein Ring.
Dann gilt

(i) Vaer0-a=a-0=0,
(1t) Yaper (—a)-b=—(a-b) =a-(-b).
Beweis. Zu (i): Sei a € R. Dann gilt
0=0-a-0-a=(0+0)-a-0-a=0-a+0-a-0-a=0-a.

0 =a-0 ergibt sich analog.
Zu (ii): Seien a,b € R. Dann gilt

(ma)-b+a-b=((-a)+a))-b=0-b=0,
also (-a) -b=-(a-b) und analog a- (-b) = —(a-b). O

Bemerkung. Sei R ein unitdrer Ring. Im Falle 1 = 0 folgt aus dem letzten Satz
fiir jedes a € R
a=a-1=a-0=0,

also R = {0}. Die Umkehrung gilt natiirlich auch.
Beispiel.
1) (Z,+,"), (Q,+,-) und (R, +,-) sind kommutative unitare Ringe.
2.) (N, +,-) ist kein Ring.
3.) Seien M c R und R := Abb(M,R). Indem wir die Addition und die Mul-

tiplikation elementweise definieren, erhalten wir eine kommutative Ring-
struktur fir R.

4.) Sei R[z]:={X¥a;2" |k € N ra; e R} die Menge der sog. reellen Polynome
in einer Variablen . Wir versehen R[z] mit einer Addition, indem wir die
Summanden nach den Potenzen von x sortieren und diese ,Koeffizienten
addieren, sowie mit einer Multiplikation, die durch formale Multiplikation
der Polynome erhalten wird. Dadurch wird R[z] zu einem kommutativen
unitdren Ring, ,dem“ Polynomring iber R in einer Variablen.

Definition 4.17 (Unterringe). Seien (R,+,-) ein Ring und R’ eine Teilmenge
von R.

(R',+,-) (oder kurz R) heikt Unterring von (R,+,-) genau dann, wenn
(R’,+) eine Untergruppe von (R, +) ist und a-b e R’ fiir alle a,b € R’ gilt.
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Definition 4.18 ((Ring)-Homomorphismen). Es seien (R,+,-) und (S, ®,®)
Ringe sowie ¢: R — S eine Abbildung.
¢ heit ein (Ring)-Homomorphismus genau dann, wenn fiir alle a,b € R gilt:

p(a+b) =p(a) ®p(b) und p(a-b) = p(a) ©(b).
Beispiel.

1.) Die Inklusionen Z = Q und Q = R sind Ringhomomorphismen.

2.) Seien R,S Ringe. Dann ist die Abbildung

pR— S, a—0,
ein Ringhomomorphismus, der sog. Nullhomomorphismus.

Bemerkung. Im Falle unitirer Ringe wird in der Literatur bei der Definiti-
on eines Ringhomomorphismus héufig gefordert, dak dieser unitdr ist, d.h. per
definitionem, dafs dieser das Einselement auf das Einselement abbildet. Nicht
jeder Ringhomomorphismus ist dann unitér: Der Nullhomomorphismus wie im
letzten Beispiel ist z.B. nur unitir, wenn S = {0} gilt.

Sei p € N,. Wir definieren auf Z,, ,der zyklischen Gruppe der Ordnung p,
vgl. Beispiel 7.) nach 4.5, eine Multiplikation durch

Virez k1.

Dies ist wohldefiniert, da zu allen k,k',1,l" € Z mit k =k und [ = I’ Zahlen
k,l € Z existieren derart, dals gilt

k=k'+p-k sowie l=0'+p-I,

also o o
kel=K l+p-(K-l+k-U'+p-k-1),
und p| (k-1-K"-1).
Dann ist (Zy, +,-) ein kommutativer unitérer Ring — dies folgt sofort aus den

jeweils entsprechenden Eigenschaften von (Z, +,-). Wir notieren die Abbildungs-
tafeln von (Zp,-) fiir p € {2,3,4,5}:

-0 1 2
010 0 O
110 1 2
210 2 1
-0 1T 2 3
00 0 0 0
110 1 2 3
210 2 0 2
310 3 21

=
-3



-0 1T 2 3 4
0/0 0 0 0 O
110 1 2 3 14
210 2 41 3
3/0 3 1 4 2
410 4 3 2 1

Offenbar ist (Zp N {6},)) fiir p € {2,3,5} eine abelsche Gruppe.® In Zj gilt
§-§=6¢Z4\{6}.

Definition 4.19. Ein Ring (R, +,-) heifst nullteilerfrei genau dann, wenn fiir
alle a,b € R gilt
a-b=0== (a=0v b=0).

Satz 4.20. Sei peN mit p > 2.
Dann ist Z,, genau dann nullteilerfrei, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. ,,=" Sei p keine Primzahl, also existieren natiirliche Zahlen n,m e N,
mit 1 <n,m < pund p =n-m. Dann folgt 7-m =0, d.h. Z, ist nicht nullteilerfrei.

,<*“ Seien p eine Primzahl und k,l € Z mit k-1 = 0. Dann existiert x € Z
derart, dafs k-1 = p-x gilt. Wir kénnen k,l € N und damit x € N annehmen.
Im Falle k-1 € {0,1} folgt trivialerweise k¥ = 0 v [ = 0. Im Falle k-1 > 2 er-
gibt der Fundamentalsatz der Arithmetik 2.18, dak p|(k-1) gilt, d.h. nach 2.15:
k=0vIi=0. O

Ein nullteilerfreier kommutativer unitirer Ring besitzt nicht notwendig in-
verse Elemente bzgl. der Multiplikation. In der Natur treten solche Ringe, die
letztgenannte Eigenschaft doch erfiillen, allerdings so hdufig auf, daf sie eine
eigene Bezeichnung verdienen.

Definition 4.21 (Kérper). Ein unitdrer Ring (k, +,-) (oder kurz k) heifst Kor-
per genau dann, wenn (k \ {0},-) eine abelsche Gruppe ist.

Beispiel.
1.) (Z,+,-) ist kein Korper.
2) (Q,+,) und (R,+,-) sind Korper.

Satz 4.22. Sei (k,+,-) ein Korper.
Dann gilt 0 # 1, und k ist nullteilerfres.

Beweis. Aus der Definition eines Korpers folgt sofort 1 € k ~ {0} und aus

a,bek mit a,b #0 sowie a-b =0 ein Widerspruch. O
——

ek~{0}

Satz 4.23. Ein endlicher nullteilerfreier kommutativer unitdrer Ring ist ein
Korper.

8Es ist kein Zufall, daR p in diesen Fillen eine Primzahl ist, s.u. 2.24.
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Beweis. Sei also (R, +,) ein endlicher nullteilerfreier kommutativer unitérer
Ring. Zu zeigen ist, daf jedes fixierte a € R\ {0} ein inverses Element bzgl. - in
R~ {0} besitzt.

Wir definieren f: R - R durch Vyeg f(b) = a-b. Diese Abbildung ist injektiv,
denn fiir alle b,c € R folgt aus a-b=a-c

a-(b-c)=a-b-a-c=0,

also wegen a # 0 und der Nullteilerfreiheit: b = c.
Dies und die Endlichkeit von R impliziert die Surjektivitdt der Abbildung
f: R — R.9 Daher existiert a’ € R mit a-a’ = f(a') = 1. Offenbar gilt o’ #0. O

Korollar 4.24. Sei pe N, mit p > 2.
Dann ist Z,, genau dann ein Kérper, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. ,=* Sei t € N, ein Teiler von p. Dann existiert (wegen p > 0) eine
Zahl k € N, mit p = k-, insbesondere gilt

k,te{l,...,p} und p=k-t, (34)

sowie k-7 = 0. Da Z, als Kérper vorausgesetzt ist, existiert s € Z \ {0} mit
T=(35)7", also folgt

0=0-5=k-t-5=k

und k € pZ = {...,-2p,-p,0,p,2p,...}. Daher ergibt (34): k = p und ¢t = 1.
Folglich ist p eine Primzahl.
,<" folgt aus 4.20 und 4.23. O

Seien (R, +,-) ein Ring, k € Z und a € R. Wir definieren

k Summanden
—_—
a+...+a, k>0,

= 0, k=
-(k-a), k <O0.
Definition 4.25 (Charakteristik). Sei R ein unitérer Ring. Falls ein kleinstes

x € Ny mit x-1 = 0 existiert, so heifst x die Charakteristik von R (i.Z.|Char(R)|).
Existiert kein solches x € N, , so setzen wir die Charakteristik von R gleich null.

Beispiel.
1.) Char(Q) = Char(R) =0.
2.) Char(Z) =0.
3.) Fiir alle p e N, gilt Char(Z,) = p.

Satz 4.26. Sei k ein Korper.
Dann gilt: Char(k) =0 oder Char(k) ist eine Primzahl.

"Wiire némlich f nicht surjektiv, so gilte f(R) & R, also ~(#R < #f(R)). Dann ergibe der
Direcletsche Schubfiachersatz 2.26 die Existenz eines Elementes von R, das zwei verschiedene
Urbilder unter f besitzt, im Widerspruch zur Injektivitdt von f.
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Beweis. Sei x := Char(k) keine Primzahl, d.h. x = m-n mit m,n € N und
1 <m,n < x. (Beachte, dat x =1 nach 4.22 nicht moglich ist!) Dann folgt aus

O=x-1l=m-n-1=(m-1)-(n-1)
und der Nullteilerfreiheit von k: m -1 = 0 oder n-1 = 0, im Widerspruch zur
Minimalitdt von x € Ny mit x -1 =0. O
Komplexe Zahlen

Die Gleichung x? = -1 besitzt im Korper R der reellen Zahlen keine Losung .
Wir definieren die komplexen Zahlen als die Menge aller geordneten Paare
(z,y) mit z,y € R zusammen mit den folgenden Verkniipfungen

+C—C, ((z1,91),(22,92)) ¥ (z1 + 22,51 +12),

und

+C—C, ((z1,71);(22,92)) — (1 22— Y1 - Y2, 71 - Y2 + Y1 - T2).
Satz 4.27. C ist ein Korper.

Beweis als Ubunyg. O

Die Abbildung
R—C, z+— (z,0),

definiert einen unitdren Ringhomomorphismus, der injektiv ist. Wir konnen je-
des x € R daher mit (z,0) € C identifizieren und R als Teilkirper von C auffassen.

Wir setzen
= (0,1) e C.
Dann gilt
i2 = (071) ’ (071) = (_170) =-1.

Hierdurch erklédt sich durch Ausmultiplikation auch die oben eingefiihrte Mul-
tiplikation: Fiir alle (z1,y1), (x2,22) € C gilt (zk,yx) = xp +iyg fir k € {1,2}
und

(a;l +iy1)- (xg +iy2)
(v1-m2 —y1-y2) +i(21-y2 +y1-T2)
(331-332—y1'y2, T1-Y2 +y1-l’2)-

(z1,91) - (22,92)

Die geometrische Veranschaulichung der Addition und der Multiplikation
erfolgt in den Vorlesungen Lineare Algebra I und Analysis I: Faft man komplexe
Zahlen als Vektoren im R? auf, so addieren sich die Komponenten bei Addition.
Bei Multplikaton addieren sich die Winkel zur ersten Koordinatenachse, und die
Lingen der Vektoren multiplizieren sich.
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